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Berlin, den 31. Dezember 1927.

Untersuchung der Potentialverteilung fiir einen speziellen Fall
im Hinblick auf geoelektrische Potentiallinienverfahren.
Von J. N. Hummel. — (Mit neun Abbildungen.)

Es wird die Potentialverteilung um den unendlich langen elliptischen Hohlzylinder, der

mit seiner Lingsachse senkrecht im homogenen stationiren Stromfeld liegt, unter be-

sonderer Beriicksichtigung seiner Speuzialfille untersucht. Aus den Ergebnissen werden

fir die geoelektrischen Methoden, bei denen Elektroden verwandt werden, praktische
Folgerungen gezogen.

Bei allen geoelektrischen Aufschlubmethoden, bei denen Elektroden ver-
wandt werden, ist die Abhingigkeit der Potentialverteilung von der Verteilung
der elektrischen Leitfahigkeit im Untergrund und von der Anordnung der
Stromquellen von Wichtigkeit. Auf ihrer Kenntnis beruht die Beurteilung
der Anwendungsmoglichkeiten dieser geoelektrischen Methoden, die Ermittlung
ihrer Tiefenwirkung, die Wahl der giinstigsten Elektrodenform und -anordnung,
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sowie vor allem die Deutung der MeBergebnisse.  Daher bildet die Berechnung
und Diskussion der Potentialverteilung bei vorgegebener Tektonik und vor-
gegebenen Stromquellen die Grundlage solcher Untersuchungen. Sie ist in-
dessen nur in wenigen Fillen exakt moglich, von denen einer in einer fritheren
Arbeit behandelt worden ist?). Dort befand sich eine Kugel im unbegrenzten
homogenen und isotropen Medium anderer Leitungsfihigkeit, das von einem
konstanten Strome in einer festen Richtung durchflossen wird. Die Strom-
quellen bzw. -senken waren so verteilt, daB sich bei nicht vorhandener Ein-
lagerung iiberall ein gleichgerichtetes homogenes Stromfeld ausbilden wiirde.

Die an diesem Beispiel vorgenommenen ldealisierungen diirften sich aus
rechnerischen Griinden allgemein empfehlen. Da man in der Praxis meist mit
Wechselstrom geringer Frequenz oder gar mit Gleichstrom arbeitet, gibt die
Potentialverteilung im stationdren Felde zum mindesten eine gute Anniherung
an die wirklichen Verhiltnisse?). Polarisationserscheinungen, die darauf zuriick-
zufithren sind, daf die Erde ein Elektrolyt ist, kommen bei Anwendung von
Wechselstrom in Fortfall®). Als Stromquellen ver-
wendet man gewshnlich Punkt- oder Linienelektroden.
" In der Mitte zwischen einem solchen Elektrodenpaar,

) —— > in einem Bereich, dessen Ausdehnung klein gegen
ﬁ_ %\ den Elektrodenabstand ist, erh&lt man ein nahezu
% y X glelchmﬁﬁlg(iss Stromfeld. Legt man ‘dementsprechend

den theoretischen Erirterungen die Annahme zu-

grunde, daB sich die aufzufindenden Einlagerungen

im an und fir sich gleichméBigen und stationiren

Stromfelde befinden, so wird man in der Regel den

Fig. 1. praktischen Bediirfnissen geniigend nahekommen.

Im folgenden soll unter dieser Voraussetzung die

Potentialverteilung fiir einen weiteren Fall, fiir den sie bekannt ist, im Hinblick

auf Potentiallinienverfahren erortert werden. Es handelt sich um den unend-

lich langen elliptischen Hohlzylinder, der mit seiner Lingsachse senkrecht im

Felde liegt. Insbesondere sollen die praktisch bedeutsameren Spezialfille
untersucht werden.

Wir gehen von dem kreisformigen Hohlzylinder aus, dessen Innenraum
von einer dritten Substanz erfiillt ist. Das Koordinatensystem sei so gewiihlt,
daf die z-Achse mit der Liangsachse des Zylinders zusammenfsllt. Die x-Achse
liege in der Stromrichtung (Fig.1). Da die Verhiltnisse dann von # unab-
hingig sind, ist die Aufgabe auf ein ebenes Problem zuriickgefithrt und besteht
darin, die Potentialverteilung um einen Kreisring in der Ebene zu berechnen.
Die Radien der Innen- und AuBenkreise seien bzw. b und a. Die Leitfihig-
keiten der verschiedenen Medien seien ¢,, 6, und 6, Hierbei beziehe sich der
Index 1 auf den AuBenraum, 2 auf die Ringfliche bzw. auf die Zylinderschale
und 3 auf die Fliche des Innenkreises bzw. auf den Zylinderkern. Die Ver-
hiltnisse im ungestorten Medium seien durch den Index O gekennzeichnet.

y

0, % e,

0y 2]
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Das Potential ist den Bedingungen unterworfen, daf es
1. in der ganzen Ebene stetig verlauft und der Laplaceschen Gleichung
0 0?
dg =38+ g0 =
geniigt,
2. iiberall endlich ist,
3. im Unendlichen mit dem Potential ¢, des ungestérten Feldes iiberein-

stimmt,
4. an den Grenzen fir »r — @ und » — b die Bedingungen
o9 dg dg o9
P = @y 101 620—7: und @, = @y 6202_68()%3

erfiilllt, wobei r die Verbindungslinie zwischen Nullpunkt und Auf-
punkt und # die Richtung der Normale, gleichviel in welchem Sinne,
bedeuten.

Der ersten Bedingung kann man durch die Ansitze

B,z B,x B,x
¥ = 41x+’;lf7 Py = Adyx + %) Qs = 432+ —5-

geniigen, worin A4,, 4, A4, B,, B,, B, noch zu bestimmende Konstanten sind*).
Von diesen sechs Konstanten ergibt sich A4, aus der dritten Bedingung, nach
der fiir r =— oo

i()'

o =40 = — —ux
ist, zu !
b
A = — 2.
1 61
Zufolge der zweiten Bedingung ist B, =— 0. Die iibrigen vier Konstanten er-

geben sich aus den Grenzbedingungen fiir das Potential zu

__aa+@ u+mu_km2
4y = — kK Ay, Ay = — bk K Ay
aﬂ(aﬂk_bﬂk) (l+k)k.a2.b3
h="a—gar v B=TFrep—a
wobel 6,—0y _ — % und % —0y k' gesetzt sind. Durch Einsetzen in die
6, + 6, O3 + 0,
obigen Gleichungen erhiilt man fiir die Potentialwerte
a’k—b02k a® a*k — bk a?
b = <1+ R )= E—vkK 2P0
a1+ k) B @ (14 k) BRI
Ps = 12——1)W(1 r?)”:aﬁ—bﬁk k(l )"’0’

_ ,A4nd—nae 1+ RHi—ke
$o =T m Ty TT dA—vkE
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In der Fig. 2 ist ein Potentiallinienbild gezeichnet, wie es sich auf Grund dieser

Gleichungen ergibt, und zwar fiir den speziellen Fall, wo 6, — 0, also k' = — 1,
6,:6, = 1:10, also k = — % und Zl:— = % ist. Die schwarzen Linien

geben zugleich die Dichte, die gestrichelten nur den Verlauf an. Bei sinngemifer
Anderung der Bedingungen nehmen die Potentiallinien in diesem und den
folgenden Potentiallinienbildern den Charakter von Stromlinien an.
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Durch Gleichsetzung von ¢, mit 6, erhilt man die Potentialverteilung fiir
den Vollzylinder. Es wird &' = 0 und
2

a? a
P :A1<1 + k 7.2)” - ‘Po+kﬁq’o’

@y =@ = 4, (1 + )z = @, + k.,
Die Linien gleichen Potentials sind in diesem Falle fiir den Aufienraum durch
die (ileichung B2 (P ha)s—,. = 0
gegeben.  Fig. 3 gibt ein Potentiallinienbild fiir den Grenzfall, in dem 6, unend-
lich groB, also & —= — 1 wird.

Ist der Zylinder im Halbraum eingelagert, so erhiilt man das Potential-
flachenbild durch Spiegelung der Einlagerung an der Begrenzungsebene. Man
gibt dem Spiegelbild das gleiche Vorzeichen wie der Einlagerung und kombiniert
beide Bilder. Die Indikationen in der Begrenzungsebene werden hierbei doppelt
so gro wie in der entsprechenden Schnittebene des unbegrenzten Leiters®). Da
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diese Verhaltnisse fiir die Praxis, wo der Leiter immer durch die Erdoberfliche be-
grenzt ist, von Bedeutung sind, moge fiir einen solchen Fall auch eine Illustration
gegeben werden. Fig. 4 gibt ein Potentiallinienbild, wo zum Vergleich der Voll-
zylinder des letzten Beispiels mit seiner Léngsachse parallel der ebenen Erdober-
flache in einer Tiefe, die gleich seinem Radius ist, im Untergrund eingelagert ist.

Zur Ermittlung der Potentialverteilung um den elliptischen Zylinder geht man
am besten vom kreisférmigen Hohlzylinder aus, indem man die Untersuchung wieder
auf eine Schnittebene senkrecht zur Lingsachse beschrinkt. Da die Potential-
funktion der Laplaceschen Gleichung fiir die Ebene geniigt, ist es moglich, das
Abbildungsverfahren in Anwendung zu bringen®). Man ersetzt die Cartesischen
Koordinaten durch GauBsche und transformiert fiir den vorliegenden Zweck die
z-Ebene, in der sich der Kreisring befindet, auf eine w-Ebene durch die Beziehung

b?
_ Yoy
w =z + P ).
Der Kreisschar » — ¢ um den Nullpunkt der 2z-Ebene entspricht dann die
Schar konfokaler Ellipsen
P P + @\?
:;: L + —  oder ~—+—Q + _1’_2) — b =

um die Punkte + 2% der w-Ebene, wobei P und ¢ die Brennstrahlen sind. Die
B2 2
Achsen der Ellipsen sind ¢ 4 " bzw. ¢ —b?- Der innere Kreis geht in die

Verbindungslinie der Brennpunkte iiber. Im Unendlichen stimmen die Bilder
in beiden Ebenen iiberein. Fig. 5 gibt die Transformation des Kreisringes der
Fig.1 in die w-Ebene. Bei dieser Transformation bleibt die Bedingung 4 =0
in der ganzen w-Ebene mit Ausnahme des schmalen Streifens, der die Ver-
bindungslinie zwischen den Brennpunkten aufnimmt, gewahrt. Die Figur ist
mit Ausschlufl dieser Unstetigkeitsstelle iiberall konform, und die transformierten
Niveau- und Stromlinien stehen auch in der w-Ebene wieder senkrecht auf-
einander. Besitzt der Zylinderkern die Leitfihigkeit 0, so stort die Unstetig-
keitsstelle das Potentiallinienbild nicht, da die Verbindungslinie der Brenn-
punkte dann mit einer Stromlinie zusammenfillt. Vertauscht man Strom- und
Niveaulinien miteinander und gibt dem Zylinderkern unendlich groBe Leitfahig-
keit, so fallt jetzt die Verbindungslinie mit einer Niveaulinie zusammen, und
die Stetigkeit bleibt ebenfalls gewahrt.
Durch Einfiihrung G auBscher Koordinaten erhalten die G1e1chungen fiir das
Potential die Form o2 h— W a2]
’

q)lels)t[Z"}— b2,7 ?

(141 B
Ps = A1 o gy ¥ [Z —‘7]’

L+ B (1 —F)a,
Ps = A g D
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wo 9t den reellen Teil bedeutet. Setzt man 6, — 0, also ¥’ =— — 1, so gehen
diese (sleichungen in
, , a?k 4 b a? , LA +R) T b?

1 :AI%[Z—*_WW';]Y P = 4, d‘g‘_‘}:’i)’gjzml_z +':]
iiber. Fig. 6 zeigt ein Potentiallinienbild, das mittels der Transformation ge-
wonnen ist, fiir den speziellen Fall, wo ¢,:6, — 1:10, also ¥ — — % und
b 9 .

e =11 ist.

FlieBt der Strom im ungestorten Felde in Richtung der imagindren Achse,
und setzt man 6; — oo, so erhilt man fiir das Potential des gestorten Feldes
" " b —a’k a® . La? (14 k) b2
‘pl-:AlJ[z_*.ag;bQ_k';]’ ‘P2:A1mcfl}+g];

wo J den imaginiren Teil bedeutet.
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Der Fall beliebiger Neigung der Ellipsenachsen gegen die Stromrichtung
wird durch Kombination beider Bilder erhalten. Es ist

' " [N . a'4_b4 2
P =91+ ¢ —Axﬁ[w‘i“l‘az_{__bzk'w_}_vm_l
f__pt 9
Y P
@ —bk 4 Yu?— 402

’ "

’ 4 D A
P =2+ ¢y =a* (1 + k){ae'_{:lbq%[w] + ag____l—kaJ[w] }8)‘

Die Neigung der Stromrichtung gegen die reelle Achse betrigt im ungestorten

"

A
Felde tg oo — j,l - Ein Beispiel ist in der Fig. 7 fir den Fall gegeben, wo
! .
a =15, 6= oo, also k = — 1 und tgew =— 1 ist. Hier befindet sich eine

unendlich gut leitende und unendlich diinne Platte unter einer Neigung von
45° im Stromfeld. Bel bestimmter Neigung des elliptischen Zylinders um
seine Liangsachse gibt dieser Grenzfall Aufschluf iiber die groften. iiberhaupt
moglichen Stérungen.
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In ganz derselben Weise wie der elliptische Vollzylinder ist der all-
cemeinste Fall des elliptischen Hohlzylinders zu behandeln. Man hat nur von
dem zweischaligen Kreiszylinder auszugehen, was keine weiteren Schwierig-
keiten mehr bietet?). Wegen der geringeren praktischen Bedeutung sei hier
nicht niher darauf eingegangen.

Es ist von besonderem Interesse, den Einfluf zu untersuchen, den das
Verhiltnis der Leitfihigkeit des Storungskorpers zu der des Muttergesteins auf
das Potential- bzw. Stromlinienbild bei der Kugel, dem Kreiszylinder und dem
elliptischen Zylinder ausiibt. Ist die Leitfahigkeit des Storungskorpers unend-
lich groB, so ist der Potentialabfall in ihm in jedem Falle O, unabhingig von
seiner speziellen Gestalt. Anders die Stromdichte. Sie behilt auch in diesem
Grenzfall einen endlichen Wert, der fiir die Gestalt des Storungskorpers
charakteristisch ist. Es empfiehlt sich demnach, nicht die Anhingigkeit des
Potentials, sondern die der Stromdichte ¢ von dem Verhdltnis der Leitfihig-
keiten zu untersuchen. Fiir die Kugel gelten die Beziehungen

o 36 gy (’i) — 3.
io 261+62 Ug == o0 io
l .
Zeichnet man diese Anhingigkeit in ein Diagramm ein, wobei ;3 auf der
0

Ordinate und % auf der Abszisse abgetragen wird, so erhilt man eine Kurve,
1

die von O aus iiber den Punkt 2 = 1, # b

i 5

0
[ . 4 —
-2 — 1 mit konkaver Kriimmung zur Ab- s ||
1 ’ (R T
szisse erst stirker, dann schwicher ansteigt, 2 e 0 — : :qu —
um sich schlieflich der Geraden y — 3 BE ]
asymptotisch zu nahern (Fig. 8). Mansieht, ¢ 7 7 5 ¢ 8 VT ]

daf die Stromdichte im Storungskorper
zunéchst anndhernd proportional mit seiner
Leitfahigkeit, jedoch bald schwiicher wichst, um kaum noch zuzunehmen, so-
bald die Leitfahigkeit einen gewissen Wert, etwa das Zehnfache der des Mutter-
gesteins, iiberschritten hat. Hierauf ist wiederholt hingewiesen worden.

Fiir den Kreiszylinder gelten die Beziehungen

Fig. 8.

b 20 gy (32> — 2

io 61_’_62, Ug = oo io
Wie die entsprechende Kurve in der Fig. 8 erkennen li8t, ist der Verlauf der
Stromdichte ein @hnlicher wie bei der Kugel, nur daB sie im Hochstfalle nur
noch doppelt soviel wie die Stromdichte im ungestorten Felde betrigt. Trotz-

dem ist die Stérung des Feldes bei der Kugel geringer als beim Kreiszylinder,
was sich daraus erklart, daB der Strom von allen Seiten nach der Kugel hin,



— T4 —

oder von der Kugel fort dringt, wihrend beim Zylinder der Ausgleich in jeder
Schnittebene fiir sich stattfinden muB.

Wesentlich anders liegen die Verhiltnisse beim elliptischen Zylinder. Die
entsprechenden Beziehungen fiir die Stromdichte lauten hier, wenn eine Ellipsen-
achse in der Stromrichtung liegt,

)

. . 9 42

L= zb ro—— lm <z'_2>:_a;aw'

ey T
(Z+1)+ 1)

2 a/ \o,

Bezeichnet man das Verhiltnis der in der Stromrichtung liegenden zu der senk-
recht dazu liegenden Ellipsenachse mit ¢, so erhilt man anschaulicher

. 1 .
ao ,j%, lim <’_*> — 14

O Tt m=eth

t e o

Die Kurven nihern sich auch hier wieder asymptotisch je einem Grenzwerte.
Ist ¢ = 1, so ist dieser Grenzwert 2. Wird & griBer, so wichst dieser Wert.
Das erste Kurvenstiick, das annshernd proportional mit der Leitfahigkeit an-
steigt, gewinnt immer mehr an Bedeutung. Wird schlieflich die senkrecht
zur Stromrichtung liegende Achse O, so erhélt man fiir die Stromdichte die

Beziehung
L[y G
& = oo 7/0 61

Die Stromdichte in der Platte wichst proportional mit ihrer Leitfihigkeit. In
der Fig. 8 ist die Abhingigkeit der Stromdichte fiir verschiedene Verhiltnisse
von ¢ durch Kurven dargestellt. Es ergibt sich aus ihrem Verlauf die fiir
die Praxis wichtige Tatsache, daf die Leitfdhigkeit eines in der Stromrichtung
langgestreckten Korpers von sehr grofer Bedeutung fiir das Potentiallinienbild
an der Oberfliche ist, ganz im Gegensatz zu dem Falle einer kugelformigen
Einlagerung.

Die Verteilung der Stromdichte im Untergrund gewinnt eine eigene Be-
deutung bei den sogenannten Rahmenmethoden. Dort wird das magnetische
Wechselfeld an der Erdoberfliche vermessen, dessen Intensitit und Richtung
sich am bequemsten aus der Stromdichte herleiten lassen. Derartige Berech-
nungen hat W. Heine fiir einige Fille durchgefiihrt!®). Die Stromdichte in
den Einlagerungen hat er hierbei bis zu einem gewissen Grade willkiirlich an-
genommen '1).

Ist die Erdoberfliche sowohl der Zylinderachse als auch der Stromrich-
tung parallel, so sind die Potentiallinien, die man iiber einer derartigen Ein-
lagerung vermift, geradlinig und einander parallel. Da man im allgemeinen
nur ihren Verlauf, nicht aber ihre Dichte vermift, wird sich infolge des Fehlens
jeder Kriimmung das Vorhandensein einer unendlich langen zylinderférmigen
Einlagerung, die mit ihrer Liingsachse parallel der Oberfliche und senkrecht
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im Stromfeld liegt, im Potentiallinienbild nicht ausprigen. Auch im Falle
einer geringen Neigung der Lingsachse gegen die Oberfliche wird man kaum
merkliche Stérungen des Bildes erhalten. Praktische Bedeutung gewinnen die
bisherigen Untersuchungen erst, wenn man den unendlich langen Zylinder als
(irenzfall des endlich langen auffat und, von den gewonnenen Resultaten aus-
gehend, auf die Potentialverteilung um den endlichen Zylinder schlieft.

Drei Feststellungen lassen sich ohne weiteres machen. Erstens werden
beim endlichen Zylinder die ausgebuchteten Potentialflichen auch in Richtung
der Zylinderachse in geniigender Entfernung von der Zylindergrenze wieder in
die des ungestorten Feldes asymptotisch einlaufen. Zweitens werden die Aus-
buchtungen beim endlichen iiberall etwas kleiner sein als beim unendlich langen
Zylinder. Die Differenz wird um so geringer sein, je linger der endliche
Zylinder ist. Drittens werden die durch die
Begrenzung des endlichen Zylinders hervor-
gerufenen Kriimmungen um so geringer sein,
die Kurven werden an der Oberfliche um so
flacher verlaufen, je mehr man sich von ihm
entfernt. Auf diesen Tatsachen fuBend, ist es
nicht allzu schwierig, Potentiallinienbilder zu
konstruieren, wie man sie an der Erdober-
fliche iiber einen in seiner Linge begrenzten Erdoderfische
elliptischen Hohlzylinder, einschlieflich aller
seiner Spezialfille, ungefihr erhalten kann.

Zu beriicksichtigen ist auch hierbei die Ver-
dopplung der Indikationen infolge des fehlen-
den Leiterteils. Fig. 9b gibt ein nach diesen Gesichtspunkten gezeichnetes
Potentiallinienbild iiber der Begrenzung einer wagerecht liegenden, unendlich
gut leitenden Platte, wobei deren Tiefe etwa halb so grof angenommen ist wie
ihre Breite in Richtung des Stromes (Fig.9a). Die eingezeichnete Kriimmung
der Linien ist natiirlich bis zu einem gewissen Grade willkiirlich.

Fiir diesen Extremfall soll noch die Tiefenwirkung der Methode angegeben
werden. Befindet sich die Platte in einer Tiefe, die etwa das 1.15 fache ihrer
Breite in der Stromrichtung betriagt, so erhdlt man an der Oberfliche immer
noch Ausbuchtungen der Potentiallinien bis zum zehnten Teile dieser Tiefe.
Nimmt man an, da8 solche geringen Indikationen noch festgestellt werden kénnen,
so konnen auch derartige Einlagerungen unter den angenommenen giinstigen Bedin-
gungen noch bis zu der angegebenen Tiefe, die ebenfalls in der Fig. 9a eingezeichnet
ist, aufgespiirt werden.

Fig.9b.
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Michtigkeitsbestimmung von Deckschichten iiber Spalten
durch Radioaktivitdtsmessungen.
Von J. Koenigsberger. — (Mit einer Abbildung.)

Die Luftionisation durch die Strahlungen der Radiumemanation ist bekanntlich iiber
tektonischen Spalten griofier als anderwirts. Aus der Gestalt der Kurve, welche die Ab-
hingigkeit der Ionisation vom Ort wiedergibt, 148t sich die Michtigkeit der eine solche
Spalte bedeckenden Schicht (Humusdecke, Alluvium, Diluvium usw.) ermitteln, wofiir eine
vereinfachte Theorie entwickelt und deren Anwendung an einigen Beispielen erldutert wird.

§ 1. Uber Radioaktivititsmessung als geophysikalische Aufschlufmethode
hat in dieser Zeitschrift kiirzlich Ferdinand Miiller!) berichtet. Hier
soll erdrtert werden, inwieweit diese Methode zur ungefihren Bestimmung
der Tiefe der Emanationsquelle dienen kann. Wenn die radioaktiven Substanzen
in einer Gangspalte angereichert sind *), so wird von dieser Spalte aus das

*) Manchmal ist auch nur durch eine Verwerfung der Emanation der Weg aus der
Tiefe erleichtert, ohne daB besonders stark radioaktive Absitze in die Spalte gelangten.



