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Uber den grofiten moglichen Schwereunterschied.
Von Karl Jung, Potsdam. — (Mit vier Abbildungen.)

Es wird eine fiir alle vorkommenden Fille ausreichende Abschitzung fiir den groften

moglichen, von Dichteunterschieden verursachten Schwereunterschied zwischen zwei

Stationen P, und P; abgeleitet. Das Ergebnis wird in Form von iibersichtlichen Kurven
fir den praktischen Gebrauch wiedergegeben.

Bisweilen kommt es vor, daf die auf benachbarten Stationen gemessenen
Schwerewerte einen unwahrscheinlich hohen Unterschied haben. Besonders
bei sehr kleinen Stationsabstinden ist dies der Fall, wenn Ungenauigkeit der
Messungen und Reduktionen einen verhiltnismiBig groSen Teil der gefundenen
Schweredifferenz ausmachen konnen. Fiir solche Fiulle¥*) ist es vorteilhaft,
Abschiétzungsmoglichkeiten fiir den groften unter den gegebenen Umstédnden
moglichen Schwereunterschied zu besitzen. Eine in den meisten Fillen aus-
reichende Abschétzung soll im folgenden abgeleitet werden.

1. Schwereunterschiede und ihre Ursachen. Schwereunterschiede
an verschiedenen Stationen haben folgende Ursachen:

a) Greographische Lage auf der rotierenden, abgeplatteten Erdfigur;
b) verschiedene Meereshohe der Stationen;

c) die topographische Gestalt des Gelindes;

d) im Untergrund verborgene Dichteunterschiede.

Die Wirkung a) ist in den bekannten Schwereformeln von Helmert,
Berroth, Heiskanen u. a. wiedergegeben und kann beriicksichtigt werden.
Die Schwereformeln enthalten die Wirkung der Rotation und Abplattung, nach
Abzug des ihnen entsprechenden Normalwertes kann die Erde als ruhend und
kugelformig angesehen werden. Die Einfliisse b) und ¢) werden durch eins
der geldufigen Verfahren zur Reduktion auf gleiche Meereshiohe (einschlieflich
topographische Reduktion) beseitigt. Alsdann bleibt nur noch d) iibrig, der
Einfluf der im Untergrund verborgenen Dichteunterschiede. Mit ihm allein
soll sich im folgenden befat werden.

2. Schranken der durch Dichteunterschiede hervorgerufenen
Schwereunterschiede. Die Einfliisse a), b), ¢) seien bereits abgezogen.
Was noch an Schwereunterschieden bleibt, hingt auBer von den Ungenauig-
keiten der Messung nur noch von mehr oder weniger unbekannten Dichte-
unterschieden ab. Um die Zuverldssigkeit der Messung zu priifen, ist es not-
wendig, den groften moglichen Einfluf der Dichteunterschiede abzuschitzen.
Ihre Wirkung ist nimlich nicht unbeschrinkt, si¢ hingt ab von der Stations-

*) Ein Beispiel hierfiir wird vom Verfasser in einer spéteren Arbeit behandelt werden.
Zeitschrift fiir Geophysik. 5. Jahrg. 5
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entfernung, von den moglichen Dichteunterschieden und von dem Volumen, in
dem die Dichteunterschiede sich ausbreiten, und wichst mit ihnen. Fiir alle
drei bestehen obere Grenzen. Somit konnen auch die Schwereunterschiede
nicht iiber alle Schranken wachsen. Es gibt grofite mogliche Schwereunter-
schiede.

Thre Berechnung 148t sich eventuell durch verniinftige Beschrinkungen
iiber die Ausdehnung der Dichteunterschiede (z. B. Ausgleichstiefe) vereinfachen.

3. Einfache Abschitzung des groBten moglichen, von Dichte-
unterschieden hervorgerufenen Schwereunterschieds (nur fir
grofe Stationsentfernungen). Bei zwei Stationen miissen unter der
Station mit groferer Schwere dichtere Gesteine liegen, die unter der anderen
Station fehlen. Die einfachste Abschitzung der Wirkung dieser Gesteine er-
hilt man unter der Annahme, daB sich eine horizontale, unendlich ausgedehnte
Gesteinsplatte unter der erstgenannten Station befindet, die auf die andere
Station nicht einwirkt. Die Wirkung einer solchen mit der Dichte .76 be-
legten Schicht von der Dicke d betrigt

Ag =2k .46.x.d (k¥ = Gravitationskonstante).
Mit k* — 6,67.10—8 erhilt man
A9 = 42 .46 .d Milligal — 42. 46.d.10—3cgs-Einheiten (d in Kilometer).

Bequem ist bei dieser Abschitzung, daf die Stationsentfernung nicht ein-
geht, und daB sich die Schweredifferenz proportional der Dicke der Gesteins-
platte ergibt. Es ist jedoch klar, daB diese Abschitzung nur sehr bedingt
brauchbare Resultate liefert, nimlich nur dann, wenn die der Berechnung zu-
grunde gelegte Annahme, daB sich die Gesteinsplatte unendlich weit ausdehnt,
nicht gar zu einschneidend ist. Da die dichten Massen sich in Wirklichkeit
nicht bis unter die Station mit geringerer Schwere erstrecken, kann die Ge-
steinsplatte strenggenommen nicht als nach allen Richtungen unendlich aus-
gedehnt angesetzt werden, eine Grenze befindet sich jedenfalls zwischen beiden
Stationen. Die vorliegende Abschitzung ist nur dann zuldssig, wenn beide
Stationen hinreichend weit von dieser Grenze entfernt sind, also nur bei im
Verhiltnis zur Dicke der wirksamen Schichten sehr grofem Stationsabstand.
Im allgemeinen ergibt sie viel zu groBe Betrige und ist gerade fiir den
wichtigen Fall sehr kleiner Stationsabstinde nicht einmal der GréSenordnung
nach richtig.

Es soll im folgenden eine fiir alle vorkommenden Fille ausreichende, auch
die Kriimmung der Erdoberfliche beriicksichtigende Abschitzung abgeleitet
werden.

4. Ableitung einer fiir alle vorkommenden Fille ausreichenden
Abschitzung fiir den groBten moéglichen, von Dichteunterschieden
verursachten Schwereunterschied. Auf der ganzen Erde ist die Schwer-
kraft mit nur geringen Abweichungen nach dem Erdmittelpunkt gerichtet. Da
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die praktisch vorkommenden Storungen die Schwerkraft nur um héchstens
einige Minuten ablenken, ist es bei Abschitzungen erlaubt, die Schwerkraft
als zum Erdmittelpunkt gerichtet anzunehmen und die Wirkung von Storungs-
massen auf die Schwerkraft der Wirkung auf die nach dem Erdmittelpunkt
gerichteten Komponente gleichzusetzen. ,

Es werden (Fig.1la) zwei Stationen P, und P, betrachtet, ihr Abstand
auf der Erdoberfliche sei 2a. Bei kleinem Stationsabstand kann a als Strecke,
bei sehr grofem Abstand muf a als Bogen angesehen werden. Die Richtung
zum Erdmittelpunkt wird mit Z bezeichnet.

O sei der Mittelpunkt von P, P, Durch O wird die Symmetrieebene zu
P, und P,, senkrecht auf P, P, gelegt. Diese Ebene teilt den unterhalb von
P, und P, befindlichen Raum in zwei Teile. Wird ein beliebiger Punkt des
Raumteils unter P, mit Masse belegt, so ist deren Wirkung auf die Z-Kompo-
nente der Schwerkraft in P, groBer als in P,. Man erhilt also den grioSten
denkbaren Unterschied der Z-Komponente der
Schwerkraft zwischen P, und P,, wenn der
ganze Raumteil unter P, mit einer um A¢ ho. 0 a /?2
dichteren Masse belegt ist als der Raumteil —X
unter P,. Die gleiche Wirkung erhilt man,
wenn man unter P, gar keine Masse, unter P,
die Dichte /¢ annimmt. Hierbei kann A6
konstant angenommen werden. Sind bei den
in der Natur vorkommenden Fillen mehr als {6 {tﬂdd
zwel verschiedene Dichten, also mehr als ein do
Dichteunterschied 4 ¢ zu beriicksichtigen, so
ist fiir 46 der grofite der vorhandenen Dichte-
unterschiede oder ein geeigneter Mittelwert 4
einzusetzen.

Aus dem mit 46 belegten Raumteil schneidet das Volumen der Erde
eine Halbkugel aus. Der grofte mogliche Schwereunterschied zwischen P,
und P, wird also hervorgerufen durch eine Belegung der unter P, liegenden
Halberde mit dem Dichteunterschied A4 ¢.

Eine solche Massenverteilung ist mit den Beobachtungen nicht vertrig-
lich. Sie wiirde grofiere Schwereunterschiede und grofere Abweichungen der
Schwererichtung von der Richtung zum Erdmittelpunkt zur Folge haben als
bisher durch Messungen festgestellt sind, auch diirfte sie sich astronomisch,
z. B. in tiglichen Schwankungen der Mondbewegung, bemerkbar machen. Aufer-
dem kann man eine solche Massenverteilung nicht auf jedes beliebige Stations-
paar beziehen. .

Bedeutend geringer ist die den tatsichlichen Verhiltnissen angetane Ge-
walt, wenn man annimmt, daf die Massenverteilung in der Erde bis sehr nahe
an die Oberfliche kugelsymmetrisch ist und Dichteunterschiede der oben be-
schriebenen Art nur oberhalb einer bestimmten Tiefe, die hochstens gleich der

Fig. 1a.

5
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isostatischen Ausgleichstiefe anzunehmen ist, vorkommen. Eine solche Massen-
verteilung ist in Fig. 1 b wiedergegeben (die vordere Hialite der mit /¢ be-
legten Halbkugelschale ist der plastischeren Darstellung wegen weggenommen).
Sie geht immer noch weit iiber das wirklich Vorhandene hinaus, ist aber zu
Abschitzungen wohl zu verwenden.

Nun kann man eine Massenanordnung finden, die auf einen Punkt (P; in
Fig. 1 ¢) der Erdoberfliche eine Wirkung vom Betrag des Schwereunterschieds
zwischen P, und P, ausiibt. Man braucht nur die Punkte P, und P, mitsamt
den auf sie wirkenden Massen lings P, P, so zu verschieben, daB P, und P, in

1
P; zusammenfallen. Hierdurch wird die mit 46 belegte Halbkugelschale in

zwei gleichfalls mit ¢ belegte Halbkugelschalen zerlegt. Die eine entspricht
der Wirkung auf P, uud ist von der Ebene 40;B Oy begrenzt, die andere
entspricht der Wirkung auf P, und ist begrenzt von 4 Qr A @r;. Diese beiden
Halbkugeln wirken auf P; wie die urspriingliche Halbkugelschale auf P, und
P,. Durch Subtraktion der letztgenannten Halbkugelschale von der ersten er-
hialt man die Massenanordnung, die auf P; eine Wirkung von der Grofe des
Schwereunterschieds zwischen P, und P, ausiibt. Wie diese Massenanordnung
aussieht, zeigt Fig. 1¢: die Masse I mit der Dichte + 46, geformt wie die
Schale einer Apfelsinenschnitte, liegt unter dem Punkt Py, eine gleich geformte
Masse IT mit der Dichte — 46 liegt unter seinen Antipoden bei P;;. Die
griofte Breite von I und IT ist 2a.

5. Berechnungen und Ergebnis. Die bei der Berechnung ver-
wandten Koordinatensysteme zeigt Fig. 2. Zu bemerken ist nur, daf der Ur-
sprung der Z-Achse in P;; und nicht im Erdmittelpunkt liegt. Der Erdradius
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sei R, die Dicke der mit + 46 belegten Schalen sei . Der Abstand von dem
Massenelement dm zum Aufpunkt P; wird mit e bezeichnet.
Dann ist das Schwerepotential:

W= [ ( j dm A
o L e
I, —1II
und die Z-Komponente der Schwerkraft. ¢
ow ¢dm Rl ZY
— 2 2 .
49 = 0z S j “ Py
LI am (€.7.5)
Zu integrieren ist iiber I und IT unter ¢
Beriicksichtigung des Vorzeichens von 4¢. \ 2 >y
Es ist praktisch, die Grofle o' — 1% 2
i a X

B a':ﬁ—) ein-

zufithren. Damit ergibt sich:

¥ (1 —p'sing)p?cosgp |,
JE— ]
Ag =k .AG.R‘ H(l e s o A€/ A

<sp‘ater entsprechend ¢’ — Fig. 2

L=
= 1. d6.R|[[Tdgdpda
L1

Aus Symmetriegriinden kann man viermal iiber ein Viertel von I und I7

integrieren und erhilt somit:
49 =4K¥.46.R.[[[Tdo dgdi.
(4PrQr —AP[Qrp

Fiir o' sind die Integrationsgrenzen 1 —t' und 1. Uber ¢ ist auf dem
Meridian 4 = const von der Ebene 4 ;B bis zum Pol P; und von Py bis
zur Ebene 4 Q;; B zu integrieren. Integrationsgrenzen sind also

fir I: @ und =/2, fir II: — x/2 und — Q.
Hierbei ist @ durch die Gleichung der Ebene A4 Q;B @ bestimmt:
Y , gcos Psin ] tg a’
= t = ==
—2 ga osin @ D —= arccotg( <a l)
Zum SchluB wird iiber A integriert von 0 bis m/2.
Somit ist:
7Z[2 1 7|2
Adg = 41.46. Rf [ {f7de—| (qu;}dg .
=00 =1—t p=¢ (p_—n/2

Zur Durchfithrung der Integration iiber g setzt man sin ¢ = u, cos <p do=du.
Das unbestimmte Integral ist

(1—o'uyo®du o%u—g"
Jdo — ; ; ==} COI]St,
J ¢ I(1+92—2@ w’lt Y14 02— 20'u
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und man erhilt durch Einsetzen der Grenzen
72 - 3__ 12 '3 9
O T S E T
p=2  g=—mp Vi+e®—20U Vi+e®+20T
U= sin®d —

tga
V + sml
Die Integration iiber @' ist ebenfalls elementar moglich. Mit

0?do _ 0?__ 5 —,T—,—
s otogn = (575 0e +gvi=g)Hesee

(30— S m(t204 29 21T T 7 E2¢T)

wobei

und

2 T ’ \ -
Vit o®+2e0 12 2 -
-I—(Z U2——-—-U>ln(+2U—|—29 -|—2V1+9'2+Zg U)
ergibt sich nach Einsetzen der Grenzen:
1 72 —&
{de¢—de¢}d
=1—t' g=o o=—m/2
1 1 A e — 1 1 Nvo
= —<§+—3~U—U>VZ(1—{—L/)—<§—§U——U>V2(1—L)

+ U=l + 1)+ V20 + 1) —In (1 — )+ V2(1 — 1))]

_<(~1—l?:t')2 - _E>V1 FA—tr+r2ud—1)
<(1_3t)2 T%U(l—t)—{— Uz———)Vl-}—(l—t)z——ZU(l—t)

— =0y (A+T—t)+ VI + A —t2+200—1))
—h(l—Uv—)+V1I+a—tP—2001—1))]

Die Integration nach A wird graphisch ausgefiihrt. Hierzu muf die rechte
Seite der obigen Gleichung fiir verschiedene Wertepaare (', ') und hinreichend
viele Werte von A berechnet werden. Diese umfangreiche Rechenarbeit 148t
sich erheblich abkiirzen, wenn man die Wurzeln und die Potenzen von 1 —¢'
nach ¢ entwickelt und ¢ gegen 1, entsprechend ¢ gegen t' und ¢? gegen 1
streicht. Das kann unbedenklich geschehen, da ¢’ selbst fiir die Ausgleichstiefe

von etwas iiber 100 km kleiner als % ist und Genauigkeiten bis auf mehrere
3

Prozent ausreichen. Zu beachten ist nur, daB 1 — U bei kleinen Werten von
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@' fast Null werden kann. Deshalb ist ¢' nicht ohne vorherige Priifung gegen
1 — U zu vernachléssigen, und mti—v_) kann nicht stets als kleine Grife an-
gesehen und gestrichen werden.
Fithrt man diese Vereinfachungen durch, so erhilt man:

[2

Adg = 41*.46.R. | Kda,

=0

Jf—t[‘/l,+2(lt'” 2* Ved—0) + ~ (1—U+U9)V2(1+U)]

1—v 2
+<—3 —U>V2(1—U) (]/1 ———-2(1 )—1>— e
2V1+2(1—U)
[(1—0)— ]+ V2(1—1). V1+
(1—=0)+V2(01—D)

fiir kleine Werte von a'.

2(1—0)

’

+ 2.30.U(1 + U) (1 — U).loggy

1

V + :f:nal V1+(si?1’l>2

Fir ¢ = 100, 10, 1 km Milligal

und ¢ =100, 10, 1 km, 100m g 200 —
wurde die Berechnung von K 40 /,iﬂdﬂ' |
tiir hinreichend viele Werte T P ]
von 4 ([, 1, B, 10, 30, 60, 7 [ tpedm
90% durchgefithrt, bei den = tE 14
kleineren Werten von A4 auf 06 = 0 7000m
etwa 5 Proz., bei den groBeren » —> 4
Werten von 4 auf etwagIOProz. Miligal T
genau. Fiir jedes Wertepaar 29 399 00k
(t, @) wurde eine K (1)-Kurve <0 e
gezeichnet, durch Auszihlen 000 /
integriert und das Ergebnis T /
gepriift, indem die Flachen aus e
Karton ausgeschnitten und aut 1000 // =+
der Briefwaage gewogen wur- / L= hm |
den. Aus den so erhaltenen ’ t=k*g|

) 72 Ag 0 10 50 __)a/m,f/p
Werten qu;[OK d A wurde 6 Fig. 3.

unter Annahme von %* — 6,67.10—8 und R — 6370 km fiir jedes Wertepaar
(¢, @) berechnet und das Ergebnis schlieflich als Kurve (Fig. 3) aufgetragen.
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" Die Ordinaten der Fig. 3, mit 4¢ multipliziert, geben also den
groBten moglichen, von im Untergrund verborgenen Dichteunter-
schieden verursachten Unterschied der Schwere in P, und P, an, wo-
bei a die halbe Entfernung zwischen P, und P, bedeutet und ¢ die
Tiefe ist, bis zu der der Dichteunterschied 46 vorkommt.

6. Kurze Diskussion des Ergebnisses. Wie eine fliichtige Be-
trachtung der Kurven (Fig.3) zeigt, steigt j—z mit wachsendem a von Null

bis zu einem Hochstwert an. Dieser Hochstwert ist etwa 40.¢ (¢ in Kilometer),

A also so gut wie gleich dem Werte,
46 5.t den man mittels der einfachen,
ot auf S.66 gebrachten Abschétzung
T i findet. Wie dort schon gesagt,
g T ist diese Abschétzung nur fiir groBe
LS T ' Stationsentfernungen giiltig. Bei
%g 0. a =1 ist etwa %/, bei a =1/t
Y T 7 5 etwa !/, bei @ = 1[;,,t etwa [y,
— und bei @ = 1/ .t etwa 1/, des

Fig. 4.

Hochstbetrages Z—‘Z = 40t (¢ in

Kilometer) erreicht (Fig.4). GroBere, von Dichteunterschieden hervorgerufene
Schwereunterschiede sind nicht moglich und werden, falls sie beobachtet sind,
von Ungenauigkeiten der Messung und der Reduktionen vorgetsuscht, wenn
man nicht Annahmen iiber die Dichteverteilung im Untergrund machen will,
die von den bisherigen Erkenntnissen weit abweichen.

Potsdam, Geoditisches Institut, Marz 1929.

Uber die Tiefenwirkung bei geoelektrischen Rahmenmethoden.
Von J. N. Hummel. — (Mit einer Abbildung.)

Das magnetische Feld eines durch den Untergrund gesandten stationiren Stromes wird
fiir den Fall untersucht, da Rotationskorper abweichender Leitfdhigkeit im sonst homogenen
isotropen Medium eingelagert sind, wobei die Rotationsachse in der Richtung des homogenen
Stromfeldes liegt. Es gelingt zu zeigen, daB bei tief unter der Erdoberfliche liegenden
Einlagérungen die Storungen im normalen regelmifigen Magnetfelde an der Oberfliche
nahezu gleichzeitig mit den Verzerrungen im zugehérigen Potentiallinienbilde verschwinden.

Wird mittels Elektroden ein kiinstliches Stromfeld im Erdboden erzeugt,
so kann an der Erdoberfliche entweder das Stromfeld selbst, oder aber das
magnetische Feld des Stromes vermessen werden. Die Feststellung des Strom-
verlaufes geschieht vorteilhaft indirekt mit den Potentiallinienmethoden, bei



