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Der scheinbare spezifische Widerstand
bei vier planparallelen Schichten.
Von J. N. Hummel. — (Mit fiinf Abbildungen.)

Der scheinbare spezifische Widerstand wird fiir den Fall, daB der homogene Untergrund

von zwei planparallelen Schichten beliebiger Leitfahigkeit und beliebiger Dicke iiberdeckt

ist, exakt berechnet. Die gewonnenen Formeln werden fiir einige Sonderfille ausgewertet

und die entsprechenden Kurven aufgezeichnet. Ein graphisches Verfabhren wird an-

gegeben, das die Auffindung solcher Kurven fiir beliebig viele planparallele Schichten
mit geniigender Anuniherung gestattet.

In einer fritheren Arbeit *) haben wir den Begriff des scheinbaren spezifischen
Widerstandes gekliart, auf seine Bedeutung fiir die Erforschung des Unter-
grundes hingewiesen und die theoretischen Grundlagen derjenigen geoelektri-
schen Methoden gegeben, die sich auf seine Ermittlung griinden. Wir haben
zur Veranschaulichung seine Werte fiir einige Sonderfille exakt berechnet,
sowie die entsprechenden Kurven aufgezeichnet und diskutiert. In derselben
Arbeit haben wir ferner darauf hingewiesen und die Griinde hierfiir auseinander-
gesetzt, warum die Ermittlung des scheinbaren spezifischen Widerstandes vor
allem iiber horizontal geschichtetem Untergrund wertvolle Aufschliisse zu liefern
vermag. Es gelang uns, die Kurven fiir den unter dieser Annahme tektonisch
einfachsten Fall zeichnen zu konnen, dafl der sonst homogene Untergrund von
einer planparallelen Schicht abweichender Leitfahigkeit iiberdeckt ist.  Aller-
dings werden in der Natur die Verhiltnisse selten so einfach liegen. Es ist
deshalb fiir die Praxis von Wert, die Rechnungen wenigstens noch fiir den
nichst einfachen Fall durchzufiihren, daf zwei solche Uberdeckungsschichten vor-
handen sind. Das soll die Aufgabe dieses Aufsatzes sein.

Bei einer so beschaffenen Tektonik hat man es im ganzen mit vier ver-
schiedenen Schichten zu tun, indem der oberhalb der Erdoberfliche befindliche
Luftraum auch eine Schicht mit unendlich grofem Widerstand darstellt. Die
beiden dann innen gelegenen Schichten besitzen eine endliche Dicke, wihrend die
suberen je einen Halbraum erfiillen. Der Allgemeinheit halber sei zunichst an-
genommen, daB alle vier Schichten beliebigen Widerstand haben. Zur Unter-
scheidung seien die auf die verschiedenen Schichten beziiglichen Symbole mit ver-
schiedenen Indizes versehen, und zwar der Reihe nach wie folgt*¥): Die duflere
Schicht, die die Atmosphire darstellt, mit dem Index O, die anschlieBende begrenzte
Schicht, die die oberste Bedeckung reprisentiert, bleibe ohne Index, wihrend die
nichste begrenzte Schicht den Index 1 und die unterste unbegrenzte Schicht den
Index 2 erhalten soll (Fig.1). Der wirkliche spezifische Widerstand sei durch-
weg mit g, die Schichtdicke mit h und das Potential mit ¢ bezeichnet.

*¥) J. N. Hummel: Der scheinbare spezifische Widerstand. Zeitschr. f. Geophys. &,
89, Nr.3/4.
**) Die gewihlte Symbolik stimmt nicht mit der des frilheren Aufsatzes iiberein.
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Um den scheinbaren spezifischen Widerstand angeben zu konnen, ist zu-
niichst wieder die Aufstellung der Potentialfunktion erforderlich. Hierzu kann
man wie in dem frither behandelten Falle so vorgehen, da8 man durch sinn-
gemibBe Spiegelung der Quellpunkte die drei Trennungsebenen zu Spiegel-
ebenen macht. Man erhilt dann eine vielfache Unendlichkeit von fiktiven Quell-
punkten. Die Rechnungen werden erheblich umfangreicher als bei drei Schichten,
bleiben aber doch elementar. Zudem liegen ihnen die gleichen anschaulichen

Vorstellungen wie dort zugrunde. Zur Abkiirzung
seien in ihnen die immer wiederkehrenden Quotienten

Q—0 06—eo __ Q9—0y __
0o T 0 kg, o, To k, 0, T 0, k; gesetzt.

Wir gehen von einem einzigen Quellpunkt aus,
der in einer der beiden innen gelegenen Schichten be-
findlich ist, beispielsweise, um die Ideen zu fixieren, in
der oberen, also in derjenigen, die von der allerobersten
Erdbedeckung gebildet wird und ohne Index bleiben
soll. Sein Abstand von der Erdoberfliche sei d. Er
falle mit dem Mittelpunkt eines Koordinatensystems
zusammen, dessen z-Achse die Richtung der Trennungs-
ebenen besitzt und dessen y-Achse senkrecht auf diesen
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Fig. 1. Schema der ange-
nommenen Tektonik: Zwei
Bedeckungsschichten be-
liebiger Leitfdhigkeit und
Dicke iiber homogenen
Untergrund.

steht. Man erhilt dann auf dem gleichem Wege, wie friiher, fiir die Potentiale
Summen, deren Glieder sich in folgender Weise gruppieren lassen:
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Diese vier Ausdriicke geniigen der Laplaceschen Gleichung. Daf sie auch
L9912 O
e 0y @ Oy
erfiillen, 1468t sich am besten riickwirts durch Differentiation erweisen.

Fiir die Ermittlung des scheinbaren spezifischen Widerstandes von der
Erdoberfliche aus interessiert lediglich der Ausdruck von ¢ fiilr y =— 0. Dieser
148t sich noch vereinfachen, wenn man in Anlehnung an die in Wirklichkeit
vorliegenden Verhidltnisse k) — + 1 und d = O setzt. Man erh#lt dann

die Grenzbedingungen an den Trennungsebenen @, = ¢,
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Legt man der experimentellen Erzeugung und Messung des Potential-
abfalls die Wennersche Elektroden- und Sondenanordnung zugrunde, bei der
die beiden MeBpunkte so zwischen den beiden Elektroden auf deren Verbin-
dungslinie angeordnet sind, daB alle vier Punkte auf einer Geraden liegen und
jeder einzelne von den ihm benachbarten den gleichen Abstand « besitzt, so
ergibt sich der scheinbare spezifische Widerstand, bezogen auf den wirklichen
spezifischen Widerstand der obersten Erdschicht, zu
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Diese Formel bildet den Ausgangspunkt fiir alle spezielleren Untersuchungen.
Zur zahlenmiBigen Auswertung kann man sich derselben Daten bedienen, die
wir in der ersten Arbeit in einer Tabelle zusammengestellt hatten *) und die auch
hier immer wiederkehren.

Wir untersuchen zundchst den Sonderfall, daf die unterste unbegrenzte
Schicht verschwindend geringe Leitfdhigkeit besitzt und die beiden Bedeckungs-
schichten die gleiche Dicke haben sollen, daf also k¥, =— + 1 und h, = k sind.
Unter diesen Voraussetzungen erhdlt man fiir den scheinbaren spezifischen
Widerstand die besonders einfache Gleichung

% = | +4k 2

"“"l‘/u 22n 4 1) ] V4+l2(zn+1)zr
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"""“/1-1— 4 (n -t l)—] V4+ 4(n-| l)

*) Heft 3/4 dieses Jahrganges, 8. 100,
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die nur noch zwei Summen enthilt. IThre Richtigkeit 148t sich an zwei Grenz-
fsllen priifen. Wird ndmlich einmal ¢, — g, also ¥ = 0, so erhidlt man den
scheinbaren spezifischen Widerstand iiber einer einzigen Schichtbedeckung von
der Dicke 25, dessen Wert uns bereits aus der ersten Arbeit bekannt ist. Und
wird andererseits g, = oo, also k = -+ 1, so ergibt sich der gleiche Wert, wie
man ihn auch unmittelbar iiber einer einzigen Schichtbedeckung von der Dicke h
erhalten wiirde.

Wird an dieser Gleichung eine kleine Umformung vorgenommen und zur

Abkiirzung noch & —= v, sowie % = u gesetzt, so laBt sie sich schreiben:
it 1 1 l
v =144k > = = == >
= Vl+[2(2n+1)] V4+[z<zn+1)”
w u .
© 1 1

+ 2u%.ln2.

_+21§0 V1+[4(nu+ 1)]2_ VH_[Z(‘M;_,_ 1_)[2

. . . 1
Wird hierin # sehr groB, so konvergiert die erste Summe gegen 5 %.ln2 und

die zweite gegen — 5 Die Gleichung geht in diesem Grenzfall iiber in

limo = 1—|—4k%u.ln2— 14+ 2u.In2
U —> oo
oder in

5

1 1
— 4
0 Y

2u.1n2.

limg, =
U —» o

Man erkennt, daB die Asymptoten simtlicher Kurven durch den Null-
punkt gehen.

Tn dieser letzten Grenzform enthiillt die Gleichung noch ein interessantes
Gesetz. Bezeichnet man den scheinbaren spezifischen Widerstand iiber einer
einzigen Schichtbedeckung, die die Dicke & und den wirklichen spezifischen
Widerstand ¢ besitzt, fiir einen Augenblick mit g; und den scheinbaren spezifi-
schen Widerstand iiber einer ebensolchen Schichtbedeckung, die aber den wirk-
lichen spezifischen Widerstand g, besitzt, mit g, so a8t sich der obigen Glei-
chung fiir den scheinbaren spezifischen Widerstand iiber beide Schichtbedeckungen
die Form geben

2 1 1

Qs Qs  Os
Es gilt also fiir den scheinbaren spezifischen Widerstand iiber zwei Schicht-
bedeckungen bei grofer Basis der Erreger- und MeBapparatur das Kirchhoffsche
Gesetz fiir parallel geschaltete Widerstinde. Dieses Gesetz 148t sich auch noch
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auf den Fall mehrerer Schichtbedeckungen mit beliebigen Dicken sinngemiB
verallgemeinern. Immer kann man sich ndmlich die verschiedenen Bedeckungs-
schichten durch eine einzige ersetzt denken, deren Widerstand sich nach dem
Kirchhoffschen Gesetz fiir parallel geschaltete Widerstinde aus den Einzel-
widerstinden zusammensetzt. Berechnet man den scheinbaren spezifischen
Widerstand unter Zugrundelegung des so ermittelten mittleren spezifischen
Widerstandes einer einzigen Schichtbedeckung, so erhdlt man zu der wahren
Kurve eine Schmiegungskurve, die bei grofer Basis asymptotisch in jene ein-
miindet. Da die wahre Kurve fiir den scheinbaren spezifischen Widerstand
gerade in dem Teile, in dem beide nahezu gleich verlaufen, weit schwieriger
zu berechnen ist als ihre Schmiegungskurve, kann man durch Zeichnung dieser
die Ermittlung jener erleichtern. Dariiber hinaus ersffnet sich die Moglichkeit,
beim Vorhandensein einer groBeren Anzahl von Schichten die dann sehr schwer
zu berechnende Kurve iiberhaupt aus den Schmiegungskurven, durch graphische
Interpolation zu gewinnen, indem man lediglich die letzteren aus den mit-
geteilten Formeln berechnet. Dieses Verfahren ist auch noch angingig bei
einem Untergrund, dessen Leitfihigkeit sich stetig, z. B. proportional mit der
Tiefe @ndert, wie in einem besonderen Aufsatz ausgefiihrt werden soll.

Da bei der Ermittlung der Kurvenfortsetzung mehrere Schichtbedeckungen
an der Oberfliche durch eine einzige mit dem entsprechenden durchschnittlichen
Widerstand ersetzt werden konnen, ist der Verlauf der Kurven in geniigender
Entfernung vom Anfangspunkt fast ganz unabhingig von der speziellen Be-
schaffenheit dieser oberen Schichten. Die ganze oberste Schichtenfolge geht
dort nur noch mit ihren durchschnittlichen Eigenschaften ein.  Diese Tat-
sache verleiht dem Verfahren eine Jdurch nichts begrenzte Tiefenwirkung. Die
Erscheinung der Abschirmung durch gute oder schlechte Leiter, die bei allen an-
deren geoelektrischen Methoden von so grofer Bedeutung fiir deren Wirkungs-
radius ist, kommt bei diesem AufschluBverfahren in Fortfall.

Die Kurven, die sich fiir den scheinbaren spezifischen Widerstand unter
den vereinfachenden Annahmen ergeben, sind fiir verschiedene Widerstands-
verhéltnisse der beiden Bedeckungsschichten, d. h. fiir verschiedene Werte von
k, in der Fig.2 wiedergegeben. In das Diagramm sind zugleich die Asym-
ptoten der Kurven eingezeichnet, und die Abstinde, in denen die Basis gleich
der Tiefe einer der Schichtgrenzen ist, durch Parallelen zur Ordinate markiert.
Fiir eine Analyse der Kurven ist die Lage des Kurvenminimums im Verhiltnis
zu diesen Linien von Wichtigkeit. Man erkennt aus dem Diagramm, daf der
tiefste Kurvenpunkt wandert, und daf zwischen beiden charakteristischen Stellen
keine einfachen Beziehungen bestehen. Eine genaue Analyse der Kurven kann
sich nur aunf deren gesamten Verlauf griinden.

Wir kehren jetzt wieder zu dem allgemeinen Fall zuriick, dessen Aus-
wertung mit etwas miihseligeren Rechnungen verbunden ist. Doch wollen wir
auch hierfiir einige Sonderfille durchrechnen und durch 1llustrationen veran-
schaulichen.



REEYIEY/
' ol /) 2
24 sy i
AL AR / 0“92 I
A ] { / / /symtof?
2 ; / LW 18
e% o-[e,)i 04»/ / / v/ AEEIN
A f q 4 y/ 7 B 'Q N
76 /." // ’/ / % & E) /
4 ! I,/ 3 A4 N ‘§

i SEdE -~
74 7 / S %ﬁo P

VAL / 9 pd

72 VI 7 w/ ™~ |~

AN S b N 20
7 s 7 9 Y

SZAp ARy B
9N < g TTpe--
26l LANSHA i =
’ :‘1/['\// / 00'4 eje. o,
galH K" ° i
s )\ e oz

ll//l 4 i
G2 A 7 4 5§ ¢ 7 & 9 Wz
v \ P 0o 7 2 Fev

o

72 3 4 5 6 7 6 9 1 : Fig. 3.

f’” Der Verlauf des scheinbaren spezifischen Wider-

Fig.2. Der Verlauf des scheinbaren spezifi- standes fir den Fall hy = h und ¢:¢:0,:0,

schen Widerstandes bei nicht leitendem Unter- = 00:1:05:2.
grund (pg = oc) und wechselndem Widerstands-
verhdltnis der beiden Bedeckungsschichten.
Os_ ~F
o i
9, 24 >
2 ’ ' d
A
Q.
RS g VL
1S ] 4 R
SIS |/
S ES S / SIS
1659+ 5N 78 [y &
) \.& S S / § :% ay
74 iRy g r\
'Q‘\ S 7/ N,
= / | §4A— -
e, , 4 ¢ o, 28
\
08— ! N
e = 0 &
// < < v\\
04 e 06 AN
92 d 04 >
'’ / ’ N 5
P ' o 10| |e 2 ™~
g 17 2 3 4 5 6 7 & 9 f#/ 7 ~J
) 0 1 2 3 4 § 6 7 & 9 W 7a
Fig. 4. 5y
Der Verlauf des scheinbaren spezifischen Fig. 5.
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Zunichst sei eine Kurve gegeben fiir den Fall, daB die beiden Bedeckungs-
schichten wieder die gleiche Dicke besitzen, der Widerstand der untersten

9

Schicht aber diesmal endlich bleibt. Ist z. B. &, — i und k= —%, )

erhdlt man unter den sonst gleichen Bedingungen k, — + 1, h, =— h die
in der Fig. 3 wiedergegebene Kurve. Die Asymptote verlduft diesmal parallel
der Abszisse. Die Schmiegungskurven sind gestrichelt eingezeichnet. Sie
lassen erkennen, wie mit ihrer Hilfe die wahre Kurve niherungsweise kon-
struiert werden konnte. Natiirlich lassen sich auch umgekehrt aus der wahren
Kurve die zugehorigen Schmiegungskurven niherungsweise herleiten, deren
Kenntnis die Analyse wesentlich erleichtert.

Wir zeigen jetzt noch zwei Kurven fiir den Fall, daB die untere der
beiden Bedeckungsschichten dreimal so dick ist wie die obere, unmittelbar unter
der Erdoberfliche befindliche. Es ist also diesmal i, =— 3 und ¥, natiirlich

wieder -+ 1, wihrend %k und %, das eine Mal bzw. — % und + 1, das andere

Mal bzw. 4+ —;— und — 1 sein sollen. Man erhilt dann die in den Fig. 4 und 5

wiedergegebenen Kurven. Die Schmiegungskurven, die ebenso wie die durch
den Nullpunkt gehende Asymptote auf Grund des Kirchhoffschen Gesetzes
ermittelt sind, sind wieder gestrichelt eingezeichnet.

Die verschiedenen Proben verraten, daB der scheinbare spezifische Wider-
stand ein ausgezeichneter Indikator bei der Beschreibung des horizontal ge-
schichteten Untergrundes ist. Seine Deutung erfordert allerdings grofie Er-
fahrung und weitgehende theoretische Kenntnisse. Es ist deshalb von Wert,
daB eine exakte Losung der hierher gehdrenden Probleme méglich ist. Eine
Verallgemeinerung der in diesem Aufsatz vorgenommenen Rechnungen auf mehr
als zwei Bedeckungsschichten bietet grundsitzlich keine Schwierigkeiten mehr,
kompliziert aber die Rechnungen ganz erheblich, weshalb sich hierfiir das oben
angegebene graphische Niherungsverfahren empfehlen diirfte.

Das Anwendungsgebiet aller Aufschlufmethoden, die sich auf die Bestim-
mung des scheinbaren spezifischen Widerstandes bzw. auf die Messung des
absoluten Potentialabfalls griinden, ist wie bereits friither betont, ein wesentlich
anderes wie das derjenigen, die sich auf qualitative Richtungsbestimmungen des
Potentials- oder Stromverlaufes stiitzen. Das Potentialflichenbild kann nim-
lich durch langgestreckte besser leitende, in der Stromrichtung liegende nadel-
formige Einlagerungen oder durch schlechter leitende, senkrecht zur Strom-
richtung befindliche Scheiben ganz erheblich gestort werden, auch wenn deren
Masse verschwindend gering ist, wohingegen auf dasselbe Bild bei AuBeracht-
lassung der Flachendichte ausgedehnte horizontal liegende michtige Schichten
ganz ohne EinfluB bleiben kénnen. Auf der anderen Seite unterliegt die
GroBe der Anderung des absoluten Potentialabfalls, das ist die Dichte der
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Potentialflichen, gerade den umgekehrten Bedingungen. Wir konnen prignant
sagen: Fiir die Anwendung der Potentiallinien- und Rahmenmethoden ist die
Form und Lagerung der Nichthomogenititen ausschlaggebend, fiir die Bestim-
mung des scheinbaren spezifischen Widerstandes deren Masse. In beiden Féllen
bestimmt bei extrem giinstingen Bedingungen das Leitfahigkeitsverhaltnis die
Starke der Abweichungen von den normalen MeBgroBen iiber homogenen Boden.
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Zur Bestimmung von Lage und Ausdehnung einfacher Massen-
formen unter Verwendung von Gradient und Kriimmungsgrofle.
Von Karl Jung, Potsdam. — (Mit elf Abbildungen.)

Diese Arbeit ist eine Erginzung der unter #hnlichem Titel im dritten Bande dieser Zeit-
schrift (1927) erschienenen Veriffentlichung des Verfassers. Es werden Methoden zur
Bestimmung von Lage und Ausdehnung einfach geformter Einbettungen aus den mit der
Eotviosschen Drehwaage gemessenen Grifen, dem Gradienten und der Kriimmungsgrifle,
abgeleitet. Vorausgesetzt wird die Kenntnis des Dichteunterschieds der Einbettung gegen
ihre Umgebung. Die Methoden betreffen nur sogenannte ,zweidimensionale“ Einbettungen,
d. h. Einbettungen, die die Gestalt eines horizontal gelagerten, sehr langgestreckten
Zylinders oder Prismas haben. Behandelt werden die Einbettung mit senkrecht gestelltem
rechteckigen Querschnitt, die senkrechte Verwerfung, symmetrische Antiklinalen und
Synklinalen. Naherungsformeln fir kleine Boschungswinkel bei schiefen Stufen, Anti-
klinalen und Synklinalen bringt der letzte Abschnitt. Ein Beispiel fiihrt aus, bis zu
welchen Winkeln man den Boschungswinkel als klein annehmen kann (bei vorsichtiger
Anwendung der Krimmungsgrofie bis zu etwa 159).

In einer unter dhnlichem Titel im dritten Bande (1927) dieser Zeitschrift
erschienenen Veroffentlichung hat der Verfasser Methoden abgeleitet, um auf
teils graphischem, teils rechnerischem Wege die Lage und Ausdehnung von
Einbettungen mit bestimmter, einfacher Grestalt aus dem mit der Estvésschen
Drehwaage gemessenen Verlauf von Gradient und Kriimmungsgré8e zu bestimmen.
Voraussetzung war die Kenntnis des Dichteunterschieds der Einbettung gegen
ihre Umgebung. Die Methoden betrafen mit einer einzigen Ausnahme nur so-
genannte ,zweidimensionale“ Einbettungsformen, d. h. horizontal gelagerte, in
einer der horizontalen Richtungen (der Y-Richtung) unendlich ausgedehnte
Massen, deren Wirkung sich in zwei Dimensionen (der X- und Z-Dimension)
beschreiben 148t. Diese Vereinfachung ist in der Praxis iiblich und fiihrt meist



