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solent pas encore réglées, la figure donne tout de méme une idée de I’aspect total de
Penregistrement. Surtout, les traces de H faites avec une valeur d’échelle d’a peu
prés 2y par millimétres montrent beaucoup de détails.

Il me semble bien désirable de faire usage pendant '’Année Polaire des en-
registreurs magnétiques du type inventé par Ad. Schmidt. Naturellement,
on doit & priori faire abstraction de la possibilité de mesurer ces ecourbes dans toute
leur étendue, mais une collection de tels enregistrements, faciles & embrasser,
et faits simultanément aux stations bien réparties dans les régions arctiques,
équatoriales et antarctiques serait d’une valeur extréme pour 1’étude de plusieurs

phénomeénes qui ne puissent pas étre dévoilés & I'aide d’enregistreurs a marche
ordinaire.

Copenhague, le 14 Juin 1930.

Was sagen uns die Parameter eines Magneten?
Von G. Fanselau

Die Darstellung des Potentials eines Magnets mit Hilfe der sogenannten Parameter
(Kugelfunktionsreihen) wird mit der Darstellung, die aus der Volumenmagnetisierung
des Magnets entspringt, verglichen und die Parameter so mit der Volumenmagneti-
sierung in Zusammenhang gebracht. Durch Unterteilung des Magnets lassen sich
Einblicke in die Verteilung der Magnetisierung im Magnet gewinnen.

So einfach auch auf den ersten Blick die Grundgesetze der Magnetostatik
erscheinen mogen, so gestaltet sich ihre Anwendung bei der Beschreibung der
Wirkung von Magneten aufeinander doch recht verwickelt. Erst Ad. Schmidt
ist es gelungen, das Problem in seiner vollen Allgemeinheit zu 16sen. In seinen
grundlegenden Arbeiten*) setzt er dabei das Potential eines Magneten in Form einer
Rethe von Kugelfunktionen an:

V=507,

Jedes Y, ist eins ogenanntes ,Laplacesches Y*, eine Laplacesche Kugel-
funktion von der Form:

1\n+1
Y, = En <7) (g™ cosm @ 4 h™"sinm @) P™ ™.
Wie man sieht, ist also die Wirkung eines Magneten nach auen hin durch eine
gewisse Zahl von Konstanten, die g™ ", k™", bestimmt. Diese Konstanten sind fiir
jeden einzelnen Magneten charakteristisch. Es erhebt sich deshalb sofort die weitere

*) Ad. Schmidt: Sitz.-Ber. d. Pr. Akad. (Math.-Phys. KI.) 1907, XVI. Derselbe:
Terr. Magn., Dez. 1912 und Juni 1913.
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Frage, in welcher Beziehung diese sogenannten Parameter zu der Verteilung des
Magnetismus im Inneren des Magneten stehen, und ob es moglich ist, aus den Para-
metern diese Verteilung zu erschlieBen. Hilt man an der dem Magneten &quiva-
lenten magnetischen Kugeloberflichenbelegung — dem physikalischen Bilde der
Reihenentwicklung nach Kugelfunktionen — fest, so kann man diese Frage
natiirlich nicht beantworten. Vielmehr muB man das Gesamtpotential des Magneten
aus den Teilpotentialen seiner Volumenelemente zusammensetzen und diese
Darstellung des Potentials mit der mit Hilfe der Parameter gewonnenen vergleichen.
Betrachtet man ein Volumenelement dt des Magneten, so kann man sich seine
magnetischen Eigenschaften durch einen Dipol vom Moment I dargestellt denken,
sein Potential also ansetzen in der Form:

V=9.grad U

mit U als der Potentialfunktion der Einheitsmasse. Die magnetische Wirkung des
ganzen Magneten ist dann einfach

V= J’ Mgrad U)dr . . . . . ... .... (1)
integriert iber den Magneten.

Gleichung (1) bildet den Ausgangspunkt der folgenden Betrachtungen,
die in ihren Grundzigen im wesentlichen auf Bidlingmaier zuriickgehen.
Es seien 7y, x,, ¥, die Kartesischen Koordinaten des Aufpunkts, &, &,, &, die

2
eines Punktes im Inneren des Magneten, o = VE i(x; — &;)* die Entfernung zwi-
0

schen beiden Punkten. Entwickelt man nun in (1) grad U, so erhilt man z. B.
fiir die &-Komponente dieses Vektors:

a% ag- 02_91_ 62—:,— 0“%
A AR I LR T AR R e 1
1 ds% , 03'27 . ds% :
Tailog |k Tageel b T g om s
()SL 03—1— 03—1‘

. [ . [ 4 1
250, b 6t 205,080, T 2aE0g, |0 T E

Nun ist aber

1 oL
el _ T — N
0k || oz’ r = V%za&,,

17*
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also von den £ unabhéngig. Somit folgt aus (1) mit &g, &4, a5 als den Komponenten
des Vektors M in Richtung der & (M;, = o, M, = oy, M;, = ;) schlieBlich:

- (2)

o o o
V= —agjaodr Jz, J‘“xdt_m."%d’
1 »l 1
+ oz 2 ’goaodt + j.gl“odr‘l‘dx 0z, | §2060d‘5
02_1_ 2l )
+d dxo ‘.gould"“}‘ s 3 j “1d7+0w*0‘72' J fyayde
o L L
+dx2d [§0a2 t+a a "&“2 1+ 0 2 gzaﬂdt
1

Fiir die A—r(’ A+ p + v =1, die ja die Grundlage der Sylvesterschen
Oxkoatduxy

Darstellung der Kugelfunktionen bilden, sollen in leicht verstindlicher Weise

folgende Symbole eingefithrt werden:

1 1 1
0— 0— 1 0—
gl LSS} Nl T gl
dx, Ly?! Oz, 1y’ 0, 12!
P, Lt 02_}_ azi

r_gel v gml o 7 gl
oz} r’ Odw, 0, * ¥ 0w, 0u, T s
02 1 62_1_ dgl

r r r 1

— Qi — S2_, — S12_

0w} r oz, ¥ Odx Oduw, r
o

roegwol
dwé’ — M3 4

Der untere Index ist an sich iiberflissig; er dient nur zur Kontrolle, daf im oberen
Index keine Zahl vergessen ist. In Kugelkoordinaten (z, =1 cos &, x; = rsin & cos ¢,

z, = rsin ¥sin @) erhilt man fiir die S folgende Ausdriicke:
8) = —cos®, S} = —sinPcosgp, S} = —sind
S°° = 3cos’® — 1, S = 3 sin § cos & cos g,
S"’ — 3sinPcosPsing, S;' = 3sin®Fcos?p — 1,
S”‘ = 3sin*§sin’p — 1, S)® = 3sin® §sin ¢ cos g,
S§°° = —3@Bcos® P — 3cosd), ...

sin @,
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Nach einem bekannten Satz aus der Theorie der Kugelfunktionen laBt sich jede
Kugelfunktion mit Hilfe der S darstellen. Durch Vergleich findet man ohne
weiteres:

Sy = —P°; 8! = — Plcosg; S} = — P"sing;

8y = 3P%; S} = 3P2cosgp; 87 = 3PYsing;

Sjt — 82 = 3PMcos2¢; S =2P¥sin2¢...

Fihrt man die S in die Potentialdarstellung (2) ein, so kommt:
1 1
V= —5 [S¢fedt + 8] [ondz + S [ayde] + 5 [s;Ojgoaodzl
@

+ S0 B dr 4 52 [ Eayde + S [ ap + By d '
+ 50 [ G + By AT + S (G, + Eyeydr] — - ]
Andererseits liefert die Darstellung des Potentials mit Hilfe einer Reihe von

Kugelfunktionen auf der Einheitskugel den bekannten Ausdruck:

n+1
V = Ez(gm"cosmqp-I—h'""sinmq))Pm"(i) .

r
Ersetzt man hierin die P™™ durch die S, so erhilt man:

l 1 J
V — —F[901°S;’+gn'sll+hu'Slﬂ]+7._3[902'%"5200+912°:15'S;I]i. ) (4)
+h12.%sg2+g2213(S;1__S;ﬁ)_*_hn‘_gsg‘zl]_+._. )

Ein Vergleich von (3) und (4) gibt also die gesuchte Beziehung zwischen den
Parametern des Magnets und gewissen durch die Volumenmagnetisierung des
Magneten gegebenen Ausdriicken, und zwar findet man:

[agdr = g J.aldt = g" ja,dz = hY; J.goocodz = 14%;
1g18,
3 )

“ Eondt = 3¢%; ".§2a2d’ = —30"% _“(gl‘xo +éo)dr =
‘. &y ey + §0a2)dt == %hm? J‘(‘E]"‘z + E0)dr = %hn

In den Gleichungen (5) treten aber stets nur die Integrale iiber den ganzen
Magneten auf. Man findet also aus (5) stets nur Mittelwerte der einzelnen Kompo-
nenten des Moments fiir den ganzen Magneten. Um nun néhere Einzelheiten iiber
die Verteilung der Volumenmagnetisierung zu erfahren, geht man am besten so zu
Werke, daB man den Magneten in Teile zerlegt und fiir jeden Teil getrennt den
Mittelwert der Komponenten des Moments zu bestimmen sucht. Je feiner diese
Teilung ist, desto genauere Ergebnisse iiber die Verteilung des Magnetismus wird

.- - (B)

man erhalten. Das Gleichungssystem (5) hat im ganzen drei Unbekannte: J-% dr,
.[“1 d, _[oc2 dt. Teilt man den Magneten in n Teile, so sind im ganzen 8n Un-

bekannte vorhanden: J.ocod‘rl, .‘.ocl dt,, 'fot2d11, jocodrz cee jagd‘tn, d. h. also
auch 87 Gleichungen zu deren Bestimmung erforderlich. Nun lassen sich aber die
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Teilmittelwerte der Komponenten aus (5) nicht ohne weiteres bestimmen, da ja die
Unbekannten nicht immer allein im Integranden vorkommen, sondern noch mit
einer Koordinatenfunktion multipliziert auftreten:

[E@éntyadr. .o oo (6)

Nun lehrt der erste Mittelwertsatz der Integralrechnung, daf man fiir (6) auch
schreiben kann:

f{—j.otd‘r,

unter K einen passenden Mittelwert im betrachteten Integrationsbereich verstan-
den, unter der Voraussetzung, daB o stets gleiches Vorzeichen im Intervall hat.
Man muf also bei der Wahl der Teilung des Magneten auf diesen etwas heiklen
Punkt nach Moglichkeit Riicksicht nehmen. Da nun die Funktion « nicht bekannt

ist, weiB man auch tber den Mittelwert K nichts. Man ist hier also gezwungen,
irgendeinen beliebigen Mittelwert der Funktion K vor das Integral zu setzen.
Die GroBe des Fehlers, den man hierdurch begeht, kann durch mehrere verschieden-
artige Teilungen desselben Magneten ungefihr beurteilt werden. Je feiner die Teilung,
desto kleiner ist natiirlich dieser Fehler. Der Grenzfall liefert die exakte Teilung in
unendlich viele Volumenelemente dr. Je nach der Gestalt' des zu behandelnden
Magneten wird man dabei in (5) entsprechende Koordinaten einfithren. Denkt man
z. B. an das naheliegendste Beispiel, die Erde, so wird man bei einer Unterteilung
hier natiirlich der Kugelgestalt der Erde Rechnung tragen und in (5) Kugel-
koordinaten einfithren:

£, = Rcos@®; § — Rsin@cos @; £, — Rsin @ sin @;
€, = 0gc0S @ — 0iesin B;

o, = apsin @ cos @ — agsin @ + ag cos @ cos P;

o, = apsin @ cos @ + ogcos @ + ogcos @ sin P.

Man erhélt dann folgendes Gleichungssystem:
9" = J.(ocRcos@ —ogsin@®)dr;
gt = J.(aR sin @ cos @ — agsin @ + agcos @ cos D) dt;
Mt = J(aRsin@)cos @D 4 o5 cos D + oigcos @sin D) d T;

Bei den Teilungen konnen mitunter Koordinatentransformationen von
Nutzen sein. Mit der Durchfithrung einer solchen Teilung firr die Erde bin ich
augenblicklich beschaftigt. Ich hoffe, hieriiber sowie iiber einige Folgerungen aus
(5) bald berichten zu konnen.

Potsdam, Magnetisches Observatorium.




