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Zur Theorie der Maxwellschen Geschwindigkeitsverteilung
in turbulenten Stromungen
Von Hans Ertel, Berlin

Es wird zunichst nicht die Maxwellsche Verteilung der Geschwindigkeitskomponenten
angenommen, sondern ein allgemeines Verteilungsgesetz (Markoff, v. Laue), das die
Moglichkeit einer stochastischen Abhangigkeit der (Geschwindigkeitskomponenten
zuldBBt; das Maf} der stochastischen Verbundenheit der (Geschwindigkeitskomponenten
sei der Korrelationskoeffizient r. Dann fiihrt die Forderung, dafl die Richtungsver-
teilungsfunktion ein Maximum habe fir die Richtung der ausgeglichenen (mittleren)
Geschwindigkeit zu der Bedingung r = 0, d.h. die Geschwindigkeitskomponenten
sind in statistischem Sinne voneinander unabhingig und es gilt somit die Maxwellsche
Geschwindigkeitsverteilung. Ubrigens fithrt die Forderung, daB die Richtungsverteilung
symmetrisch sei in bezug auf die mittlere Stréomungsrichtung, zu dem gleichen
Ergebnis.

Bei der Behandlung des Problems der atmosphérischen Turbulenz mit den
Methoden der statistischen Mechanik entsteht sofort die Frage nach dem Ver-
teillungsgesetz der Geschwindigkeiten in der Turbulenzstromung. Th. Hesselberg
und E. Bjorkdall) glaubten zeigen zu konnen, dafl die Geschwindigkeitsverteilung
durch das bekannte Maxwellsche Verteilungsgesetz gegeben ist, und gleich-
zeitig und unabhingig davon hat A.Wagner?) eine ausfithrliche Theorie der
Boigkeit und der Hiufigkeitsverteilung von Windstdrke und Windrichtung ent-
wickelt, ebenfalls auf Grundlage der Maxwellschen Verteilung. Nun lassen
jedoch die bisherigen Beweise fir die Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung
insofern zu wiinschen iibrig, als sie stets a priori voraussetzen, da die Geschwindig-
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keitskomponenten in statistischem Sinne unabhéingig voneinander sind*). Es
ist deshalb vielleicht der hier gegebene Beweis von Interesse, der auf die oben
genannte apriorische Annahme der Unabhingigkeit der Geschwindigkeits-
komponenten verzichtet, dagegen die a posteriori verifizierbare Forderung ein-
fiihrt, dafl diejenigen Geschwindigkeitsvektoren (ohne Riicksicht auf ihre GroBe)
die relativ (auf gleiche Winkelintervalle bezogen) grofite Haufigkeit haben, deren
Richtung nur wenig von der mittleren Strémungsrichtung abweicht, woraus dann
ebenfalls die Maxwellsche Verteilung folgt.

Wir stiitzen uns dabei auf einen von Markoff3) eingefithrten, von v. Laue?)
verallgemeinerten Satz der Wahrscheinlichkeitsrechnung, den wir fiir unsere
Zwecke folgendermaBen formulieren**): Es seien &, E' die horizontalen Kom-
ponenten der turbulenten Zusatzgeschwindigkeit, die alle Werte zwischen — oo
und + oo mit gewissen Wahrscheinlichkeiten annehmen konnen. Von den &,, &,
wird angenommen, daf} sie durch eine grofe Zahl von Elementarimpulsen 5‘” E;f)
entstehen, und dafl die Wahrscheinlichkeit eines Wertes 5(1’) oder 52) von der
Wahrscheinlichkeit der iibrigen Elementarimpulse unabhingig sei. Die Turbulenz-
komponenten &, 5,, konnen dagegen in stochastischer Abhangigkeit stehen, und
die Frage der Unabhangigkeit oder Abhingigkeit ist gewissermafien von den
(indirekt) meBbaren Turbulenzkomponenten &,, &, auf die nicht meBbaren Elemen-
tarimpulse verschoben. Ist nun F(&,, E )aé, df die Wahrscheinlichkeit dafiir,
daB der Vektor der turbulenten 7usatzgeschw1nd1gke1t Komponenten habe, die
zwischen &, und &, + d&, sowie zwischen &, und &, + d&, liegen, so ist

| —+

= oo
[ F @ty bedbal, = [[ FE ) & dbadly =0 . . . (1)

und fithren wir folgende Abkiirzungen ein:

4+ oo
Teo = [ | Flber £).82. 48,08,
| =
Ty = [[ Pt &) 8- d&dty, - - - @)
+ oo
Toy = Jyz = [ [ Flle ) -§cky-dEadE,

*) Ein Beweis der Maxwellschen Verteilung, wie ihn Boltzmann (Vorlesungen
itber Gastheorie, Bd. I, S. 15) fiir Gasmolekiile gegeben hat, ist in der Turbulenztheorie
noch nicht versucht worden. Ubrigens ist auch Boltzmanns Beweisfithrung angreifbar
(J. H. Jeans Dynam. Theorie der Gase. Deutsche Ubersetzung von R. Fiirth. Braun-
schweig 1926, S. 73).

**) Den Hinweis auf diesen Satz verdanke ich Herrn Prof. J. Bartels- Eberswalde,
dem ich an dieser Stelle dafiir meinen verbindlichsten Dank aussprechen méochte.
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ferner
Iz Jay !
D — zz Yzy ,
vy
so ist die gesuchte \Wahrscheinlichkeit

F(gw gy)dgzdgy VD P_ "‘(‘L/ygz_Znygxgy+Jzz§3) dgzdgy (3)

Durch Multiplikation mit &, .Ey & S; oder £, &, (ausgedriickt durch Hermite-
sche Polynome H,), Entwicklung des Exponentialausdrucks nach Hermiteschen
Polynomen gemal

n=n=

Exp (—p2 4 2ay) = X H, (x)

n=2~0

und Integration verifiziert man unter Beachtung der Orthogonalitats- und Nor-
mierungsrelationen der Hermiteschen Polynome

+ oo
| Hon(2) Hy(2) Bxp (—a%do = 0 (m £ 0),

+oo _
j H3(x) Exp (— 2% do = 2"n! V=
leicht die Gleichungen (1) und (2).
Wir fithren jetzt noch folgende Abkiirzungen ein:
1 1 J,,,,

-, h, — s yf = ——_—
Vi, ’

V70, Vo,

d. h. r ist der Korrelationskoeffizient. Dann nimmt Gl. (3) dle Form an:
F (Ear E) dEdEy
hy i

z 10, 4
=W_/’__—,:;'EXP ’(1 (h’g:c 2rhohyE by + 1y E)) . dEAE, S

hy =

Die Bedingung r = 0 fithrt auf die Maxwellsche Verteilung. Ferner ersieht
man aus Gl. (4), daB |7| < 1 sein muB. In der Tat hat nur unter dieser Bedingung
die wahrscheinlichkeitstheoretische Betrachtungsweise einen Sinn.

Denken wir uns das Koordinatensystem so orientiert, daB die z-Achse in
die Richtung der ausgeglichenen Geschwindigkeit « fallt, und bezeichnet ¢ den
Winkel, den der Vektor der turbulenten Horizontalgeschwindigkeit w mit der
mittleren Stromungsrichtung einschliefit, so gelten die Relationen:

£, = wy—w = fwcuszp——ﬁ,l

[ ......... )

Der Korrelationskoeffizient behilt wegen der Linearitit der Gl. (5) seinen
Wert bei, kann aber jetzt als ein MaB fir den stochastischen Zusammenhang

E,L=w, = wsing
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zwischen den Horizontalkomponenten 1w, und w, angesehen werden. Dag Fliachen-
element d& d f wird in Polarl\oordlnaten udwd @, und deshalb kann Gl. (4) jetzt

heh, Il }
Fw pywdwde = Znt{;l_l"__jE\p - égi) -Exp (—qw?+2pw). wdwdg (6)

geschrieben werden, wenn zur Abkiirzung gesetzt wird:

2 ~
(1 — | ©

2

—r2)—1
q = h3cos® @ — rhyhy,sin (2 @) + hysin (P) ri)—? ) I

= u (hjcos @ — 7kl sin @) -

Die Wahrscheinlichkeit eines horizontalen Geschwindigkeitsvektors zwischen
@ und ¢ + d @ ohne Riicksicht auf die Grofle des Vektors wird somit

Woprap=v(@)de

oo

h ’ ﬂjﬁ
dghahy, .Ex he Exp (—qu? 4 2pw). wdw,

2afi=r T
0

d. h. die Richtungsverteilungsfunktion ist durch

hoh 302
ety gy M 5 J~xp (—qu? 4 2pw). wdw (8)

YO = T 2(1—

gegeben. Das Integral lifit sich leicht auswerten. s ist?)

TExp (—v*+ 2av).0dv = }| 14+ Vmes.a a(l4+@@)]} ... 9

wo
a

®(a) = —ijExp (—aY.dx
|2

das Fehlerintegral bedeutet. Die Substitutionen v = VZI . W, ava = p ergeben
aus Gl. (9) sofort

J' Exp (—qw? -+ 2pw). wd’w——{l“}'v Eq— %[1+¢<‘/q>]}

so daB die Richtungsverteilungsfunktion die Form

") = hy by " Exp - bt 1 { +Vate<1 ‘—/1% [1+§D<Vq>]} 4o

4 Vi—r? 2(1-r%) 4 |
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annimmt. Nach unserer eingangs erwihnten Forderung, die fiir Turbulenz-
stromungen sicher erfiillt ist, sol ¢ (¢) ein Maximum haben fiir die Richtung der
ausgeglichenen (mittleren) Geschwindigkeit, d. h. es mubl gelten:

(”l%?){pfoo........;....(11)

Da nun
d (p'
— =) =0,
(dq’ V.‘l>)<ﬁ=0
und
d (1 hyh
— (=} = 4 Y1 —r?
(d‘P Q>)tp=0 h:: ( )’
ferner

»0) _ hw
Ve(0) V2 —r)
ist, ergibt die Bedingung (11):

o= S ()

0
Da stets 2 ©)

Va(0)

> 0 sein mub, ist die einzige Losmw

PO, Y

d. h. es besteht zwischen den Geschwindigkeitskomponenten keine Korrelation
und die Geschwindigkeitsverteilung wird daher durch Maxwells Verteilungs-
gesetz dargestellt.

Zu dem gleichen Ergebnis fithrt iibrigens auch die Forderung, dafi die
Richtungsverteilung in bezug auf die mittlere Stromungsrichtung symmetrisch sei:

v(g) =y(—9)
was wegen des Vorkommens der Glieder rh,h, sin (2¢) bzw. rh,]
nur fiir r = 0 moglich ist.

sin ¢ in Gl. (10)

x 1/
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