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Zur Frage des neuen Hagenschen Beweises
fiir die Drehung der Erde
Von V. 8. Vrkljan in Zagreb — (Mit 1 Abbildung)

Die Meinung von R. Grammel und J. Stein iiber den neuen Hagenschen Beweix
fiir die tégliche Drehung der Erde wird durch theoretische Ableitungen bekriftigt.

In den Naturwissenschaften wurde unlingst eine Abhandlung von J. G.
Hagen*) nach seinem Tode vertffentlicht, in der die Meinung ausgesprochen
wurde, dal es sich beim Foucaultschen Pendelversuch um zwei unabhéngige
Beweise der Erddrehung handelt. Der zweite Beweis besteht in der ovalférmigen
Spirale Vivianis gegen Ende des Versuchs, wobei die Bewegung der Pendel-
kugel in dieser Spirale auf der noérdlichen Halbkugel der Erde immer linkslaufig,
auf der siidlichen Halbkugel dagegen immer rechtsliufig stattfinden soll.

Um die Entstehung dieser Spirale zu erkldren, geht J. G. Hagen von der
schon frither bekannten Tatsache aus, daB das Foucaultsche Pendel im Inertial-
system beim Loslassen eine Tangentialgeschwindigkeit besitzt, welche eine ellip-
tische Bewegung der Horizontalprojektion hervorruft **). Nach der Meinung von
J. G. Hagen entsteht die ovalfdrmige Spirale durch die Verkiirzung der Amplitude
des Pendels (der groBien Achse der erwahnten Ellipse), weil bei dieser Verkiirzung
tir die fortwéhrend sich éndernde elliptische Bewegung der Flichensatz beildufig
gelten soll.

Gegen diese Auffassung, daB ndmlich der Vorgang der Vivianischen oval-
férmigen Spirale durch die Anwendung des Flichensatzes zu erkliren sei, haben
sich R. Grammel und J. Stein***) gedubert. Der Zweck dieser Abhandlung ist.
die letztgenannte Meinung durch theoretische Ableitungen zu bekraftigen.

Der Einfachheit halber nehmen wir an, daf sich die Pendelkugel in der
Horizontalebene bewegt, was fiir sehr kleine Schwingungen zuldssig ist1). In
dieser Ebene denken wir uns ein mit der Erde fest verbundenes Koordinatensystem
zy (z-Achse gegen Norden, y-Achse gegen Westen gerichtet) und ein Inertial-
system &7 (von dem die &- bzw. n-Achse zur Zeit t = 0 mit der z- bzw. y-Achse
des irdischen Systems zusammenfillt) gelegt; es besteht dann bekanntlich eine
Azimutaldrehung des irdischen Bezugsystems gegen das Inertialsystem mit der
Winkelgeschwindigkeit w = u sin g, wo « die Winkelgeschwindigkeit der téglichen
Erdrotation und v die geographische Breite des Beobachtungsortes bedeutet.

*) J. G.Hagen: Die Naturwissensch. 18, 805—807, 1930.
**) Vgl. z. B. R. Grammel: Die mechanischen Beweise fiir die Bewegung der
Erde, 8. 20, 1922.
**%) J Stein: Die Naturwissensch. 19, 39, 1931. )
t) Vgl.z. B. A. Berliner u. K. Scheel: Physikal. Handworterbuch, S. 267, 1924
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Dann lauten die Differentialgleichungen der Bewegung im irdischen Bezug-
system zy (g bedeutet die Schwerebeschleunigung, ! die Lange des Pendels und 6
die Dampfungskonstante)

i = —%x—26a&+2w1}+m2x

| o
|

j=—fy—20i—20i+0y

wihrend im Inertialsystem &7

E=—2t—20¢ 410 ]

.. g o8

N= =71 —20(n—{a) l
gilt, wo die Kraftkomponenten — 287w und 2d8éw von demjenigen Teil der
Dampfung hinzukommen, der im Inertialsystem von der Rotation der Luft-

massen (die dem irdischen Bezugsystem gehéren) herrithrt (s. Fig. 1).
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Fig. 1

Ganz analog wie im Falle ohne Dampfung*) lassen sich beide Systeme der
Gleichungen (1) bzw. (2) am einfachsten integrieren, wenn man die Koordinaten z
und y bzw. & und # in eine komplexe Koordinate  + 1y bzw. & + 1% zusammen-
faBt. Man erhélt dann im irdischen Bezugsystem

iy = —(?——w’)(m—l—iy)—2(6+iw)(a§+iy'). .3

und im Inertialsystem

Eqig—= _<%—216m)(g+in)—26(§+iﬁ) e )

*) Vgl. z. B. A. Berliner u. K. Scheel: Physikal. Handworterbuch, S. 268,
1924,
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Es sind also die Integrale dieser Gleichungen zu finden unter den folgenden
Anfangsbedingungen (d. h. fir die Zeit ¢ = 0):

g —: z;;" : %o } (im irdischen Bezugsystem) (5)
) ==

bzw.
(§+iﬂ)o:xo |
(E+in,=izol

Man erhélt auf die bekannte Weise als charakteristische Gleichung von (8)

(im Inertialsystem) . . . . (6)

01,2 — ——(6—{—@03)_4;@'%‘/1—2@?—‘2

und als solche von (4)

615 = —6imV1 —Zi(i—?,
wo iiberall % — 02 = n?® gesetzt ist. Da aber
ow
<19
i8t, so wird annihernd
01,0 = — [0, + i (@F )] ® ‘(7)
bzw. {31,2 = 6(11—*)[
6,0 = — 0,0t in " (8
Das allgemeine Integral von (8) lautet also
x4 iy = ajetrt age2t L0 )
und von (4)
E+in =0 et bent . ... ... .. (10)

WO ay, @y, by und b, die Konstanten bedeuten, die erst auf Grund der Anfangs-
bedingungen (5) bzw. (6) zu ermitteln sind.

Durch Anwendung der Anfangsbedingungen (5) auf die allgemeine Liésung (9)
ergibt sich
- Qg 7
01— 0
9
‘01— 0

*w=>5.10-5 fiir p = 46* (u = 7.10—3), n ist der GroBenordnung 10¢ oder
10—1; was die GroBe von § betrifft, vgl. den Text nach den Formeln (17).
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und analog aus (10) und (6)

6, —ia
)
1 2

6, — i@

by, = 2y ——— -

0, — 0y

Setzt man nun diese Werte fiir die Konstanten in die Gleichungen (9) und (10)
ein, so erhéilt man mit Beriicksichtigung von (7) bzw. (8)

T4y = gja—?iz—m{[ﬁfri(m—i-n)] e—G—int J ay
— [31 + (0 —n))e~ Jy + m)t} e—iwt

E+in = Wmi[&%—ﬂw + n)]e—“’x—mt’ Ly
— 8, +i(@—mn) e— s +imt

Durch Vergleich der Gleichungen (11) und (12) ersieht man sofort, da@

iy = (EFige it oL, . . (13)
ist, welche Formel als Evidenz auch zur Kontrolle der Richtigkeit unserer Losungen
dienen kann. Weiter bemerkt man, daB fir § = 0 [was gemiB d, , = 6 (l F %)

auch 8; = 0, = 0 bedeutet] die Loésungen (11) und (12) in die schon be-
kannten gendherten Losungen des Foucaultschen Pendels ohne Déampfung
iibergehen.

Wegen der Beziehung (18) werden wir uns weiter nur mit der Losung (12)
beschaftigen, die nach einigen Umrechnungen, wenn man dann wieder von der
komplexen Gleichung zu den realen Gleichungen iibergeht, ergibt

£ = Acosnt + Csinnt)

OSmEImESMBEL (14)
n = Bsinnt -}—Dcosnt[
wo
= i@ oy (2@ m+8,0,=0)]e i~ (2 (0 m) 8,0, 0] )
" — %, . » ' ‘ .
e sws s ARG -2nd 1t 6—-61 —n)—2 (), 2
e L P
T An? +(§ ~o,) {[2n(@+n)+04(8,—9,)]e~%it+ [2n (0 —n) + I, (8, —8,)] %2t}
= oo (0380 @m)—2ndy)e- = (0y=0) (a—m)— 2md, e~
2 1
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bedeutet. Man kann aber die Faktoren 4, B, C und D unter Vernachlissigung

der Glieder hoherer Ordnung in den Nennern und in den eckigen Klammern
annidhernd berechnen; man erhilt so:

A= et 4 ey

¢ — i,%(e—dlt + e—dzt)
S .. (16)
B—B 4+ B — %[(e_m_ e—dat) 4 g—(e’“"l' + e—oze)]
D — — %,%"_(e—d‘lt — e-dzt)
0 o _,.
Man bemerkt sofort, daBl C = ;@_A und D = — -~ B’ ist; deswegen kann
man jetzt die Gleichungen (14) schreiben
0 .
£ = A(cosnt + -—smnt)
L (17)

n = (B -{-B")Sinnt—g—B’cosnt

Wir beschrinken aber unsere Betrachtungen nur auf solche Fille, in welchen ¢
sehr klein gegeniiber n ist, was in der Praxis des Foucaultschen Pendels tatsichlich
vorkommt; dann kann man in den letzten Gleichungen das Glied mit dem

0 . S .
Faktor b streichen, wodurch diese in die Gleichungen

§= Acosmty (18)
n = Bsinnt J
tibergehen.

Die Bewegung des Massenpunktes fithrt also eine Ellipse aus, deren grofic
und kleine Halbachse sich fortwidhrend #ndern, da 4 und B von ¢ ab-
héngen.

Der Flacheninhalt dieser (augenblicklichen) Ellipse ist zur Zeit t

2

ABrn = Z—O[(e_ﬁ"lt——e-”z‘)+ g(e‘ it 4 e— "2‘)"‘]71: .. .19

Aus dem Ausdruck fir 4 Bx ist zu ersehen, daB von einer Konstanz der
Flichenrdume keine Rede sein kann; der Flicheninhalt der augenblicklichen
Ellipse ist am grofiten zur Zeit t = 0 (d. h. am Anfang des Versuchs), namlich

®
A,Byw = xﬁ—az,
n
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und von diesem Zeitpunkt nimmt sie ab bis zu Null fir lim¢ = oc. Das ersieht
man am einfachsten, wenn man in dem Ausdruck fir 4 Bz aus (19) den Wert ¢ +
~tatt ¢ einsetzt; es ergibt sich, daB fir jedes ¢t (v > 0)

Aty By, < A Byw
ist, daB also 4 Bx bestdndig abnimmt. Ubrigens kann man auch leicht zeigen,
dafl die Funktion 4 Bz im Zeitintervall t = 0 = oo weder ein Maximum noch
ein Minimum besitzt.

Ebenso kann man sich leicht iiberzeugen, daBl der Ausdruck fir B geméaB (16)
sein Maximum zur Zeit { = 0 besitzt und im Zeitintervall { = 0 — oc monoton
abnimmt.

Die Bewegung des Massenpunktes findet also im Inertialsystem in einer
cllipsenférmigen Spirale statt, die sich aber von einer geraden Linie kaum unter-
scheidet. Deswegen kann eine etwaige Entstehung der Vivianischen Spirale
keinesfalls durch die Anwendung des Flichensatzes erklirt werden. Nur die

lichtung der Bewegung des Massenpunktes in der hier beschriebenen

ellipsenférmigen Spirale stimmt mit der Richtung der Bewegung in
der Vivianischen Spirale*). Das ruft den Verdacht hervor, daf man die
Entstehung der Vivianischen Spirale eventuell durch das etwaige seitliche
Mitschwingen des Aufhéngepunktes als ein Resonanzphénomen erklaren konnte.
Diese Meinung scheint mir nicht ganz grundlos, weil ich bei einem Versuch an-
wesend war, bei welchem sonst die Foucaultsche Ablenkung ganz gut gelang,
jedoch keine Spirale Vivianis bemerkt wurde. Es miissen deshalb wahrscheinlich
besondere Umsténde vorhanden sein, die die Entstehung der Spirale bevorzugen,
die aber bis heute experimentell noch nicht festgestellt sind.

Die Einwénde, welche hier gegen die vorliegenden Ableitungen in Betracht
kommen, kénnten die Annahme der linearen Dampfung und die Annahme einer
ebenen Schwingung treffen. Dem zweiten Einwand kann man entgegenhalten,
daf auch bei dem sphérischen Pendel unter der Annahme einer linearen Dampfung
fir die Horizontalprojektion der Bewegung ein ebensolches Gesetz der Abnahme
der Flichengeschwindigkeit giiltig ist, wie bei den ebenen gedampften Schwin-
gungen**). Denn die kinetische, die potentielle Energie und die Rayleighsche

k. . . .
Dissipationsfunktion F = ;ZE(:C2 + 9* + £%) des sphirischen Pendels (Linge = )
lauten, in rdumlichen Polarkoordinaten r, @, ¢ ausgedriickt,
By = 5 1P 4 sin? 9 ¢%),

Spot = Mgl cos § 4 const
und

ko, oz .
F = El“(ﬂz + sin® § - @),

*) J. G. Hagen: Die Naturwissensch. 18, 8056—807, 1930.
**) Vgl. meine Abhandlung in der ZS. f. Phys. 67, 289—291, 1931.
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wo m die Masse der Pendelkugel bedeutet. Das eben genannte Gesetz erhilt man
aus der erweiterten Lagrangeschen Gleichung zweiter Art*)

1(6Eh‘n\ OB _ 0E,, OF
d¢ ) dg ~  dp g’

durch Einsetzen obiger Werte ergibt sich:

d .
mo Psin?9-p) = —k*sin? 9. ¢
und endlich durch beiderseitige Multiplikation mit df und Integration von ¢, bis !

/
Psin? 9 - @) = (l’sin29-¢)ro—26jlssin28-¢~dt.
to

Hier ist, wie iibhch, — = 20 gesetzt. Die Entstehung der Spirale Vivianis

1aBt sich also auch unter der Annahme eines sphanschen Pendels nicht durch
Anwendung des Flichensatzes erkliren.

*) Vgl. z. B. Enzyklopédie d. mathemat. Wissensch., Bd. IV, 1, S. 470, 1901—1908.
Zagreb, Februar 1981.

Die Schriftleitung: Prof. Dr. G. Angenheister, Geophysikalisches Institut Géttingen



