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Darstellung einer gebietsweise harmonischen Funktion
durch eine harmonische Funktion
Von F. Hopiner, Wien

I’s werden die Voraussetzungen klargestellt, unter denen die Entwicklung firr das
dullere Potential ins Masseninnere fortgesetzt werden kann.

Wir denken uns die Erdmasse gegeben; wir verbinden den Erdschwerpunkt
mit dem nichstgelegenen Randpunkt. Mit dieser Strecke als Radius beschreiben
wir um den Schwerpunkt die Einheitskugel. Mit der Entfernung des weitesten
Randpunktes vom Schwerpunkt als Radius R denken wir uns eine zweite Kugel
beschrieben, die die Erdmasse einschlieBt. SchlieBlich sei zwischen den beiden
Kugeln noch eine dritte Kugel vom Radius r gegeben; es soll also 1 < r << R sein.

Wir verlegen den Aufpunkt in diese Kugel. Das Potential V' der Erdmasse M
in den Punkten der Kugel r ist eine Funktion von r, t (= cos ), ¢ die Bedeutung
der Winkel ist bekannt. V' ist eine gebietsweise harmonische Funktion; denn die
Potentialfunktion ist nur in jenen Punkten der Kugel harmonisch, die im AufBlen-
raum der Masse liegen. Sie ist in jedem Punkt eindeutig, endlich und stetig,
so daBB nach einem bekannten Existenztheorem ihre Werte auf der Kugel » durch
die Entwicklung

n=noo

V=37,
n=0
nach allgemeinen Kugelfunktionen Y, dargestellt werden kénnen. Die Funk-
tionen Y, sind explizite Funktionen von t und ¢ und hingen durch ihre Kon-
stanten implizite auch von 7, also vom Radiusvektor des Aufpunktes, ab.

1. Beiderseits der Kugel r denken wir uns je eine Massenschicht von der
kleinen, aber konstanten Dicke & entfernt. Hierdurch entsteht eine massenleere
Kugelschale der Dicke 2 ¢, die von den Kugeln der Radien r — ¢ und r + ¢ ein-
geschlossen wird. L&aBt man den Aufpunkt aut der Kugel r wandern, so bleibt
er bestindig im AuBenraum der drei Massen M,, M,, M, in die die Masse M
durch die massenleere Kugelschale zerlegt wird; M, soll im Innenraum der Kugel
r — ¢ liegen; M, und M, liegen alsdann im AuBenraum der Kugel r + &. Das
Potential ¥ der drei Massen in den Punkten der Kugel r wird durch die Gleichung

n=—o0 Y.f'x) n=o0

— @
V= 2 mt1 + ”§0 T"Yﬂ

n=0
gegeben. Die Konstanten in den allgemeinen Kugelfunktionen Y& sind Funk-
tionen der Massenanordnung in M, ; ebenso sind die Konstanten Y Funktionen
der Massenanordnung in M, und M;. Die Funktion ¥ ist daher in dem Gebiet
r —eg<< r< r-+ & harmonisch.
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Die gliedweise Addition der beiden Reihen fithrt zu der Gleichung

n==o0 ’Y(l) ) n=o0
V=3 (rn’_;l -[—'ranl)) = S Y. ... 1)
n=0 n=0

Man kann sich namlich den Radius r mit den Konstanten der Kugelfunktionen
vereinigt denken; andererseits ist das Potential ¥ auf jeder Kugel im Bereich
r — e << r-Z r+ ¢in eine Reihe nach allgemeinen Kugelfunktionen entwickelbar.
Hierin findet die zunéchst nur formal durchgefithrte Rechnung, die zur Gleichung (1)
fihrte, ihre Rechtfertigung.

Die Funktionen Y, sind explizite Funktionen von ¢ und ¢ und héngen durch
ihre Konstanten implizite auch von r ab. Andert ndmlich der Aufpunkt unter
Mituahme der massenleeren Kugelschale im Bereich 1 = r = R seine Entfernung r
vom Schwerpunkt, so &ndern im allgemeinen auch die Konstanten in den Funk-
tionen Y, ihren Wert einerseits wegen der radialen Verschiebung des Aufpunktes,
andererseits wegen der Abénderung der Massen M,, M,, M. In der massen-
leeren Schicht ist ¥ harmonisch; es erfillt daher im Bereich zwischen den Kugeln
r—e¢ und r - ¢ die Laplacesche Gleichung.

Wir schreiben die Reihe (1) in der Form

V n=oc Y,n . (2)
— ngo F'Tl, .............

worin

1) (2
Y” —_ Yn + r2nt1 Yn)

ist, und beginnen mit der Untersuchung der Funktionen Y, unter der Voraus-
setzung, dall die Masse M nur wenig von einer schwach abgeplatteten Kugel
abweicht; ihre Abplattung « soll also gegeniiber der Einheit eine kleine Grife
erster Ordnung sein.

Wir entwickeln die Funktion Y, im Bereich 1 = r = R in der Umgebung
der Punkte auf der Kugel R nach Potenzen von r — R; man bekommt

Y, = F© + (r— R)F®,

Fir r = Rist Y, = F; in den Punkten der Kugel R ist somit F” nur eine
Funktion der Massenanordnung in M;; denn Y, héngt in jenen Punkten nicht
vom Radiusvektor r des Aufpunktes ab. Die Funktion F\" wird durch die Reihe

=), (G e

ar

erklart.

Fara = 0ist r = R = 1; Y, héngt alsdann fir einen jeden Wert von r =1
nur von der Massenanordnung ab; also sind auch seine Ableitungen jeder Ordnung
nach r identisch Null. Wir schliefen daher, daB jede der Ableitungen in der voran-
gehenden Reihe « zum Faktor hat; denn dann und nur dann verschwindet fiir
o« = 0 jede dieser Ableitungen identisch.
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Man kann somit F = «F® setzen. Andererseits. entwickeln wir F” nach
Potenzen der Abplattung. Man erhilt hierdurch

Y, = O+ af? +a?f® + ... 4+ (r— R)aF?.

Nach den getroffenen Annahmen iber die Figur der Masse M ist r — R hochstens
von der Ordnung der Abplattung; vernachléssigt man daher, wie in der Geodisie
derzeit iiblich, GroBen von der Ordnung des Quadrats der Abplattung, so er-
gibt sich

Y, = 2+ of;

hierin sind die Funktionen f* und f" von » unabhingig.

Zur Untersuchung dieser Funktionen ziehen wir die Laplacesche Gleichung
heran, die nach den getroffenen Voraussetzungen von der Reihe

n=n5 £0) )
S O+ af

rn+1

n=o0
zumindest bis auf GroBen von der Ordnung o2 fiir einen jeden Wert der Abplattung
erfilllt sein soll. Hierdurch ergeben sich die Forderungen

n = f::» n=o0 fi‘l) )
Sa(E)-e Ea(£)-e

neo n—0 m+1

sie fithren fir £ und fO auf die Differentialgleichung der allgemeinen Kugel-
funktion.

Die Funktionen f¥, & sind somit allgemeine Kugelfunktionen; also ist
auch Y, = fO 4 af? eine allgemeine Kugelfunktion, deren Konstanten nur
Funktionen der Massenanordnung sind; sie hidngen daher von ¢ ab. Die Werte
der Konstanten ergeben sich durch die Entwicklung des Potentials ¥ der Masse

M, + M, + M, im AuBenraum der Kugel E.

2. Wir lassen die einschrinkende Voraussetzung iiber die Figur der Masse M
vorlaufig wieder fallen und vergleichen die Werte der beiden Funktion ¥’ und ¥V
auf der Kugel r miteinander. Wir stellen zunéchst fest, dafl fiir einen jeden Wert
von r im Bereich 1 < r << R besténdig ¥’ > V ist und V mit stetig abnehmenden
Werten von & bestindig zunimmt, ohne jedoch jemals den Wert von V' zu er-
reichen; denn die Gleichung (1) besteht nur fiir ¢ > 0.

Wir erteilen ¢ einen konstanten Wert. 7’ und V sind stetige Funktionen
von r. Also ist die Differenz V' — ¥V bei konstantem ¢ entweder eine Konstante
oder eine stetige Funktion von r. Firr = R4 ¢eist V' —V = 0;firr< R+ ¢
ist ¥/ — ¥V > 0. Alsoist V' — V eine stetige positive Funktion von r, die in der
Unigebung von r = R -+ & mit abnehmendem r zunimmt.

Wir wollen daher fordern, es solle V' — V fiir lim ¢ = 0 gleichméBig im Be-
reich 1 = r = R gegen Null konvergieren.

V wird durch die Reihe (1) erklart; wir fragen daher nach der Konvergenz
dicser Reihe fiir lim ¢ == 0. Jeder Wert von ¥ auf der Kugel r konvergiert fir
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lim ¢ = 0 gleichmaBig gegen einen bestimmten endlichen Wert, deren Gesamtheit
die Werte der eindeutigen, endlichen und stetigen Funktion V' auf der Kugel r
sind. Fir einen jeden Wert von ¢ > 0 ist daher V auf der Kugel r eine eindeutige,
endliche und stetige Funktion, deren Werte in einer und nur einer Weise in eine
Reihe nach allgemeinen Kugelfunktionen entwickelbar sind. Also ist die Reihe (1)
auch fir lim ¢ = 0 konvergent.

Wir sind damit zu dem Ergebnis gekommen, dall unter der Voraussetzung
der gleichmiBigen Konvergenz von V gegen V'’ fir lim ¢ = 0 die Werte der ge-
bietsweise harmonischen Funktion ¥’ durch die Werte der harmonischen Funktion
im Bereich 1 = r = R dargestellt werden konnen.

8. Die Voraussetzung iiber die gleichmiBige Konvergenz von V' — ¥V gegen
Null firr lim ¢ = 0 kann als erfilllt angesehen werden, wenn in der Masse M die
Dichte von auBen nach innen hin zunimmt; diese Dichtezunahme kann stellen-
weise auch unstetig vor sich gehen; wir wollen iiberdies noch fordern, daB die
Dichte erst in groBeren Tiefen betrichtlich zunimmt. Die Voraussetzung iiber
die gleichméBige Konvergenz wird daher um so eher erfiillt sein, wenn wir auch
noch unsere Voraussetzung iber die Figur der Masse M wieder aufnehmen, also
eine kleine Abplattung fordern.

Firr = R+ eist V = V' fur einen jeden Wert von e&. Weiter konvergiert
im Bereich 1 = r = R nach den getroffenen Voraussetzungen iiber die Masse M
gleichmiBig fiir lim & = 0 einerseits V' gegen V', andererseits M, 4 M, + M,
gegen M. Zur Darstellung der Funktion ¥V’ im Bereich 1 = r = R durch die
Funktion V reicht es somit hin, die Kugelfunktionen in der Reihe (2) fiar V' durch
Entwicklung von ¥V’ nach allgemeinen Kugelfunktionen im AuBenraum der
Kugel R zu bestimmen, wenn GréBen vom Quadrat der Abplattung vernachlassigt
werden konnen.

Wir sind damit zum Endergebnis gekommen: Setzt man die Entwicklung
von V' im AuBenraum der Kugel R nach allgemeinen Kugelfunktionen bis zur
Einheitskugel fort, so gibt diese Reihe auch sehr nahe die Werte des Potentials
im Bereich 1 = r = B.

4. Die Voraussetzungen iiber die Figur und Dichteverteilung in der Masse M
erfilllt die Erdmasse. Die Fortsetzbarkeit der Reihe fiir das dullere Potential
bis zu den Punkten des Geoids steht daher bei der heuzutage in der Geodisie
geforderten Genauigkeit auBer Frage. Ubrigens hat man ihre Fortsetzbarkeit
bis zur Erdoberfliche hin bisher immer stillschweigend vorausgesetzt; denn alle
seit jeher mit Hilfe des Clairautschen Theorems berechneten Abplattungs-
werte, sei es da diesen nach Bouguer, Faye oder nach isostatischen Gesichts-
punkten reduzierte Schwerkraftwerte zugrunde lagen, beruhen auf dieser Voraus-
setzung. KEs wirden sich unmégliche Abplattungswerte eingestellt haben, wenn
die Voraussetzung nicht sehr nahe erfiilllt gewesen wire.

Die Fortsetzbarkeit der Reihe bis in die Erdmasse hinein 1i8t sich im Hinblick
auf die erhebliche Massenverdichtung in ihren zentralen Teilen deuten. Die
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Fortsetzbarkeit sagt nédmlich aus, daf die Massen in AuBlenraum der Einheits-
kugel, insoweit das Potential in Frage kommt, gewissermaBen noch dem Auflen-
raum der Erde zugerechnet werden dirfen. TEine Stitze findet diese Deutung
in dem Verhalten der Schwerkraftbeschleunigung in den Randpartien der Erd-
inasse; sie nimmt namlich daselbst ebenso wie im AuBenraum der Erde mit der
Anndherung an den Erdschwerpunkt bestindig zu; erst in groferen Tiefen stellt
sich eine Abnahme ein. Eine weitere Stiuitze findet die Deutung darin, daf bei
Vernachldssigung von GroBen von der Ordnung «? in den Punkten der Erdkruste
die Poissonsche Gleichung in die Laplacesche iibergeht. Daselbst erreicht
namlich, von kleinsten Gebieten abgesehen, die Dichte g nirgends den Wert 5;
alsdann ist 4w fo << o2 und daher 4 V'~ 0. Hierin liegt der Grund fiir die Dar-
stellbarkeit des Potentials 7" in den Randgebieten der Erde durch eine harmonische
Funktion V unter den getroffenen Voraussetzungen.

An anderer Stelle werde ich ibrigens die Existenz der Entwicklung (2) im
AuBenraum der Einheitskugel dadurch nachweisen, daf} ich zeige, dall die Reihe
von n = 8 angefangen ein partikulares Integral einer partiellen Differential-
gleichung erster Ordnung ist.

Bericht iiber den gegenwirtigen Stand der Entwicklung
des statischen Schweremessers
Von H. Haalek, Potsdam

Die ersten Versuche mit einem statischen, auf dem barometrischen Prinzip
beruhenden Schweremesser, itber welche ich auf der Tagung der Deutschen Geo-
physikalischen Gesellschaft in Potsdam 1930 berichtete, wurden ausgefithrt mit
einem noch sehr einfachen Modell, welches bei den Messungen auf dem Funkturm
in Witzleben aber bereits eine MeBgenauigkeit von etwa - 10 mgal lieferte.
Freilich muBl man bei diesen ersten praktischen Messungen beriicksichtigen, daf
die Zeit, welche zwischen zwei aufeinanderfolgenden Messungen verfloB, nur
wenige Minuten betrug und dementsprechend die Erschitterungen, denen das
Instrument ausgesetzt war, bei weitem nicht so erheblich waren, wie bei richtigen
Gelaindemessungen. Fir Messungen im Gelinde war das Instrument noch nicht
veeignet, da es keinen ausreichenden Temperaturschutz besaB.

Die Versuchsmessungen mit einem verbesserten Instrument, das im Friih-
jahr 1981 fertiggestellt wurde*), ergaben im Laboratorium — also ohne die Er-
schittterungen des Transportes — eine den Pendelmessungen fast entsprechende
Genauigkeit. Die praktischen Messungen im Gelinde wurden stets an sechs, in
ungefihr gleichen Abstéinden liegenden MeBpunkten langs der Versuchsstrecke

*) Vgl. Heft 1 und b dieser Zeitschrift (1932).
Zeitschrift tiir Geophysik. 9. Jahrg. ©



