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Beitrag zur Berechnung von Minimum-Stabpendeln

Von A. Graf,
wissenschaftl. Mitarbeiter der Askaniawerke, Berlin-Friedenau

(Mit 5 Abbildungen)

Es werden kurze Formeln zur Berechnung von Minimumstabpendeln fiir beliebige
Querschnittsformen unter Beriicksichtigung des Schneidenkorpers aufgestellt und
das Auftreten von zwei Minima niher diskutiert.

Uber die Berechnung von Minimumpendeln sind bisher einige Veroffent-
lichungen von Wilsing, Schuler, Kohlschiitter*) und Meisser**) erschienen.
Da alle diese Arbeiten in der Ausfithrung den Schneidenkorper nicht beriick-
sichtigen, so sollen hier kurze und handliche Formeln abgeleitet werden, die etwa
zehnmal so genau sind (0.02 mm) wie fir die Abstimmung auf Minimumbedingung
{0.2 mm) gefordert werden muB. Dabei soll die Rechnung so allgemein gehalten
sein, daB sie fiir ein Stabpendel mit beliebigem Querschnitt und beliebigem
Schneidenkorper, der beliebige Dichte im Vergleich zu derjenigen des Pendels
besitzen kann, verwendbar ist. Es mul} lediglich die Schwereachse des Schneiden-
korpers parallel zum Normalschnitt des Pendels und durch dessen Schwerpunkt
tithren. Dabei wird sich zeigen, dafl bei Beriicksichtigung des Schneidenkorpers
zwel Minima auftreten, die im Anschlufl an die Rechnung diskutiert werden sollen.

Die einem mathematischen Pendel dquivalente Lange eines physikalischen
Pendels 1st

L[ === T )
Di(mgey)
Fir ein Stabpendel mit dem Querschnitt F, der Lange h, der Dichte d, dem
Schueidenkorper mit der Masse m und dem Schwerpunktsabstand von der Schneide e
lautet dann mit hy, = h —h, (Fig.1) die Gleichung (1)
h?* —8hh, + 8h}+ 8Jq/F + 8 (i, + me®)[Fdh )
h—2h —2me[Fdh

3
o L=

*) E. Kohlschiitter: Die Invariabilitit und Abstimmung von Minimumpendeln,
Zeitschr. f. Geophys. 6, H. 8, S. 476 (1930).

**) O.Meisser: Ein neuer Vierpendelapparat fiir relative Schweremessungen,
ebenda 6, 1—12, 476 (1930).

Zeitschrift fiir Geophysik. 10. Jahrg. 6
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Hierin bedeutet: J g das planare Trigheitsmoment des Normalschnittes des Pendels
und 1, das axiale Tragheitsmoment des Schneidenkorpers, beide in bezug auf deren
elnauder parallele Schwerpunktsachsen.

Die Bedingung dL/dh, = 0 ergibt als Bez1ehunosglelchuno zwischen h und &,
die streng giiltige Formel:

h 2me h' m? e? i, + m62

h, = _(1 ‘/ “me .
' 1)~ tewm T anr (8a)
Fir das Halbsekundenpendel mit den gebrauchhchen Dimensionen dirfen einige
Glieder vernachlissigt werden, und zwar zeigt die Durchrechnung, da man anf

0.02 mm genaue MaBe erhidlt mit

h 138 2 Vé( me '
= 121" B I 8b

=3 B A AIRTY (8b)
Setzt man diese Gleichung in (2) ein, so erhilt man die beiden gesuchten Pendel-
abschnitte in L ausgedriickt wie folgt:

h = V3L 1 Jg+ ¢

i [ L”‘"( +13d)]
VE_‘L ‘/3 9 me
1= 7‘[“?“@( ‘1+v3d)]

Diese beiden Gleichungen erlauben, firr eine beliebige gewiinschte Schwingungs-
daver T ==xn VL/g oder fiir eine beliebige gewiinschte Koinzidenzzeit ¢ die Langen-
mafle h, by und hy =+ h — h, firr irgendeinen gegebenen Pendelquerschnitt und
Schneidenkorper zu berechnen.

Die Bedingung dL/dh, = 0 entspricht jedoch nicht der Wilsing-Schuler-
schen Annahme der Invariabilitit des Pendels bei Verdnderung des Schneiden-
schwerpunktsabstandes. Der Unterschied zwischen dL/dh; == 0 und dL/ds == 0
(s = Schneidenschwerpunktsabstand) ist folgender:

Im ersten Fall sucht man die Stelle auf, wo fiir ein gegebenes Pendel das ab-
solute Minimum der Schwingungszeit erhalten wird. Diese Schwingungszeit
andert sich nicht merklich, wenn sich Schneide mit Schneidenkorper zusammen
um kleine Betrige verschieben. Wiirde beispielsweise das Pendel nach dem Ein-
hingen in den Pendelapparat etwas durchhingen, so darf sich fir ein solches
Minimumpendel die Schwingungszeit nicht merklich &ndern. Desgleichen wirde
sich eine kleine Schrumpfung des Kittes, mit dem der Schneidenkoérper eingekittet
ist, in der Schwingungszeit nicht bemerkbar machen. Anders liegen die Verhalt-
nisse bei der Wilsing-Schulerschen Bedingung. In diesem Falle wird derjenige
Punkt des Pendels aufgesucht, wo eine kleine Anderung der Schneide allein
bei festem Schneidenkorper keinen Einflub auf die Schwingungszeit haben soll.
Dieses Minimum, das die Schneidenabnutzung mehr oder minder eliminiert,
fallt keineswegs mit dem ersteren zusammen, sondern ist um so mehr von ihm

h
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entfernt, je groBer das Massenverhaltnis von Schneidenkérper und Pendel ist.
Bei einem Quarzschneidenkorper in einem Quarzpendel von den iiblichen Dimen-
<ionen betrigt der Abstand beider Minima 1.6 mm, bei demselben Schneidenkérper
aus Stahl wirde er etwa 6 mm ausmachen. An dem zuerst behandelten Punkte
des Pendels herrscht die absolut kiirzeste Schwingungszeit: er soll daher der
absolute Minimumpunkt oder Schneidenkorper-Minimumpunkt genannt werden,
im Gegensatz zum zweiten, dem relativen Miniinumpunkt, oder dem Schneiden-
minimumpunkt.

Die Gleichungen fur letzteren folgen ebenfalls aus Formel (1) in Verbindung

mit der Wilsingbedingung:
K, + Ms*,
L = 2s; (L= )

oder nach Meisser:

= = e 6
S SP? Y
mit den fritheren Bezeichnungen wird allgemein fiir ein Stabpendel
I — B*—2hh,— 2meldF
= e (7a)

dies in (2) eingesetzt, ergibt:

_h Vé m 2V§ 2me) ) .
"I“Ell—ﬂl*'m)"ﬁ("”@,] b

oder in L mit denselben Vereinfachungen wie frither:

- 2 me
ho— V3Lll — = (Jq + V’37i)]’

b, — V_i’:“ ll—%é(l + ‘,é%)—%,<Jq+ i/;%(‘l + Vg))]

Wie ersichtlich, stimmt (8) mit (4) iberein, d. h. es ergibt sich innerhalb der
seforderten Genauigkeit dieselbe Gesamtpendelldnge fiir beide Betrachtungsarten.
Dies trifft nicht mehr fir h; zu. Der Unterschied ist nahezu konstant und betriigt
bei Vernachlassigung des Korrektionsgliedes Ah; = m/2 1/3 dF = 123 m/M mm
fiir das Halbsekundenpendel (M = Masse des Pendels). Unter der Masse des
Schneidenkérpers m ist natiirlich nur der aus dem Pendel herausragende Teil
verstanden, da der im Pendel befindliche zu dessen Masse zéhlt *). Fur ein Gewichts-

(8 u.9)

*) Bei einem Schneidenk4rper (6;) aus einem anderen Material als dem des
Pendels (6,) darf man die gleichen Formeln verwenden, nur hat man bei m zu
dem aus dem Pendel herausragenden Teil noch den im Pendel befindlichen Massen-
iiberschu8 [ Volumen: (8, — 6,)] hinzuzuaddieren.

6 *
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verhiltnis Pendel—Schneidenkérper von 19, erhélt man also etwa 1.28 mm Unter-
schied der Minima.

Beispiel. Es soll ein zylindrisches Quarzpendel mit gegebenem Durchmesser
und einem gegebenen Quarzschneidenkorper berechnet werden fir die Koinzidenz-
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| ¥ [zt
2y é Ay jd} Rear R rq = @ti50L Mivnim,
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Fig. 1 Fig. 2

zeiten von 80, 60, 90 und 120 Sekunden. Mit den in der Fig. 2 angefithrten
MaBen ist:

Jqg =nrtfd = 168847 mm* . . . . . . .. . ... (10a)

F =ar2=26mamm? . . ... ... C e o . .. (10D

mld = r2xh’ = 416025 .32 .7amm?® . . . . . . .. (10¢)

e =1 =645nm. ... .. .. e e e e (104d)

Fiir ein Halbsekundenpendel folgt dann:

¢ = 30 60 90 120 sec
P — [ 0.491803 0.495 868 0.497238 0.4979256 ,,
~10.508474 0.504202 0.502793 0.5602092 ,,

Unter Zugrundelegung eines ¢ von 981.28 lauten nach T' = % ]/IT/E die reduzierten
Pendelldngen:

I — {240.479 244.470 245.823 246.503 mm
~1257.058 252.757 251.346 260.646 .,

Die Formel (4) oder (8) ergibt unter Beachtung von (10a bis (10d):
B {415.322 422,253 424.604 425.785 mm

T 1444113 436.645 434.196 432.980 ,,

Hierbei sei erwdhnt, dafl die Korrektion durch den Schneidenkorper im Vergleich
zum schneidenlosen Pendel im gegebenen Falle etwa 0.64%/,, der (fesamtlinge,
also ungefihr 0.276 mum ausmacht. Da auch J g und F sowohl fir die Berechnung
von I als anch i, nur in Korrektionsglieder eingehen und beim zylindrischen Pendel
nur wenige Promillinderung in h bzw. h,; ergeben, so ist ersichtlich, dali weder
die Grofe noch die Form des Stabpendelquerschnitts von grofem EinfluB auf die
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Schwingungszeit, noch auf die Minimumbedingungen sind. Fir h, ergibt Glei-
chung (5) (absolutes Minimum):

" _!87.421 88.891 89.389 89.640 mm
93.527 91.944 91.424 91.167 ,,

und Gleichung (9) (relatives Minimum):

hee o {85.840 87.311 87.811 88.061 mm
17 = 191.951 90.367 89.847 89.589 ,

Die zugehorigen h, ergeben sich durch Subtraktion von k. Die Werte von k,,
und h,, zeigen, dafl der Unterschied beider Minima nahezu konstant ist und im
gegebenen Falle 1.58 min betrigt. Da er m proportional ist, so wiirde ein Schneiden-
korper aus Stahl von derselben

Grofe die beiden Minima etwa Anderung der Schmingungsteit (rxxi’?? oo
6 mm ause1nander legen. z der red. Pende/lings L bec hleinere Verschreburre
. gen. der Schneide (b) oder des Schnerdernkirpers (@)
Zur besseren Illustration wur- T fre Wi, = G45 e, 1’ = 3P, & )
. t o - . "l.@é:gw_
den noch die Schwingungszeiten in
. - . 2460t b)retat. Misim,
der Gegend der beiden invariablen 2o (Semeitenmin)
Punkte berechnet und in Fig. 3 2eg500,
aufgetragen. 2as80
. . . G550
Man ersieht deutlich, dalB bei n bfz
77 8
; oy . ;
Zugrundelegung del_r \hl_smgbedm- e |
gung das Pendel nicht im Punkte 21500, s
der kiirzesten Schwingungszeit ge- 24500 (Scheaimenkdrpermin)
: 5 . 460
lagert ist. s zeigt Kurve a), wie S i #3785 9 25 da B d5 9o B 9T B
sich die Schwingungszeit bzw. L bei Fig. 3

einer Verlagerung des Schneiden-

korpers und Kurve b) bei einer Verlagerung der Schneide allein dndert. Da in der
Praxis eine Abnutzung der Schneide mehr als eine davernde Verdnderung des
Schneidenkorpers zu befiirchten ist, letztere aber immerhin im Laufe der Zeit
vorkommen kann, besonders bei eingekitteten Schneidenkérpern (eine Anderung
am 1 g = 0.001 mm &ndert die Schwingungszeit um 1.2 . 107 sec bei Lagerung
im relativen Minimumpunkt), so wird man zwar nach wie vor die Pendel fir das
relative Schneidenminimum dimensionieren, jedoch den Spislraum von 0.2 mm,
der nach Meisser und Kohlschiitter zugelassen werden darf, so einrichten,
dafl die Schneide ndher an das absolute Minimum herankommt.

Setzt man m = 0, d. h. vernachlissigt man den Schneidenkorper, so gehen
die Formeln (5) und (9) ineinander ither. Fir h,; erhalt man dann 89.326 mm und
fir b = 426.056 mm. Die Gesamtlinge h wird daher bei Vernachlissigung des
Schneidenkorpers um 0.27 mm und die Minimumlinge um 1.27 mm falsch be-
rechnet, ein Fehler, der gréfer als zulissig ist (0.2 mm). Die Fig. 4 und 5 gestatten
ein leichtes Abstimmen fir 1rgendeme beliebige gewimschte Koinzidenzzeit
zwischen 30 und 150 sec.
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Zusammenfassend ergibt sich:

1. Fiir Stabpendel von beliebigem Querschnitt und beliebigem Schneiden-
korper lassen sich einfache Formeln ableiten, aus denen die gesuchten Dimen-
sionen der Pendel von beliebigem Material ermittelt werden konnen. Bei kurven-
mébiger Darstellung konnen alle MaBe fir beliebige Koinzidenzzeiten direkt den
Figuren entnommen werden.

o Psa
Ti2 | 2|2 i
sec | mm | mm | mm | Sotwinguagszest MM hr
0498| 208 | 425 aer G5 oo

G497 247 | 4253
G498 208 | 427

Qu95| 265 | 479 | 88

Ein zylindriselies Miimumsiabpendel
o S2mire ¥ cirrd e Tyl Sehrerden
kbrper vome Perdimalerial mit dem Masserr-
verkditiss vore 12 %o sm Ferglerch rurPerded s
masse i seien Dimensionen % »gesamte
Peraeliings und X ;o berm & ;p « cborer
Perrdelabschmitt in Abhingrgheit vor der
Hoincidenrzet

478 @2{
2494 264 | 477
493|203 | 475
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gug7| 267 | 417
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Fig. 4

sec

4509 ans &/’wmgrung{zef‘r gber G5 sec

bty (Bendel 32mm e “0er 72 % dler Perdil; )
0508| 258 | 443 | 23 Daren wie ber 406 & i Abkargighes! vor
= aler Hosrerdersrerf

9507 257 | 447
0506| 256 | 439 | 92
2505| 255 |37
2504 254 | 435 | 97
0503|253 | 433

G502\ 252 | 437 | 90

9507|257 | 429

30 &0 97 120> c(Aoinci: F0sec
aenzrert)

Fig.5

2. Kine nihere Untersuchung der Minimumbedingung ergibt, dal zwei
Minima auftreten, eines fiir die Schneide und eines fiir den Schneidenkérper. Bei
letzterem hat die Sechwingungsdauer den absolut kleinsten Betrag. Die praktische
Forderung bezieht sich in erster Linie auf dag Schneidenminimum, doch soll
man bei der Abstimmung darauf achten, daff man den oberen Pendelabschnitt
cher etwas linger als kiirzer macht, da fur das Schneidenkoérperminimmum die
obere Linge etwas linger wird als fir das Schneidenminimum.

Friedenau, den 29. Januar 1934:




