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Zur Theorie elastischer Pendel
mit besonderer Beriicksichtigung des Holweck:=Lejayschen
Stabpendels

Von A. Graf,
wissenschaftl. Mitarbeiter der Askaniawerke, Berlin-Friedenau

(Mit 6 Abbildungen)

In der vorliegenden Abhandlung werden streng giiltige Formeln fiir die Schwingungs-
dauer elastischer Pendel bei kleinen Amplituden sowohl in hingender wie in stehender
Lage abgeleitet, und zwar fiir Pendel beliebiger Massenanordnungen, Federlangen und
Federquerschnitte. Insbesondere werden das elastische Punktpendel und das elastische
Stabpendel niher diskutiert, letzteres im Hinblick auf das bereits konstruktiv durch-
gefithrte und praktisch in seiner Brauchbarkeit erprobte Quarzpendel von Holweck
und Lejay. Ferner werden an gegebenen Beispielen je ein Punktpendel und ein
Stabpendel in ihren Dimensionen und sonstigen Daten durchgerechnet und Formeln
fir die Konstantenbestimmungen aufgestellt.

Von Holweck und Lejay sind mehrere Vertffentlichungen*) erschienen,
die sich mit der Theorie, der Konstruktion und den MeBwerten eines elastischen,
umgekehrten Pendels befassen. Ein solches schwingt nicht wie das Sterneckpendel
vermittelst einer Schneide auf einer festen Unterlage hingend, sondern fiihrt,
an einer Invarlamelle befestigt, die Schwingungen stehend aus (Fig. 1). Der Dreh-
punkt ist nicht genau die Einspannstelle 4, sondern ein Punkt A4, der jedoch
bei kurzen Lamellen im Vergleich zum stabférmig ausgebildeten Pendelkérper
nidherungsweise als mit dem Einspannpunkt 4 zusammenfallend gedacht werden
kann. Im folgenden soll eine strenge Ableitung der Schwingungsgleichung und
insbesondere der Schwingungsdauer eines solchen Pendels gegeben werden. Sie
crstreckt sich zwar nur auf maBige Amplituden, doch werden innerhalb dieses
Bereiches die elastischen Krifte genau erfafit und vor allem gestattet die Rechnung
cine Verallgemeinerung fir die Betrachtung beliebiger Pendelformen und Feder-
lingen, was die vereinfachten und spezialisierten Annahmen Holweck und
Lejays nicht erlauben.

Nach diesen ergibt sich fiir die Schwingungsgleichung:

2
Jo%-{—cﬂ——mgLsinﬂ:O .......... 1)

*) Holweck und Lejay: Etudes d’'un pendule elastique sensible; Contribution
a I'Etablissement du réseau gravimetrique francais comptes rendues de 1’Académie des
Sciences Paris 196, No. 1, 44—46, 1933.

Note de Holweck et Lejay: Contribution a la compensation du réseau gravi-
métrique européen. Comptes rendues de I’Academie des Sciences du 13. II. 33.

Holweck und Lejay: Verbesserungen an dem transportablen Instrument
zum schnellen Messen der Schwerkraft. C. R. 192, 1116 (1931); 190, 1387 (1930); ferner
188, 1089—1091 (1929), Nr. 17; 186, 1827—1830 (1928), Nr. 26.
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und demgemilB fir die Schwingungsdauer:

J mgL 2
T =2 0 — e
nVc—mgL[l c—mglL 16 ] @
desgleichen fiir die prozentuale Anderung von T':
aT 1 dg
__T_ =5 m ........ (3)

Hierin bedeuten .J, das Trigheitsmoment des Pendelkorpers mit der Masse m
um die Drehachse, ¢ eine Federkonstante, L den Abstand des Schwerpunktes von
der Drehachse und f den Drehwinkel.

1. Das elastische Punktpendel. Um zu allgemeinen Gleichungen zu gelangen,
sel in Fig.2a und 2b ein elastisches Punktpendel mit langer Feder betrachtet,
das statisch durch die Krifte P und @ beansprucht wird. Es ergeben sich dann
nach den Lehren der Statik fur die elastische Linie*) fur Fig. 2a:

Q 1 Ginwl—Sinw(l—x)l
_Yl|, ‘twmolt—oinetc—2 4
y P[m ) Cofwl - )
und fir Fig. 2b:
Qr 1 smol—snol—271
y = P‘_ x+5 cosw ] o

wo o = VF{)]’ E den Elastizititsmodul der Feder und J das Flachentrigheits-

moment des Federquerschnitts bezogen auf die senkrecht zur Biegungsebene
stehende Schwereachse bedeuten.
Far die Tangenten am Federende erhilt man:

dy Q /1 —Cojwl y

_dJ — — v (= i Y 5
(7)., =P = 5 sofwr ) 5a)

Q /ecoswl—1
— X (RO 5b
tef P( coswl ) (5D)
Deér scheinbare Drehpunkt ergibt sich aus:
(tgB)z=1 = l_zf’x,

wo y, den Biegepfeil oder die groBte Ausbiegung bedeutet; diese ergibt sich nach
(4a) und (4b) zu:

LT CL o)
(Yo)em1 = %[thwl_ ] ........... (6b)

*) Hiitte I, 695 (1928).
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Daher folgt fiir den scheinbaren Drehpunkt A”:

) _ olbjeol—Cinwl
T w(@fwl—1)
sinwl—awlcoswl

s, 'l e DOORETHAI BRI, L L L e e e
% = Y w(l—coswl) (7b)

I's zeigt sich die erfreuliche Tatsache, dall @ in I, oder [, nicht enthalten und
daher I, fiir ein gegebenes Pendel konstant ist; d. h. also, nicht nur beim starren,

Fig. 2a

Fig. 1

Fig.2b

Fig. 3

Fig. 1. Skizze zum elastischen Stabpendel
Fig.2a. Skizze zum elastischen Punktpendel (héngend)
Fig.2b. Skizze zum elastischen Punktpendel (stehend)

Fig. 3. Profil einer durchknickfesten Feder

sondern auch beim elastischen Pendel ist die effektive Pendellinge (Abstand
Schwerpunkt—scheinbarer Drehpunkt) invariabel, wenigstens fir kleine Ampli-
tuden. Die Gleichungen der elastischen Linien (4a) und (4b) gelten nédmlich nur
fir kleine Winkel § streng. Der groftmogliche Winkel fur den hauptsichlich
interessierenden Fall (7b) ist wl = 90°. TFur diesen ergibt sich:

lu=06981 . . . . . ... .....(8a)
Lo=06871 . . . . ...... . . .(8b)
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und eine Grenzbetrachtung liefert fiir sehr kleine Winkel e l:
logy = 06671 =-2,1 . . . .. . ... .... (8¢)
lio=1066T1=2/,1 . . . . . . ... .... (8d)

Man sieht, dal die scheinbare Pendelldnge I, nur wenig von der Grofle der Belastung
abhangt; man darf daher ndherungsweise bei kleinen P immer setzen l,, = I,
=: 2/, 1, sowohl bei stehendem wie bei hingendem Pendel. Nur fiir grofe Be-
lastungen P, und solche sind stets zu wahlen fiir elastische Pendel zur schnellen
Schwerebestimmung, hat man I; fur eine gegebene Pendelmasse in beiden Schwin-
gungslagen erst zu bestimmen. Beim Holweck-Lejay-Pendel fallt der Unterschied
nicht stark ins Gewicht, da dort die Feder sehr kurz ist im Vergleich zum Abstand
Schwerpunkt—Drehpunkt. Dariiber wird spidter noch naher einzugehen sein.
Fir den groftmoglichen Fall wl = 90° = 7/2 erhalt man:
nt EJ
P =mg= i

und dies ist die Flulersche Knicklast*). Bei einer geringen Vermehrung von m
wiirde die Feder durchknicken. Die scheinbare Pendellinge eines elastischen
Pendels I, dndert sich also nur um rund + 4.89,, wenn mau die Belastung von 0
bis auf die GroBe der Kuicklast treibt.

Im Falle der Fig. 2a und 2b hat man fir die elastische, senkrecht zum La-
mellenende stehende Federkraft, die P und der Hilfskraft @ das Gleichgewicht
hélt, gemdf (5a) und (5b):

1
K, — Psinf—Qcos f — _Psinﬁ<m_l), e (9a)

K, = — (Psinf + Qcospf) :—Psinﬂ(%)- - - (9b)

—coswl

Nunmehr hat man alles, um die Schwingungsgleichung ansetzen zu konnen:
es ergibt sich fir das elastische Pendel mit punktférmiger Masse bei beliebiger
Federlange:

; ap Colwl

s u W + g Slnﬂml = 0, ........ (103)
e cosw !
ls() *d? —I— gsm ﬂ 1_.—(3—05(0_1 =0 .. ... ... (].Ob)
und fir die Schwingungszeiten in beiden Fillen:
/Iy (Cofewl—-1) 2 )
T = 2 KA A Mtd bl 1 . cee] o e e e o 1 3
T AR ‘/ 9Cojwi TieT (L)
l,o(1 —coswl) | 2
= —_—m e — ese ] s e e s . b
To 2”1/ gcoswl (1+16+ ’ (11h)

*) Hitte I, 616 (1923).
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wo lg, und l,, aus den Gleichungen (7a) und (7b) einzusetzen sind, so dafl man
auch schreiben kann:

_ [T/ Tgwl e
T, =2=n ——g( —ul )(1+"')’ (lc)
T, =2 V*——i(tg BOL_ by 11d
o =AM "wz—)‘ o) -

/
ol tewl
Die Faktoren Vl _ s (l) und V ‘“"(; — 1 stellen also die VergroBerungsfaktoren
) )

der Schwingungsdauer des elastischen Punktpendels gegeniiber einem starren
mathematischen Pendel dar. Fir kleine Massen m lassen sich die Kreis- und die
Hyperbelfunktionen leicht entwickeln und man bekommt unter Beachtang von
(8c) und (8d) und (11a) und (11b):

/ Am 3
T, =2=xn ‘/mm&r ......... (12a)

2m 3
T — 9 L cr . 2b’
o nV8(2EJ—mgl2) (12D)
Diese Gleichungen stimmen mit denen von Holweck und Lejay (2) iberein,
wenn man setzt:
__2EJ

2
=7 und J, = gml“; ......... (12¢)

Dies gilt allerdings nur fir kleine Massen m. Fiir groBe, und solche werden prak-
tisch immer verwendet, hat man die Funktion in der Nidhe von 90° zu entwickeln;
denn fiir diesen Fall wird T, gleich unendlich. Praktisch am einfachsten ist es,
die Funktion zu berechnen und in Kurvenform aufzutragen, wie dies in Fig. 5
geschehen ist. Man ersieht daraus, dal T, fir kleine wl, also kleine Pendehnassen,
sich nicht merklich von T, unterscheidet; mit wachsendem m hat man ein lang-
n? EJ
4 'lz.g
den Wert Unendlich erreicht; 7', steigt iiber w! = 909 hinaus immer noch langsam
an, um schlieflich bei m gleich Unendlich als Maximum den Grenzwert fir das
starre Pendel zu erreichen, dessen reduzierte Pendellinge I, wire. Fir
ol = 90° — ¢ kann man (11¢) und (11d) auch schreiben:

YR '
T, =2= #__ = 97 S (18)

7 \ k2
welche Gleichung fir das elastische Punktpendel mit groBer Masse giltig ist.
Iis ergibt sich daher als wichtige Tatsache:

Fir groBe Schwingungszeiten hat man mgl?/EJ == n%/4 zu machen,
d.h. die Feder des elastischen Punktpendels muf nahezu auf Durch-

~ames Anwachsen von T, wihrend T, sehr schnell ansteigt und bei m =
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knicken beansprucht werden, wenn man den Vorteil des langsamen
Schwingens ausnutzen will. Dies ist ein nicht gerade ermutigendes FEr-
gebnis; denn ein solches stark belastetes Pendel wird sehr empfindlich
gegeniiber kleinen Anderungen der elastischen Eigenschaften der Lamelle
und gegen kleinste Stofe irgendwelcher Art sein.

Holweck und Lejay ist es jedoch durch einen Trick gelungen, von dieser
Knickgrenze moglichst wegzukommen, wie aus den Spezialleitungen weiter unten
ersichtlich ist.

Es sei hier eingeschaltet, daf eine vereinfachte, gewissermaBen als Kontrolle
zu verwendende Betrachtungsweise des elastischen Pendels, die fiir die elastische
Linie bei kleinen Amplituden P vernachlissigt, folgendes ergibt:

Statt (4a) und (4b)

Yy = le (ft— af’»)*) usw.

2EJ\l 8P,
und endlich statt (11a) und (11b):
' 2m : 2
w B — — T L T T )
T°—2nV3(2EJ:}:mgl’)(1+16+ ) (14)

Fir kleine Massen ergibt sich also dieselbe Formel wie bei der strengen Annahme;
fiur groBe Massen erhilt man, wie ein Vergleich mit (18) ergibt, eine um 199, zu
kleine Grenzbelastung fiur 7', ; denn statt des richtigen Faktors 7%/4 (Eulersche
Knicklast) erhdlt man hier nur 2.00. Da praktisch die Konstanten des Pendels
nicht berechnet, sondern aus Schwingungsbeobachtungen ermittelt werden,
so fallt der Unterschied der strengen Betrachtung gegeniiber der vereinfachten
nur dann auf, wenn sich m dndert. Die FehlergroBe von (14) ersieht man durch
Cofwl —1
Cofw!l

nach (14) 0.5, also einen Fehler in 7', von rund 99%,.

Fiir die Anderung der Schwingungszeit in Abhingigkeit von der Schwerkrafts-
anderung errechnet sich aus (11¢) und (11d):

Vergleich mit (11a); fur den Faktor = 0.6 (w! = n/2) erhielte man

arT, dg[ GinwlCriwl —wl

dg
T, 2gl2Cojwl(wiCoiwl— GCinwl) —l] Y Y 152)

arT, dg[ wl—sinwlcoswl

dg
T =5, 1]_%%,--. (15Db)

2coswl(snwl—wlcoswl)
wo die eckigen Klammern die respektiven scheinbaren VergroBerungsverhalt-
nisse V gegeniiber dem Sterneckpendel angeben. Sie werden scheinbar genannt,
da ja T, und T, nicht die wahren Schwingungsdauern eines gleich langen Sterneck-

*) Hiitte I. S.657 (1923).
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pendels ergeben. In Fig. 4%) ist V,, und V, in Abhingigkeit von wl aufgetragen.

¥, wichst mit steigender Pendelmasse an, und zwar von 0 auf den Grenzwert 1,

der erst bei unendlich grofer Masse erreicht wird. Beiwl = 909 ist ¥, nicht genau

= 0.5, weil, wie frither gezeigt wurde. [, sich mit der Belastung etwas verschiebt.
myl?

Fir kleine Massen ist V,, = V, = 3/,0?2 = 3/4 BT Fir groBe Massen wurde

757

Fig. 4
Die Vergrosserungsfaktoren V,, V,
und lg V,', fiir elastische Stabpendel

, [l Tgo'l
Vu = [—2— (—QflTw'l-— 1) lJ 73
und
y [’ tg'l
Vo= [T (1 —cos @'l) 1] s

Q6 45 1o 17 | 1% 15.;3-..
%0 25 %0 15 0 G~ ¢

malstabshalber V| = V, auch logarithmisch aufgezeichnet (Fig.4). Fiir diesen
Fall kann man (15b) mit grofler Naherung ersetzen durch:

~_
T on—2wl)

Yir eine VergroBerung von 200 muB man wl bereits iber 890 45" machen; die
Masse m erreicht damit praktisch schon die Grofe der Knicklast. Selbst bei zehn-
facher VergréBerung wird wl bereits 86° und man gerdt auch hier schon sehr be-
denklich in die Nabe der gefihrlichen Beanspruchung.

Man ersieht daraus, daf elastische Punktpendel, also elastische Federn
mit punktférmig am Ende angebrachten Pendelkdrpern, fiir die Zwecke
der Schwerkraftmessung nicht ginstig sind; denn bei geringsten Er-
schiitterungen wiirden Zusatzbeschleunigungen zu g die Feder durchknicken.

14 “(groBesm) . . . . ... .. (15¢)

*) Vy und V, unterscheiden sich nur wenig von ¥, und V,, wenn statt wl das
22
Argument w’l gesetzt wird. Bei kleinem wl erhalt man statt 3/; w212 dort wT’ bei

groBem wird V, = V.. (25b).
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Konstantenbestimmung. Die Bestimmung von ! 1aBt sich nach (11c¢)
sehr leicht ausfithren durch eine Schwingungsmessung in héngender Lage. Es
ergibt sich mit guter Néherung:

l=601T5 . . . . . . ... .... (16a)

! findet man durch Messung der Schwingungszeit in stehender oder in stehender
und héngender Lage bei bekanntem ¢ nach (11d) und (16a):
T? T?
teol 9% o 9T (16)
wl 4n’l 240 22 T2
Bei groBlem m, also groBem T,. darf auch gesetzt werden:
7 161 7 9073 =n T
= (1 — =) =(1— ~—(1--098 -%). . . (16¢)
ol 2(1 gT;;'> 2< gT2) 2<1 ’98T§) (16¢)
Fir ein Pendel mit T, = 6" und T, = 0.816"" ergibt sich beispielsweise ein [
von 6 cm (Lénge der Lamelle von der Einspannstelle bis zur Mitte der punkt-
tormigen Masse) und ein wl = 89°45.4’. Nach (15b) wird der scheinbare Ver-
groBerungsfaktor V, der Schwereempfindlichkeit rund 188, wihrend ein Sterneck-
pendel gleicher Lange geméf (11d) nur 1/12.17 = 1]y, von T,, also 0.498 sec
Schwingungsdauer hatte (1/,sec fiir die halbe Periode). Der Abstand Dreh-
punkt—=Schwerpunkt wiirde l; = 4.0 em: fir mg/EJ folgt 0.0685 und bei einem
gegebenen mg von 1.815 g wird EJ gleich 26.5 gem? Fur Invar ist £ =14
.10%g/em? und daher die Dicke einer Blattfeder von 4 mm Breite 0.083 mm.
Aus (15¢) folgt fur groBe V,:

49
T,
Fir das gewihlte Beispiel erbalt man:

dg = 1775 d T mgal;

man bekdme also fir 1.775 mgal Schwerednderung eine Differenz in der Schwin-
gungszeit von 0.001 sec. Der wirkliche effektive VergroBerungsfaktor ist daher
B =V,.v, == 2226 gegenitber dem Sterneckpendel. Oder allgemein:

. wl —sinwl coswl 1_' tg wl |~ /
" [2coswl (sinwl — wl coswl) , V ‘

dg =

(m—2wl) dT gal. . .. ... ... 117

2 wl)? - (19

I1. Das elastische Stabpendel. Die bisherigen Abl@itungen haben ergeben,
daB elastische Punktpendel zwecks Erlangung eines starken Vergroferungsfaktors

/ 7
B = V(n——2wl)3

nahezu mit der Knicklast beansprucht werden miissen. Es taucht nun die Frage
auf, ob es nicht eine Massenanordnung gibt, wo man schon frither, also bei ge-
ringeren Belastungen zu einem groflen 8B gelangen kann. Eine solche liegt beim
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Holweck-Lejayschen Stabpendel vor. Dort besitzt man nidmlich durch das
Wegriicken des Massenschwerpunktes vom Federende eine Hebeliibersetzung,
die gestattet, beim gleichen Vergroferungsfaktor kleinere Massen verwenden zu
konnen.

Ableitung der Gleichungen. Im Schwerpunkt S des elastischen Stab-
pendels (Fig. 1) mogen die Krafte @ und P angreifen: dann ergeben sich fir das
Federende in B die Ersatzkrifte P = P.f und @’ = @ .f’, wo

f = +——0dergenauerlu—1+,,fo=1+

311, 80

Is @ndert sich- also an den bisherigen Ableitungen nichts, wenn man statt P
nunmehr P’ und statt @ nunmehr @ und dementsprechend statt w nunmehr

o' =w V/-f—’ setzt. Um die Rechnung auch firr beliebige Pendelkorperformen

[{ 72 76 20 —wi
U4 Qe Q% Q36 g6« 70 T4 795 256 42‘ 40 — w¥?
Cof wl—1 1— cos w]
Fig. 5. Die Faktoren —= —————— und = —
° fu Col w! o cos w]

fiir beliebige elastische Pendel in Abhingigkeit von @] und o?[?

gilltig zu gestalten, fihrt man das Tragheitsmoment J, um den scheinbaren -
Drehpunkt A’ ein und erhalt far (10a) mit

o' 1Cofw'l — Ginew'l

= T Gl wT— 1)
a’p Coj 'l .
T + mgfiliu <Wl—-_—‘l>smﬁ =0usw.. . . . (19)

und daher fir die Schwingungszeiten:

_ / J 4, Cojw’'l—1) B N
T“_M‘ mg (s + L) Cofw’l <1+16+ ) C o (08
/ Ja, (1 — cosw’l) B2
T, = 2n lmg (s + Uyo) cos’l <l+i§+”'> o (20h)
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Fur J ,, 1aBt sich auch setzen, wenn J, das auf den Schwerpunkt bezogene Trig-
heitsmoment bedeutet:

Ja, =Jde+ms+Lu) o (21a)
JA'O=Ja+m(s+l;0)2 ........... (21b)

Da man es hier stets mit kurzen Federn im Vergleich zum stabférmig ausgebildeten
Pendelkorper zu tun hat, so ergibt sich mit geniigender Genauigkeit:

8[J, + £ mif?] (Cofw’ I —1)%)
T, =2mxn [ ;mg{f']Qi(oiw'l 1) l<s . .. (22a)
/3 [y 4+ sml*f*] (1 — cosw'l)
2 mglf cosw’l

To=27l

}l<s ... (22D)

Fur groBe m vereinfacht sich (20a) und (20b) zu:

IJ, + m (s + 0.693 1)] (Cof 'l — 1) | 7l
T — 8 1 ’ ~—r — : 3
w=2=n ‘/ mg (s + 0.6981) cor 'l | @'l 2 s beliebig (23 a)

[J, +m (s + 0.687 )] (1 — cos ' 1) |

nl
T = ’ T . . :
o =27 mg (s + 0.6871) coscw’l [ wlxg sbeheblg (23 b)

Fir T erhdlt man

o'l =7 oder mg =

: ngEJ< 21 >= 21

4 P \21+38s o1+ 38s’
Man ersieht, daBl man um so stirker von der Eulerschen Knicklast wegkommt
je groBer s/l ist. Fir das Holweck-Lejay-Pendel 148t sich s/l leicht groBer als 5
machen und daher ergibt sich als maximale Belastung ein Pendelgewicht voun
weniger als ein Achtel der Knicklast. Dieser SchluB ist allerdings nicht ganz
berechtigt, da wahrscheinlich auch die Eulersche Knicklast infolge des groBeren
~ Hebelarmes von P groBer wird. Es ist jedoch anzunehmen, dal sie nicht in dem-
selben MaBe ansteigt wie P abnimmt, so daB man gewiB von der Gefahr der Durch-
knickung durch den Trick der Schwerpunktsverlegung wegkommt, insbesondere
dann, wenn man die Feder nicht als Blattfeder ausbildet, sondern in Profilform
nach Fig.8 aus massivem Material herausarbeitet. Das Pendel wird dann fir
’l == 900 nicht durchknicken, sondern indifferent in jeder Lage stehen bleiben,
und bei w’l > 90° sich an den Anschlag legen, da jetzt die elastischen Kratte
nicht mehr in der Lage sind, den Schwerpunkt des Pendels zu heben. Erst bei
relativ starken Uberbelastungen wird eine Verbiegung der Feder eintreten.
Die weitere Durchrechnung des elastischen Stabpendels erfolgt nun in der-
selben Weise wie frither beim Punktpendel ohne irgendwelche Schwierigkeiten.

*) Bei kurzen, gelenkartigen Federn nach Fig. 3 darf man I, ~ [, setzen und
demgemi den Faktor 3/2.
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Als Beispiel sei ein dinner zylindrischer Pendelstab von 6 cm Lénge ange-
pommen. Dann ist:

2 3
J,=m 3_'_’—’7'25&5 (Abb.1) und
4
Je=5m [9”‘+3h2+3hz+zﬂ] ....... @3¢
also:
[3h‘3+3hl+l2+__] (Cof 'l —1) lcyhndr (24 a)
T,=2=n Stabpendel *)
* 8g (214 8h) Colw'l
- 2
4[8h2+3hl+l’+9r6 ](l—coswl cylindr. (24b)
T, = 2% ! Stabpendel*)
89 (2l + 8h) cosw’l
Fiar (15a) und (15b) ergibt das elastische Stabpendel (Fig. 4):
dT, dgfo'l TIgo’ dg -,
T 2g[2 (Zﬂiwll;i_l]_—vu .......... (258,)
aT, dg[wl tgow’l ]_dg dgl k4 ““I. 25 b)
T, “2gl 2 1—=cosa’l” | 29 0 2912 (n —20')) (

Fir (16a) erhdlt man:
l = (81.05 T2 —1.5h) + V(81.05 T2 — 1.5h)* + 8k (81.05 T3 — k) — 1.77 1% (26)

Angenommen, T, sei gleich 0.83 sec und h gleich 3 cm, so wird [ == 1.08 em; w’l
findet man aus Beobachtung von T, bei bekanntem g gemil (22a) und (22b):

n 181 T3( 0.16711' o

o'l = 1

s 1 | Tsnya el

Far T, = 6 sec ergibt sich:
o'l = g -~ 0,00498

Die scheinbare Vergroferung wird dann nach (25b) V, = 158. Die Schwingungs-
zeit wird gemél (24b) gegeniiber einem gleich langen Sterneckpendel um das

15.6fache iibersetzt (I, = 8.68 em); die Gesamtvergrofierung B’ = V, — T
0.5
ither einem Halbsekunden-Sterneck-Pendel ist dann 1900. Eine Schwingungs-
dauerdnderung von 0.001 sec bedeutet also rund 2.07 mgal Schwereinderung. Mit
mgfl?
EJ 2
*) Diese Formel gilt natiirlich nur, wenn der Schwerpunkt in der Mitte des Stabes
liegt, was beim Holweck-Lejayschen wegen des Vorhandenseins von Abstimm-

und Arretierringen nicht genau der Fall ist. In diesem Falle muBl (23) J 4+ entsprechend
korrigiert werden.
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h
wird bei f' =1+ = 5.6 und einem mg = 1.815g EJ = 44 gcm? und die

80

Dicke der Blattfeder in diesem Falle d = 0.0455 mm. Eine Invarlamelle von
0.0455 mm Dicke, 4+ mm Breite und 10.3 mm Léange vermag nach Euler 10.2 g
zu tragen, ohne durchzuknicken. Wéhrend hier durch den Trick der Hebelitber-
setzung nur 1.815 g auf der Feder lasten. KEs ist allerdings, wie schon erwéhnt,
fraglich, ob die Eulersche Formel fiir den Fall der vertikalen Schwerpunkts-
verschiebung noch streng giltig ist. Jedenfalls aber wird die Lamelle erheblich
mehr als 2 g zu tragen vermogen und damit erheblich bruch- und verbiegungs-
sicherer sein als im Falle des elastischen Punktpendels.

Noch ein weiterer Punkt moge hier erwédhnt werden, namlich die Frage der
Fehler durch Erschiitterungen. Fiir ein beliebiges elastisches Pendel gilt bei starker
VergroLerung:

% @1+ ms) = 247;
da die Fehler um so grofler sind, je groBer die Masse und je biegsamer die Feder
ist, so wird man m nicht zu groB machen diirfen. Dies ist beim Punktpendel
(s = 0) nur moglich, wenn die Lamelle linger oder dunner gemacht wird, zwei
MaBnahmen, die im selben Sinne Fehler bewirken; denn eine lingere oder diinnere
Feder wird bei Unterlageerschiitterungen die Pendelmasse weniger zwangsliufig
filhren konnen als eine kiirzere, straffere. Beim Stabpendel kann man jedoch
sowohl die Masse als auch die Federlange erheblich verkleinern, wenn nur s ge-
niigend groB ist. Es scheint daher, als ob das Stabpendel auch vom meBtechnischen
Standpunkte aus dem Punktpendel vorzuziehen sei.

SchlieRlich soll noch darauf verwiesen werden, daBl kurze dimne Federn
geringere Innenddmpfung besitzen als lange, dicke. Dieser Punkt ist beachtlich,
wenn man bedenkt, daB schon das Holweck-Lejay-Pendel mit den ungeféhr
oben angenommenen Dimensionen nur Beobachtungen wahrend einer Dauer
von 10 bis 15 Minuten zulaBt. TUber elastische Punktpendel mit langen
Federn liegen bisher keine praktischen Erfahrungen vor.

Fiir den Faktor der Amplitudenkorrektion ergab sich beim elastischen Pendel
derselbe Ausdruck wie fiir das starre Pendel, namlich:

2 , 2
fa=1+(%> sin“%—{-—(%-g) sin4§+--- ....... (28)
falls B wie dort den maximalen Drehwinkel bezeichnet. Will man jedoch den
Winkel von der Einspannstelle an rechnen (s. Fig. 1 und 2), so hat man zu setzen:

, l
B=F(+ g5 5a)
fir das Punktpendel also 8 = 3/, 8. In Formel (28) ist die Anderung der elastischen
Linie nicht beriicksichtigt.

Berlin-Friedenau, den 17. Februar 1934.



