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Turbulente Windstromungen auf der rauhen Erdoberfliche
Von Ludwig Roux, Oppeln. — (Mit 22 Abbildungen)

Bei turbulenten Stromungen wird das Geschwindigkeitsprofil durch das logarithmische
Profil gut approximiert. Die Turbulenzhthe bzw. die anderen GroBen (Winkel), die
in dem logarithmischen Profilansatz unbestimmt gelassen sind, werden durch An-
wendung des Impulssatzes berechnet. Die auftretenden Differentialgleichungen miissen
fast immer numerisch gelost werden (unter Benutzung der Tangentenmethode statt der
genaueren Kuttaschen Methode, um allzu grofle Rechenarbeit zu vermeiden).

Zur Berechnung eines Stromungsvorganges kann man zwei Wege eingchlagen:

1. Man lost die Bewegungsgleichungen des betreffenden Vorganges, d.h.
man bestimmt direkt die Geschwindigkeit der Bewegung.

2. Man macht filr die Geschwindigkeitsverteilung bestimmte Ansdtze, die
auf Grund experimenteller Ergebnisse als wahrscheinlich angenommen werden
konnen oder aus anderen Griinden (etwa aus Analogie) gefordert werden. Mit
diesem Angatz geht man in die Bewegungsgleichungen ein und bestimmi dann die
in dem Ansatz noch often gebliebenen GroBen. Der erste Weg fihrt meist zu un-
tberwindlichen mathematischen Schwierigkeiten. Wir

werden daher hier den zweiten Weg einschlagen. ¢

) |

Die Geschwindigkeitsverteilung  (#) in einer ¥
turbulenten Strémung, die wir stets als zweidimen- il
sional annehmen wollen, wird nach dem Ansatz von
Prandtl®) durch das logarithmische Profil wieder-
gegeben : ' o W

lni

w(2) = u(d) ﬁﬁ%" (s. Fig.1) . . (1)
In —
N -
Dabei bedeutet: z die Hohe iiber dem Erdboden, z, T—x
die dem Rauhigkeitsmalli % proportionale Hohe Fig. 1
(2o == k/30), in der die Geschwindigkeit null ist, J die
sogenannte Turbulenzhéhe, bis zu der eine Abinderung der konstanten Wind-

verteilung « (§) infolge der Bodenreibung sich bemerkbar macht.

*) L. Prandtl: Beitrige zur Physik der freien Atmosphare (Bjerknes-TFestschrift)
19, 194. . :

7. Geo. 11.Jahrg. 12
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Mit dem Ansatz (1) geht man nun in die Bewegungsgleichung ein. Dadurch
erhilt man fir die unbestimmt gelassene GréBe d/z, eine Bestimmungsgleichung.
Wir werden spiter auch Fille behandeln, bei denen noch andere GréBen im Ge-
schwindigkeitsansatz vorkommen, deren Bestimmung dann ebenfalls in der an-
gegebenen Weise erfolgt. Dabei benutzt man die Bewegungsgleichungen nicht
in ihrer gewéhnlichen Form:

du _ du | du 10p 1 97,

= Py - ZEE Lo 2
+ Fra P T e dz "o 9z’ @

sondern man integriert sie zuvor von 2, bis é (bei 2 = § verschwindet die Schub-
spannuncr T, ,; @ sei als konstant angenommen). Man erhélt dann:

J J
ou ow 1 (0p
j d+-‘. dz+j azdz'_—— "Oa:d Qruo..(2a)
z9 29 20 Z0
- . ou Ow L
Aus der Kontinuititsgleichung e + 3 = 0 ergibt sich:
J P J J a
% w ug
— —dz = .. (2b
‘(w[)zd j o w () - u(d) + ( , )
2 %0 29
und
: §
w(a) —_ j % dz’ ............ (2 c)
z
20
womit Gleichung (2a) iibergeht in:
0 ’ 0 : 0 Ja
u u Yge— L [0Pg, 1. .8
jard +2Ju%dz—u(6)j—zdz_—gsaxdz 91,,0 3)
zg 2g N E2Y

Dies ist die sogenannte ,,von K4rmansche Integralbedingung‘* oder der Impuls-
satz, bezogen anf die Schicht von 2z, bis d.
Fur die Schubspannung am Boden 7,, ist nach Prandtl*) zu setzen:

Ou |du| )

2 —
Iﬂz 10z |

Der Mischungsweg 1 ist proportional der Hohe # zu setzen: | = 0,42 Somit
ergibt sich fur 7,, mit dem Ansatz (1):

_ 0160w 2(0) 5)

*) Bjerknes-Festschrift, 1. c., S. 189.
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Der Druckgradient — dp/0« ist in den behandelten Fillen entweder null
oder konstant gesetzt worden.

Unter diesen Voraussetzungen konnen wir nun die Geschwindigkeitsverteilung
in ihrer Gesamtheit berechnen.

I. Stationire Stromungsvorginge

Man versteht darunter solche Vorginge, bei denen die Zeitdauer ohne Einflul
auf die Bewegung ist. Sie werden dann in der Natur zu finden sein, wenn der
Wind, der durch den Druckgradienten entsteht, schon geniigend lange Zeit weht, so
daB alle am Anfang auftretenden Anlaufsbewegungen praktisch abgeklungen sind.

1. Die Turbulenzhihe bei Wechsel der Bodenrauhigkest. Ein horizontal wehen-
der, stationirer Seewind mit der Geschwindigkeit U trifft auf eine gleichmabBig
flache Kiiste auf. Die Reibung zwischen Wind und Seewasser sei vernachléssigt,
so daB also das Geschwindig-
keitsprofil iber der See iberall
konstant (u == U) ist.  Sobald
der Wind die Kiste erreicht
hat, wird die Stromung tur-
bulent, d. h. das konstante
Profil geht fir z<<d in das
logarithmische:

Y - U

lnz—

w="U ?"'(6) 1
In — B

2y

Fig. 2

iber (s. Fig. 2).
Ansatz (6) wird in Gleichung (8) eingefiithrt, die in unserem Falle die Form:

J J

2 u%dz_Usa_udz=__lrzz ....... (3&)
oz 0z o

20 20

bzw.
J

i w(U—w)ydz = —Tpy, =+ - == v oo - (7
dz 0

hat. Fir die Schubspannung 7,, ist Ausdruck (5) mit « (6) = U zu setzen. Man
erhialt dann aus Gleichung (7) mit Gleichung (5) und (6):

8 8
d(;;) ) Memz o
a(%) ln%(ln%—%)—?ﬂn%—l—él(l—%?)

0

12*
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Die Losung dieser Differentialgleichung geschieht auf elementare Weise (fiir
In 6/z, wird eine Hilfsvariable eingefithrt). Es ergibt sich:

« (in 3)
<£—1><ln£—4>+42 . _ 0162 ... ... (9
2, 2, = ovel T g,
) [bei & =0 (Kistenan-
w0} fang) ist & =z, bzw.
0/29g = 1 gesetzt]. Fig. 8
00 gibt dieTurbulenzhéhe als
// Funktion von x/z, wieder.
» ] - Aus dem Verlauf
é
w der Turbulenzhéhe — (_a:)
| 25 \2,
| 1aBt sich mit Hilfe der
0 d N w o 3, Kontinuitatsgleichung
Fig.3 der Reibungsaufwind
é
¥ a(;) In ?6 —1+3
w(zd) = — | Lgz=U. L. _% N ¢ 1)
o a2  wl
20 2 2

0 0

berechnen. Seine GroBe ist in der Praxis fur die Ausiibung des Segelfluges von
Bedeutung: sie nimmt stark mit /7, ab (vgl. Fig.4).

Wir gehen jetzt einen Schritt weiter und fragen nach dem Geschwindigkeits-
profil eines Windes, der schon lange Zeit iiber eine rauhe Fliche (Rauhigkeits-

; mall z,) hinweggeweht ist und nun
%/ : auf eine rauhere Fliche (Rauhigkeits-
ons hohe z;, 2, > z,) auftrifft.  Solche

Windstrémungen werden dort zu fin-
den sein, wo ein Wind, von einer
o1 Wiesen- oder Heidelandschaft kom-
mend, iber einen hohen Wald oder
eine Grofstadt hinwegweht. Von der

008 Grenze der beiden verschiedenen

\\ Rauhigkeiten an wird s'ch ein neues
T Reibungsprofil ausbilden.

P R R Durch das Auftreffen der Luft-

Fig. 4 masse auf eine Fliche von groBerer

Rauhigkeit (2;) wird sich das an-
1
kommende Profil u = U 12;/? vom Boden um den Betrag a (z) abheben.
0

In dieses abgehoi)ene Profil soll sich das sich neu bildende Profil so einfiigen, wie
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aus Fig. 5 zu ersehen ist. Die Ubergangsbedingungen sind dann (s. Fig. 5)
(4 ist die Turbulenzhéhe des neuen Profils, u* seine Geschwindigkeit):

4 4
fudz = fu*az (Kontinuitat), . . . . . (11a)

a 0
u(4) = u*(4) = u; (AnschluBpunkt) . . . . (11b)

Fir das gehobene alte Profil wire zu setzen:
ni= : T+ %
= U — () S e e e e e e e e e 12
wu@ =10 St (12)
In —=2
ZO

2
u* (Z) =U. o . ... (13)
L S (-A- +1)
ZO zl
Statt dessen wollen wir die loga-
rithmischenProfile,umdieRech- |, IZ ( - v 1
nung durchfihren zu kénnen, | ) ' L G \
durch Potenzprofile ersetzen: 7 =778 T
— B é 77777777777 Yo /I//
@ =0(57) - 2 | /)
ﬁ '[/% é /'/// o4
) =U(22) (£ s LA
w() =U(=57) (§) ase) Yz,
Der Exponent § sei so gewahlt, ;'W"'/;/ g ,
daB die beiden Profile (12) und o L
(12a) gleichen Inhalt haben: el Fie. 5 " ¥
dann muB gelten: '8
d+a ]nz__a_l_zo d+a
2 2 —a\F
o Y P U( ) dz, . ... (14)
In 4+ 2, 0
a % a
daraus:
é
2 n()
% o L (15)
p 0 é é
i +l)ln(—+l>——
2, 2, 2,
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Es sei 0/z, = konstant ~ 60000 gewahlt, so daB sich 8 =1/, ergibt. Einem
betrichtlichen Rauhigkeitsverhiltnis 2;/2, entsprechend wollen wir y =1/,
setzen.

Die Profile (12a) und (18a) erfiillen die Ubergangsbedingung (11b), wahrend
sich aus Gleichung (11a) eine Bestimmungsgleichung fiir die unbekannte
Grofle a (x) ergibt:

v—8
a(@) =A@ "—F . .. ... (16)
(@) = 4@ 5
Mit 7, fir die Schubspannung bei z = A nimmt der Impulssatz (3) jetzt die
Form an:

4 4
dur , Ou* 1,
ulj%dz-—f’..ju —a_(l;dz—_é(to—tl),
0 0 ; L )
uljg%dz——2ju—51~;dz=%(to—rl)
a a

aus der man durch Kombination und Beriicksichtigung von Gleichung (11a)
erhalt:

4 4

d | 1
%{ju“‘dz—“‘u*zdz}———(ﬁ—ro) e (18)

a 0

Fur 77 wire bei logarithmischem Profilansatz zu setzen:
= 060Ul — (19)
It (£ )
n 2 +1

Bei gleichem Inhalt des logarithmischen Profils (18) und des Potenzprofils (18a)
ergibt sich fir 1/In (4/z, + 1):

1 y 1
— o e e (20)
Y| y+1 Az
also fir 7g:
, 1\ .
13 = 0.160’”/? (5’—:’_—1 + ZZ—g—) ....... . (]9&)
1

Fir die konstante Schubspannung 7, erhélt man aus Form (5) mit d/2, = kon-
stant:

T, = 060U — @1)
: 1n? ('— + 1)
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Mit den Gleichungen (12a), (18a), (19a) und (21) liefert Gleichung (18):

A
‘@. 1— 1 _ 28(y + 1)
{ 2y + 1 (2y+l)(ﬂ+l)}

y 1\? 1 l
—oss|(- L+ | e
)
Die Integration ergibt mit den Anfangswerten A/z; = 0 bei /2, = 0:
Ajz, 4 (A 2 4
A4—B (4—By ln[ 'z_l)(A_B) +3d-o + 1]
24?2 4
I—ATB (A—B)Z+A 4 28)
— — | arctg ———onr—— — aretg ——o-=
(A—B)Y4—B—4? YA —B—4? Y4 —B—4?
z
— 0 . —
21
mit
y 1 0.16
A = —_—, B = =
y+1 ln2<£+l> L 3B+
% 2y +1)  @v+1DB+1)
Fig. 6 gibt das Verhalten der neuen {
o 4z .
Turbulenzhohe — <——) an; sie ver- /
‘ . -
iduft steiler als die Turbulenzhohe — wo— %
bei der kleineren Rauhigkeit z,. /
2. Die Turbulenzhéhe betm Vor- Z/
dringen eines Kaltluftkeils. Es kommt %
in der Meteorologie nicht selten vor, . /
dal durch den Gang der Boden- 4
temperatur, des Barometers und durch - /
das Auftreten eines sogenannten Wind-
sprunges das Vordringen eines Kalt- £
luftkeils beobachtet wird. Ein solcher o F::ﬂG w e

Keil schiebt sich aus Stabilitits-

grinden unter die warmere Luftmasse, ist also stets mit dem FErdboden in
Berithrung. Durch dié Reibung am Boden wird sich eine Turbulenzschicht
entwickeln, deren Hohe wir berechnen wollen. Der Keil wird als moglichst flach
angenommen, so dal} der waagerechte Druckgradient in ihm vernachlassigt werden
darf; er soll sich mit konstanter Geschwindigkeit iiber die Erdoberfliche hinweg-
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bewegen. Die Aufgleitbewegung der wirmeren Luftschicht an der Frontfliche
des Keiles gehe ohne Riickwirkung auf die Kaltluftmasse vor sich.

Zur Festlegung eines im Keil ruhenden Koordinatensystems wollen wir an-
nehmen, daf die Erde sich mit konstanter Geschwindigkeit U unter dem ruhenden
Keil hinwegbewegt.

Fir das Geschwindigkeitsprofil gilt dann folgender Ansatz:

Darin soll z; die Hohe bedeuten, in der die Geschwindigkeit null ist. Sie wird
8o bestimmt, daB die Kontinuitit gewahrt bleibt, d. h. daf die nach links und

Z
\/{ ........... I
: )
W
’ 1 ‘ arm
4
....... i 3
1o Halt
sl
7‘__7 ; Y ;f4 B :Zp
— == !
Fig. 7

rechts durch die Kontrollinie K K durchstrémende Luftmenge gleich groB ist.
Dazu mull gelten:

zy J
fuds = —fudz—u@t—0) . .. ... .. (25)
20 %
mit h = Hohe des Keiles und
6
"
—u(d)=U z" —1
hn -
%
Daraus ergibt sich fiir z; die Beziehung:
h o 0
w241
mAa—_% % A L (26)
0 ﬁ —1
)

Bei h — oo wird z; == §, wie es ja auch sein muB.



Zur Berechnung der Héhe & (z) setzen wir den Impulssatz (8) an; hier muf3
sich jetzt die Integration von z, bis h erstrecken. Da der Temperatursprung bei
z=h ein Gleiten der beiden Luftmassen aufeinander ohne Reibung bewirkt,
und horizontale Druckunterschiede nach Voraussetzung nicht auftreten, kann

wegen ju dz = 0 der Impulssatz (8) umgeformt werden in:
20

h
d . 2
R T UL P @7)
dz 2 %4
2o In? =
ZO

Die Hohe h des Kaltluftkeils wollen wir nicht von vornherein als Funktion
von z festlegen, sondern wir setzen sie proportional der Turbulenzhdhe, so daB
wir die Hohe des Keils erst nachtriiglich bestimmen konnen, wenn die Turbulenz-
hohe bekannt ist:

h=¢d c¢=%konst, =1 .......... (28)

Setzt man nun die vorliegenden Daten in Gleichung (27) ein, so ergibt sich
fir die Turbulenzhohe eine gewohnliche Differentialgleichung, die sich nur
numerisch integrieren 1a8t:

d(%) ) 0.16 (c f— —1>2

g B (29)
d(—) cln—4¢—1
“ B—_g 5 z‘;s 5 A
cZwml_2 41

mit

4 = 2(:(—5‘—))2{(l—--c)ln;o + él—c—c—l} +—j—{8c—2(1‘_c)ln%}

e (o) a2
B=2c%{(2—-30)ln—6—+—1-——1—30}+c<1-—-202)1n’£

0 ZO

+2@c—1)ln +80(2c—1)() (50—2).

Den Verlaut der Kurve in der Nahe von /2y = 1, /2, = 0 gibt die An-
fangslosung, die man durch Entwicklung der Ditferentialgleichung nach kleinen
Werten von (8/z,— 1) erhilt:

_j_=1+‘/144_. ....... ... (80)
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Yig. 8 gibt die z-Abhingigkeit der Turbulenzhohe im Keil wieder (¢ = 2, Inte-
grationsschritte von 0.1 bis 100, Tangentenmethode).

44
\ 1600
7 ™

N
\\ AN 00
AN N
\\

i 00
N\

N

X L
% 6000 S0 000 7 200 000
Fig. 8

In Fig. 9 ist der zeitliche Verlauf der Reibungskraft an einem Punkt des
Frdbodens beim Dariiberhinweggehen des Kaltluftvorstoles wiedergegeben.

0(/_2

S

—
!
|
! x U
7109 205 g’ 7 s 61°% %
Fig. 9

Das Unendlichwerden der Reibungskraft am Anfang kommt daher, daf der Keil
plotzlich mit der Geschwindigkeit U ankommt; in Wirklichkeit erfolgt der Ge-
schwindigkeitsiibergang allméhlich.

I1. Nichtstationdre Stromungsvorgiinge '

Wir kommen nun zur Behandlung einiger nichtstationdrer Stromungs-
vorginge. Hier ist es unsere Aufgabe, die Zeitabhingigkeit der Bewegung
neben der Ortsabhingigkeit festzulegen, wobei vor allem die Frddrehung zu
beriicksichtigen ist.
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1. Die Richtung des Bodenwindes und die Turbulenzhohe eines bet t = 0 mit
dem Erdboden in Berithrung ommenden Gradientwindes. Bildet sich in einer Luft-
masse ein konstanter ‘Druckgradient — dp/dy so allméhlich aus, daf keine
Schwingungen nach Art von Gleichung (55), S. 186 entstehen, so hat die Stronung
in einiger Hohe iiber dem Erdboden (z >> ) eine Richtung senkrecht zum
Giradienten G, und ihre Geschwindigkeit ist:

10p

& __edy_y
20" 2wsing

(w = Winkelgeschwindigkeit der Erde, ¢ = geographische Breite). U ist der
sogenannte Gradientwind. — FEine solche Windstrémung soll zunéchst reibungslos
itber eine am Boden befindliche dimnne Kaltluftschicht hinweggehen. Zur Zeit
t == 0 soll die Kaltluftschicht zur
Seite wegflieBen oder durch Erwir- g
mung beseitigt werden. Infolge der )
dann auftretenden Bodenreibung ist |
jetzt das Gleichgewicht zwischen dem | l l
Druckgradienten und der Corioliskraft - y b,y
des Gradientwindes U gestirt. Die
Folge davon ist, daB sich vom Erd-
boden bis zur Hohe & eine Geschwindigkeitsverteilung einstellt, die mit einiger
Annéhernng durch Fig. 10 wiedergegeben werden kann (die Hohe 2 ist senkrecht
zur Zeichenehene gerichtet). Die (reschwindigkeitskomponenten u und v sind
hierbei nach folgendem Ansatz berechnet worden:

Fig. 10

2
In —
w=1U Bo (32 a)
0
In —
)
- S A (82b
v = utga(l (5—z0> )
Die z-Abhéingigkeit des Verhiltnisses vju (der TFaktor 1 — g_ z"> ist zunachst
]

willkiirlich gewihlt worden, und zwar linear der bequemeren Rechnung wegen.
Die daraus berechnete Geschwindigkeitsverteilung (Fig. 10) stimmt aber einiger-
maBen gut mit der von Fkman fir Meeresstromungen*) berechneten iiberein,
die wir auch auf die Windstromungen iibertragen kénnen.

Den zeitlichen Verlauf der Turbulenzhohe erhalten wir nun durch Ansetzen
des Impulssatzes fir die Turbulenzschicht. Die Berechnung der Ortsabhingigkeit

*) W. Ekman: On the influence of the Earth’s rotation on Ocean currents. Arkiv
f. math. astr. och fysik 2, Nr. 11, 1905.
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lassen wir hier wegen zu groBer rechnerischer Schwierigkeiten weg. Dafiir be-
stimmen wir aber noch die zeitliche Anderung des Winkels «, den der Bodenwind
mit dem Gradientwind U bildet. Unter Beriicksichtigung der Erdrotation erhilt
man den Impulssatz in analoger Weise wie die Gleichung (3) durch Integration
der Bewegungsgleichungen in der Turbulenzschicht (0’ = wsin ¢):

fll‘ — 101114.2@'1)
dt e 9z (83)
‘2}.’:1%-20)’“_*_6!]
. dt o 0z
von z, bis §: s
d
71 @ J- (U—wdz+20 0 j VA2 = T,y
) ) I (83a)
d ,
— 50 jvdz+2w 0 j (U—wu)dz = 7y,
20 20

Fiur die Schubspannung am Boden 7, in Richtung des Bodenwindes gilt allgemein
die Beziehung:

2 3
v, = lm Q@+ (84)
z — 2 In? f_
%y
die durch die Gleichung (32) iibergeht in:
. o 06U+t (84a)
2y — 6
In? —
%y

Die z- und y-Komponente der Schubspannung lautet dann:
Tazg = Tzp*COBX, Ty, = T, *SiDot . . . . . . . (84Db)

Bei der Auswertung der beiden Gleichungen (38a) erhalten wir zwei simultane
Differentialgleichungen fir die Turbulenzhéhe /2, und den Ablenkungswinkel «
als Funktionen der Zeit:

d(%) ) 0.82 (—-1)58—“—[2@«111%{(%)2(2 1n%—3)-(1-4§0)}

d(%) 2(2-1)(m%-1+%’)

i . (85)
2sm2af< ):EU? + 0.64 <%—1)Jsina—89coszag<§0>
da 2,

d(g—:) - ( -%) {(%)2<21n%—3)—(1—4%)} ln—j;



Dabei bedeutet:

2, 2
d 0 o\ /0 I
g(—>= ——l—ln——.)(——l) In —-
2, 2, 2,/ \ 2, 2,
Die Anfangslosungen, die man zur numerischen Integration der beiden Glei-

chungen (85) braucht, erhdlt man wiederum durch Entwicklung nach kleinen
GroBen von (02— 1) und a:

g —
O 1470906 Yt
) oo L (86)
m o Ut .
o = 1.057 2 - = 1057wt sin @
0

IS

[dwvﬂmﬁuﬂdvﬁv y

Traghertsbaln:
50 a=2qlsing-2%

mil Erddreting

D
/

2]

“
——
NS>
S
Q
R_S

|
II
[RERNDZC RliaS
l

205 40 G 80 00 20 M 18P Doy G 45T 0 2 Hge T3e O-olsing

Fig. 11a Fig. 11b

Zur Bestimmung der Grofienordnungen von £2 setzen wir folgende Zahlen-
werte ein:

ol 2w '1
_ zw-sing 86164 2 .10-7 - - - - (87)
gy W 2 _ g6 10

Das Resultat der numerischen Integration der Gleichung (85) gibt Fig. 11 wieder
(mit £2 = 8.65- 10-7; Integrationsschritte von 5 bis 30000). In Fig. 11 ist anstatt
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Utlz, der ,Pendelwinkel” & (Winkeldrehung des Foucaultschen Pendels) in
Graden aufgetragen:
LUt

2,

..... ... (88)

¢ = wising =
0

o andert sich bei kleinen Zeiten nur langsam mit ¢. Deshalb verliuft die
Turbulenzhohe 6/z, in den Anfangszeiten wie die Girofle h/z, bei Prandtl*) und
weicht erst spiater von dieser ab (wird nicht unendlich wie diese).

Wir wollen weiter untersuchen, ob die Turbulenzhéhe d/2, und der Ablenkungs-
winkel oo im Laufe der Zeit einem Grenzwert zustreben. Zu diesem Zweck setzen wir:

d<_z£0)_ 0. do

(@ (@

Die Gleichung (85) liefern damit zwei Bestimmungsgleichungen fiwr die Grenz-

werte (0/7p), und ay:
O 1w () F((2 )
0.64 - 0.82 {(ﬁ) _ 1} _ 8 {<Zo)o 1—1n <zo>o} F(\z‘)o . . (40a)

| " CONICORTICORS
Q) - e o (2 o))
0.52 {(2)0 — 1}

Qn (;o)o. {(_j_o): (2 1n(?60)0— 3) — (1 "‘4<'2,>0)} |

Man erhilt fir die Grenzwerte, die vom Parameter £ abhingen:

0 e (39)

sinx, = 40b)

8
bei Q = 8.65-10—7: (;) — 12978.8; «, = 26°85 31",
00

5
bei 2 = 8.65-10-5: () = 94080.0; o, = 240 852",

2570

] h
Prandt! hat in der Bjerknes-Festschrift firr die Gr(")ﬁe( ;—) = - eine Ab-
/0 0
schitzungsformel gegeben **):

*) Bjerknes-Festschrift, 1. c., S. 195.
**) 1. c. S.195.
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Schreibt man die Formel in der Gestalt:

k!)]n’£=c=0.4, .......... (41a)
2 %y

50 ergibt sich bei den oben angegebenen Werten von £ fiir die Konstante ¢ nach
unserer Rechnung:

0 =8.65-10-7 ¢ = 0.425,

Q = 8.65-10-8 ¢ == 0.45.

Zum Vergleich von o« mit experimentell gefundenen Werten dient folgende
Tabelle von G. L. Taylor*):

Windstirke U (in 600 m Hohe): U7 < 4.5m/sec U > 4.5m/sec U > 13 m/sec
oy (heobachtet von Dobson): 180 21.5° 200
o, (berechnet von Taylor): 140 180 200

Taylor erhélt bei wachsendem U ein Ansteigen des Winkels a, wéhrend
bei uns o, mit U abnimmt, was ja Dobson auch einnal gemessen hat (21.50 — 209).
Dobson hat seine Werte aus Messungen iiher der See gewonnen, wo also 2, sehr
gering ist. Unser Winkel o, wiirde in diesem Falle in der Nahe von 227 liegen,
da Q2 wegen der geringen Rauhigkeitshohe 2, noch kleiner als die oben angegebenen
Werte sein miifite. Tollmien**) erhielt (allerdings bei etwas anderer Problem-
stellung) einen Winkel von 12.5°.

Der Verlauf von 6/z, und « in der Nahe von (d/z), und o« lifit sich leicht
feststellen. Dazu setzt man:

0 0
2;=<‘->+5, =y, (42)

wobei & und 7 so klein sein sollen, daB alle (ilieder zweiter und hoherer Ordnung
vernachlissigt werden konnen. Die Rechnung ergibt:

0@= é=m((-f—0)0,ao).5+n(<z_‘i)o,%),n

s s , - . . (48)
=i r (e
—_ = =p _>,a .E.'. (—,1)'
d(g_t) Ui (Zo A q (zo)o of "M
%o
woraus man fir & bzw. n folgende Differentialgleichung erhalt:
E— (4@ E+ (mg-—np)E=0 . . . . .. (43a)

*) G. I. Taylor: Phil. Trans. R. S. London, Ser. A, 215 (1915).
**) L. Prandtl u. W. Tollmien: Zeitschr. f. Geophysik 1, 47ff. (1924/25).



Y

a4’

04

02

a7

4

7

Fig. 12a
Zeitlicher Verlauf des Windvektors in 20 m Hghe
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Fig. 12b
Zeitlicher Verlauf des Windvektors in 500 m Hohe
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Zeitlicher Verlauf des Windvektors in 1000 m Hihe
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Fig. 13. Zeitlicher Verlauf der Reibungskraft
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Ut

Mit dem Losungsansatz & = ¢ ergibt sich:
Ut
.é = (ﬁ) + Aemm—z—o-cos <J A Zt +'/’1>
2 /o SO S (44)
Ut
o =0u + Be‘Ra)?o'cos(J (4) Z—t -|-1p,)
0

mit
= —8.78-10"7 + - 9.7-107 bei £ = 8.65-10-7,
= ——498-108 1-7- 13.5-10-8 bei 2 = 8.65-10-8.

Der Einschwingungsvorgang in die Grenzwerte o, und (d/2,), hiingt, abgesehen

Ut
vom Déampfungsfaktor P 20, nur wenig vom Verhaltnis U/z, baw. von £ ab.
Um dies einzusehen, fithren wir den Pendelwinkel & in Gleichung (44) ein. Fir

das Argument der trigonometrischen Funktionen ergibt sich jeweils:

26689+,  bei Q2 =8.65-10-7,
36979+, hei 2 =865 108,

Auch der Windvektor W (1) in einer bestimmten Hohe sowie die Reibungs-
kraft am Krdboden schwingt im Laufe der Zeit in den stationidren Wert ein. Man
bestimmt dieses Verhalten mit Hilfe der Gleichung (82) bzw. (34a) und der Kurven
in Fig. 11; das Resultat zeigen die Fig. 12 und 13.

2. Die Twrbulenzhohe und die Richtung des DBodenwindes beim Vordringen
etnes Kaltluftkeils aus der Ruhe heraus. In I, 2 hatten wir die Turbulenzhéhe
eines auf Grund ven zuvor erlangter kinetischer Energie sich stationir bewegenden
Kaltluftkeils berechnet. Jetzt wollen wir annehmen, dalBl ein zunéchst in Ruhe
befindlicher Kaltluftkeil durch seinen Dichteunterschied gegeniiber der dariiber-
lagernden Warniluft in Bewegung gerdt. In der Warmluft sei der Druckgradient
null; dann herrscht im Kaltluftkeil ein horizontales Druckgefille nach der warinen
Luftmasse hin von Betrag*):

_1lop =BT 0 — 45

ooy -7 o g0 =G, (45)

wobel unter g, () die mittlere Dichte des Keils (der Warmluft) zu verstehen

ist und unter ® der Neigungswinkel der Diskontinuititsfliche gegen die Hori-
zontale.

Diestnal sei angenommen, daf der Keil bei ¢ = 0 eine feste, ebene Begrenzungs-
tflache hat. Da wir in der folgenden Rechnung die Kontinuitat nicht beriick-
sichtigen, wird sich die Form des Keils im Laufe der Zeit dndern, vor allem an
der Spitze. Davon sei in der Rechnung abgesehen.

*) Siehe V. Bjerknes: Physikalische Hydrodynamik, S. 479. Springer 1933.
Z. Geo. 11. Jahrg. 13
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Fall A: Ohne Erdrotation. Der kounstante Druckgradient falle in die

10

y-Richtung: — o 0_5 == (. Ohne Bodenreibung wiirde sich im Kaltluftkeil
1 <

das Geschwindigkeitsprofil

=Gt =0 fart=0).......... (46)

entwickeln, welches in jeder Hohe itber dern Erdboden dasselbe ist. Infolge der
Bodenreibung wird sich jedoch das Geschwindigkeitsprofil bis zur Turbulenz-
hohe § dndern:

bei z = & geht das Profil in das reibungslose iiber. Die zeitliche und értliche An-
derung der Turbulenzhéhe wollen wir bestimmen.

i
—x
ot Warm
— |
)
et Kalt

|
i ',0
¥ 0

"yn—
Fig. 14

Bei Pestlegung eines relativ zum Keil ruhenden Koordinatensystems nimmt
der Impulssatz (3) durch einfache Transformation die Form:

4 J ‘
2 42
j%ngjvlf’_ﬁdz:O-lﬁGt ........ (48)
ot 0y ln’ﬁ
2y 20 zo
an, wobei fur v, zu setzen ist (s. Fig. 14):
nZ
b, =Gt|1— 2| .o (47a)
0
In —
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Es ergibt sich eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung fiir den zeit-
lichen und ortlichen Verlauf von §:

9 (%) @

5/ d ‘
o( gt> Sl —1+3)

9 (ﬁ) / md (49)
2o G , zo
ERERL AT -|— 22+ —
9 (_y_) % 2
Za 2
- ln—a-(O.lG—Ci £+ 1n2-‘s-_(_"-_1 In 2)
2y 2 2 2y 2,

mit den Anfangsbedingungen:

é .
1. —;:1 fir alle y = y, = 0 zur Zeit t = 0,
0
0 )
2. —Z—=1 fir y = 0 fur alle t = ¢, = 0.
0
Die Liosung erfolgt nach der Charakteristikentheorie durch numerische Integration
des dquivalenten Systems totaler Differentialgleichungen :

a 0 0 2,
/G In—(ln——14 20
d(y . t)= nZO(nZo 't 6>a
: Y — In =
d J n
(Zo) 5 /G » lnﬁ+2—;9+ ;.,__2
. 0 0 .
v o
. . (49a)
5 ¢, ., 5 8
d(z) lnz—o(om—ot +1 ;;—<;0—1)1n?0
- 0
d(g-> In —
% G S 2% oz
220t In zo+ 5 + s 2
g

Die zugehérigen Anfangslosungen lauten:

Vg.tv=1;__‘/ 1
% 2y

.Z‘Z —14 ‘/1.44 (Zy()-fc,)
13*
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Auf dem ersten Rand [Anfangsbedingung (1)] gilt fiir die Konstanten die Beziehung

Y
Cl = 02 = ;0,
auf dem zweiten Rand dagegen
1aG
C, = —gzotf, ¢, =0.

Die charakteristischen Kurven sind, soweit nétig, in Fig. 15a und b wieder-
gegeben (numerische Integration mit Integrationsschritten von 0.05 bis 1000
in y/zy). Da die Konstante C, bei der zweiten Anfangsbedingung stets null ist,
stellt die Kurve « in Fig. 15b den ortlichen und zeitlichen Verlauf der Turbulenz-
hohe im Keil dar. Die Kurve ist so zu lesen, dal sie vom Nullpunkt bis zu den
Punkten 7= 100, 200 usw. den ortlichen Verlauf der Turbulenzhohe zu diesen

/E%
/
§
%@
/

§ 8%

3 8§ ¥ B

RN i Food ”’\m\

Fig.15a Fig.15b

Zeiten wiedergibt. Fir groBere y/z, als dem jeweiligen Endpunkt entspricht,
ist die Turbulenzhéhe gleich der des Endpunktes, vgl. die gestrichelten Linien
in Fig. 15b.

Um zu zeigen, wie bei einem praktischen Beispiel die Kurve zu verwenden
ist, seien einige Zahlenwerte eingesetzt :

2o = 1 m, Endgeschwindigkeit nach 2 Stunden v = Gt = 5 m/sec. Daraus
folgt:

g~t“=5-t=5'7200
%y

E-t=t=V10'3600~2009

2

die Kurve a ist also bis y/zy ~ 6000 zu verwenden. Nach 2 Stunden befindet
sich der Keil

1 1
— 2 __5.¢f = 000 m
Yy = D) Gt ) 5.1 18
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von seinem Ort entfernt, den er zur Zeit ¢ = 0 innehatte. J steigt auf den ersten
5800 m, von der Keilspitze aus gerechnet, von 0 auf 445 m an und ist dann fir
die weiteren Werte von y konstant.

Fall B: Mit Erdrotation. Hier miissen wir uns mit der Bestimmung der
zeitlichen Abhingigkeit von .0/z, in dem Gebiet, das von Anfang an von der
Kaltluftzunge bedeckt war, begniigen. Dafiir bestimmen wir auBerdem den
Winkel «, den der Bodenwind mit dem Wind in der Hohe bildet (s. Fig. 17).

/)

y )
D/
P@'t
v VY/Z// \ Vet
Y
U
U A/
z-0 /
AN SR
]
¥
Fig. 16 Fig. 17

Jetzt missen die Bewegungsgleichungen durch die Corioliskraft erweitert
werden. Ohne Reibungseinflul lauten die Bewegungsgleichungen (o’ = w sin ¢):

?: 2w’vl

dt ............. (51)
v !’

= G—2w ul

Durch Differentiation und Kombination erhdlt man fir v die Differential-
gleichung
v 4+4020=0,. . ... . ... ... (51a)

deren Losung ber der Anfangsbedingung # == » = 0 fir ¢ = 0 die Form hat:

v=2£w-,(l-—cos2w't), S (52 a)
daraus:
u = G sin2’'t . . (52b)
g Sm2et L

Mit G/20" = U [s. Gleichung (31)] erhélt man durch Kombination:
U—uw+2=02 . .... e e e e (58)
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Auf Grund dieser Relation 1iBt sich
Wit = Vui+0* =2Usin2't, . ....... (54)

wie in Fig. 16 angegeben ist, konstruieren. Bei 9 == 90° erreicht W (f) sein
Maximum == 2 U. ’

Infolge der Bodenreibung wird der Windvektor V (z, t) innerhalb der Tur-
bulenzschicht hinter dem Wind iiber der Schicht [ W (t)] zuriickbleiben (s. Fig. 17).
Fiir die Geschwindigkeitsverteilung zur Zeit t = 0 wollen wir setzen [analog zu
dem Ansatz (82)]:

P
ID?
Vit = 2Usine’ ¢ _—60
_ {
anO ....... (55)
z2—2
Vz,t=V(z,ttoc-/1— °
(o) = Vi tga - (1—5—2)

Im Koordinatensystem (z, y) lauten die Komponenten des Vektors V (z, t):
w2, t) =V, (2 t)sinw't—Vy (2, t) cos 't
v(,t)=V,(2t)cosw’'t + V, (2 t)sinew’t

Da wir hier nur den zeitlichen Verlauf von d/z, und « bestimmen wollen,

brauchen wir das Koordinatensystem nicht im Keil festzulegen. So liefert der
Impulssatz (83a) mit Gleichung (55a) und

r — 0640 U?sin* 't (1 4+ tg?a) 7,, = T, 8in (0"t — a)
o o T Ty, = Ty 008 (0t — o) J - (56)

In? —

)

[s. Gleichung (84)] zwei simultane Differentialgleichungen fiir /7, und « als Funk-
tionen der Zeit:

d(zﬁ) ZﬁlnzE 0.32-§sinw't
0 _ 0 0 . . 0
Ut _'Q'. Ut ¢+ 4 -cosa
d(—) sin Q —
0 ZO
=9 7 ry_
dtge 1 .Q(lné-+1—fi’>+ 0,82sin’ 0’ tcos ('t —a) | . (57)
Ut D 2 0 ]
d(—) ° cosaln —
2, )
)
sinw’'t ;‘;)
cos o d(_U_t)
,,,,, %
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Dabei bedeutet :

_ Ao - _6_( S_
Q=25 4=_(ng ) +1,
1,0\2 ] é é 8
- (L 2_1 __< °2_ >__,
4(zo> <2lnz° ) 2, In 2, 1 4
C = tgasinw't(l —4sin’ ' t) + cos 't
é 0
(——l)cosw’tln—
: ’ B zo 20
+ sinw'ttga ) —_ Y ,
A(——-l)
%y
\
D = <—B——-A) gin? w't,
0
——1
%y
E=@W.A—sinw’tsina 61 2+6 3 ! 3 -B
‘mZl <——1> —-(—-——l>ln— |
% % ) %)\ % 2y
Die Anfangslésungen erhélt man in analoger Weise wie Gleichung (86):
é \/ (Uty?
~ =1+ Jossso(
% L (58)
ac=0.248.Qg—t

%y
Aus der Fig. 18 (Integrationsschritte in Ut/z, von 50 allmihlich wachsend bis
200000) und der Rechnung ergibt sich, daB J/z, bei ¢ = 180° unendlich gro8
s wird. Das liegt an dem Geschwin-
2% digkeitsansatz (55), demazufolge die
Schubspannung 7, bei & = 180° null

|
v |
e\ ,I i

30

N

20

5] 15° L
o1/ - yARAN
/ N f \

/
28] \ 25
/

st 5

20° 40° 6P 80° W0° 20° 140° wW° o'mfw 20° 4° &° 80° W0° ° M '.W/J'lﬂy

Fig. 18a Fig.18b

wird [s. Gleichung (56)]. Zu einer weiteren Berechnung itber & = 180° hinaus
miiBte der Geschwindigkeitsansatz in geeigneter Weise erweitert werden.




