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tagliche Anderung der Rotationsgeschwindigkeit nur 0.00025° betragen wiirde
(etwa im Juli 1984), so summieren sich doch diese Ganginderungen zu Standfehlern
von 0.2% bis 0.3%5 auf. — Es sei noch kurz darauf hingewiesen, daB die wegen der
Polhohenschwankungen anzubringenden Stand- bzw. Gangkorrektionen bel
weitem nicht ausreichen, um den gefundenen Effekt zu erkliren.

Es kann jedenfalls als sicher gelten, dafl die Gangleistungen der Quarzuhren
Effekte aufzufinden gestatten, die bisher durch die Gangschwankungen auch der
besten Pendeluhren fast stets verdeckt worden sind. Damit ist ein ganz wesent-
licher Fortschritt in der Zeitmessung erzielt worden. der z. B. schon den praktischen
Nutzen gebracht hat, dafl die Beobachtungszeit fiir die Pendelnessungen zur geo-
physikalischen Reichsaufnahme ohne EinbuBe an Genauigkeit wesentlich verkiirzt
werden konnte. — Wegen Einzelheiten muB auf einen ausfiihrlichen in den Astro-
nomischen Nachrichten Nr.6167/68 soeben erschienenen Aufsatz von Pavel und
Uhink verwiesen werden.

Potsdam, den 20. Dezember 1985.

Die potentialtheoretischen Grundlagen der Lehre
von der Isostasie
Von F. Hopfner, Wien

Bemerkungen zu einigen in letzter Zeit erhobenen Einwénden und Schliisse auf die
Massenkompensation in der Erdkruste auf Grund der Verteilung der Undulationen
nach Ackerl und Hirvonen.

1. Ackerls Darstellung der Schwerkraftwerte durch eine nach Kugel-
funktionen fortschreitende Reihe ist allgemein bekannt. Meines Wissens ist gegen
die Existenz dieser Entwicklung keinerlei Einwand erhoben worden, obwohl
Acker] mit dieser Entwicklung eine nichtharmonische Funktion durch eine Reihe
von harmonischen Funktionen darstellte. Vergegenwiirtigen wir uns die Ent-
stehung der Entwicklung. Ihrliegen die Randwerte der Schwerkraftbeschleunigung
am Geoid zugrunde, also die Werte einer Funktion, die als Ortsfunktion am Geoid
nicht harmonisch ist. Von diesen Randwerten kann vorausgesetzt werden, dal
sie jene Bedingungen erfiillen, die zur Darstellung der Funktionswerte durch eine
nach Kugelfunktionen fortschreitende Reihe hinreichen. Was leistet die Reihe?
Sie stellt die Schwerkraftwerte am Geoid interpolatorisch dar; niemand wird von
dieser Darstellung fordern, daB sie auch die Poissonsche Gleichung erfiille,
obzwar wir wissen, da die Schwerkraftbeschleunigung als Ortsfunktion am Geoid
jene Gleichung iiberall im Erdinnern — von den Unstetigkeitsstellen der Dichte
abgesehen — befriedigt.

Es kann kein Zweifel bestehen, daB auch gegen eine sclche interpolatorische
Darstellung jener Randwerte kein Einwand erhoben werden konnte, die die
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Potentialfunktion der Erde am Geoid annimmt. Ich kann daher jenen Einwand
nicht gelten lassen, der der Entwicklung der Potentialfunktion der Erde in eine
nach Kugelfunktionen fortschreitende Reihe die Existenz am Geoid absprechen
will*). In der Tat geht ndmlich die im AuBenraum der Erdmmasse bestehende Dar-
stellung der Potentialfunktion durch eine nach Kugelfunktionen fortschreitende
Reihe am Geoid in eine interpolatorische Darstellung der Randwerte dieser Funk-
tion iiber. Diese Erkenntnis kann einem in dieser Zeitschrift von mir verdffent-
lichten Artikel entnominen werden*¥).

Die Beantwortung der Frage nach der Figur des Geoids wird durch die partielle

Differentialgleichung

or 2 T4 g—n—0

a7 + 7 g—y =
vermittelt, bei deren Ableitung GroBen von der Ordnung des Quadrats der Ab-
plattung vernachlissigt worden sind.

Wir denken uns um den Erdschwerpunkt eine Kugel vom Radius a; derart
beschrieben, daB sie in keinem ihrer Punkte die Erdmasse schneidet. Von dem
partikuliren Integral T, der Differentialgleichung wird man alsdann fordern, dal
es auf der Kugel und in ihrem AuBenraum eine endliche und stetige Funktion des
Ortes sei, die die Laplacesche Gleichung 4 T, =0 erfiille und im Unendlichen ver-
schwinde; die Ordnung des Verschwindens wird durch die Wahl der Funktion U
n der Kriftefunktion W = U + T bedingt. Ich habe daher der Losung der Auf-
gabe a.a.0.***) die Form

T "Se YW (al)"*' 1

_=2 "

a, n=3 n—1

erteilt; die allgemeinen Kugelfunktionen Y werden von der Reihe
n =200
g—y= 3 Y
n=3
geliefert; sie ist die Entwicklung der scheinbaren Schwerkraftstorung g —y
auf der Kugel voin Radius a,.

Wir denken uns sodann um den Erdschwerpunkt eine Kugel mit dem Radius
ay < a; beschrieben; deren Punkte teilweise im AuBenraum der Erdmasse, teil-
weise in threm Innern liegen; die Kugel schneidet somit die Erdmasse. Die an das
partikulire Integral T'; der Differentialgleichung zu erhebenden Forderungen unter-
scheiden sich von den an die Funktion T, gestellten Forderungen nur dadurch,

*) L. Grabowski: Kann die Laplacesche Differentialgleichung fiir das Schwer-
kraftpotential auch innerhalb der Erdkruste als erfiillt angesehen werden ? Zeitschr. f.
Geophys. 10, 322 (1934).

**) F.Hopfner: Die praktische Losung der zweiten Randwertaufgabe der Geodisie.
Zeitschr. f. Geophys. 9, 277 (1933).
***) F.Hopfner: Die praktische Losung der zweiten Randwertaufgabe der
Geodisie. Zeitschr. f. Geophys. 9, 277 (1933).
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daB T, im AuBenraum der Erdmasse die Laplacesche Gleichung 4T, = 0 und
im Masseninnern — von den Unstetigkeitsstellen der Dichte abgesehen — die
Poissonsche Gleichung AT, = — 4 nfp zu erfiillen haben wird.

Ich setze die rechte Seite der Poissonschen Gleichung zunichst ohne Be-
dachtnahme auf ihre GroBenordnung gleich Null. Hierdurch wird T', eine har-
monische Funktion und ich erhalte hierdurch als Losung de: Aufgabe

IS XD ()

r

ag ,=3n—1
mt

7n = oo

g—y=3 Y.
n=3

worin Yf) die allgemeine Kugelfunktion in der Entwicklung der scheinbaren
Schwerkraftstorung auf der Kugel vom Radius a, bedeutet.

Auch dieses partikulire Integral befriedigt die partielle Differentialgleichung.
Was bedeutet es aber? Die Antwort liegt auf der Hand. Es ist eine interpolato-
rische Darstellung der Funktion Ty; es liefert namlich die Werte von T in den
Punkten der Kugel vom Radius a,, erfiillt aber nicht die Poissonsche Gieichung.
Mit anderen Worten, das partikulire Integral (2) ist jene Entwicklung von T,
nach Kugelfunktionen, die sich bei vorgegebenen Werten von T’y in den Punkten
der Kugel vom Radius ag herstellen lieBe und iiber deren Existenz kein Zweifel
bestehen kann.

Wir kennein das unterscheidende Merkmal zwischen den Funktionen T,
und Ty; die Funktion T, ist auf der Kugel vom Radius a, und in ihrem AuBen-
raum harmonisch; dagegen ist T, auf der Kugel vom Radius a, und in ihrem
AuBenraum nur in jenen Punkten harmonisch, die nicht Punkte der Erdmasse
sind. Es ist also die Poissonsche Gleichung 4Ty = — 4 nfp, wodurch die
Scheidung zwischen den Funktjonen T, und T herbeigefiihrt wird.

Gliicklicherweise ist in den Punkten der Erdkruste die Ordnung der Zahl
41 fo hoher als die Ordnung des Quadrates der Abplattung; GroBen solcher
Ordnung sind schon in der partiellen Differentialgleichung vernachlassigt. Man
kann daher auch in den Bedingungen, die Ty erfiillen soll, solche GroBen vernach-
ldssigen, also in den Punkten der Erdkruste 4 T3 = 0 setzen, und infolgedessen
sagen. daB bei Vernachlissigung von GroBen der Ordnung des Quadrats der Ab-
plattung die Funktion Ty mit der Funktion T identisch ist. Mit dieser Annahme
werden auch die partikuliren Integrale (1) und (2) fir @, = ag miteinander
identisch, d. h. es ist in den Punkten der Erdkruste praktisch Y& = Y®; denn
sowohl die Funktion T, als auch die Funktion T liBt sich in einer und nur einer
Weise in eine nach Kugelfunktionen fortschreitende Reihe entwickeln; wenn daher
das die beiden Funktionen unterscheidende Merkmal vernachlissigt werden kann,
sind auch die beiden Entwicklungen miteinander identisch.

Wir tragen in die Kriftefunktion W = U + T der Erde das partikulire
Integral (2) ein; wir erhalten hierdurch eine Darstellung der Funktion W, die in
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den Punkten der Erdkruste eine interpolatorische Darstellung jener Funktion ist.
In diesen Punkten besitzt ndmlich die gewihlte Darstellung von W keine zweite
Ableitung. Hiermit erledigt sich der Einwand jener Kritiker, die fiir solche Punkte
die Poissonsche Gleichung der Funktion W aufstellten und hieraus Widerspriiche
in der gewihlten partikuliren Losung ableiteten. Dagegen mochte ich den Hin-
weis nicht unterlassen, daB die gewihlte Darstellung fiir W in jedem Punkt des
(veoids die erste Ableitung nach der Flichennormalen besitzt.

SchlieBlich soll noch auf den Einwand zuriickgekommen werden, daBl die
rechte Seite der Poissonschen Gleichung, d.i. — 4 7fp, eine Dimension besitze
und daher mit der reinen Zahl a? (Quadrat der Abplattung) nicht verglichen
werden kénne. Dieser Einwand diirfte nur durch die von mir gewihlte Ausdrucks-
weise hervorgerufen worden sein. Zur Klarstellung weise ich zunéchst darauf hin,
daf in der partiellen Differentialgleichung genau genommen GréBSen von der
Ordnung a?y ~ 102 cm sec2, somit GroBen der Ordnung von rund 10 Milligal
vernachléssigt sind.

Um 4 nfg, das die Dimension sec=2 besitzt, in Milligal ausgedriickt zu erhalten,
bhilden wir das Produkt von T, in den Kugelradius a,; alsdann besitzt némlich
A(ayTy) die Dimension cmsec~2; wir dividieren sodann 4(agT,) durch die
MaBzahl des Radius; setzt man diese MaBzahl mit rund 6.4X 108 an, so ergibt sich
zunichst
_4@Ty __ 4zige,

T 64%108 T 64108

AT,

Fiir die Punkte der Erdkruste ist in runden Zahlen a, = 6.4X 108 cm, ¢ = 8em™3g:
da noch f = 6.6X10-8 cm3 sec—2 g1 gesetst werden kann, erhélt man aus der
vorangehenden Gleichung

AT, = —4X8.1X6.6X8Xx10-8 cm sec—2
= —2.5X 1078 cm sec~2 = — 0.0025 Milligal.

Es ist somit 4 71/p — ausgedriickt in Milligal — von héherer Ordnung als o2y.
Dieses Ergebnis habe ich a.s.0.2) — allzukurz, wie ich zugebe — durch die
Ungleichung 4 #fo < «? ausdriicken wollen.

2. Nach diesen Bemerkungen michte ich zu jenen Deutungsversuchen
Stellung nehmen, die aus den Senkungen des Geoids iiber den Kontinenten und
seinen Hebungen iiber den Ozeanen —- ich generalisiere in diesem Abschnitte, wie
ex in der Lehre von der Isostasie schon einmal iiblich ist — auf eine isostatische
Massenlagerung in der Erdkruste schlieBen. Es ist gewiB eine auffillige Tatsache,
daB sowohl Ackerl als auch Hirvonen auf verschiedenen Rechengrundlagen zu
qualitativ fast identischen Bildern iiber die Verteilung der Undulationen gelangt
sind. Natirlich sind Hirvonens Undulationen sehr klein, da er durch Anwendung
der Freiluftformel auf die Beobachtungswerte bereits im Vorhinein fiir kleine
Werte der Undulationen vorgesorgt hatte.
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Bei Besprechung der potentialtheoretischen Grundlagen der Lehre von der
Isostasie in einer vor mehreren Jahren veroffentlichten Abhandlung *) hatte ich —
wie damals allgemein iiblich — angenommen, daB die Hebungen des Geoids iiber
den Kontinenten und seine Senkungen iiber den Ozeanen zu vermuten seien und
hieraus geschlossen, daB das Schweredefizit iiber den Festlindern und der geringe
Schwereiiberschull iiber den Weltmeeren moglicherweise nur eine Folge des bei
der Diskussion der scheinbaren Schwerkraftstorungen iibersehenen Terms von
Bruns sein konnte. Eine Revision der damaligen Besprechung auf Grundlage der
neuen Ergebnisse Ackerls und Hirvonens scheint mir daher am Platz zu sein.

Wir gehen von der Gleichung

d
g—y=9—¥— a—:: 4

aus, die die scheinbare Schwerkraftstorung ¢ — mit der wahren Schwerkraft-
storung g — 7’ verbindet. Wenn { — die Undulation — sehr klein ist, haben
beide Schwerkraftstorungen einerlei Vorzeichen; die an das Vorzeichen der schein-
baren Schwerkraftstorung gekniipften Schliisse behalten alsdann auch fiir die
wahre Schwerkraftstorung ihre Galtigkeit.

Dieses gleiche Vorzeichen besitzen die beiden Schwerkraftstorungen nach den
neuen Ergebnissen iiber die Verteilung der Undulationen aber im allgemeinen
auch dann, wenn wir fiir £ so groBe Werte zulassen, daB der Term von Bruns
gegeniiber der wahren Schwerkraftstorung g — 9" nicht vernachlissigt werden darf.
Da nimlich der Term von Bruns

oy, 9y

A5 — << 0)

6nc an
fiir Senkungen ( > 0) negativ und fiir Hebungen ({ < 0) positiv ist, kann fiir die
scheinbare Schwerkraftstorung g — ¢ auf einer Senkung nur dann die Ungleichung
g—y < 0 gelten, wenn die wahre Schwerkraftstorung die Ungleichung

,__'0

g—y <— 5—: ¢
befriedigt, also auch negativ ist. Auf einer Hebung kann die Ungleichung g—y >0
nur dann bestehen, wenn die wahre Schwerkraftstorung

9=y > g—:—: &
also positiv ist.
Nach Ackerl erreichen die Undulationen des Geoids vielfach Betrige von
+ 400 m und dariiber. Seine groBten Senkungen liegen in Tibet und im Himalaya,
in Zentralafrika und iber den Rocky Mountains, hingegen seine gréSten Hebungen
@iber den Weltmeeren.

*) F. Hopfner, Zur Begriindung der Lehre von der Isostasie, Gerlands Beitr. z.
Geophys. 22, 1156 (1929).
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Da die Beobachtungen fiir die scheinbare Schwerkraftstorung g — y negative
Werte hauptsachlich iiber den Kontinenten und positive Werte iiber den Ozeanen
ergeben haben, diirfen wir auf Grund der vorangehenden Uberlegungen schlieen,
daB auch die wahre Schwerkraftstorung g — 9’ daselbst im grofen und ganzen
negativ bzw. positiv ist. Hierdurch gewinnen die Schliisse, die man an die regionale
Vorzeichenverteilung der scheinbaren Schwerkraftstorung g —y gekniipft hat,
an Wahrscheinlichkeit.

Indessen kommt diesen Schlissen dennoch keinerlei Beweiskraft fiir das
Bestehen einer isostatischen Massenanordnung in der Erdkruste zu. Denn wie
ich in einer kiirzlich erschienenen Abhandlung*) gezeigt habe, 18t sich durch
eine andere Wahl des Niveausphédroids unschwer ein Vorzeichenwechsel in den
Undulationen herbeifithren. Es liegt an der Vieldeutigkeit des Umkehrproblems
der Potentialtheorie, da8 aus den Erscheinungen im Schwerefelde der Erde allein
keinerlei Beweismittel fiir die Lehre von der Isostasie beigebracht werden konnen.

s ist nur eine einzige Tatsache, die nicht leicht anders als im Sinne der
Lehre von der Isostasie gedeutet werden kanu, ndmlich die Tatsache, da8 auch nach
den Ergebnissen Ackerls die Undulationen des Geoids verhiltnismiBig recht
klein sind. Geht man ndmlich bei synthetischen Untersuchungen iber die GroBe
der Undulationen von der Annahme aus, dafl die dem Niveausphéroid aufgesetzten
Massen nicht kompensiert sind, so erhilt man, wie die Arbeiten Maders und vor
ihm die Untersuchungen Bruns erkennen lassen, Werte fiir die Undulationen,
die die von Ackerl berechneten Werte betrichtlich iiberschreiten. Aber natiirlich
konnen nur Erfahrungstatsachen, die nicht dem Schwerefelde der Erde entnommen
sind, die Vermutung iiber eine vielleicht vorhandene Massenkompensation zur
vollen GewiBheit erheben, zumal da auch fiir die Kleinheit der Undulationen andere
Erklarungsmoglichkeiten zweifellos in Frage kommen.

Ein Hilfsapparat zur harmonischen Analyse
Von F. Reuter, Obersuhl — (Mit 1 Abbildung.)

Bei der harmonischen Analyse leisten gute Dienste die bekannten ,,Rechen-
tafeln zur harmonischen Analyse und der ,,Handweiser zur harmonischen Ana-
lyse* von L. W.Pollak. Die Bestimmung zahlreicher Amplituden und Phasen
einer meteorologischen Welle (Luftdruck) aus den berechneten Komponenten
(p, g) der Schwingungsvektoren kann man aber, um Zeit zu sparen, auf graphischem
Wege durch vektorielle Addition vornehmen. Aus diesem Grunde wurde der in
Fig.1 dargestellte Apparat konstruiert und gebaut.

‘*) F. Hopfner: Die Relativitit der Undulationen, Zeitschr. f. Geophys. 10, 279
(1934).



