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Seismische Untersuchungen
des Geophysikalischen Instituts in Gottingen

XXV. Theorie der Schwebungen
Von Rolf Bungers, Gottingen — (Mit 7 Abbildungen)

Die theoretische Untersuchung der Uberlagerung zweier harmonischer Schwingungen
benachbarter Frequenz erfordert zunichst eine genaue Definition des Begriffes ,,ver-
anderliche Frequenz'’. Die moglichen entstehenden Schwebungsbilder werden diskutiert,
und es werden Beispiele fiir die einzelnen Fille angefiihrt. Im Schwebungsminimum
koénnen bisher nicht behandelte, anormale Verhiltnisse auftreten. Im zwetten Kapitel
werden Schwebungsbilder diskutiert, die in der neueren angewandten Geophysik auf-
treten, wo die Teilschwingungen nur noch angenéhert harmonisch sind. Zum Schluf}
werden die Ergebnisse auf Uberlagerung von Wellen iibertragen und die mathematische
Analogie zwischen Interferenzerscheinungen und Schwebungserscheinungen festgestellt.

Einleitung

Das Problem der Schwebungen ist frither einmal der Gegenstand einer er-
regten Diskussion gewesen, die zwischen Waetzmann und Budde in der physi-
kalischen Zeitschrift 1917 und 1918 gefiihrt wurde?) bis 4). Es handelte sich dabei
um ein akustisches Problem, néinlich um die Frage, ob eine aus zwei Ténen von
benachbarter Frequenz zusammengesetzte Luftschwingung noch als ,,Ton* anzu-
sprechen sei oder nicht. Jn anderen Gebieten der Physik war wohl damals das
Auftreten von Schwebungserscheinungen nur wenig bekannt. Heute aber 1d8t die
moderne Entwicklung der angewandten Geophysik das Problem der Schwebungen
wieder auftauchen, und zwar wegen der duflerst genauen optischen Aufzeichnungs-
methoden in einer Form, die eine erneute und viel genauere mathematische Dis-
kussion der Schwebungsbilder verlangt, als das bei den friheren Untersuchungen
akustischer Probleme notig war. Zwar ist auch frither beziiglich der Diskussion
von Schwebungskurven schon vieles geschehen; jedoch sind noch nicht alle mog-
lichen Fiille so erschopfend behandelt und alle Begriffe so streng gefaBt, wie das
heute als notwendig erscheint. :

Es handelt sich in der angewandten Geophysik in erster Linie um Unter-
suchungen von Boden- und Geb#udeschwingungen, wo Schwebungen auftreten.
Die experimentellen Arbeiten von G.-A. Schulze8 und R. K6éhler8) (Geophysi-
kalisches Institut Gottingen) regen zu einer mathematischen Behandlung an, um
geeignete Auswertungsmethoden zu schaffen und die Brauchbarkeit und Entwick-
lungsfihigkeit der experimentellen Methoden zu priifen. Auf Anregung von Herrn
Prof. Angenheister beschiftigte sich daher der Verfasser mit diesem Problem-
kreis. Schwebungen treten aber auch in der reinen Geophysik auf, vor allem in der
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Erdbebenseismik. Bekanntlich enthilt fast jedes groBere Erdbeben im Zuge der
langen Wellen einige Schwebungsbilder, die freilich bis heute noch nicht einwandfrei
gedeutet worden sind. Auch hierbei kann vielleicht eine recht genaue mathemati-
sche Diskussion der Schwebungen weiterfithren.

In dieser Arbeit wollen wir in der Hauptsache nur ,,synthetisch* vorgehen;
d. h. wir wollen die moglichen Fille von gewohnlichen Schwebungsbildern (mit
stationiren Teilschwingungen) vollsténdig diskutieren und dann noch einige Fille
von nichtstationiren Teilschwingungen behandeln, so, wie sie gerade in den ge-
nannten Gebieten der Praxis auftreten. Wenn wir uns hierbei mit diesen zwei
Fillen begniigen, so geschieht dies deshalb, weil es uns wesentlich darauf ankommt,
die Methoden der Diskussion klarzustellen, um dem Experimentator die Moglichkeit
zu geben, in dhnlichen Féllen in gleicher Weise vorzugehen. Wie wir sehen werden,
lassen sich solche Fille groBenteils auf denFall stationédrer Teilschwingungen zu-
riickfithren, weshalb wir letzteren so ausfiihrlich behandeln.

In einer weiteren Arbeit soll dann diese Arbeit ihre analytische Erganzung
finden. Es sollen dort Auswertmethoden angegeben und deren Brauchbarkeit und
Genauigkeit untersucht werden.

Am Schlusse dieser Arbeit (§ 6) gehen wir noch kurz auf die Ubertragung der
Schwebungserscheinungen auf Wellen ein.

I. Gewihnliche Schwebungen

Bei der mathematischen Behandlung der gewohnlichen Schwebungen handelt
es sich um die Diskussion der Funktion

y() =A; sin (ot + @) + dy-sinwet . . L oL L (1)

Das ist der allgemeinste Fall der Uberlagerung zweier reiner Sinusschwingungen mit
den Amplituden 4, und 4, und den Kreisfrequenzen w, und w,. IThre Phasenver-
schiebung zur Zeit t = 0 ist ¢; es darf 0 < @ < 2 7 gesetzt werden. Diese Funk-
tion ist schon vielfach diskutiert worden; jedoch wollen wir dies hier noch ein-
gehender tun, als es bisher geschehen ist, vor allem die Begriffe scharf und unmiB-
verstandlich fassen (z. B. den Begriff der ,,Frequenz‘‘), und samtliche Sonderfille
beriicksichtigen. Freilich haben die hiermit zusammenhiangenden Probleme in dem
bisherigen Hauptanwendungsgebiet, der Akustik, nicht die hervorragende Be-
deutung wie bei den modernen Boden- und Bauuntersuchungen. Wegen der
letzteren ist es aber um so mehr notwendig, sich iiber die mathematischen Gesetze
duBerste Klarheit zu verschaffen; denn nur so ist eine Verwertung derselben in der
Praxis und eine Weiterentwicklung der Methoden méglich, und unklare mathe-
matische Formulierung hat oft fehlerhafte physikalische Schliisse zur Folge.

§ 1. Frequenz und Schwebungskurve. Wir wollen im folgenden allgemein
Bekanntes nur kurz streifen und dafiir Neues ausfiithrlicher behandeln und die An-
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schauung durch Figuren und Zahlenbeispiele zu unterstiitzen suchen. Mit unsern
Bezeichnungen und Ausdriicken schlieBen wir uns dabei moglichst eng an
H. Martin? an.

Die Frequenzen in (1) bezeichnen wir mit »; und »,. so dal
2ay; =wy;: 27av, = o,

ist. Wir konnen nun », und », als ganze Zahlen voraussetzen, ohne der Allgemein-
giiltigkeit bei den Anwendungen Abbruch zu tun. Denn da wir in der Praxis doch
nur die Frequenzen bis auf eine bestimmte Dezimale angeben konnen, so kénnen
wir zunéchst das Verhiltnis v, /v, als rational voraussetzen, und wenn wir uns noch
fur die Rechnung nicht gerade auf die Sekunde als Zeiteinheit festlegen wollen,
so konnen wir »; und v, als ganze Zahlen wihlen bei geeigneter Wahl der Zeit-
einheit.
Weiter wollen wir die Voraussetzung machen

1<h <L 2 (d. h. 2t nur wenig > 1): ....... (2)
¢} Yy
denn nur unter dieser Bedingung konnen wir von ,,Schwebungen‘ reden: auch
konnen wir », immer als die groBere Frequenz beibehalten.
Der Fall gleicher Amplituden

4, = 4,
(,,reine Schwebung*) ist héiufig diskutiert [vgl. z. B. 8)], so daB wir ihn hier iber-
gehen wollen. Wir setzen also in Zukunft immer 4, 3 4, voraus.

Die Gleichung (1) geht durch trigonometrische (oder auch geometrische) Um-
formung iber in

y() = VA1’+A:+2A1A2vcos(Awt+(p)

: A, — A4, Aot
T A NS )

worin zur Abkirzung

W, + 0,
[5)

-

=w ud o —0,=4dw

gesetzt ist. Diese Umformung ist aber noch nicht vollstindig: denn (1) ist eine
cindeutige stetige Funktion, wihrend (8) mehrdeutig ist, einmal wegen der Wurzel,
dann wegen des arctg. Nun sieht man aber, daB beides auf dasselbe, nimlich auf
die Vorzeichenbestimmung von y (f) hinauskommt ; denn vermehren wir den arctg
etwa um 7, so wechselt der sin sein Vorzeichen. Wir konnen daher die Wurzel
Immer als positiv annehmen und nun nach dem richtigen Zweig des arctg fragen.
Den erhalten wir aber sofort aus der Forderung der Stetigkeit: beim U'bergang von

dot+ 9 <2x+1)-a zu Adot+ ¢ > 2x+1)-7m, » ganze Zahl,
Z. Geo. 12. Jahrg. 16
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haben wir zu dem nichsthoheren (bzw. néchsttieferen, je nachdem 4, = 4, ist)
Zweig des arctg iberzugehen, also das Argument des sin um 7 zu erhéhen (bzw. zu
erniedrigen), wobei nunmehr der arctg auf einen Zweig beschriankt bleibt, d. h. wir
haben das Vorzeichen von y () an den Zeitpunkten ¢, fir die

dot+ o= 2=x+1) =

ist, uinzukehren. Zu einer Anfangszeit t erhalten wir das richtige Vorzeichen, d. h.
den richtigen Zweig des arctg durch direkten Vergleich mit (1) *).
Die Grofe

s() = VAT + 43+ 24, 4,-cos(dwt + g)
+

in (8) bezeichnet man als — verinderliche — Amplitude von y (f). Als Funktion
von ¢ nennt man sie ,,Schwebungskurve*. Sie berithrt die Kurve y (t) an den
Punkten, wo der sin in (8) gleich + 1 ist. Die Berithrungspunkte fallen nicht mit
den Maxima der Funktion y (f) zusammen, liegen aber im allgemeinen nicht weit
von ihnen entfernt.

Unter der ,,Kreisfrequenz* von y () versteht man allgemein die zeitliche Ab-
leitung des Arguments des sin ®). Hierbei ist aber auf folgendes zu achten. Physi-
kalisch ist ja die Frequenz (gleich Kreisfrequenz durch 2 7) eigentlich die Anzahl
der Schwingungen in der Zeiteinheit. Wenn diese mit der Zeit verénderlich ist, mu8
man sie mit Hilfe der zeitlichen Ableitung definieren. Wir konnen, indem wir
notigenfalls das Vorzeichen der Phase umkehren und  hinzufiigen, immer erreichen,
daB diese Ableitung zum Anfang des betrachteten Zeitintervalls nicht negativ-ist.
Nun kann es aber vorkommen, daB diese Ableitung ihr Vorzeichen wechselt. Wir
konnen dann zwar bei der mathematischen Diskussion den Ausdruck ,,Frequenz*
beibehalten, physikalisch hat aber eine ,,negative Frequenz‘'' keinen Sinn mehr.
Wir wollen daher sagen, daB einer sin-Funktion in Gebieten, in denen die Ableitung
des Arguments durch Vorzeichenwechsel negativ wird, physikalisch keine Frequenz
zukommt. Dies ist, wie sich zeigen wird, fiir die Auswertung aufgezeichneter
Schwebungskurven duBerst wichtig. Es besteht zwar bei dieser Definition der
Frequenz noch eine gewisse Willkiir wegen der Wahl des Anfangs des Zeitintervalls,
doch werden, wie in dem hier behandelten Falle, die Forderungen des speziellen
physikalischen Problems immer eine Willkiir ausschlieBen.

Die Schwebungskurve schwankt periodisch zwischen den Werten A4, 4 Ag
und | 4; — A,|. Die Dauer einer Schwebung (die ,,Schwebungsperiode‘ oder auch
kurz ,,Schwebung'*) ist, wenn wir »; — v, gleich der ganzen Zahl k setzen, gleich 1/k,
[nicht, wie bei Martin?), nur bei reinen Schwebungen]. y (f) ist eine periodische
Funktion; ihre Periode ist, wenn d der gréBte gemeinsame Teiler von »; und v,
ist, gleich 1/d. In die Periode fallen also k/d Schwebungen.

*) Die Wahl des Zweiges des arctg ist natiirlich bis auf ein Vielfaches von 2 = will-
kiirlich; man wihlt ihn beim Zeichnen der Phase @ (t) von y daher praktisch so, da3 @ (t)
nicht unnétig groB wird, am Anfang z. B. zwischen 0 und 2 x liegt. In Fig. 2 ist fiir
den Anfang Awt + ¢ = 0 der arctg 0 gleich— 5 x gesetzt.
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§ 2. Die Anzahl der Nullstellen. Wir wollen nun die Anzahl der Nullstellen der
Funktion y ({) innerhalb ihrer Periode bestimmen. Dazu brauchen wir offenbar nur
die Anzahl der Nullstellen des sin in (3) zu bestimmen, dessen Argument wir zur
Abkiirzung mit @ (t) bezeichnen wollen. Wir bilden zunéchst die Kreisfrequenz
@’ (). Es ergibt sich nach einfacher Rechnung

w, + w, (4} —4))(w, —w,) )

2 2[4} + A4+ 24,4, -cos(Adwt+ ¢)]
Diese Funktion ist wegen A4, == A, tberall stetig und periodisch mit der Periode
der Schwebung. Sie hat innerhalb einer Schwebung, z. B. fiir

Q' (t) = +

Sy,
LA P ghidun

Aw = Aw '
zwei Extremwerte, namlich fir

dwt; + 9 =0 und Adwt, + ¢ = =,

Fig. 1. Uberlagerung zweier Sinusschwingungen mit den Frequenzen 7 und 5 und dem
Amplitudenverhiltnis 4: 3 zu einem Schwebungsbild. Gleichung desselben:

y(t) = V25+24cos(4ut+%)»sin [12:1:t+ 3 arctg (%tg{”""%m'

d. h. im Maximum und Minimum der Schwebungskurve. Die zugehorigen Werte
der Kreisfrequenz sind

, _ Ao, + 4,0, . _ Alw,—Agw, SN 7))
PO =" ¥, " PO=—F—g
Wir unterscheiden nun zwei Fille:
I dy > dy

In diesem Falle ist @ (t,) Maximum und @' ({,) Minimum. Weiter ist
@' () >0 und @' (t,) >0,
weil ja auch nach (2) w, > w, vorausgesetzt ist. Aus der Stetigkeit und der
Periodizitit folgt daher, daB iiberall
D' (1) >0
ist. Da bei t, auch das Maximum und bei t, das Minimum der Schwebungskurve
liegt, so kénnen wir sagen, daB im Falle 4, > A4, die Frequenz von y () periodisch
16*
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mit der Schwebungskurve von ihrem groBten Wert im Schwebungsminimum zu
ihrem kleinsten Wert im Schwebungsmaximum absinkt. Das ist, wie aus der

o). Fig. 1 ersichtlich, auch

A physikalisch sinnvoll; die

na Abstdnde der Nullstellen

wr / nehmen ndmlich vom

/ Schwebungsmaximum bis

ik zum Minimum ab, um-
e / gekehrt wieder zu.

Um nun die Anzahl
der Nulistellen von y (¢)

nx
/ innerhalb einer Periode

nx der Linge 1/d zu fin-
ox / den, brauchen wir nur
/ zu fragen, wie oft @ (f)

s / einen Wert %- 7w, » =0,
1,2...., annimmt. Wir

= / denkenunsdazu® = (t)
6T gezeichnet (Fig. 2) und
/ auBerdem die Geraden

T ® =:-n. Jede Gerade

schneidet nun die Kurve

D (1) wegen D' () >0

ix nur einmal, so daB uns
/ der Ausdruck

2:// o (t+3)—20
a=

7
7 7 3 » 2 e :
% 7 7] % % die gesuchte Anzahl lie-

Fig. 2. Der Verlauf der Phase & (t) des Schwebungs. fert. Nun ist unter Be-
bildes in Fig. 11: achtung der oben dis-
o(f) = 12mt+ 3 +arctg(7tg {2 xt+ %}) kutierten Vieldeutigkeit
des arctg
A, — A4, g Aa{t+ (p) n E )
4,4+ 4, 2 d
— ? 4 aretg (=, A_‘e!+¢)}.
wt+2+arcg(Al+A’ tg 9
Denn Aw -t nimmt wegen Aw = 2 nk wihrend einer Periode um 27 k/d zu,
iiberschreitet also k/d-mal einen Wert (22 + 1)- a. Es folgt
it Tt _in,
a tTa > *=73

x

4

n.a=wt+%+g+arctg(
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Das ist aber auch die Anzahl der Nullstellen der Funktion 4, - sin (w,! + ¢) im
Intervall 1/d; d.h.:

Falls die Teilschwingung mit groferer Frequenz die grofere Amplitude
hat, st die Anzahl der Nullstellen der zusammengesetzten Schwingung in einer
Periode gleich der Anzahl der Nullstellen der Teilschwingung mit groferer
Frequenz.

Wir haben diese bekannte Tatsache so ausfiihrlich begriindet, weil, wie sich
zeigen wird, die Verhdltnisse im zweiten Fall zum Teil erheblich anders liegen, was
bisher noch nie erwiahnt worden ist.

2. 4, < d,.
Man sieht hier zunéchst, daB in diesem Falle von den beiden GroBen (4)
@’ (t;) Maximum und @’ (t,) Minimum ist. Zwar ist auch hier

D' (t,) >0;
aber @’ (t,) ist nicht mehr fir jedes Amplitudenverhaltnis positiv. Wenn némlich
4 w
T
> Aa > ,
ist, dann ergibt sich
D' (ty) <0,

d. h. die Frequenz wird fir ein gewisses Intervall um t, negativ, so daB hier der
Begriff seinen physikalischen Sinn verliert. Wir unterscheiden demnach zwei
Unterfalle:
Wy 4,
bt B il B
% w, — 4,
Hier liegen die Verhaltnisse dhnlich wieim Falle 1. Es ergibt sich entsprechend:
Falls die Teilschwingung mit kleinerer Frequenz die grofere Amplitude
hat und falls die obige Unglewchung erfillt ist, ist die Anzahl der Nullstellen
der zusammengesetzten Schwingung in einer Periode gleich der Anzahl der
Nullstellen der Teilschwingung mit kleinerer Frequenz.

Wie sich die Anderung des Arguments @ (t) auf die Schwebungsperiode ver-
teilt, ist bei Martin?) ausfithrlich behandelt, so daB wir hier nicht darauf einzu-
gehen brauchen.

4, Wy
U
Wegen
D' (t)>0 und @ (t,) <0

ergibt sich hier, daB innerhalb einer Schwebungsperiode @ () ein Maximum und
ein Minimum hat. Die Methode zur Bestimmung der Anzahl der Nullstellen wie
im ersten Falle ist daher hier nicht anwendbar. Vielmehr kann es vorkommen, da8
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die Kurve @ (t) von einer Geraden @ = - 7 einmal beriihrt und einmal geschnitten
oder dreimal geschnitten wird, so daB y (f) eine oder zwei Nullstellen pro Schwe-

Fig.3. Uberlagerung zweier Sinusschwingungen mit den Frequenzen 5 und 4 und dem
Amplitadenverhiiltnis 5:6 zu einem Schwebungsbild. Gleichung desselben:

y(t) = l"lﬁl +60cos2xt -sin[QHt—mtB (1—11 tE"f)]-
@it
A

4

¥ /

fx

ax

R

//

7 £ J £ El 7
¢ 7 5 s 3 ;

Fig.4. Der Verlauf der Phase & (¢) des Schwebungsbildes in Fig.3:

P(t) = 9mt—arctg (1—11- tgx t) . Beispiel fir ,negative® Frequenz

gungsperiode mehr enthilt. Diese kritische Stelle liegt also immer in der Nihe des
Minimums der Schwebungskurve. In den Fig.8 und { ist ein solcher Fall dar-
gestellt.
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Aus Fig. 4 ist auch ersichtlich, daf das auftretende Maximum und Minimum
nicht immer die Nullstellenzahl zu erhohen braucht (vgl. Fig. 5). Es ist aber
fraglich, ob ein solches Maximum und Minimum in der Funktion @ () auch immer
einem Maximum und Minimum bei y (f) entsprechen. Dies ist tatsichlich der Fall.

Um speziell das zu beweisen und um allgemein weitere Aussagen iiber die
Gestalt der Schwebungsbilder zu gewinnen, wollen wir in gleicher Weise wie die
Nullstellen von y () auch ihre Extremwerte diskutieren.

§ 3. Gestalt und Anzahl der Extremwerte. Wir fragen also nach den Nullstellen

von ¥y’ (¢). Es ist nach (1)
Y () = 4w, cos (0t + @) + 4w, cos w,yt.
Das schreiben wir
¥y () = 40,80 (/2 + 0yt + @) + dywysin (/2 + w,t).
Dies stimmt mit (1) formal genau iiberein. Also liefert die zu (8) analoge Um-
formung
YY) = VAl + 42w} +24, 4,0, 0, cos (Aot + @)
p+n 4,0, — 4,0, ¢ Awt-{—(p)]
2 do +4,0, 5 2

Wir diskutieren diese Funktion in gleicher Weise wie y (). Der Charakter von
y' () als Schwebung ist erhalten geblieben, da die Frequenzen der Teilschwingungen
die gleichen sind wie bei y (t). Auch die Schwebungsperiode ist hier die gleiche wie

dort. Die Extremwerte der Kreisfrequenz innerhalb einer Schwebung sind hier
entsprechend, wenn wir zunichst den Fall 4, w, = 4,w, ausschlieBen,

4,0+ 4,0; 4,0} — 4,0,

. sin [w t+ + arctg <

2 und 1 T2
4,0, 4+ 4,0, 4,0, — A0,
Wir unterscheiden wieder zwei Fille:
4 .
1. Z—l' > g—’ (Fiur 4, = A, auch giiltig.)
2 1

Das entspricht also den fritheren Fillen 1 und 2b. Wir erhalten das Gesetz:

Falls die obige Ungleichung erfullt ist, ist die Anzahl der Extrema der
zusammengesetzten Schwingung in einer Periode gleich der Anzahl der Exirema
der Teilschuingung mit groferer Frequenz.

Es ist leicht einzusehen, daB es sich bei den Extrema nur um Maxima und
Minima handelt, die abwechselnd aufeinander folgen und durch Nullstellen getrennt
sind, abgesehen von dem méglichen oben unter 2b behandelten Ausnahmefall im
Schwebungsminimum. Ein solcher Ausnahmefall ist in Fig. 5 dargestellt. Thm
entspricht eine Kurve @ (f), die zwar ein Maximum und ein Minimum hat,
aber von keiner Geraden @ = »- w mehr als einmal geschnitten wird.

Der angekiindigte Beweis ist damit schon erbracht.
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w A
2a. 2 L
* w; A4,
In diesem Falle verhalten sich die Extrema wie im fritheren Fall 2a die Null-
stellen. Es gilt entsprechend:

v

Falls die obige Unglewchung erfullt 1st, ist die Anzahl der Extrema der zu-
sammengesetzten Schwingqung in einer Periode gleich der Anzahl der Extrema
der Teilschwingung mit kleinerer Frequenz.

Wieder handelt es sich nur um Maxima und Minima, die hier stets durch Null-
stellen getrennt sind.

w A w?
O

Das dem fritheren entsprechende Ergebnis ist hier: Es kann vorkommen, da8
y () die gleiche Anzahl Maxima und Minima hat wie die Teilschwingung mit

Fig. 5. Schwebungsbild aus den gleichen Teilschwingungen wie in Fig.3, nur mit der

Phasenverschiebung ¢ = % (Ausschnitt beim Schwebungsminimum.)
kleinerer Frequenz; es kann aber auch eintreten, daB y (f) einen Wendepunkt oder
ein Maximum und Minimum pro Schwebungsperiode mehr hat.

Im Falle 4,y = d,m, ist die Ableitung
Aot + ¢ %)

y' (1) =2Alw,cos(wt+g)-cos s s o

Die Anzahl der Extrema von y (f) ist hier hochstens gleich der Anzahl der Extrema
von der Teilschwingung mit groBerer Frequenz. Sie kann aber auch kleiner werden,
wenn nimlich die beiden cos in (5) fiir das gleiche ¢ Null werden. Hier treten
Wendepunkte auf, die durch Zusammenfallen von einem Maximum und einem
Minimum entstanden zu denken sind.

Ebenso wie die erste kinnte man nun natiirlich auch noch die zweite und
die héheren Ableitungen von y (f) untersuchen: doch wiirde das hier zu weit
fithren. Wir sehen jedenfalls schon hieraus, wie mannigfaltig Schwebungsbilder
gestaltet sein konnen. Wir haben hier hauptsichlich auf qualitative Aussagen
Wert gelegt; quantitative Aussagen iiber Schwebungsbilder, vor allem beziiglich
der Auswertung von experimentell gewonnenen Schwebungsdiagrammen, sollen
der weiteren Arbeit vorbehalten werden.
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Ubersicht )
Amplituden- Nullstellenanzahl a Anzahl der Extrema b pro
verhiltnis 4,/4, pro Periode 1/d von y (¢) Periode 1/d von y (¢)
4, 2%, 2%,
1 BN e a
A, d d
2 4 _ 2 =2 g, 27
dq d d d
A o 2v 2 2
3 1 a1 ~ 2 1 =272 il |
= Ag @, d — %= 4 d
" 41 _ oy 27 2 2n gy
4, w0, d da - d
w 4 w§ 2 2w 2
5. ot It W St | -2 21— =272
@, > A, = o d d = b= d
6. w3 =4 27 2%y
w]ﬂ T A, d d

II. Nichtstationdre Teilschwingungen

§ 4. Teilschwingungen mit verdnderlicher Frequenz. Bei Bodenuntersuchungen
durch Maschinenschwingungen ergeben sich Schwebungsbilder, die von G.-A.
Schulzed) untersucht worden sind. Eine Schwingmaschine mit Exzenter fithrt
dem Boden elastische Energie zu, die sich in Form von sinusformigen elastischen
Wellen allseitig ausbreitet. Je nach den durchlaufenen Schichten ist die Aus-
breitungsgeschwindigkeit verschieden. Haben wir z.B. ein zweigeschichtetes
Medium, eine Deckschicht und eine tiefere Schicht mit groBerer Geschwindigkeit,
so0 itberlagern sich am Beobachtungsort die beiden durch die verschiedenen Schichten
gelaufenen Wellenziige. In bestimmten Entfernungen Maschinenstandort-Beob-
achtungsort entstehen Amplitudenmaxima und -minima, aus deren Lage man auf
den Aufbau des Untergrundes schlieBen kann!?). Hierauf kommen wir noch in
anderem Zusammenhang in § 6 zurick.

Andert man jetzt die Frequenz der Maschine, z. B. indem man sie auslaufen
laBt, dann kommt eine bestimmte Frequenz an einem festen Beobachtungsort
wegen der verschiedenen Geschwindigkeiten auf den beiden Wegen zu verschie-
denen Zeiten an; d. h. zu bestimmter Zeit kommen auf den beiden Wegen
Schwingungen mit wenig verschiedener Frequenz an, die sich zu Schwebungs-
bildern iberlagern.

Der Begriff ,,Frequenz‘‘ ist dabei entsprechend den Ausfithrungen in §1 zu
verstehen.

Die hier entstehenden Schwebungsbilder unterscheiden sich von den in Kap. I
behandelten ,,gewohnlichen Schwebungen‘* durch zweierlei: 1. Die Frequenz der
Teilschwingungen ist nicht mehr konstant. 2. Die Amplituden der Teilschwingungen
sind nicht mehr konstant.

*) Der Beweis dieser Ungleichungen ist einfach.



— 9240 —

Die Phase der Maschine bezeichnen wir allgemein mit ¢ (f). Die an der Ma-
schine entstehenden Bodenamplituden sind proportional der Winkelgeschwindigkeit

dol(t)

TR
(gleich Kreisfrequenz) der Maschine:
_ o d90
4=0. S TEl

Die am Beobachtungsort auftretenden Amplituden sind wiederum proportional 4
zu setzen, also in den beiden Schichten:
do() do()

Die GroBen C; und C, hingen dabei von der Entfernung und von der Absorption
in den beiden Schichten ab.

Sind die Laufzeiten der Wellen von der Maschine zum Beobachtungsort in den
beiden Schichten #;, und t,, dann haben wir also, mathematisch gesprochen, die
Funktion

y() =4, -sin[@(t—t)]+ 4y sin[g (t—ty)]

= Cif (t—ty) sin[@ (t—t;)] + Caf (t —ty) sin [ (t —ty)]
zu diskutieren. Wir setzen dabei immer f (f) > 0 voraus und nehmen weiterhin an,
daB f’ (¢) sehr klein ist. Die letztere Voraussetzung werden wir unten noch niher
umreiBen.

Der Umformung (8) entspricht hier

y(t) = VO, ff +Cyfy +2C,Cy-f, -fyeos[p(t—1t) — ¢ (t'—ta)]l

- sin [w(t—m + plt—1,) Cih—=Cily w(t—to—«pa—to}] ] ©)
2 C\f, + Cyfs 2

+ arctg

worin zur Abkiirzung
) h=1t—t): fa=F({t—ty)
gesetzt 1st.

Wir sehen, da8 sich eine ganz éhnliche Form ergibt wie in Kap. I, und die
Diskussion 1dBt sich daher auch leicht auf die dortige zuriickfithren. Wir unter-
scheiden zundchst wieder in gleicher Weise Schwebungskurve und Phase des
Schwebungsbildes (6), wobei beziiglich der Vieldeutigkeit des arctg dasselbe zu be-
achten ist wie oben. Ein wesentlicher Unterschied ist nur der, daB jetzt y (f) keine
periodische Funktion mehr ist. Trotzdem lassen sich aber die Gesetze aus Kap. I
weitgehend iibertragen, wodurch vor allem die Auswertung von Schwebungs-
diagrammen mit fiir den Zweck hinreichender Genauigkeit moglich ist.

Die Schwebungskurve hat die Gleichung

s() = YOI + O3} +2C, Cof fy-cos[p(t—t) — @ (t— 1)}




— 2] —

Wir bilden die Ableitung von s (f)%:

2s(t)-8'(t) =20 f,-fL +2C; f, 2+ 2C, Cy- (i fy+ 1 1) - cos [ (t—t,) — @ (t—t,)]
— 20102f1f,-sin[q)(t-—tl) — (;o(t——--f,)]-(f1 —fa)-

f' (¢) soll nun so klein sein, daB wir die Glieder mit f’ gegen das letzte vernach-
lassigen konnen. Nur dann entstehen namlich bei dem beschriebenen physikalischen
Vorgang Schwebungsbilder. Dann verschwindet s’ (f) bei

p(t—t)—@(t—1ty,) =x-7m; 2 =ganze Zahl. . . . . (7)

Hierdurch sind die Extremwerte der Schwebungskurve bestimmt. Um sich dabei
eine Vorstellung von der GroBe des Fehlers wegen der Vernachlissigung der Glieder
mit f* zu machen, hat man zu beachten, da an den durch (7) gegebenen Stellen ¢
die Ableitung von s (f) nicht Null, sondern absolut genommen gleich

101‘f, (t—t) + Cz'f’ (t’_tz)l

ist, woraus man im praktischen Fall den Fehler abschitzen kann.

Wir konnen also auch hier von ,,Schwebungsintervall* reden; nur wird das
im allgemeinen nicht konstant sein. Man konnte nach (7) versuchen, aus gegebenen
Zeiten t', " usw., zu denen die Schwebungskurve Maxima oder Minima hat,
t; und ¢, oder wenigstens ¢, —t, zu berechnen, was ja in der Praxis das Hauptziel
ist. Hat man z. B. lineare Frequenz

[y =at+b, ako @) =[f@Hdt=}at +bt+e

und zwei aufeinanderfolgende Minima zu den Zeiten ' und ¢", so ergibt (7)

gt —t)— @' —t) = (at’ +b) (t,—t) —a(t;—t)) = x-7,
PE—t)— p'—b) = @O +Y) (,—t) —al—t) = £ ).
Also
] =
Vo el (")

Diese Methode ist aber sehr ungenau; erheblich genauere Auswertmethoden ergeben
sich bei Beriicksichtigung der Phase von y (f). Hierauf soll in der genannten
spiteren Arbeit eingegangen werden.
Wir wollen hier nur noch kurz auf einen wichtigen Unterschied gegen gewéhn-
liche Schwebungen im Verlauf der Phase eingehen.
Der Faktor
C, f,—C,f
aff) = P12
' at+ah,
ist ja jetzt eine Funktion von ¢. Behilt er innerhalb des betrachteten Schwebungs-
intervalls sein Vorzeichen, dann ist das Verhalten ahnlich wie im Falle der gewdhn-
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lichen Schwebungen. Es kann aber auch vorkommen, daB « (f) sein Vorzeichen
wechselt. In Fig. 6 ist ein solcher Fall schematisch dargestellt (lineare Frequenz).
Dann kehrt sich der Anderungssinn der Phase (gleich Gang der Frequenz) plotzlich
um, und der arctg hat am Anfang und Ende des betreffenden Schwebungsinter-
valles den gleichen Wert. Dieser Fall tritt auch in der Praxis zuweilen tatsichlich
ein (siehe bierzu auch §6).

LGS (t-t;)
LGty

2 f(t'tr/
Sfrt-t;)

— !
Crf(t-ts)-Cof It-1t5)

Fig. 6. Beispiel fiir Vorzeichenwechsel der Funktion:
Cif(t—t)— Cof (t—ty).
ft—1t) > ft—t): () < (.

§ 6. Gedampfte Teischicingungen. Jm Bauwesen ist es oft wichtig, die Eigen-
frequenzen und Démpfungskonstanten von Gebduden zu kennen, z. B. deshalb,
um das Gebéaude durch darin aufgestellte, ~chlecht ausgewuchtete Maschinen nicht
zu groBen Erschiitterungen auszusetzen, was dann eintritt, wenn die Dampfung
gering ist und die Frequenz einer solchen Maschine in der Nihe einer Eigenfrequenz
des Gebéudes liegt. Kohler®) hat bei einer solchen Untersuchung folgende
Methode angegeben, um die Eigenfrequenzen und die Dimpfung des untersuchten
Gebiudes (Kohlenwiische) zu finden: Durch eine in dem Gebidude befindliche
Maschine wird das Gebdaude durch Resonanz in Eigenschwingungen versetzt: die
Maschine wird sehr schnell angehalten und die ausklingenden freien Schwingungen
des Gebéudes werden durch einen Seismographen aufgezeichnet. Treten hierbei
zwei wenig voneinander verschiedene Eigenfrequenzen auf, wie das in dem von
Kohler untersuchten Gebédude der Fall ist, dann bilden sich wieder schwebungs-
artige Kurven, aus denen die Teilschwingungen gefunden werden sollen.

Um diese Verhiltnisse mathematisch zu erfassen, wollen wir (wie bei Kohler)
annehmen, da8 die Dampfung exponentiell und fiir beide Teilschwingungen gleich
ist. Wir setzen daher die Teilschwingungen

y(t) = 4,.e *tesin(w, L+ @),
Y, ()

ce-%t.g
Ad,-e Sinw,t.
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Entsprechend der Umformung (8) erhalten wir jetzt

ylt)y = e *t. VAT + A2 24, A, -cos(Adwt + ¢)

4, .
- sin {wt + = + arctg L‘T: A- - tg 4 w;+ QJJ} ,
Es ergibt sich also die gleiche Funktion wie in (3), nur daB noch der Diampfungs--
faktor ¢~ ** hinzutritt. Die Diskussion ist daher sehr einfach. Die Schwebungs-
kurve hat jetzt die Gleichung
s(t) = e *t-VA + A2+ 24, A,-cos(d ot + ¢).

Sie ,,schlingelt'* sichgleichsamumdie e-Kurve e~ *¢. DieSchwebungsdauer 2 /4o
ist leicht aus dem Kurvenbilde zu erkennen; exakt gewinnt man sie, wenn man
beachtet, daB die logarithmische Ableitung von s (¢) eine rein periodische Funktion
der Periode 2 /A w ist, z. B. indem man s (f) auf logarithmischem Papier zeichnet
und graphisch differentiiert. Auszweit-Werten im so gewonnenen Abstand 2 /40
findet man dann die Dampfungskonstante . Fiir die Phase in (8) gilt dasselbe wie
bei gewohnlichen Schwebungen, da sie hier die gleiche ist wie dort.

®)

§ 6. Ubertragung der Theorie auf Wellen. Wir wollen zum SchluB noch die
Ergebnisse auf die Uberlagerung von Wellen iibertragen. Haben wir niamlich zwei
Wellen, die bei gleicher Frequenz mit wenig verschiedener Geschwindigkeit fort-
schreiten, so ergibt sich mathematisch genau das gleiche Bild wie bei den Schwe-
bungen, nur daB wir hier die Zeitachse durch die Wegachse in der Richtung
Erregerort—Beobachtungsort zu ersetzen haben. Im wesentlichen ist es das, was
man ,,Interferenz‘‘ nennt. Es ist nun interessant, hier die Verhéltnisse physikalisch
zu deuten.

Sind v, und v, die beiden Geschwindigkeiten, 4, und 4, die Wellenlingen, »
die Frequenz, dann ist

Ay =0y vy =T,
Die beiden Teilwellen sind
yl(x)zAl-sin(2n£+<p>: y2($)=A2-Sin27t£
4 Ay
oder
. z . x
Y, (z) = 4,-sin (an;-#(p): Yy (2) = A2.s1112n1r_v_.
1 2

Die Amplituden kénnen auch noch Funktionen von z sein. Ihre Summe ist
[entsprechend (8)]

I/ 1 1
yi@) = |/ 47 + 43 + 24,4, con [27”(_ __)H.p] l
v Y
/ 11 ©)
sin ”.<1 1 —L(p—l—arctﬂ(A —4, - (;1 ;)I-F‘P)
- 1”x+vs)x 2 A, + 4, 2 ,
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Die Gesetze aus Kap. I lassen sich nun hierauf véllig itbertragen; wir haben nur
immer das Wort ,,Frequenz’ durch ,,reziproke Geschwindigkeit'’ zu ersetzen. Die
Geschwindigkeit der zusammengesetzten Welle ist also im allgemeinen verinderlich;
sie richtet sich — bis auf den einen Ausnahmefall 2b) — ,,im Durchschnitt (d. h.
beziiglich der Anzahl der Nullstellen) nach der Teilwelle mit groBerer Amplitude.

Es fragt sich nun, ob die Uberlagerung zweier solcher Teilwellen auch physi-
kalisch verwirklicht ist. Das ist tatsichlich der Fall. Wir wollen hier zwei Beispiele
erwihnen.

1. In einem elastischen Medium mogen sich in bestimmter Richtung eine
longitudinale und eine transversale Welle ausbreiten. Sind die beiden Geschwindig-
keiten nicht zu sehr verschieden (1 < v, /v, < 2), und messen wir in einer Richtung,

4175, |

see A=f{s)- und g-pfs)- ﬁwftifm -

9150 TESU /ﬁwn Welle =

¥- Mﬂg{ 2"

0725) - Laufzerf-(p=g/s))-Kurve
7 -
§ 4075] — :

4050 - ’J N

"IV

0 /] a4 7 L7 Jom
Enifermung vom Erveger

Fig. 7. Schematische Darstellung zur Interferenz zweier Einzelwellen von gleicher
Frequenz, aber verschiedener Wellenlinge und verschieden starker Absorption.
(Nach A. Ramspeck)

in der beide Wellen eine von Null verschiedene Komponente haben, so haben wir
die beschriebenen Verhiltnisse. Dabei ist noch die Amplitudenabnahme mit der
Entfernung zu beriicksichtigen.

2. Ein zweigeschichtetes Medium moge durch eine Schwingmaschine sinus-
formig angeregt werden [vgl. zum folgenden?)]. An der Oberfliche miBt man dann,
wie schon in § 4 beschrieben, zwei Wellen, die durch die beiden Schichten mit ver-
schiedener Geschwindigkeit gelaufen sind. Zu einem bestimmten Zeitmoment haben
wir dann an der Oberfliche das ibliche Schwebungsbild. Die Wellen sind expo-
nentiell gedampft anzunehmen. Ist die Dampfung fir beide Wellen gleich, dann
haben wir konstante durchschnittliche Geschwindigkeit wie in § 5 Gleichung (8);
ist sie aber verschieden, dann hat der Amplitudenfaktor im arctg von (9) die Form

4,—4, Cpe=ur—Cho s 0

A, + 4, Ce*z 4 Cie— "
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worin %, und %, die Absorptionskoeffizienten sind. Hier ist nun der am SchluB
des § 4 erwihnte Fall moglich, daB der Ausdruck (10) fiir ein bestimmtes z sein
Vorzeichen wechselt. Die Phase dndert dann ihre ,,durchschnittliche* Richtung,
d. h. die Laufzeitkurve der Welle weist einen Knick auf. Die Verhiltnisse sind von
Ramspeck in der erwdhnten Arbeit!®) von anderem Gesichtspunkt genau be-
schrieben worden. Wir geben hier seine Fig. 17 wieder, die alles erlautert. Die
Amplitudenkurve ist die Schwebungskurve.
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Ein mechanisch registrierender Barograph
hoher Empfindlichkeit
Von G. A. Suckstorff, Gottingen — (Mit 4 Abbildungen)

Es wird der Bau und die Wirkungsweise eines mechanisch registrierenden Barographen
beschrieben, der bei einer Empfindlichkeit bis 20 mm Ausschlag pro mm Hg Luftdruck-
registrierungen bei einer Papierbreite von 80 mm gestattet.

Im Verlauf von Untersuchungen iiber die Strémungsvorginge in Regen-
schauern ergab sich ein eindeutiger Zusammenhang zwischen dem Temperatur-
verlauf am Erdboden und dem Vorbeizug eines Regenschauers. Der entsprechende
Verlauf des Luftdrucks jedoch zeigte zwar im allgemeinen eine kleine voriiber-
gehende Druckzunahme von 1/, bis 3/, mm Hg, die Form der Druckkurven war
aber untereinander recht verschieden. Es erschien daher notwendig, eine groBere
Zahl von Luftdruckregistrierungen bei Schauerwetter zu gewinnen, um Schliisse



