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Gravitationsfeld und Oberflachengestalt der Erde
und ihre geometrische Festlegung
Von A. Berroth, Aachen. — (Mit 4 Abbildungen)

Die Lésung der Aufgabe der Bestimmung des Gravitationsfeldes zerfillt in die nach
seiner geometrischen Form und die nach seinem physikalischen Inhalt, die der Ober-
flachengestalt besteht nur aus der Ermittlung der Form. — Die historische Entwicklung
hat es hierbei mit sich gebracht, dal physikalische und geometrische Begriffe im Grenz-
gebiet der praktischen Erkenntnis sich manchmal in uniibersichtlicher Weise ver-
mischten. — Es werden die geometrischen und die physikalischen Elemente heraus-
gestellt, ein Beitrag zur Vervollstindigung eines streng geometrischen Verfahrens
geliefert und die verschiedenen Methoden in den Méglichkeiten ihrer Verwirklichung
kritisch untersucht. Hierbei wird auf einen Weg hingewiesen, der die gegen das Clai-
rautsche Theorem erhobenen Einwénde zu umgehen gestattet. Schliefilich werden
die Méglichkeiten einer analytischen Flichenbestimmung untersucht.

Die Frage nach der Form einer Fliche ist eine geometrische Aufgabe und
muB somit auch mit rein geometrischen Mitteln losbar sein, als welche in Frage
kommen Lingen- und Winkelmessungen sowie Verhiltnisse von physikalischen
MeBgroBen gleicher Art (denen somit keine Dimension zukommt), zu deren Be-
wiltigung das Riistzeug der Flachentheorie ausreicht.

Die Bestimmung des physikalischen Inhalts bedingt die Beriicksichtigung
der Massen und ihrer Auswirkungen, der Feldkrifte und ihrer differentiellen
Anderungen im Raum und erfordert zusitzlich das Riistzeug der Potentialtheorie.

Form und Inhalt brauchen jedoch nicht grundsitzlich etwas verschiedenes
zu bedeuten, wie man am Beispiel der Niveauflichen erkennt, welche man sowohl
nach geometrischen als nach physikalischen Methoden und durch Zusammen-
wirken beider bestimmen kann.

Es liegen somit folgende drei Gruppen von Aufgaben vor: 1. Die Ermittlung
der Oberflachengestalt der Erde und des umgebenden Raumes auf geometrischem
Wege. Diesem wiren zur Beschreibung der Gravitationsfelder die Grofien Kraft,
Kraftrichtung usw. zuzuordnen. 2. Die Ermittlung der Flichen gleichen Energie-
wertes, der Niveauflichen, auf geometrischem Wege. 8. Die Ermittlung dieser
auf physikalischem Wege in Verbindung mit geometrischen Operationen und
jedesmalige Zuordnung der Oberfliche und des umgebenden Raumes.

Wenn man nur kleine Teile des Erdkorpers fiir sich betrachtet, so hilt man
die getrennte Behandlung beider Teilaufgaben, der Raumbestimmung und der
Zuordnung ohne weiteres fir moglich und tatsdchlich ist sie es auch.

Sobald aber das iiber die ganze Erde sich erstreckende Feld einheitlich in
demselben Sinne behandelt werden soll, gibt es keine restlos befriedigende
Methode, was von kleineren Ursachen abgesehen, in erster Linie damit zu-
sammenhéngt, daB es bis jetzt nicht gelungen ist (ja noch nicht einmal der

Z. Geo. 13.Jahrg. 11
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Versuch unternommen wurde), die Kontinente durch geoddtische Messungen zu
verbinden und ferner infolge der ungeniigend erfaBbaren atmosphdrischen Strahlen-
brechung, welche die Anwendung bestimmter, sonst aussichtsreicher Verfahren
verhindert.

Da aber die Erde, als Ganzes betrachtet, der Gleichgewichtsfigur einer
rotierenden Flissigkeit nahekommt, so war die Moglichkeit gegeben, eine dieser
angenéherte Flache zu bestimmen. Zur Bewiltigung dieser Aufgabe war es jedoch
notig, zu gewissen Vernachlassigungen und Hypothesen zu greifen, die, wenn auch
ihr Wirkungsbereich ungefahr abgeschéitzt werden konnte, fur die kiinftige For-
schung doch ldstig sein diirften.

Deshalb wire die ideale Losung im Sinne der Potentialtheorie die unmittel-
bare Bestimmung der Raumkoordinaten des gesamten Oberflichenreliefs auf
rein geometrischem Wege, welchem das Kraftfeld in der Umgebung des Reliefs
zuzuordnen wire und welches fir die Bestimmung der Flachen gleichen Potentials
in Strenge geradezu Voraussetzung ist.

Tatséchlich ist bisher (notgedrungen) umgekehrt verfahren worden, d.h. es
wurde zunichst die gensherte Form der Niveaufliche ermittelt, welcher das
Oberflichenrelief und das iibrige Kraftfeld- angehingt wurde, wodurch es nicht
moglich war, die Forderungen der Potentialtheorie in Strenge zu erfiillen.

Deshalb ist es aus erkenntnistheoretischen Griinden bereits als wertvoll zu
erachten, wenn ein geometrisches Verfahren wenigstens theoretisch, jedoch stets
mit der Absicht, im Rahmen praktischer Verwirklichung zu bleiben, bis zur voll-
stindigen Losung durchgedacht werden kann.

~ Im folgenden sind die Lotrichtungen trotz ihrer physikalischen Bedingtheit
als geometrische GroBen betrachtet, weil die Messung ihrer Winkeldifferenzen
als eine geometrische Operation anzusehen ist und der sin dieser Winkel das Ver-
héltnis einer Kraftkomponente zur Gesamtkraft darstellt.

1. Das geometrische (astronomisch-geoditische) Verfahren
von F. R. Helmert aus gemessenen Kraftrichtungen

[Methode der sukzessiven Annidherung mit Hilfe
der Fundamentalgrofen I. Ordnung*)]

Es handelt sich hierbei um das in ,,Lotabweichungen* Heft I bis V, Veroff.
d. PreuB. Geod. Tnst. niedergelegte klassische Verfahren. Dieses geht den als
,;umgekehrt'* bezeichneten Weg. Ihm ist charakteristisch, daB es ein ,,totales*
Beobachtungsmaterial nicht verlangt.

Die in die physische Lotrichtung gebrachte Umdrehungsachse des Theodolits
bedingt die Richtungsmessung in ,,Vertikalschnitten‘, in welchen auch die Seiten-
lingen gemessen werden, falls sie nicht in Form von ,Feldlinien* abgesteckt

werden.
*) Siehe FuBnote in 6 B.
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Beide Arten von Messungsergebnissen, Richtungen und Seiten, werden auf
ein Niherungsellipsoid iibernommen, wobei sie durch geringe (oft zu vernach-
lassigende) Korrektionen in solche geodétischer Linien des Ellipsoids ibergefithrt
werden.

Von diesem Ellipsoid wird angenommen, daB sein Aquator mit dem Himmels-
dquator zusammenfalle. Es werden fur ein Punktsystem, beispielsweise in der
Nihe des Aquators, die Normalen des Ellipsoids berechnet und mit den physischen
Lotrichtungen verglichen; derartige Differenzen nennt man ,,Lotabweichungen'*
[aus physikalischen und geometrischen Quellen herrithrend*)].

Da die physischen Lotrichtungen z. B. am Aquator wild durcheinandergehen,
so ist die genaue Lage desselben auf der physischen Erde nicht ohne weiteres angeb-
bar, da die Verbindungslinie der Punkte auf der Oberfliche der Erde, die genau
die gemessene Breite 0 haben, eine komplizierte Raumkurve darstellt, als Aquator
aber die ebene Schnittkurve der Parallelebene des Himmelsiquators mit der
Erde bezeichnet wird.

Man findet die Lage der ebenen Schnittkurve auf der physischen Oberfliche
vielmehr nur indirekt und angendhert, indem man den konstanten Anteil &, 4,
aller von der zufilligen Massenanordnung des Bezugspunkts herrithrenden Lot-
abweichungen, moglichst eines ganzen Kontinents (,,absolute Lotabweichung®)
berechnet.

Um diesen Betrag hat man alsdann die gesamte physische Fliche auf dem
bestanschlieBenden Ellipsoid (das die Verbesserungen da, da gegen das Naherungs-
ellipsoid aufweisen soll) zu verschieben, wodurch der Aquator auf der physischen
Fliche und iberhaupt die physische und geometrische Flache erst gegeneinander
festliegen.

Bemerkenswert ist bei diesem Verfahren im Vergleich zu anderen, daB man
iber die Lage des Schwerpunkts des Erdkorpers keinerlei Aussage, vielmehr eine
solche nur iiber die Mittelpunkts- und Achsenlage der Ellipsoidfliche zu einem
Oberflichenpunkt erhilt.

Da es ein direktes Vergleichsverfahren zwischen den physischen Lot-
richtungen nicht gibt, so miissen sie in ihren DurchstoBpunkten mit dem Himmels-
gewolbe, und zwar zweckmifig in dem vom Standort unabhingigen Koordi-
natensystem des Himmels: Rektaszension und Deklination angegeben werden,
wihrend die geoditischen Messungen vielfach in den vom Standort abhingigen
Systemen: Stundenwinkel und Deklination bzw. Azimut und Ho6he ausge-
driickt werden.

Das Niherungsellipsoid soll so beschaffen sein, daB es erlaubt ist, mit Hilfe
der ersten Differentialquotienten sowohl auf die gesuchte, angendherte Gleich-
gewichtsfliche (meist ebenfalls ein Ellipsoid) als auch die physische Fliche
itberzugehen.

*) Im Gegensatz hierzu versteht man unter ,,Lotablenkungen' geringe ortlich
bedingte Differenzen von Lotrichtungen, die aus rein physikalischen Quellen her-
riihren.

11%*
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Dies ist deswegen notwendig, weil die Aufgabe iiberhaupt nur durch die
Methode d. kl. Qu. bewiltigt werden kann

1. wegen der MeBfehler,

2. zur Elimination der tatsdchlichen Flédchenverbiegungen geringeren Aus-
maBes als derjenigen, die man bestimmt,

3. wegen der reichlichen Uberbestimmtheit.

Die gesuchte Fliche wird als angenéherte Niveaufliche aus der Forderung
bestimmt, daB sie die ermittelten physischen Lotrichtungen iiberall senkrecht
durchsetzen soll.

Dazu ist notwendig, in allen Teilen den elastischen Ubergang vom Niherungs-
ellipsoid zu den anderen Flichen durch Differentialformeln herzustellen, nimlich

1. durch Verbesserungen der astronomischen Messungen, Breite, Linge,
Azimut,
2. durch Verbesserungen der geoditischen Messungen, geodétischer Linien
und geodatischer Richtungen,
8. durch Verbesserung der Ellipsoidkonstanten, da, da,
4. durch Einfithrung der Lotablenkung des Bezugspunktes &, 4.
Zwischen zwei beliebigen aufeinanderfolgenden Punkten ¢, k erhilt man
folgende Differentialbeziehungen:
&, 2 = Lotabweichungskomponenten,
oberer Index vertikal = Messungsergebnisse,
oberer Index horizontal = Néherungsellipsoid.
& = By— By + dB; + p, (B;— B; + dB; — &)
— Py Z'i _
+ Py (Six — Six + dSi)
+ Py (Tin—Tir +d Tiy)

da

+ pn'a—

+ peda.
ho=L,—L;—Ly+ L + L, — dL; + q, (B; — B; + dB;— &)
_Qin _
+ g5 (Six — Six + dSiy)
+ g, (Tie— T+ dT%)
da
+ %7

+ gq,da.
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1 = ,
A = sn B, (Tis — Ths + dTh) + 1, (Bi— B; + dB; — &)
— 1y _
+ 75 (Six — Sik + dSiz)
+ 7, (Tie— T +dThy)
da
+ T 7
+ reda.
Diese Gleichungen werden, ausgehend vom Bezugspunkt mit Index 1 =0, k =1,
dann ¢ =1, k = 2 ... folgerichtig so behandelt, da sie nur noch sémtliche

Lotabweichungen und sémtliche Verbesserungen enthalten.

Nach Beseitigung von Messungswiderspriichen, die durch die doppelte Be-
ziehung in A und durch ZusammenschluB zu Polygonen moglich ist, erscheinen
nur noch Gleichungen von der Form (in einer Anzahl entsprechend der Anzahl
der physischen Lotrichtungen):

&=, + a, &+ 0,4, -|-oc3 —{—oc4da,

n =, +ﬂ1§0+ﬂsl +/33 +l34da’

aus denen die (hier vier) Unbekannten nach der Methode der kleinsten Quadrate
bestimmt werden, Aquatorhalbmesser, Abplattung und Orientierung.

Evnige Bemerkungen zu diesem Verfahren

1. Die Ubertragung der in Ebenen durch die physische Lotrichtung ge-
messenen Richtungen und Seiten auf das Néherungsellipsoid a8t sich jedenfalls
so genau ausfithren, daB sie selbst dann keinen merklichen Fehler erzeugen kann,
wenn derselbe sich systematisch hidufen wiirde.

2. Die Lotkriimmung, auf welche aus begreiflichen Griinden in Strenge keine
Riicksicht genommen werden kann (ist dieser Einfluf doch gleichbedeutend mit
der Losung der Hauptaufgabe selber), muB das Resultat wesentlich beein-
flussen.

Thre Beriicksichtigung setzt die Kenntnis der Dichte und Lage aller um-
gebenden Massen voraus, um die Messung aufs Meeresniveau reduzieren zu kénnen;
gendhertes Verfahren hierzu von F.R. Helmert, Akad. d. Wiss. Berlin 1900,
1901.

Die Unsicherheit in der Berechnung der Lotkrimmung ist von derselben
Ordnung in Beziehung auf die Flichenberechnung wie die aus denselben unzuging-
lichen Ursachen hervorgerufene Unsicherheit in der Reduktion der g-Messungen
der niachsten Verfahren, so daf in diesem Punkt beiden Methoden dhnliche Méngel
anhaften.
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8. Die ﬁberlm’lckwng der ozeanischen Riume; dieselben kénnen zurzeit direkt
nicht tberbrickt werden. Es lassen sich also bestenfalls fiir alle finf oder mit
der Polkappe sechs Kontinente eigene Naherungsellipsoide finden.

Falls diese Rechnungen erlauben, fiir jeden Kontinent seinen Wert &, 4,
zu errechnen (d. h. ibn an die richtige Stelle des Ellipsoids zu riicken), ist damit
in gewissem Sinne auch eine geoditische Uberbriickung der ozeanischen Raume
erreicht, d. h. eine geodétische Entfernungsbestimmung iiber die Ozeane hinweg,
deren mittlerer Fehler eine Grenze von 4 30 m nicht zu ibersteigen braucht.

4. Die Riicksichtnahme auf dem verschdrften Begriff der Lotablenkung mach
Poincaré*).

Hiernach wird bewiesen, daB nicht nur die physischen Lotrichtungen in
den Endpunkten einer geoditischen Linie, sondern auch noch die lings der
ganzen Linie einen Beitrag zum Resultat liefern, dessen GroBe schwer abzu-
schéitzen ist.

Dies kdame praktisch darauf hinaus, die Entfernungen zwischen den astro-
nomisch vermessenen Lotlinien jedenfalls geniigend klein zu wihlen.

2. Die physikalischen Verfahren von Clairaut, Stokes, Rudzki
und Hopfner aus gemessenen Intensitdten der Kraft

Hierbei spielt die geometrische Vermessung der Beobachtungen in tangen-
tialer Richtung nur eine untergeordnete Rolle, was darauf zuriickzufithren ist,
daB sich erst auf 1.2 km Nord-Siidentfernung die Schwerebeschleunigung um
1 mgal &ndert, dagegen in stéirkerem MaBe in radialer Richtung, wo bereits 3 m
diese Anderung hervorrufen. Deswegen erhilt man nur bei Kenntnis des Erd-
durchmessers die geometrische Figur des Geoids oder einer ihr nahekommenden
Fliche.

Diesen Verfahren gemeinsam ist die aus der Theorie entspringende Forderung
nach einem ,totalen’ Beobachtungsmaterial, was ihre Anwendung bisher er-
schwerte und die gewonnenen SchluBfolgerungen unsicher machte **).

o) Niveausphdroide mach Clairauts Theorem. Die gemessenen Schwere-
werte werden durch eine Entwicklung nach Kugelfunktionen erfaBt. Der Uber-
gang zu Radialwerten geschieht durch das (erweiterte) Clairautsche Theorem.
Hierbei ist eine wesentliche und zur Zeit noch umstrittene Frage die nach der
,richtigen’ Reduktion der Schwerewerte.

*) H. Poincaré: Sur les déviations de la verticale en géodésie, Bull. astr. Bd. 18
(1901); vgl. hieriiber F. Hopfner: Phys. Geodisie 1933, S. 357.

**) Vgl. hierzu: F.Hopfner: Die praktische Losung der II. Randwertaufgabe
der Geodésie. Zeitschr. f. Geophys. 1933, S.277; F. Ackerl: Die Schwerkraft am
Geoid. Akad. d. Wiss. Wien 1932, S.303; K. Jung: Zusammenfassendes Referat.
Zeitschr. f. Verm.-Wes. 1935, S. 550; M.P. Rudzki: Sur la détermination de la
figure de la terre d’aprés les mesures de la gravité. Bull. astr. 1905.
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F.Hopiner ist soweit gegangen, einen Teil der von anderen Autoren er-
rechneten Radialstorungen (z. B. die Dreiachsigkeit des Ellipsoids) durch den
,,Term von Bruns“ genannten Ausdruck zu erkldren.

Dies wird dadurch motiviert, daB die aufs Meer zwar richtig reduzierte
Schwere mit einer theoretischen Schwere verglichen wird und nun diese Diffe-
renzen (,,scheinbare Schwerestorungen‘’) die Originalbeobachtungen vertreten.

Da sich aber die reduzierte und die theoretische Schwere nicht auf denselben
Punkt (der Hohe nach) beziehen, so sollen dadurch bereits fehlerhafte Ausgangs-
daten erzeugt sein.

Abgesehen davon, daB diese Frage zur Zeit noch nicht vollig geklart ist,
wire es niitzlich, nicht von jenen Differenzen, sondern von den Originalbeob-
achtungen auszugehen und diese zur Verwendung im Clairautschen Theorem
geeignet zu machen, d. h. eine Fehlerausgleichung vorwegzunehmen, wie dies im
folgenden beschrieben wird.

Verwendung der Originalbeobachtungen an Stelle von Differenzen gegen eine Normal-
formel gleichen Potentials

Die erste Welle, deren Sicherung man nétig hat, betrifft das dreiachsige
Ellipsoid. Dies ist in der Entwicklung der Schwerewerte ausgedriickt durch die
Glieder

By cos2Becos2L und —fB; cos? Bsin2 L.

Der Vorschlag beruht darauf,

1. nur Schwerestationen zu wihlen, deren Meereshohe gering ist; ferner
keine Extremwerte, wie Insel- und Kiistenstationen,

2. dieselben nach der Formel von Prey zu reduzieren*),

8. bereits diese Originalwerte mit Hilfe von Profilen z. B. graphisch aus-
zugleichen, also zu den Meridianen als Abszissen die reduzierten Werte als Ordi-
naten rings um die Kugel in 18 Profilen, sodann zum Aquator und einigen Parallel-
kreisen als Abszissen die Schwerewerte in 12 Profilen.

Auf diese Weise erhilt man

1. den Mittelwert von g am Aquator,

2. die Variationen in ¢ in Breite und Lénge ohne jeden Vergleich mit einer
theoretischen Schwere.

Die ausgeglichenen Werte sollen in die Clairautsche Formel zur strengen
Auflosung derselben eingesetzt werden.

Es 148t sich beweisen, dal die dann erhaltene Differenz der Haupttrigheits-
momente 4 und B im Aquator zwangsliufig mit einer Radialstorung verbunden

*) Besziiglich Reduktion nach Prey oder Freiluftreduktion siehe H. Jeffreys:
Gerlands Beitr. 1931, S.378; K. Jung: z. B. Zeitschr. f. Verm.-Wes. 1935, S. 560;
F. Hopfner: a. a. O. Gerlands Beitr. 1933, S. 309.
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ist, d. h. daB die Dreiachsigkeit des Ellipsoids und damit des Geoids dann eine
Realitit und keine rechnerische Fiktion ist.

p) Geoidundulationen nach G.G. Stockes, M. P. Rudzki und F. Hopfner.
Alle drei Verfahren erlauben, ihrer Theorie entsprechend ,,scheinbare Schwere-
storungen, d. h. also die Differenzen zwischen den aufs Meer reduzierten Schwer-
kriaften und solchen eines Niveausphiroids zu benutzen.

Die Verfahren sind ibrem Wesen nach sehr &hnlich, sie unterscheiden sich
hauptséchlich in den Ausgangsforderungen und ihrer theoretischen Ableitung.

Nach dem ersten Verfahren hat R.A. Hirvonen die Hauptundulation der
Kugelfunktionen II. Ordnung, das dreiachsige Ellipsoid, abgeleitet.

Das zweite Verfahren wurde praktisch noch nicht erprobt, weil es ziemlich
umstiandlich ist.

Nach dem dritten hat F.Ackerl, dem Vorgang einer Kugelfunktions-
entwicklung von A. Prey bis zur 16. Ordnung folgend, die entsprechenden Undu-
lationen abgeleitet.

Wenn beide Autoren zu ginzlich verschiedenen Ergebnissen gelangt sind,
so liegt dies nur an dem noch immer iiberaus liickenhaften und wohl auch unsicheren
Beobachtungsmaterial, das zu hypothetischen Uberbriickungen nétigte, die
wesentlich verschieden ausgefithrt wurden.

Alle drei Verfahren lassen die Moglichkeit der sehr genauen Ableitung von
Undulationen zu und miissen zu identischen Resultaten fithren, wenn die Theorien
richtig sind.

9

3. Strenge Liosung fiir simtliche Niveauflichen des AuBenraums

Das Kraftfeld und die Niveauflichen der Erde sind im AuBen- und Innenraum
eindeutig bestimmbar, wenn entweder alle Kraftquellen innerhalb einer geo-
metrischen Fliche S oder auBerhalb derselben sich befinden.

Wenn sich jedoch Kraftquellen innerhalb und solche gleichzeitig auBerhalb
der Fliche S befinden, dann ist die Losung in Strenge nur moglich, wenn man die
Kraftquellen kennt (K. Jung). .

Das Meeresniveau als solche Fliche S genommen, bedingt also gerade den
letzteren Fall, woraus die verschiedensten Schwierigkeiten resultieren.

Wenn es jedoch gelinge, als Ausgangsfliche S die Oberfliche der physi-
schen Erde zu bestimmen, so lige eine eindeutige Losung fir den AuBen-
raum Vvor.

Die Losung beruht hauptsidchlich auf den Sétzen des englischen Mathe-
matikers G. Green, die gestatten, das Raumintegral in ein Oberflichenintegral
zu verwandeln; siehe z. B. A. Berroth, Handb. d. Phys. 1I, Schweremessungen
1926; F. Hopfner, Phys. Geoddsie 1988.

Es sei T der AuBenraum der geschlossenen Fliche S. Die Funktion U sei
harmonisch in T'; am Rande seien die Werte von U und 0 U/0n gegeben. Gesucht
werden die Werte von U im Aufpunkt (a, b, ¢) des AuBenraumes; X sei der Innen-
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raum einer Kugel, derart, daB S ganz im Innenraum von X liegt. Man findet
fiir das Potential in (a, b, ¢) den Ausdruck:

1 1 00 0 1\ 1 10U 0 /1
U<“””0>—4—;“7%“Ua“nb)Jd“mH?ﬁ‘Ug;(?)]d"' @)
S

z
Um rechter Hand U wegzuschaffen, wird die II. Greensche Funktion eingefithrt:

Lo @

6P — H® — =
HY sei eine harmonische Funktion im AuBenraum, die an der geschlossenen
Fliache S in den Aufpunkten (a, b, ¢) die Werte

0HY 01
an = an 4econst. ... ... (8)
annimmt, und ferner wird von selbst die Relation zwischen HY und U bestehen:
oU _0HY
D= U= =0..........
J‘[Ha in U B do =0 4)
Dann 1aBt sich (1) uberfithren in das Oberflichenintegral
_ 1 @) 6 U
U(a,b,c)—-——4—7-tjGa %da ......... (5)

Die strenge Losung verlangt also

1. die geometrische Bestimmung der Form einer Fliche S, d. h. der Ober-
fliche der Erde (hierzu siehe den folgenden Abschnitt),

2. die Aufstellung der II. Greenschen Funktion in allen Punkten des AuBen-
raumes, was sich z. B. mit Kugelfunktionen bis zu einem gewissen Grade durch-
fithren 148t,

8. die Messung 0U/dn, d.h. die Schwerkraftkomponente senkrecht zur
Oberfliche von S, was heutzutage sogar auf den Meeren ausfithrbar ist,

4. die Bildung des Oberflichenintegrals, die numerisch ausfithrbar ist.

Praktisch der schwierigste Punkt ist Nr. 1, und zwar in erster Linie wegen
der Uniiberbriickbarkeit der Ozeane.

Die strenge Losung ist also innerhalb eines gewissen Rechenumfanges durch-
tihrbar, vorbehaltlich der Losung der geometrischen Aufgabe der Raum-
bestimmung.

4. Die unmittelbare geometrische Polyederbestimmung nach H. Bruns
(Figur der Erde, S. 80, 47)

Im Zusammenhang mit der Flichenbestimmung S wird von einigen Autoren
das Verfahren von Bruns erwihnt, obwohl dieser hinsichtlich dieses Punktes
in seiner Originalarbeit gar nicht mehr beabsichtigte, als iiberhaupt nur eine
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gewisse Vorstellung zu vermitteln. Das Verfahren ist deswegen unvollstindig
und in mancher Hinsicht unklar.

Es soll ein der Erde umschriebenes Reliefpolyeder ausgemessen werden.
Was der Urheber dariiber sagt, ist ungefihr folgendes:

Die Stationen bilden die Ecken eines Polyeders, dessen Kanten die einzelnen
einvisierten Richtungen, dessen Seiten die von diesen Richtungen eingeschlossenen
ebenen Dreiecke sind.

Durch die auf jeder Station gemessenen Horizontalwinkel (Azimutunter-
schiede) und Zenitdistanzen ist jenes geometrische Gebilde, némlich Polyeder
und Vertikalsystem seiner Form nach, durch die Grundlinien seiner GroBe nach
vollstindig bestimmt.

SchlieBlich werden die Schwierigkeiten der Strahlenbrechung bei den Zenit-
distanzen erwahnt und mit dem Satz beendet: Man hat nur die Wahl zwischen
trigonometrischem Nivellement (das sind Zenitdistanzen), oder man verzichtet
darauf, sich bei der Ermittlung der mathematischen Figur der Erde von allen
hypothetischen Annahmen frei zu machen.

Bemerkung. Es ist reichlich viel gesagt, aus diesen wenigen Sétzen ein ,,Ver-
fahren“ herauslesen zu wollen, wie das vielfach geschieht; denn bei niherem Zu-
sehen stoBt man sofort auf Schwierigkeiten, deren Losung der Urheber nicht einmal
angedeutet hat.

AuBerdem ist das Verfahren auch a priori nicht streng hypothesenfrei (soll
heiflen geometrisch) definiert; denn es werden Messungén von Horizontalwinkeln,
Azimuten, Zenitdistanzen, Vertikalensystemen vorgeschlagen, also Messungen,
bei denen die Orientierung nach der physischen Lotrichtung, also der Kraft-
richtung, vorgesehen ist, wodurch die alten Schwierigkeiten auftreten.

5. Definition einer unmittelbaren geometrischen Ausmessung des Erdkorpers

Es soll eine geschlossene Fliche S (der physische Erdkorper), wie von der
strengen Theorie verlangt, durch (rein geometrische) Messungen festgelegt werden.

a) Reliefprisma. Es handelt sich hierbei um einen Versuch zur Ausmessung
des Erdkorpers, bei dem es grundsétzlich vermieden wird, die Begriffe horizontal
und vertikal usw. einzufithren. Es wird sich dabei zeigen, daB man sich nach
anfénglich reinlicher Scheidung in der praktischen Ausfithrung diesen Begriffen
doch wieder néhern kann, allerdings mit Vorbehalten.

Praktisch unterliegt dieses Verfahren wie jedes geometrische dem Hindernis der
Uniiberbriickbarkeit der Ozeane. Es geniigt zunéchst die Betrachtung des Messungs-
vorganges in Form von Profilen, z. B. Meridianprofilen oder dem Aquatorprofil.

Zur einfachsten Gestaltung denkt man sich dem Erdkorper ein Prisma mit
zahlreichen Kanten umschrieben, derart, da zum mindesten auf jeder Kante
ein Punkt physisch zuginglich ist.

Versteht man unter dem Kantenwinkel w den Schnittwinkel in der Normalebene
auf der Kante, so kann derselbe z. B. mit dem Prismenkreise gemessen werden.
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Nimmt man eine Folge von (im iibrigen beliebig liegenden) Kanten und
auf ihnen in der Fortschreitungsrichtung Punkte 4 BC an, so lassen sich ferner
die in den Prismenfléichen liegenden Winkel gegen die in denselben Ebenen liegenden
Normalen zu den Kanten ebenfalls mit dem Prismenkreis messen. Hs kommt
hierfiir z. B. der Prismenkreis von
Wegener (siche Fig. 1) in Frage,
mit dem die Winkel ohne Schwie-
rigkeit mit Sekundengenauigkeit
gemessen werden konnen. Die
Entfernungen 4 B, BC, ... wer-
den direkt oder indirekt gemessen.

b) Koordinatensystem. Dieses
kann ein rechtwinkliges mit Null-
punkt in 4 und der z-Achse in
A B sein, so daB die z-Achse auf
der ersten Prismenfliche senkrecht
steht.

(Man kann den Anfangspunkt
auch in der — z-Richtung um
6370 km verschieben, so daf das
System nahe dem Erdmittelpunkst
beginnt.) Mit den angegebenen
Messungen lassen sich sédmtliche
Koordinaten der Punkte B, C ... Fig.1. Prismenkreis von Wegener
berechnen.

¢) Physische Lotrichtungen. Diese werden in 4 BC . .. gemessen und durch
ihre Richtungen gegen die Koordinatenachsen eindeutig festgelegt.

Da der iibliche astronomische MeBvorgang zur Bestimmung der Lotrichtungen
aber auf der iiblichen geoditischen Korpervermessung aufbaut, mull wenigstens
theoretisch erwogen werden, wie man sich eine hiervon unabhingige Messung
vorstellen kann.

Zur Erlauterung dieses Vorganges denke man sich in 4 zwei Objektivlinsen
derart montiert, daB von der einen die optische Achse in die z-Achse fillt, von der
anderen in die physische Lotrichtung von 4. Ebenso denke man sich in B eine
Objektivlinse, deren Achse in die dortige physische Lotrichtung fallt.

Mit allen drei Linsen werden vom Sternenhimmel gleichzeitic Aufnahmen
gemacht (um in der Vorstellung die Zeit zu eliminieren).

Aus der Lage der Sterne lassen sich ein und derselbe Himmelsmeridian, aus
der Lage der DurchstoBpunkte der optischen Achsen gegen die Sterne die Himmels-
koordinaten der DurchstoBpunkte ableiten. Dadurch ergeben sich

1. die sphirischen Entfernungen der DurchstoBpunkte,

2. die sphérischen Winkel dieser gegen den Himmelsmeridian.
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Da aus den Sternen auch jeder andere HimmelsgroBkreis ableitbar ist, so
bedeutet dies die Wihlbarkeit einer beliebigen Fortschreitungsrichtung auf der
Erde. Was nun fiir ein photographisches Verfahren erliutert wurde, muf} in eine
direkte Messung umgesetzt werden. Damit sind in jedem Punkt 4 B C die rdum-
lichen Winkel &, 17, { der physischen Lotrichtungen gegen das gewihlte Koordinaten-
system angebbar.

Tn Punkt A; ar6 cos <aavzl>a
R (G RaCLA O |
In Punkt B;b - 7o cos (aavzg)b |
Vo), + G+ Con),

Konnten hierbei die W, auf die W, bezogen werden, was identisch ware mit
der Beriicksichtigung der Lotkrimmung, so wire das Verfahren der Lotab-
weichungen in Strenge ausfithrbar, diesmal jedoch auf vollig unabhéngiger geo-
metrischer Grundlage.

Fig. 2. Reliefprisma

d) Erliuterung. Entsprechend dem beschriebenen Weg sollen folgende
Messungen gemacht sein:
In 4:
o, = 25080'55", o, = 81014'17", s, = 9987.86™, w, = 180° 0'00";
in B:
By =86018'21", o, = 17959'82", s, = 10078.09™, w, = 180°21'58"";
in C: usw.
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Dies fishrt auf folgende Koordinaten und Richtungswinkel unter Hinzufiigung
der gemessenen physischen Lotrichtungen.

§ U ¢
A: =0 y=0 2=0 90°00"20.54"" 89°59'58.25" 0°0' 21.61”
(4 B) gegen z-Achse: 81014717
gegen y-Achse: 58 55 43
gegen z-Achse: 90 0 00

B: £ =8497.07 y = 5158.78 z=0.0 90°05'47.01"" 90°00’'04.09"" 0°05'47.08"’
(BC) gegen z-Achse: 12055'83.5"

gegen y-Achse: 77 04 33

gegen z-Achse: 90 20 58.5

C: x=18819.78 y = T7407.81 90°11’00.19"" 90°00”12.08"" 0911’00.80’
z=-6125
usw.

Sind die aufeinanderfolgenden Punkte so gewihlt, daf ihre Meereshohe sich
nicht um allzuviel unterscheidet, so lautet die mathematische Aufgabe:

Senkrecht zu einer durch eine gegebene Punktschar gehenden Geradenschar
von gegebener Richtung eine analytische Flichenschar zu legen.

Unterscheidet sich die Meereshohe wesentlich, so muBl es statt Geradenschar
Kurvenschar heiflen.

e) Praktische Ausgestaltung. Nachdem die Prinzipien des Verfahrens als
eines rein geometrischen dargestellt sind, soll untersucht werden, ob man sich
der iblichen MeBinstrumente wie Theodolit und Nivellierinstrument bei voller
Wahrung der geometrischen Unabhéngigkeit bedienen kann.

o) Verwendung des Theodolits, Absteckungsverfahren. Von den Prismen-
kanten war bis jetzt nur verlangt, daB sie durch einen physisch erreichbaren
Punkt gehen sollen.

Man kann sie also auch ,,horizontal*, z. B. durch die Kippachse des Theodolits
legen. Dadurch ist klar, daB die Kantenwinkel w direkt mit dem Hohenkreis des
Theodolits gemessen werden kénnen.

Dazu ist notig, Punkte in den Prismenflichen zu signalisieren, die gleichzeitig
in Normalebenen zu den Kanten liegen. Die in den Prismenflichen liegenden
Winkel o, § usw. benstigen ein WinkelmeBinstrument, das in diese Ebenen aus-
gerichtet werden kann, also eine Art Sextanten oder Prismenkreis.

Da es hiufig umstindlich sein wird, so zu verfahren, kann man sich auch
ein ausschlieBliches Verfahren mit Theodolit ausdenken, wobei man nur gegen
das Grundprinzip der geometrischen Unabhingigkeit nicht verstoBen darf.

Das gleiche gilt fir die Seitenmessung, die bei indirektem Messen so zu be-
werkstelligen ist, dafl sie dasselbe Resultat ergibt wie die direkte Messung.
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B) Verwendung des Nivellierinstrumentes, Absteckungsverfahren. Kanten-
winkel von nahezu 180° kénnen bequem und sehr genau mit dem Nivellier-
instrument gemessen werden.

1. Das gewohnliche Nivellierverfahren arbeitet bekanntlich in ,,Sprung-
stinden®, d. h. nur jeder zweite Bodenpunkt wird mit dem Nivellierinstrument
besetzt; aus diesem Grunde kann man damit allein nicht ans Ziel gelangen.

Da das gewohnliche Nivellierverfahren keine Aussage iiber die Krimmung
der Niveaufliche liefert, so muB man zusitzlich auf ein anderes Verfahren

zuriickgreifen, welches den

regionalen Verlauf des Geoids
ergibt und das unter dem

Namen astronomisches Nt-

vellement bekannt gewor-

den ist.
Dieses von F. R.Hel-
mert *) angegebene Ver-
- fahren benotigt ebenfalls
nur die FundamentalgroBen

I. Ordnung, zum Unterschied

von dem allgemeinen Ver-

fahren jedoch mit dem Ziel,

die Einzelheiten der Niveau-

Fig. 3. Geometrisches und astronomisches Nivellement fliche zu bestimmen, wo-

zu ein dicht liegendes Beob-

achtungsmaterial erforderlich ist. Den Ubergang zu den Brunsschen Zenit-
distanzen liefert die folgende Gleichung:

H,=H, + fﬁ»ds + j"dh ........... @)
1 1

Zur Anpassung dieser Beziehung an vorliegende Aufgabe denkt man sich ent-
sprechend Fig. 2 ein rechtwinkliges Koordinatensystem im Bodenpunkt 1 nach
der physischen Lotlinie verankert. Dann liest man aus der Fig. 8 ab:

Z, = dhy + $; 9, — 85 F4 o8 Ay — (8, + sp) sin A; — dhg cos A, } )
+ 85 P53 008 Ay — s4 Iy c08 Ay — (83 + 84) sin A3 — dhy cos 4,

oder
Z, = + dhy 4 dhgcos Ay + dhy cos 4,
+ (83 ¥4 — 85 Fp) cO8 Ay + (sg P53 — 54 Fy) cos 4, ] . (8)
— (s + s9) sin Ay — (s3+sp) sin Ag + - - -
mit

A]_: 191, A2=ﬁ1+ﬂ2, A3= 01+192+ 193, usw. . . (4)

*) F. R. Helmert: Zur Bestimmung kleiner Flichenstiicke des Geoids aus Lot-
abweichungen mit Riicksicht auf Lotkriimmung. Akad. d. Wiss. Berlin 1900, S. 964;
1901, S. 9568.
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Hierin werden die GréBen dh mit dem Nivellier, die Projektionen der Lot-
richtungen auf die zz-Ebene astronomisch und die Seiten mit MeBband oder
indirekt gemessen. Wenn hierbei die Lotrichtungen nur in groBeren Absténden
vorliegen, so werden sie dazwischen interpoliert.

Der Mangel des Verfahrens besteht darin, daB die grofe Anzahl von ge-
forderten astronomisch bestimmten Lotrichtungen nur héchst miihevoll be-
schafft werden kann, auch ist es sehr schwer, die geometrischen und physi-
kalischen Elemente zu trennen. Aus diesen Griinden ist es wichtig, diese
Méngel zu vermindern.

2. Ein spezielles Nivellierverfahren. Tatsichlich 148t sich eine Methode
finden, die gestattet, auch mit dem Nivellierinstrument die Krimmung zu messen,

Z-4
o o <

Rel¥ 2y Zn 1(Q,
A%, »
) "; <5
] z:
0 { FR
N(Fy s
X

4

Fig. 4. Spezielles Nivellierverfahren ohne astronomisches Nivellement *)

also den gesamten Vorgang, abgesehen von Lingenmessungen, auf dieses Instrument
allein aufzubauen, wobei also keine astronomischen Messungen benétigt werden.
Hieriiber gibt Fig. 4 AufschluB.

Es gelten dieselben Gleichungen wie vorhin. Die Winkel ¢, werden aber
jetzt aus dem Nivellierverfahren heraus bestimmt.,

oo .
Zy —, Ly —1,

tg P, = ’
' s oseosd )
Zy—iy  Zy—i
t — 3 3
89y s, T s5c08%,

*) In Fig. 4 sind s, s, versehentlich an Winkel angeschrieben statt an Strecken.
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oder, da cos 9 gegen sin J vernachléssigt werden darf (eventuell mit Einfithrung
des normalen Wertes von 9)

1 ., . .
' 2y — 1+ 2y —1),
S (6)

1 " . o .
02 = 8—(22 —7/2+A3—'L3).
2

9, =

Es ist also hierbei notwendig, nicht in Sprungstinden zu arbeiten. Die Ab-
stinde der Ziellinie von den Bodenpunkten kénnen z. B. durch Stab und Keil
sehr genau festgestellt werden, nachdem Stablinge + Abstand Fernrohr — Ziel-
linie durch Eichung mit Hilfe des Fernrohres aus bekanntem Hohenunterschied
zweier Punkte gefunden ist.

Dieses bis jetzt nicht gebrduchliche Verfahren verlangt eine genaue Kon-
trolle der Lage der Ziellinie zur Libellenachse fiir alle angewandten Fokussierungen.
Es erlaubt die geometrische Rekonstruktion der gesamten gekriimmten Ober-
flache. Praktisch wird es aber auch ohne physische Lotrichtungen in groferen
Abstanden vorldufig nicht ganz auskommen. Es handelt sich hierbei um einen
raumlichen Polygonzug, bei dem die vertikale Krimmungskomponente abgesehen
vom Hohenunterschied pro 1 km etwa 78 mm betrigt, wobei man verlangt, daB
der Fehler dieser GroBe 1 mm nicht wbersteigt. Das Endergebnis ist dasselbe,
wie wenn man Zenitdistanzen mit einem (jetzt noch nicht gebréuchlichen) Ver-
fahren der vertikalen Zwangszentrierung*) auf kurze Entfernungen mift.

6. Analytisch-geometrische Bestimmung von Niveauflichenstiicken
und ihre geometrische Aneinanderfiigung

Die Niveauflichen koénnen bekanntlich aus analytischen Flichen zusammen-
gesetzt gedacht werden, und zwar in stetiger Ubergangsfolge auBerhalb der festen
Rinde, in unstetiger beim Eindringen und im Verlauf in derselben, wo sich die
Dichte unstetig @ndert.

Es liegt somit die Aufgabe vor, die Konstanten zur Bestimmung der Teil-
flichen zu messen, und alsdann die weitere, die Teilflichen zusammenzusetzen.

Wie groB die Teilflichen gewédhlt werden kénnen, hingt von der Bewiltigung
des mathematischen Formelapparates ab und von der verlangten Genauigkeit
der Fldchenbestimmung.

Die Zusammensetzung wird beeinfluBt von der Fehlerfortpflanzung, und
dieser Umstand verlangt das Zuriuckkommen auf ¢-Messungen und Lot-
abweichungen.

Dabei ergeben der Isogammenplan Aufschlul iber die vertikale Auflockerung
der Niveauflichen, die Lotabweichungen iiber den allgemeinen Krimmungsverlauf

*) Ein Versuch, dieses Verfahren zu erproben, wird auf Vorschlag des Verfassers
zur Zeit bei der Universitit Bonn gemacht.



— 149 —

derselben. Gesetzt den Fall, daB eine einwandfreie Bestimmung dieser Art moglich
ist, konnte somit eine Geoidbestimmung &hnlich wie die von A. Galle im Harz
als Unterlage fur die Flichenzusammensetzung dienen.

Diese analytischen Verfahren gehen darauf aus, in den Beobachtungspunkten
die Krimmung der Niveaufliche oder die Parameter, aus denen sich die Funda-
mentalgréBen zusammensetzen, zu messen.

Alsdann liegt die Aufgabe vor, aus einer Anzahl von Punkten, in denen die
FundamentalgroBen vorliegen, eventuell mit Benutzung der Methode der kleinsten
Quadrate die Flache zu berechnen.

Hierbei ist zu unterscheiden zwischen dem Fall, daf in jedem Punkt sdmt-
liche FundamentalgréBen und dem Fall, daB nur ein Teil dieser GroBen gegeben
sind.

A. Analytische Behandlung einer Aquipotentialfliche bei insgesamt gegebemen
Fundamentalgrofen

Es ist bekannt, daf zur Bestimmung der Fundamentalgrofien I. und II. Ord-
nung oder zur Bestimmung der Krimmung in einem Punkt P, der Fliche die
Kenntnis der 1. und 2. Differentialquotienten der Flichengleichung

geniigen. Infolgedessen ist Ausgangspunkt der analytischen Behandlung die
Reihenentwicklung des Potentials in Pg:
W=W,+Wex Wy + W,z ,(Weoa® + W, 2 + W,,2 } @
+ Woyzy +Wozz +Wyye -,

welche in die Form (1) iibergefithrt werden kann.
In dieser Form sind die Fundamentalgréfen I. Ordnung gegeben mit

0z 0z 0’z 0’z 0%z
a_x_:p, 6—y—=q, W—T’ m—s, —‘1—/~2=t...(3)
durch
E =1+ p?%, F = pq, =14¢....... 4)

und die FundamentalgréBen II. Ordnung durch:
L = —; ’ M = —._._“———-—8—_.._; ) N = —_:t—__—‘ >
Vitp+¢ Vit+p+¢ Vit +¢

ferner die Krimmung 1/R eines Normalschnittes, wenn «, 8,9 die Richtungs-
winkel der Tangente des Normalschnittes auf der Fliche bedeuten:

®)

rcos? o + 25 cos o cos B - ¢ cos? B

1
R Vi+p+¢
Z. Geo. 13. Jahrg. 12
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Mit Beriicksichtigung der Ausdriicke (2) ergeben sich folgende GroBen (siehe
F.Hopfner*), a.a. 0., S.816):

Wz v szWz_ Wa:zW:c
= — =, = — =, r —= — N
g T Tw, w3
s = WasWom WysWo  WayW. — W, W, LM
W3 w3 ’
LWL =W, W,
w2

Wenn man die Flichennormale in P, zur z-Achse nimmt, und zwar positiv in
derselben Richtung wie die Richtung Kriimmungszentrum bis Fliche, so erhalt
man einfachere Ausdriicke, mul aber beachten, da dann die Beziehungen der
Koordinatenachsen zu den weiteren Punkten noch geregelt werden miissen.

Es wird dann:

We=0, W,=0 W,= —y,
p =0, =0, T:W“:, 8=va, tZW“I:
g g g ®)
E=1 F=0 G=1,
L:_sz, M=-—-Wz", N:__I/K!}!
g g g
und
_%: Wegcos’a +2W, cosacos g+ Wy, cos?8 . . . . (9)

Hierbei lassen sich die Richtungswinkel der Tangente des Normalschnittes mit
«, (90° — &), 90° einfithren:

—-%: Wepcosta + 2W, sinacosa + Wy, sin’a . . . . (10)

d. h. man findet die Hauptkrimmungen und ihren Richtungswinkel a gegen die
z-Achse aus:
1 We.+W, Woe—Wyy 1

R, oW, 2w, cos2a,’
1 Waat Wy Weuuo W,y 1| . (11)
R, 2w, 2w, cos 2a,’
2w
t — Ty
g2a0 W:c:c'—'W!l!/

*) H. Bruns: Figur der Erde; F. R. Helmert: Hohere Geodasie I; F. Hopfner:
Physikalische Geodisie; A. Galle: Geoid im Harz; G. Scheffers: Anwendung der
Differential- und Integralrechnung auf Geometrie II, 1922, S. 393, 404; ferner S. 1,
15, 124,
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Terner die (doppelte) mittlere Krimmung und das GauBsche Krimmungs-

mal aus:
1 1 W+ W, w?
E + = R R, = W;xm . (12

Vereinfachung der methodischen Behandlung*). Praktisch liegt insofern ein
Sonderfall vor, als die Veréinderungen der FundamentalgréBen von Punkt zu
Punkt nicht beliebig groB, sondern sehr klein sind.

Da die Niveauflichen bereits auf allerengstem Raume merkliche Kriimmungs-
dnderungen aufweisen, es aber in diesem Zusammenhang sich um die analytische
Bestimmung gréBerer Flichen handelt, so liegt die Aufgabe so, daB mit Hilfe
der Methode der kleinsten Quadrate der regionale Verlauf festgestellt, wlihrend
der ortliche wie von zufilligen Fehlern herrithrend wirkungslos gemacht werden
muf. Es wire dann diejenige analytische Fldche aufzusuchen, die sich den
Messungsergebnissen der FundamentalgroBen iber eine Anzahl gut verteilter
Punkte hinweg am besten anschlieft.

Aber auch diese Aufgabe ist fiir eine hdufige Anwendung noch nicht einfach
genug. Man wird sich deshalb stets damit begniigen konnen, als diese Fliche
eine Ellipsoidkuppe zu bestimmen. Diese kommt auch der Gestalt einer Kugel-
funktion hoheren Ranges sicher geniigend nahe, auBerdem ist zwischen diesen
Flichen wenigstens in den gegebenen Punkten ein stetiger Ubergang in der Kriim-
mung (der allerdings bei Behandlung nach der M. d. kl. Qu. in Strenge wieder
verlorengeht).

Die Aufgabe lautet im Aufenraum demnach so: Von einer Anzahl gut verteilter,
geometrisch vermessener Punkte sind die FundamentalgroBen bekannt, die nach
Anbringung von Korrektionen auf ein und dieselbe Niveaufliche bezogen sind.
Das Niveauflidchenstiick ist unter Anwendung der M. d. kl. Qu. als Ellipsoidkuppe
zu berechnen.

Die Aufgabe ist eindeutig losbar, wenn nur drei Punkte und die dort vor-
handenen Fundamentalgrofen gegeben sind. Die iberbestimmte Aufgabe ist
demnach gelost, wenn in drei ausgewédhlten Punkten statt der dortigen zufilligen
Messungswerte der FundamentalgroBen deren ausgeglichene Ellipsoidwerte ge-
funden sind.

Die Absolutwerte der Gleichungen ergeben sich aus der Differenz der Messungs-
werte—Normalwerte. Im Zentralpunkt sei die z-Achse in die Lotlinie,  nach Nord,
y nach Ost ausgerichtet.

Man erhilt dann fiir die gesuchte Fliche Gleichungen folgender Art:

. ow, ow, ow,
WomWeok Gidat G dy +57ds (13)
W, = Index y,
W, = Index z.

*) Wie sich der Verfasser die Aufgabe behandelt denkt, kann hier nur angedeutet
werden.

12%
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Wee = Wezo + aWﬂwd + 0W:“:d + 6szdz’

Oz 9z . (14)
W,y = Index yy,
W,, = Index zz.
Wy = Wayo+ 0 etdg g Wevgy o Werg,,

oy 0z . (15)

We, = Index zz,
W,, = Index ya.

Hierin sind die Faktoren der dz, dy, dz die Unbekannten, links stehen die Messungs-
werte.”

Hiervon sind die normalen Werte abzuziehen, wobei die geographische Lage
eine Rolle spielt (z. B. ¢ = 509):

Wy= W,,—1589.56 -10—9d z + 0 dy + 8.03-10—%dz, l
Wy=W,,+ 0 dxr — 153529 .10—%dy + 0 dz, ; (16)
W,=W,,+ 803:-10—%dz + 0 dy + 3085.49-10—*d=. I
Weo = Wyeo+  0.18.10—16dz 4 0 dy— 0.06- 10”16dz
Wyy=W,o— 005.10—16dz + 0 dy + 0 J 17)
W,,=W,,,— 0.08-10—16dz 4 0 dy — 4838 .10—16dz,
Wey=Weyot+ 0 dz+ 0 dy + 0 dz,
Wee =W,y,0— 0.06-10—16d g 0 dy — 025 10—1‘5dz, (18)
Wﬂz+Wa:zo+ 0 dz+ 0 dy+
W.o =0, W,, =0, W,, = 981.066,
Wigo=—1539.56-10—9% W, ,=—1585.29.10—% W,,,= +8085.49.10—9, © (19)
Weyo=0, Wa.o=+8.08-10—9, W,.0=0.

Hierzu treten bei strenger Behandlung noch diejenigen Bedingungen, welche
eine gegenseitige Abhingigkeit der PotentialgroBen ausdriicken, und die sowohl
von den Messungswerten als von den ausgeglichenen Werten erfiillt sein miissen,
also die Laplacesche

ow, ow, 0w,
ox dy + 0z

ferner die daraus abgeleiteten hoherer Ordnung und die Fundamentalgleichungen
der Fliche.

Wiirde es moglich sein, bei Bestimmung der Niveaufliche bereits von jedem
Punkt sein dz, dy, dz geniigend genau zu messen, so wire eine Ellipsoidfliche
bereits durch die rdumliche Lage von neun solchen Punkten ohne weitere Angaben
bestimmt. Nun ist aber gerade der Wert dz als am schwersten zuginglich an-
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zunehmen, so daf durch die Flachengleichung z = f (z, y) der Wert dz als Funk-
tion von dz, dy ausgedriickt werden muB.

Andererseits kann man in hnlicher Weise auch von krummlinigen Koordinaten
ausgehen, also der Flichengleichung:

r=9 W), y=ywv), z=9pw0), . .. ... (21)
wodurch man die PotentialgréBen und damit die Fundamentalgrofen als Funk-
tion der zwei Parameter du, dv erhilt, woraus die Achsenlingen und die Orien-
tierung berechnet werden konnen.

B. Analytische Behandlung einer Aquipotentialfliche bei mur teilweise gegebenen
Fundamentalgrofen

Im AuBenraum ist eine analytische Losung bereits mdglich bei Kenntnis
der GroBen W,, W,, W,, also nur der ersten drei FundamentalgréBen an hin-
reichend vielen Stellen:

Die Schar von Orthogonaltrajektorien einer rdumlichen Geradenschar zu
finden, wofiir fiir die ganze Erde eine Losung bereits in 1. angefithrt wurde*).

Fiir kleinere Flichenstiicke kommt auBerdem ein Satz von Hamilton **)
in Frage (sieche G. Scheffers, a.a. 0. II, 1922, §. 586):

Ist eine Schar von zweifach unendlich vielen Geraden, die keine Minimal-
geraden sind, dadurch gegeben, daB in den Gleichungen einer Geraden mit den
laufenden Koordinaten z, y, z und dem Parameter ¢

z=&+ft, y=n+gt, 2=C{+ht

die Koordinaten &, #, { eines Punktes der Geraden und die Richtungskosinus
f, g, b der Geraden als Funktion zweier Parameter « und v angenommen werden,
wobei also

i2+g2+h2=1

ist, so ist die Schar dann und nur dann die aller Normalen einer Fliche, wenn der
Ausdruck
fdé + gdn + hdl

ein vollstdndiges Differential in % und v ist. Dann gibt es einfach unendlich viele
Fliachen, die alle Geraden senkrecht schneiden. Sie werden mittels der beiden
Parameter % und v in den laufenden Koordinaten z, y, z dargestellt, wenn

t =— [ (fd& + gdn + hd{) + const

in die Gleichungen der Geraden eingesetzt wird. —

*) Eine treffende Bezeichnung fiir die Helmertsche Losung in diesem Zusammen-
hang wire: Methode der sukzessiven Anniherung mit Hilfe der Fundamentalgrofen
I. Ordnung.

**) W. R. Hamilton: Supplements to an essay on the theory of systems of rays.
Transactions of the Royal Irish Ac. 1830, Bd. 16.
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Die Konstante wird durch die Bedingung gefunden, daB die Fliche durch
einen gegebenen Punkt geht.

Auch hierbei sind gewisse Vereinfachungen dadurch gegeben, daB nicht
eine beliebige Fliche, sondern eine Ellipsoidkuppe angenommen wird, bei deren
Bestimmung die Quadratsumme aller Winkelabweichungen ein Minimum
werden soll.

Diese Methode ist gegeniiber der in A genannten deswegen im Nachteil, weil
sie an keiner Stelle des Randes einen stetigen Ubergang in der Kriimmung mit
der Nachbarkuppe liefert.

Eine praktische Rechnung nach A oder B (Hamiltons Satz) steht noch aus.

C. Die Losung mit einer Riccatischen Differentialgleichung

Hierbei wird vorausgesetzt, man habe die sechs FundamentalgréBen als
Funktion von Breite und Lénge an geniigend vielen in ein und derselben Niveau-
flache liegenden Punkten oder als Funktion anderer krummliniger Koordinaten u, v
gefunden, und es seien in jedem Punkt die drei Fundamentalgleichungen be-
friedigt.

Es handelt sich dabei um eine schwierige mathematische Aufgabe, deren
Losung zwar theoretisch im groBen ganzen vorliegt, fiir deren Anwendung auf
vorliegendes Problem jedoch wohl noch manche Schwierigkeiten ausgeriumt
werden miissen (siehe G. Scheffers, a.a. 0. II, 1922, 8. 893, 408).

D. Die Losung mat den Christoffelschen Differentialgleichungen *)

Prinzipiell handelt es sich um dasselbe Problem wie in C, wobei jedoch
nicht von den FundamentalgroBen, sondern von einer bestimmten Funktion
derselben, namlich der Summe der Hauptkrimmungsradien, ausgegangen wird.

Der Satz von Christoffel lautet: Wenn die Oberfliche E eines sich nicht
ins Unendliche erstreckenden Kérpers allenthalben gewélbt und stetig gebogen
ist, ferner in keinem Punkte derselben ein Hauptkriimmungshalbmesser unendlich
groB oder unstetig ist, endlich fiir jedes wahre Zenit, unabhingig davon, welcher
Punkt der Fliche ihm entsprechen mag, die Summe der in letzterem stattfindenden
Hauptkrimmungshalbmesser gegeben ist, so ist die Fliche selbst und ihre Lage
in der Himmelskugel vollig bestimmt, bis auf einen beliebigen mit ihr verbundenen
Punkt, iiber dessen Ort im absoluten Raum noch verfiigt werden kann.

Weiter sagt Christoffel: Infolge dieses Satzes kann die Gestalt der Fliche E
mit jeder beliebigen Genauigkeit bestimmt werden, wenn man im Stande ist,

*) E. B. Christoffel: Uber die Bestimmung der Gestalt einer krummen Ober-
fliche durch lokale Messungen auf derselben. Journ. f. reine u. angew. Math. 64,
193 (1895); W. Blaschke: Vorlesungen iiber Differentialgeometrie 1 (1921);
F. Hopfner: Physikalische Geodésie 1933.
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fiir eine geniigende Anzahl von Punkten derselben, iiber deren gegenseitige Lage
keine anderweitigen Angaben erforderlich sind,

1. die sphirischen Koordinaten ibhres wahren Zenits,

2. die Summe der in ihnen stattfindenden Hauptkrimmungshalbmesser zu
ermitteln.

Bemerkungen zu diesem Verfahren. Wenn (R, + B,) gegeben sein soll, so
heiBt das:

1 1
1. R,+R =RR<—+_,
1 2 178 R1 Rg)
also nach 6, A, (12):

Wee + W
2 R +R, =W, 22 _¥¥ _
=y, W,
und in den FundamentalgroBen ausgedriickt:

L+ N

Das ist die Ausgangsfunktion fir den Christoffelschen Satz. Ihre Anwendung
setzt voraus, daf es ein Verfahren gibt, womit (R, + B,) direkt gemessen werden
kann, oder aber, wenn dies nicht der Fall ist, daB man wieder simtliche drei
FundamentalgroBen II. Ordnung bestimmen kann, wodurch dieselben Voraus-
setzungen wie in B gegeben sind.

Im ibrigen gelten fur dieses Verfahren dieselben Schwierigkeiten wohl noch
in verstirktem MaBe wie bei C.

E. Technische Verwirklichung

Als einzige Instrumente, die zur Zeit sichere Resultate ergeben, kommen
nach wie vor nur in Frage die E6tvossche Drehwage, das Pendel und die Gravi-
meter, dazu die astronomisch-geoditischen Instrumente in Verbindung mit
diesen zur Bestimmung der ersten drei Fundamentalgrofen. Weil diese weder
die Kriitmmung noch die FundamentalgréBen der Fliche vollstindig zu liefern
vermogen, so ist die technische Verwirklichung zur Zeit hypothesenfrei iiberhaupt
nicht maoglich.

Diese Freiheit wenigstens im AuBenraum zu erreichen, erforderte die Er-
findung eines Instrumentes, das gestattet, die GroBe (W, + W,,) oder wegen
Weas+Wyy+ W,, = —4 nk?c + 2w? eines solchen, das gestattet, W,, mit
einer der Drehwage entsprechenden Genauigkeit zu messen — was bis jetzt nicht
gelungen ist.

Aber auch wenn diese schwierige Messung gelinge, so wire dies zwar fiir die
angewandte Geophysik von hochster Bedeutung, in geringem Umfang jedoch
fur die allgemeine Flichenbestimmung,

1. weil es stets eine umstindliche mathematische Aufgabe sein wird, auch
nur die Gleichung einer Teilfliche zu berechnen,
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2. wegen der stets ungiinstigen Fehlerfortpflanzung bei der Zusammen-
setzung.

Fiir die praktische Beurteilung der Methoden mufl man bedenken, da8 bei A
sich die Messungswerte hochst vielgestaltig von Punkt zu Punkt édndern, bei B
jedoch sehr langsam.

Sind doch die durchschnittlichen Beobachtungswerte der Differentialquo-
tienten in Formel (18) nach Abzug der normalen Werte von der GréBenordnung
10~? und die in (14) und (15) von der Ordnung 10-!2 und demgemiB die Beob-
achtungsgenauigkeit entsprechend hoch zu fordern, wihrend die W, W, mit
einer Beobachtungsgenauigkeit von 0.5 - 10~3 bis 10-3, entsprechend einer astro-
nomischen MeBgenauigkeit von 0.1 bzw. 0.2 Bogensekunden, bekannt sind.

Infolgedessen ist das Herausfinden des regelmaBigen Teiles einer Undulation
nach B entschieden einfacher als nach A.

7. Ausblick

Nach dem heutigen Stand der Wissenschaft bietet sich folgender Ausblick
itber die Losung der Aufgabe:

1. Die gestellte Aufgabe 148t sich im allgemeinsten Fall zur Zeit nicht 16sen,
da es infolge der Uniiberbriickbarkeit der Ozeane nicht mdoglich ist, ein in sich
geschlossenes geometrisches System zu messen.

2. Dagegen wird es in nicht allzu ferner Zeit voraussichtlich moglich sein,
bis auf einen konstanten VergréBerungsfaktor die gut angenéherte Form einer
bestimmten Niveaufliche, des Geoides, aus Schweremessungen nach den Ver-
fahren von Stokes, Rudzki oder Hopfner zu errechnen.

8. Dieser VergroBerungsfaktor zur Uberfithrung in das absolute MaBsystem
kann zur Zeit nur aus Lotabweichungen erhalten werden, indem jede fiir einen
Kontinent berechnete Orthogonalfliche mit ihrem Koordinatenursprung an ein-
und dieselbe Stelle und mit Hilfe der absoluten Lotabweichung ihres Bezugs-
punktes an die ihr im Himmelskoordinatensystem zukommende Lage geschoben
wird und die errechneten Radienvektoren als solche kontinentaler Natur und als
reell betrachtet werden.

4. Dem berechneten Geoid kénnen die geometrisch vermessenen Kontinente
additiv hinzugesetzt werden, wodurch die geometrische Form der Gesamtober-
fliche bekannt ist.

5. Alsdann steht einer Einschaltung des Gravitationsfeldes des AuBenraumes
bis zu Oberfliche nichts mehr im Wege.
6. Die Herstellung einer direkten geometrischen Verbindung der Kontinente

bleibt aber trotzdem ein Hauptziel der Vermessungskunst, da die Verbindung
nach 2. die hochsten Anspriiche niemals befriedigen kann.




