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Das Verhalten noch freistehender Briickenpfeiler
bei Schwingungen und deren Abhangigkeit vom Untergrund
Von O. Fortseh, Gottingen. — (Mit 6 Abbildungen)

Es wurden die noch freistehenden Pfeiler der Reichsautobahnbriicke iiber die Werra
zu freien und erzwungenen Biegeschwingungen angeregt. Aus der Eigenperiode und
den Dimensionen: wurde der Elastizititsmodul ermittelt. Desgleichen wurde er bei
den erzwungenen Schwingungen aus dem Resonanzausschlag und der Diampfung der
Pfeilerschwingung errechnet. Daraus konnten Riickschliisse gezogen werden auf die
Griindung der Pfeiler und ihr Verhalten bei Wind und Erschiitterungen. Im zweiten
Teil der Arbeit wurden an geklemmten Stiben die bei den Pfeilern benutzten Methoden
zur Bestimmung des Elastizitéitsmoduls nachgepriift. Hierbei wurde der EinfluBl der
Klemmung niher untersucht.

Die Teilstrecke Gottingen— Kassel der Reichsautobahn trifft 2 km unterhalb
Hedemiinden auf das Werratal. Zur Uberquerung desselben war der Bau einer
Briicke notig. Diese verbindet mit einer
Linge von 400 m und einer Hohe von 60 m Langsschnitt Querschmtt
die beiden Hinge des Tales miteinander. Sl '
Getragen wird sie von vier Pfeilern, die
in 100 m Abstand voneinander stehen.
Uber die Grofe und Gestalt der ersten
beiden Pfeiler der Briicke gibt Fig.1
Auskunft. Sie sind aus Hochofenzement,
Kies, Basalt, Steinschlag und Sand ge-
baut. AuBen sind sie mit einer 40 cm
starken Sandsteinmauer verblendet. Zwel
nebeneinanderliegende 12 m hohe Stahl- e
konstruktionen von 10m Breite ver- } . \I praiier I
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binden die Pfeiler oben miteinander. Auf
jeder Konstruktion liegt eine Fahrbahn.

Vor dem Bau der Briicke wurde der
Untergrund des Baugeldndes gemeinsam
von der Deutschen Gesellschaft fiir Boden- : I
mechanik, Berlin, und vom Geophysikali-
schen Institut, Gottingen, untersucht.

R
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Dem Boden wurden mit einer Schwing- E .

maschine elastische Schwingungen bis Y —g——

zur Frequenz 40/sec aufgeprigt. Dabel gy, 1 AusmaBe der Pieiler T (oben)
wurde die a-Zahl des Bodens, d.h. die Fre- und II (unten) der Werrabriicke

quenz, bei der die Amplitude der Schwin-
gung unter der Maschine am groBten ist, bestimmt und die durch die Schwingung
verursachte Setzung des Untergrundes gemessen. Mit Hilfe von Seismographen
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konnte man die Ausbreitungsgeschwindigkeit (Fortpflanzungsgeschwindigkeit
einer Phase) der elastischen Wellen von der Maschine fort beobachten. Weiterhin
wurden im Boden durch Sprengungen Kompressionswellen erzeugt und deren
Ausbreitungsgeschwindigkeit bestimmt. .

Geologisch gehort das Baugelinde zur Buntsandsteinformation. An den
Hangen tritt der Sandsteinfelsen zutage. In der Talsohle liegt er in 8 bis 9 m Tiefe.
Dariiber sind Schuttmassen der Werra gelagert. Es sind in der Hauptsache Lehm
und Letten mit Sandstein vermischt, Sand, Ton, Kies, Geroll und Schlamm. Von
den an den Hingen frei liegenden Felsen sind die obersten 2 bis 8 m verwittert
und haben dadurch an Festigkeit verloren. Die Untersuchungen mit der Schwing-
maschine auf verwittertem Gestein an der Stelle, wo heute der Pfeiler I S;;eht,
ergaben die a-Zahl 32/sec und die Ausbreitungsgeschwindigkeit der von der Ma-
schine erregten Wellen v = 450 bis 600 m/sec. Der unverwitterte Sandstein
zwischen Pfeiler IIT und IV besall dagegen die Geschwindigkeit v = 1100 m/sec.
Die Kompressionswelle der Sprengungen pflanzte sich in ihm mit 1950 m/sec
fort. In einer Tiefe von 20 m erreichte sie die Geschwindigkeit v = 8500 m/sec.
Legt man fir die Dichte des Buntsandsteins den Wert o = 2.38 g/em® zu-
grunde, so berechnen sich aus den Beobachtungsergebnissen die Elastizitéts-
konstanten:

Poissonmodul.......... m = 8.78
Schubmodul .......... G = 29000 kg/cm?
* Elastizitdtsmodul ...... E = 115000 kg/cm?

Fir die zulissige Druckbelastung ergibt sich daraus fir

unverwitterten Sandstein...... 6—8 kg/cm?
verwitterten Sandstein ........ 4.5 kg/em?

Die Messungen auf den abgelagerten Schuttmassen im Tale lieferten die in
Tabelle 1 zusammengestellten Werte fir die «-Zahl des Bodens und die Ausbreitungs-
geschwindigkeit der elastischen Wellen. Daraus wurde nach einem empirisch
bestimmten Zusammenhang die zulissige Bodenbelastung ermittelt.

Tabelle 1
Ei - Ausbreit - Zulissi
Bodenart schwinlgﬁlexilgszahl ge::h:veingil]g'tiseit Bodgnpstsesg:nng
Mehlsand (Werratal) . . . . 18.5—29.3/sec 100—110 m/sec 1 kg/cm?
Kies (Pfeiler II) . . . . . . 270 m/sec 4.0 kg/cm?
Kies (Pfeiler III) . . . . . 180 m/sec 2.5 kg/cm?

Tabelle 2 enthilt die von der Baukommission vorausberechneten Werte fiir
die Belastung des Bodens durch die Briicke. Daraus ersieht man, daf die
Pfeiler nicht auf die obersten Schichten gegriindet werden konnten. Beim Pfeiler I
mubten wenigstens diese abgerdumt werden, bis man auf unverwittertes Ge-
stein kam. Die Schuttmassen im Tale besitzen bei weitem nicht die Tragfihig-
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keit, wie sie fir die Briicke notig ist. Die Fundamente der Pfeiler der Talsohle
miissen mindestens 9 m tief reichen.

Tabelle 2
Tats#chliche Tats#ichliche Druckbelastung
statische + zusttzliche Druckbelastung
Druckbelastung durch Wind, Verkehr usw.
Pfeiler I . . . . . . .. 6.34 kg/cm? 8.04 kg/cm?
Pfeiler IT . . . . . . . . 5.44 kg/cm? 7.06 kg/cm?
Pfeiler ITII . . . . . . . 5.35 kg/em? 7.16 kg/cm?

Neben der bis jetzt besprochenen vertikalen Druckbelastung von Pfeiler und
Untergrund, die statisch wirkt, tritt noch eine dynamische Beanspruchung der
Pfeiler in horizontaler Richtung auf. Sie wird durch Krifte verursacht, die
nach GroBe und Richtung verdnderlich sind und die die Pfeiler zu Schwin-
gungen anregen. Solche treten bei Erschiitterungen und periodischen elastischen
Schwingungen des Untergrundes, wie Verkehrserschiitterungen auf Strafen unter
der Briicke, Erdbeben, Sprengungen usw. auf. Neben diesen gibt es noch Krifte,
die an den Pfeilern oben angreifen. Dies sind vor allem Winddruck und Erschiitte-
rungen der Briicke durch dariiberfahrende schwere Lastwagen. Um einen Einblick
iiber das Verhalten der Pfeiler solchen horizontal wirkenden Kriften gegeniiber
zu erhalten, wurden auf Pfeiler I und II zundchst Messungen gemacht, als sie
noch frei fiir sich standen. Hieriiber soll berichtet werden.

I. Freie und erzwungene Schwingungen der Briickenpfeiler

1. Messungen. a) Auf Pfeiler 1. Der Zweck dieser Messung sollte die Beob-
achtung der Querschwingungen des freistehenden Pfeilers bei Anregung durch
bekannte Krifte sein. Zur Aufzeichnung der Amplituden der Schwingungen
dienten zwei langperiodige Horizontalseismographen. Die 10 kg schwere Masse
dieser Apparate hingt an zwei diinnen Blattfedern. Durch Neigung der Grundplatte
mittels der FuBschrauben laft sich jede Eigenschwingungsdauer T, << 10 sec
einstellen. Die Ddampfung erfolgt durch eine einstellbare Luftdémpfung. Die
VergroBerung der Seismographen wurde durch Eichung auf dem Schitteltisch
bestilnmt. Bei der Aufstellung auf dem Pfeiler (Durchmesser der Achse, die den
Registrierspiegel tragt, 6 mm, Lichtweg 1 m) war sie 800fach. Die Aufzeichnung
der Schwingungen erfolgte photographisch. Der Registrierapparat stand in 1 m
Entfernung vom Seismographen. Die Geschwindigkeit des Filmtransportes war
5 cm/sec. Als ZeitmaBstab wurden die Sekundenkontakte einer Uhr mitregistriert.
Die Seismographen waren so aufgestellt, dafl die Schwingungsebene des einen
quer zur, die des anderen in Richtung der Langsseite des Pfeilers lag. Die Eigen-
schwingungsdauer der Apparate war dabei auf Ty = 4 sec eingestellt.

Die Anregung des Pfeilers zu Biegeschwingungen geschah durch zwei Personen.
Sie bewegten sich rhythmisch im Takte der Eigenschwingungsdauer des Pfeilers
hin und her. Dadurch wurde er zu Schwingungen grofer Amplitude aufgeschaukelt.

7. Geo. 14. Jahrg. 12
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Der Lichtzeiger ging weit iiber den Film hinweg. Als die Personen stillstanden,
klang die Schwingung geddmpft aus. Ferner wurde der Pfeiler noch durch einen
auslaufenden Exzenter angeregt. Als Exzenter diente ein Rad eines Fahrrades,
auf dessen Felge ein Gewicht von 2.8 kg geschraubt wurde. Die Achse des Rades
war starr mit dem Pfeiler verbunden. Das Rad wurde mit der Hand rasch an-
gedreht und die Bewegung des Pfeilers beim Auslaufen aufgezeichnet. Die an-
fangliche Umdrehungszahl war 1.5/sec.

b) Auf Pfeiler 11. Bei Pfeiler IT wurde sowohl oben auf demselben wie an
dessen Full gemessen. Anbeiden Stationen wurde je ein langperiodiger (T, = 5 sec)
und ein kurzperiodiger (T, = 0.2 sec) Seismograph aufgestellt. Die Schwingungs-
ebene sdmtlicher Apparate lag quer zur Léngsseite des Pfeilers. Sonst war der
Aufbau der Stationen derselbe wie bei den Messungen auf Pfeiler 1.

Durch rhythmisches Bewegen einer Person in der Eigenschwingungsdauer des
Pfeilers wurde dieser zu Querschwingungen angeregt. Wihrend der Arbeitszeit
am Tage lief auf dem Baugelédnde eine Maschine mit der Umdrehungsgeschwindig-
keit von vier Umldufen pro Sekunde. Sie erzeugte im Boden sinustérmige elastische
Wellen. An beiden Beobachtungsstationen wurde die Schwingung von 4/sec
aufgezeichnet. Auf dem Pfeiler war die Amplitude etwa doppelt so groB wie an
dessen FuBle. Man kann jedoch nicht sagen, dal der Pfeiler eine Bodenschwingung
von 4/sec oben mit der VergroBerung 2 mitmacht. Die Bodenstation stand nicht
wie der Pfeiler auf Fels, sondern auf angeschiittetem Boden. Durch die Maséhinen-
schwingung wurde die Eigenperiode des Pfeilers angeregt. In der Aufzeichnung
des langperiodigen Seismographen war sie der ersteren iuberlagert.

2. Auswertung der Messungen. a) Pfeiler I. «) Elastizitatsmodul ausder
Eigenfrequenz. Aus der Registrierung beim Aufschaukeln des Pfeilers durch
zwei Personen und Ausschwingen desselben ergibt sich dessen Eigenfrequenz als
Mittel aus vielen Werten zu v, = 1.08 sec™! -~ 0.02 sec~l. Der mittlere Fehler
dieses Wertes liegt innerhalb der Auswertgenauigkeit des Films. Bei Anregung
des Pfeilers mittels des auslaufenden Exzenters ist die Frequenz im Resonanzfalle
zu v, = 1.01 sec~! gemessen. Als Eigenfrequenz des Pfeilers I ist somit

vy = 1.02 sec™! 4 0.02

anzunehmen.

Beim Ausschwingen des Pfeilers sank die Maximalamplitude pro Schwingung
im Mittel auf den 1.085. Teil ab. Daraus berechnet sich die Ddmpfung (Verhiltnis
zweier aufeinanderfolgender Maximalamplituden nach verschiedenen Seiten) zu
e=1.042:1.

Die Pfeiler sind im Fundament fest mit der Unterlage verbunden. Man kann
sie als einseitig eingeklemmte Stéibe ansehen. Die Grundfrequenz der Quer-
schwingung eines solchen Stabes von gleichbleibendem Querschnitt ist [1]

1 B Vﬂ
7’0—2—nl2 EF



— 177 —

Dabei ist f, = 1.875, | = Lénge des Stabes, E = Elastizitatsmodul, ¢ = Dichte
des Stabmaterials, F = Querschnitt und J = dquatoriales Tragheitsmoment des
Stabes. J ist definiert durch
= [[rar.
'

r bedeutet hierbei den senkrechten Abstand eines Flachenelements des Stabquer-
schnittes von der Achse, die durch den Schwerpunkt des Querschnittes geht und
senkrecht zur Schwingungsebene des Pfeilers liegt. Fur den rechteckigen Quer-
schnitt ist, wenn a = Dicke und b = Breite des Stabes ist,

b al2
2)3 a*b
J = Pardb — ap U2 _ b
(! Oj 8 12
Es ist demnach:
14 ‘/ a®b
T e T Y 12-ab’
1 a BNM/E
v0= .__/_.._ p—
27 2V8 I?

Der Ableitung dieser Formel liegt die emfache Balkentheorie zugrunde. Un-
beriicksichtigt blieben dabei die Schubkraft und das- Rotationstrigheitsmoment,
die bei der Biegung auftreten. Die GroBe des Einflusses dieser beiden auf die
Schwingungsdauer hat Timoshenko [2] berechnet. In seiner Bezeichnungsweise
ist die Eigenkreisfrequenz eines Stabes

o?B3

-

p = 2my, =

Bei Beriicksichtigung von Schubkraft und Rotationstrigheitsmoment geht die
Formel iiber in
o’ B3 1 B2 r“( E
=1 - T ()]

J
G = Torsionsmodul, 2 = 7 k' ist eine von der Form des Querschnittes abhéngige

a2
Konstante. Fiir den rechteckigen Querschnitt ist k' = 2/, und 2 = —. Nimmt

12
man an, daB E = 8/3 G, so ist
E
kG
Die Korrektion der Schubkraft ist viermal so groB wieadie des Rotationstréagheits-
moments.
Ist die Lange des Stabes [ zehnmal so groB wie seine Dicke @, so ist

3,2 2
Tgr 11 1.46 . 10—

= 4.

12*
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Das Korrektionsglied ist also 5 - 0.00146 = 0.0073 oder 0.789,. Es ist kleiner als
die MeBgenauigkeit und braucht nicht beriicksichtigt zu werden.

Wie aus Fig. 1 ersichtlich ist, verjingen sich die Pfeiler von unten nach oben.
Dadurch wird die Eigenfrequenz gegeniiber einem unverjiingten Stab vergriBert.
Durch die fehlende Masse am freien Ende wird das Trigheitsmoment verkleinert.
Die Eigenfrequenz eines verjiingten Stabes berechnet sich aus der eines Stabes
von demjenigen gleichbleibenden Querschnitt, der den Einspannbedingungen
unterliegt, durch Multiplikation mit einem Faktor, in welchem die Verjingung
zum Ausdruck kommt. In der obigen Formel fiir y, &ndert sich beim verjingten
Stabe der Querschnitt und das dquatoriale Tragheitsmoment. Die Eigenfrequenz
hingt von deren Abnahme von unten nach oben ab. Die Grofe der Abnahme des
Querschnitts wird dargestellt durch [1]

F a F e
§ =g
und die Abnahme des Trégheitsmomentes durch
_Ja—d,
n = Ja

und
1 /J,+J
C= (T~ )
n T, < 9 M tte>
wobei sich der Index a auf die eingespannte Grundfliche und der Index ¢ auf die
freie Deckfliche des Pfeilers bezieht. Der Faktor, mit dem die fiir den Stab mit

gleichbleibendem Querschnitt berechnete Eigenfrequenz multipliziert werden
muB, ist

1— &7
0, ¢’ und 7 sind Konstante. Thr Wert ist:
o = 0.193, o’ = 0.498, 7 = 0.807.
Die Formel fur die Eigenfrequenz unserer Pfeiler lautet also
1 '/E
" o« BYE,

T 2x9y3 F g

Darin sind alle GroBen bekannt bis auf den Elastizitétsmodul E und die Dichte p.
Da die Pfeiler vorwiegend aus Buntsandstein gebaut sind und die Dichte der anderen
beigemischten Materialien nicht sehr von der des Sandsteins abweicht, kann man
fiir o ohne Bedenken den Wert von Buntsandstein benutzen. Wie bereits erwihnt,
ist dieser o = 2.88 g/em3. Aus der obigen Beziehung 148t sich nun mit Hilfe
der gemessenen Eigenfrequenz der Elastizititsmodul der Pfeiler berechnen.

12~4n2-l"g-v§'

b= —apw
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Durch Einsetzen der Zahlenwerte fiir den Pfeiler T erhilt man
E = 1.52 - 10" dyn/cm?

B) Elastizititsmodul aus der Dampfung. Bevor ich zur eigentlichen
Berechnung des Elastizititsmoduls des Pfeilers aus der Dimpfung komme, mufl
ich zundchst die Gleichung der elastischen Linie desselben ableiten. Das Koordi-
natensystem sei so gelegt, dafi der Ursprung mit dem Mittel-
punkt des eingespannten Querschnittes itbereinstimmt. Die K_::Z;
z-Achse zeige nach oben, die a-Achse liege parallel zur
Schmal-, die y-Achse parallel zur Breitseite des Pfeilers. Nach
dem Bernouillischen Theorem [8] lautet die Differential-
aleichung fir die elastische Linie:

&z M

a2 EJ’
M = Biegemoment, E = Elastizititsmodul und J = #qua-
toriales Trigheitsmoment. Die am freien Ende des Pfeilers
angreifende Kraft P ruft ein Moment

M= —P(l—z2) Fig. 2.
hervor. Demnach ist Lage des Koordi-
p) natensystems im
d_m — ﬂl_ﬂ ) Pfeiler
dz? EJ

Infolge der Verjungung ist J nicht konstant, sondern eine Funktion von z. Es ist
filr den rechteckigen Querschnitt mit den Seiten a und b, wenn die Schwingungs-
ebene parallel zur Schmalseite a liegt,

J = (a®b):12.
Bezieht sich der Index a auf den eingespannten Querschnitt, so a8t sich schreiben:

a=a,(1—hel) | B
b by (1 — kzl) | h, k = Konstanten.

Fur J ergibt sich damit die Beziehung
J=dJd, (1 —hz/l)3 (1 — kz/l).
Die Differentialgleichung fiir die elastische Linie lautet nun:
d*z P l—z
dZ2 ~ EJ, (0 —ha)® - (1 — kafl)

Durch Integration ergibt sich hieraus die folgende Gleichung fiir die elastische Linie:

_ Pp (1 — k) (hefl)*
R W [_ 2(h — k) (1 — hafl)
h(l —k hk(l —k
=% '_'_'_f{)T) (In (1 — hzfl) 4 hzfl) — (T(f?d) (1 —hz/l)In (1 — hzfl)
2 —
+ hafl) + %1:;—5-) (L — ka/ljln (1 — kefl) + & 2/1)] :
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Bei der Integration ist zu beachten, daB fiir z = 0 sowohl dz/dz = 0 wie z = 0
sein mufl. Daraus ergeben sich die beiden Integrationskonstanten.

Die GroBen h und k berechnen sich, wenn sich der Index e auf den freien
Querschnitt des Pfeilers (z = 1) bezieht, aus den Gleichungen:

a, = ag (1 —h),
b, = b, (1 — k)
zu
ho— aa-—ae,
aa
ba_be
k 5

Durch Einsetzen der Zahlenwerte aus der Fig. 1 ergibt sich
h =0.882 und k= 0.081.

Die Gleichung firr die Durchbiegung des freien Endes des Pfeilers I lautet nach
Einfithrung der numerischen Werte von k und k

P

f = é—_‘E1_‘I-; . 1.78.
Ungeféhr die gleiche Abbiegung wiirde durch die gleiche Kraft bei einem
Stabe aus dem Material des Pfeilers auftreten, der den konstant bleibenden Quer-

schnitt der Pfeilermitte besifBe. Es ist namlich
Ja/JMit(e — 1.85.

In Fig. 5 ist der Verlauf der Amplitude und in Fig. 8 der Verlauf der Maximal-
amplitude bei einem Auslauf des Exzenters dargestellt. Der Versuch wurde mehr-
fach wiederholt. Die Maximalamplitude auf dem Film stieg auf 8 mm an. Der
Fehler dieses Wertes ist +- 0.1 mm. 8.0 mm Ausschlag auf dem Film entsprechen
einer Abbiegung des Pfeilers um 10 p.. Wirde das Rad standig mit der Eigenfre-
quenz des Pfeilers umlaufen, so bliebe die Maximalamplitude immer konstant.
Die Energie, die durch die Eigenddmpfung des Pfeilers bei der Schwingung verzehrt
wird, wird stindig durch das Rad nachgeliefert. Wiirde dieses in der Resonanz
plotzlich angehalten, so wiirde die Pfeilerschwingung gedampft ausklingen. Die
Abnahme der Maximalamplitude nach der ersten Periode betrigt, wenn der
Resonanzausschlag mit & bezeichnet wird

f=h(1—1:¢.
Fiir den Pfeiler I ist diese Abnahme
f=10(1—1:1.085) = 0.81 .

Der Exzenter mub also den Pfeiler in der Resonanz pro Schwingung um den
Betrag f abbiegen, damit die Maximalamplitude konstant bleibt.
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Die Kraft, die nétig ist, um den als einen einseitig eingeklemmten Stab be-
handelten Pfeiler um den Betrag f abzubiegen, ist
8fEJ,
T IBE
Ea;b,
To1a8 4
Die Fliehkraft des Exzenters in der Resonanz des Pfeilers ist
Z =w,rm,
und ebenso grof der Maximalwert ihrer wirksamen Komponente senkrecht zur

Langsrichtung des Pfeilers. m, bedeutet die exzentrische Masse, » ihr Abstand
von der Drehachse.

SecA
725

700
075t -
as0}

0.25]

Schwingungsdaver

>
>

Qa0 . . . . .
0 20 30 w0 50 60 70 &0 sec

Zert seit Anstold des Rades

700 [\

50

Auvsschlag des Prerlers
N
[y
I

25 \ _
1 \ﬁ \../ \’\ /\ A

14

T A R R R T
Zeit se/t Anstol3 des Rades
Fig. 3. Zeitlicher Verlauf der Schwingungsdauer und der Amplitude des Pfeilers I

beim Auslauf des Exzenters. Als Abszisse ist die Zeit aufgetragen, die seit dem AnstoB
des Exzenters verflossen ist
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Genaue Untersuchungen iiber erzwungene Schwingungen bei Stdben und
iiber die bestehenden Wechselwirkungen der auftretenden Krifte sind noch nicht
angestellt worden. Versuchsweise habe ich die Kraft P, die ndtig ist, um den
Pfeiler um den Betrag f abzubiegen, gleich der Fliehkraft des Exzenters Z gesetzt.
Es ergibt sich daraus:

wirm, = —oael

Da in dieser Gleichung alle Gré8en bekannt sind bis auf den Elastizititsmodul E,
1aBt er sich daraus bestimmen.
178 -4.wgrm,- B
adbaf
p_ Madntdonpe o
agby b (e? —1)

Die Giltigkeit dieser Gleichung wird bestitigt durch die Ergebnisse, die sich
aus ihr errechnen. Sowohl bei Pfeiler I wie bei den Laboratoriumsversuchen, die
im zweiten Teil der Arbeit besprochen werden, lieferte sie richtige Werte des
Elastizitdtsmoduls.

Die Formel

E—_—

Eagb,f

178413

zur Berechnung des Elastizititsmoduls aus der Dimpfung und dem Resonanz-
ausschlag entspringt der Gleichsetzung zweier Krifte ohne strengen Beweis fiir
die Zuldssigkeit dieser Gleichsetzung.

Ich versuchte auf verschiedenen Wegen zu einer strengen physikalischen
Ableitung der Formel zu gelangen. Dabei benutzte ich die allgemein bekannten
Gedankenginge. In allen Fillen ergab sich jedoch ein Endresultat, das sich von der
Gleichung (A) auf S.182 um einen Faktor = auf der rechten Seite unterschied.

178-4-4. 7% v3rm B¢
E = i@ —1) ST e (B)

Dieses Ergebnis erhielt ich einmal durch Berechnung der Arbeit, die die
Komponente der Zentrifugalkraft in Richtung der Schwingungsebene des Pfeilers
an diesem bei einer Schwingung im Falle der Resonanz leistet. Ferner berechnete
ich den Energiebetrag, um den die gesamte Schwingungsenergie des Pfeilers pro
Periode durch die Dampfung abnimmt. Die Gleichsetzung der beiden Ausdriicke
lieferte die obige Formel.

Eine andere Methode der Ableitung der Formel war folgende:

Lauft der Exzenter mit der Eigenfrequenz v, des Pfeilers um, so schaukelt
er diesen zu Schwingungen bis zum Resonanzausschlag k., auf. Dividiert
man h,,, durch die Resonanziiberh6hung, die man aus dem gemessenen Damp-

wlrm, =

7 .
fungsverhéltnis berechnen kann <23 = ln_z)’ so erhilt man den statischen Aus-
€
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schlag k, , d.h. die Abbiegung des Pfeilerendes, die eine horizontal gerichtete
an diesem angreifende statische Kraft P hervorruft, welche gleich ist dem Maximal-
wert der Komponente Z der Exzenterkraft in Richtung der Schwingungsebene
des Pfeilers bei der Umlauffrequenz »,. Diese Berechnung des Elastizitdtsmoduls
aus der Exzenterkraft und dem so berechneten statischen Ausschlag fithrt zur
Formel (B) auf S.182.

Diese theoretischen Formeln definieren also die Resonanziiberh6hung

R U
" lng? Tk,
In &? 2 e —1 e —1 2
hal_hmax'_;z"\" max;eg—_'_—l'\'hmax - ’da82+1~1‘

Unsere Gebrauchsformel (A) setzt ebenfalls Z = P, aber h,, = Ahp,y, worin
Ahpax die Abnahme der Resonanzamplitude infolge der Ddmpfung wihrend
der ersten Periode ist, wenn der Exzenter plotzlich fortgenommen wiirde und
hs, den statischen Ausschlag fir P = Z bedeutet.

2 __
4 hmax = hmax 87& ~h

hag =4 hmax = hmsx (82 - l)’

Die so errechneten Werte von h
erwihnten Faktor z.

max (82 - 1),

und &,, unterscheiden sich also um den oben

1 —
hmux (‘i__l
iﬁ n 1

81

by e (1) T @

Durch statische Belastung mit P = Z wurde nun an einseitig geklemmten
Stédben h, bestimmt. Es entspricht dem h,, und nicht dem h, . Der gemessene
Wert ist rund dreimal groBer als der berechnete h, .

Die Experimente bestatigten also nicht die theoretische Gleichung (B),
sondern (A) von S.182. Ich wandte diese auler bei der Messung auf Pfeiler I auch,
wie schon erwahnt, bei Untersuchungen an einseitig eingeklemmten Stédben im
Laboratorium an. Dabei variierte ich die Versuchsbedingungen auf die mannig-
faltigsten Arten. Die Versuche sind im zweiten Teil der Arbeit beschrieben. Ohne
Ausnahme lieferte die Benutzung der Formel (A) von 8. 182 richtige Werte. Zur Auf-
klarung der Diskrepanz zwischen der theoretisch abgeleiteten Beziehung und der
experimentell gefundenen bedarf es noch weiterer theoretischer Uberlegungen
und Versuche.

Setzt man die Zahlenwerte fiir den Pfeiler I in die Gleichung (A) von
8.182 ein, so ergibt sich fiir den Elastizitdtsmodul

E = 1.49 - 101 dyn/cm?.
Dieser Wert stimmt mit dem aus der Eigenperiode berechneten (1.52- 10 dyn/em?)

gut tberein. Er liegt in den Grenzen, die sonst fiir Buntsandstein angegeben
werden.
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Bei Anregung des Pfeilers durch zwei Personen zeigte sich, daBl er auch in
R‘ichtung seiner Langsseite in Schwingung gerit. Er wurde nicht in der Mitte,
sondern seitlich angeregt. Die Amplitude der Schwingung in Richtung der Léings-
seite war etwa zehnmal kleiner als die quer zu dieser. Sie hinkte bei gleicher
Schwingungsdauer um 0.07 sec hinter dieser her. Eine Verfilschung der Eigen-
periode des Pfeilers tritt dabei nicht ein.

b) Pfeiler 11. Wie schon erwihnt, wurde bei diesem Pfeiler die Eigenperiode
von unten durch die Maschinenschwingung angeregt. Sie erreichte oben Maximal-
amplituden von 5 . Die Frequenzen der einzelnen Schwingungen streuen in
weiten Grenzen. Durch die iiberlagerte Schwingung wird die Genauigkeit der
Bestimmung der Eigenfrequenz herabgedriickt. Auch kann der Pfeiler durch die
dauernde Anregung nicht ungestért schwingen. Mittelwerte aus zehn Schwin-
gungen jedoch lieferten stets den gleichen Wert. Die Grundfrequenz des Pfeilers 11
wurde zu v, = 0.83 sec™! gemessen. Der mittlere Fehler ist -~ 0.02 sec™?.

Aus der Eigenfrequenz und den Dimensionen des Pfeilers II (Fig. 1) berechnet
sich nach der bei Pfeiler I abgeleiteten Formel

E— 12.472. 1092
T e
sein Elastizitdtsmodul

E = 0.98 - 10! dyn/cm?.

Dieser Wert weicht von dem, der fiir Pfeiler I ermittelt wurde, betrichtlich
ab. Das rithrt einmal daher, dafl bei der Anregung von unten die Eigenfrequenz
sich etwas kleiner ergibt als bei der Anregung von oben. Hier sei auf den Labora-
toriumsversuch auf S.186 verwiesen. Pfeiler II hat im Gegensatz zu Pfeiler I
ein hohes Fundament, das nur von lockeren Schuttmassen umgeben ist. Es wird
daher sicherlich nicht nur der Pfeiler fiir sich schwingen, sondern mit dem Funda-
ment zusammen. Er ist demnach als nicht ideal eingespannt zu betrachten.
ZahlenméBig kann man, wie spéater eingehend erortert wird, die elastische Ein-
spannung durch die GréBe 4 [ ausdriicken, um die der Stab linger sein miite,
damit er bei idealer Einspannung dieselbe Eigenfrequenz hétte. Um fir Pfeiler 1T
denselben Wert fiir den Elastizititsmodul zu erhalten wie fur Pfeiler I, mufl
A1 = 5m sein. Diese Zahl ist gar nicht unwahrscheinlich.

Die beiden Elastizititsmodule brauchen aber keineswegs gleich zu sein. Das
Material, aus dem die Pfeiler gebaut sind, ist bei beiden verschieden. Da bei der
Biegung hauptsichlich die duBeren Teile, also die Verblendung, beansprucht
werden, sind die erhaltenen Elastizititskonstanten wohl die des Sandsteins. Fir
verschiedene Sandsteine variieren diese aber zwischen ziemlich grofien Grenzen.
Reich[4] gibt folgende Werte an:

Griinsandstein ........ E = 0.80 - 101! dyn/cm?
Keupersandstein . .. .... E = 0.95 - 1011 dyn/cm?
Buntsandstein ......... E = 1.02—1.67 - 1011 dyn/cm?
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Zum Bau der Pfeiler wurden Sandsteine aus verschiedenen Gegenden benutzt.
Ferner wird auch das Fuallmaterial nicht die gleiche Zusammensetzung und Festig-
keit haben. Ein Teil des Unterschiedes der Elastizititsmodule kann dadurch
erklart werden. Nach Tabelle 2 ist die Druckbelastung des Pfeilers I groBer als
die des Pfeilers II. Pfeiler I wird daher von vornherein schon fester gebaut worden
sein. Darauf deuten auch die verschiedenen Dampfungswerte hin. Fir Pfeiler I
ist £ = 1.04: 1, fir Pfeiler II ist ¢ = 1.06: 1. Spéter zu beschreibende Labora-
toriumsversuche zeigten, dafl die Dimpfung von Stidben gleichen Materials bei
gleicher Einspannung immer denselben Wert hat.

3. Verhalten der Pfeiler bei Wind und Erschiitterungen. Nach Hiitte I [1]
ist die

Druckfestigkeit von Sandstein ........ Gy = 150—8200 kg/cin?
Biegefestigkeit von Steinen........... Opu = 1/6 0,y
Biegefestigkeit von Beton ............ O = 1/6—1/4 0,y

Um iberschlagsmiBig die Grofenordnung der Bruchfestigkeit der Pfeiler
zu bekommen, wihle ich aus dem angegebenen Bereich einen Mittelwert aus. Er
sel 0,;; = 860 kg/em2.  Die Biegefestigkeit ist dann o, = 60 kg/cm? = 0.6
-108 dyn/em?. Die hochst zulissige Abbiegung eines einseitig eingespannten
Stabes durch eine an seinem freien Ende angreifende Kraft ist

f _ 2.0 ;ul . 12
' 8.E.a
Bei gleichmiBig iiber den Stab verteilter Kraft ist
f . a;ul B
2?7 2.E.a

| = Pfeilerhéhe, a = Pfeilerdicke, E = mittlerer Elastizititsmodul der Pfeiler.
Durch Einsetzen der Zahlenwerte fiir die Pfeiler erhidlt man bzw.

2. o;ul . 12
f, = S = 14.8 cm,
_ a;.ul - .
fo = 5 Fa = 11.1 em
Im ersten Falle ist die zur Abbiegung um den Betrag f notige Kraft
f,Ea®b
qu.l == 1 4'1—3-— = 750t.
Im zweiten Falle ist sie
3
P,, = 2—"-%,“——” = 1500 t.

Eine horizontal gerichtete, am freien Ende des Pfeilers angreifende Kraft
von 750 t konnte fir ihn schon schidlich sein. Als solche kommt in erster Linie
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ein seitlicher Schub der Fahrbahn in Frage. Er darf sicher nicht bis zur Hilfte
des Vertikaldruckes der Stahlkonstruktionen anwachsen.

Eine am ganzen Pfeiler angreifende Kraft stellt der Winddruck dar. Zunéchst
nehme ich an, die Windrichtung sei senkrecht zur Breitseite des Pfeilers. Der
Staudruck pro cm? ist

p=1/290%

Gefihrlich wird ein Gesamtdruck von P,,; = 1500 t. Dem entspricht ein Druck
auf die Flacheneinheit des Pfeilers

Pgul = Pgay:l-b = 1.45-10%dyn/cm?.
Zur Erzeugung eines solchen Staudruckes ist die Windgeschwindigkeit

—
Vyu = ‘/2_5711_1 = 1.5-10* cm/sec = 150 m/sec

erforderlich. Beriicksichtigt man auch den Sog, der meist grofler ist als der Stau,
so erhilt man, wenn man ihn etwa doppelt so groBl annimmt als den Stau,

Vpu 22 100 m/sec.

Die maximal vorkommenden Windstirken betragen 40 bis 50 m/sec. Solange
also der Wind nur statisch auf die Pfeiler wirkt, ist keine Gefahr vorhanden.

Der Wind stromt aber nicht laminar. Im Gegenteil, er ist meist sogar sehr
boig. Verfeinerte Windregistrierungen im Geophysikalischen Institut Gottingen
haben gezeigt, daf die Windstiarke bevorzugt mit Perioden um 1 sec schwankt.
Dadurch konnen die Pfeiler leicht zu grofen Amplituden aufgeschaukelt werden.
Bis zu einer Aufschaukelung zu gefihrlichen Amplituden kommt es jedoch nicht.
Eine periodische Kraft braucht bei einer Dimpfung & = 1.04 bis 1.06 15 bis
80 Perioden dazu. Solange blist der Wind nicht mit konstanter Schwankung.
Zur Aufschaukelung bis zur gefahrlichen Durchbiegung ist eine periodische Kraft
von etwa 100 t oder 10! dyn notig. Die Windstirke miiBte periodisch 20 bis 80 sec
lang, um 20 bis 80 m/sec schwanken. Eine solche Windstruktur kommt in der
Natur nicht vor. Es ist auch zu bedenken, dafl die Pfeiler im Tale geschiitzt stehen
und parallel zu diesem gebaut sind. Der Winddruck allein vermag den Pfeilern
nicht gefihrlich zu werden. Ihm kann jedoch, wenn sie bereits durch andere
Krifte beansprucht sind, als auslosende Ursache einer Katastrophe eine grofe
Bedeutung zukommen.

Bevor ich auf das Verhalten der Pfeiler bei Erschiitterungen des Untergrundes
eingehe, mochte ich ein Experiment im Laboratorium beschreiben. Ein Stab aus
Eschenholz wurde einseitig geklemmt und auf einen Schiitteltisch geschraubt. Ein
an- und auslaufendes Exzenterridchen bewegte die Platte des Schiitteltisches
sinusférmig hin und her. Dabei durchlief es alle Frequenzen zwischen 5 und
20/sec. Die Bewegungen des Tisches und die des Stabendes wurden optisch auf-
gezeichnet. Die Amplitude des Schiitteltisches blieb fiir alle Frequenzen konstant.
Fig. 4 zeigt den Verlauf der Maximalamplitude des Stabendes in Abhingigkeit
von der Frequenz. Als Ordinate ist das Verhiltnis der Bewegung des freien Endes
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zur Bewegung der Platte aufgetragen. In der Resonanz ist die VergroBerung
82fach. Die Dampfung des Holzstabes ist ¢ = 1.0225. Diesem Wert entspricht
bei einem schwingungsfihigen Gebilde eine theoretische Resonanziiberhéhung
von 71.5. In Anbetracht der Tatsache,

3

dafl bei so geringen Dampfungen die Ver- ﬁaz:/)1
groferung in der Resonanz sich sehr stark &
indert, stimmen die Werte gut iberein. X

Der Versuch ergab eine Anderung § P
der Eigenperiode bei Anregung von unten :§
und bei Anregung von oben. Als die
Schittelplatte arretiert war, und der Stab R w
oben angezupft wurde, war seine Eigen-
frequenz v, = 12.2/sec. Die Resonanz- 2
kurve hat dagegen ihr Maximum bei \
11.6/sec. Dieselbe Frequenz hatte der & \\0

Stab, als die Platte durch Auftreten auf g
den Boden erschiittert wurde.

Die gleichen Verhiltnisse haben wir
bei den Pfeilern der Werrabriccke. Der Fig. 4. Resonanzkurve des Eschenholz-

. . stabes bei Anregung von unten. Als
Untergrund fihrt bei Erdbeben, Spren- Ordinate ist das Verhiltnis der Ampli-

gungen, Verkehrserschiitterungen usw.  tyde des freien zur Amplitude des ge-
periodische Bewegungen aus. Wie die klemmten Stabendes aufgetragen

Messungen auf Pfeiler II zeigten, machte

auch das freie Ende die Bodenbewegungen vergrofert mit. Ebenso wurden die
Erschiitterungen einer Ramme unten und oben aufgezeichnet. Die Resonanzkurve
der Pfeiler sieht dhnlich aus wie die des Holzstabes. Der Dampfung des Pfeilers I,
¢ = 1.042, entspricht eine Resonanzvergroferung von 87. Bei Pfeiler II ist die
Dampfung ¢ = 1.06 und die Resonanziiberhohung 28. Gefahrlich fiir dte Pfeiler
ist eine Bodenschwingung von der Periode 1 sec. Sie mufl dann allerdings schon
eine Maximalamplitude von etwa 5 mm erreichen. Solche riesigen Schwin-
gungen von 1sec kommen aber auBler bei groBen Nahbeben nicht vor.

o 5 w15 220 25Hz
Freyuenz

II. Bestimmung des Elastizititsmoduls an Stiben zur Priifung
der bei den Pfeilern verwandten Methoden

Eine Bestitigung, daB man die Pfeiler als einseitig eingeklemmte Stébe be-
handeln kann, und daf die benutzten Methoden zur Bestimmung des Elastizitats-
moduls die richtigen Werte liefern, ist bereits durch die Ubereinstimmung der aus
ithnen gewonnenen Ergebnisse fiir den Pfeiler I gegeben. Weiterhin wurden an
einseitig eingeklemmten Stidben verschiedenen Materials die einzelnen Methoden
nachgepriift. Ein Stab aus Eschenholz, ein Messing-, ein Stahl- und ein Glasstab
wurden untersucht. Die Klemmung erfolgte mittels eines Schraubstockes. Die
Auslenkung des Stabendes wurde durch ein Spiegelsystem auf Film aufgezeichnet.



— 188 —

1. Die Methoden. o) Elastizititsmodul aus der Eigenfrequenz einseitig ein-
geklemmier Stibe. Die Stéibe wurden mit der Hand angezupft und das Ausschwingen
aufgezeichnet. Als ZeitmaBstab wurden die Schwingungen einer Stimmgabel von
50/sec mitregistriert. Zur Anregung des Stabes durch einen Exzenter und zur
Aufzeichnung der Bewegung des Stabendes muBten an dieses Massen geschraubt
werden. Sie bewirkten eine VergroBerung des Triagheitsmomentes und daher
Verkleinerung der Frequenz. Theoretisch wird durch die angehéngten Kopf-
massen der Beiwert f§, vermindert. Dieser hiangt vom Verhéltnis « der Kopfmasse
zur Masse des Stabes ab. Zwischen « und §, besteht nach Hort [5] die Beziehung

— B, asinBy + cos B, (1 — B, a TgB,) =

(Soiﬂo
In Tabelle 8 sind zusammengehérige Werte von o und f, enthalten.
Tabelle 3

o 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04
Bo 1.875 1.857 1.840 1.823 1.807
3 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
B 1.792 1.777 1.763 1.749 1.736
o 0.10 0.11 0.12 0.13 0.14
Bo 1.728 1.711 1.699 1.688 1.677
o 0.15 0.16 0.17 0.18 0.19
Bo 1.666 1.655 1.645 1.635 1.626

Die Korrektion wegen Schubkraft und Rotationstragheitsmoment kann auch

hier vernachlidssigt werden, da das Verhiltnis Dicke zu Lénge des Stabes immer
kleiner als 1/20 ist und die Korrektion daher kleiner als 0.4 9, wird. Der Elastizitats-
modul berechnet sich also nach der Formel
12-47%- 1093
N T .
Die Genauigkeit, mit der man nach dieser Methode den Elastizitdtsmodul be-
stimmen kann, betrigt beim Holzstab 89, da sich bei der Bearbeitung des
Materials Dicke und Breite des Stabes nicht genau konstant halten lassen. Beim
Glas- und Stahlstab ist der Fehler nur 2.5%,.

Die benutzte Formel wurde zuerst von Kohlrausch abgeleitet. Sie hat sich
als sehr brauchbar erwiesen umnd liefert gute Ergebnisse. Sie kommt den tat-
sichlichen Verhiltnissen sehr nahe. A.Esau und M. Hempel [6] fanden eine
Ubereinstimmung bis auf 19,. In einer anderen Arbeit [7] jedoch stellten sie bei
Zusatzmassen am freien Ende groBe Unstimmigkeiten zwischen Rechnung und
Messung fest. Th. Poschl [8] meint jedoch, daB die Differenz nicht in der Rech-
nung, sondern in der Messung ihre Ursache hat. Sicherlich werden bei zu grofen
Kopflasten die Bedingungen der Theorie (starre Einspannung, punktformige
Kopfmasse) nicht mehr erfillt. Bei den kleinen Kopilasten, wie ich sie benutzt
habe, ist der Fehler, den Esau und Hempel gemessen haben, noch unter 19%,.

E=
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Bei vielen Versuchen maB ich die Eigenfrequenz der Stibe mit und ohne Zusatz-
massen. Ich konnte dabei fiir E keine systematischen Unterschiede feststellen.

b) Elastizititsmodul aus der statischen Belastung einseitig eingeklemmter Stibe.
Bei der zweiten Methode zur Bestimmung des Elastizititsmoduls griff am Stab-
ende eine bekannte Kraft an, und die dazugehorige Abbiegung wurde gemessen.
die Kraft war stets ein angehéngtes Gewicht. Nach Hiitte I [1] besteht zwischen
Der Kraft P und der Ablenkung des Stabendes f der Zusammenhang
f = PP 4.P.P
~ E-J-38  E-a*-b
_4.P.P
T adb-f
Die Bedeutung der Buchstaben ist dieselbe wie auf S. 181. Bei einigen Versuchen
wurde statt der vergrofert aufgezeichneten Ablenkung des Stabes die bei der
Biegung auftretende Verdrehung der Deckfliche gemessen. Zur Aufzeichnung
derselben diente ein kleiner Spiegel, der an das Stabende geklebt war. Zwischen
der Kraft P und dem Verdrehungswinkel o besteht die Beziehung
p.p
2-E-J’
_ 6.P.P
T tga-at-b
Die Genauigkeit dieser Methode ist 2.5 bis 4.09,.

tga =

¢) Elastizitatsmodul aus dem Resomanzausschlag und der Dimpfung einseitig
eingeklemmter Stibe. Das Wesen dieser Methode wurde bereits beschrieben. An
Staben sollte nachgepriift werden, ob dieses Verfahren zur Bestimmung des
Elastizitatsmoduls richtige Werte liefert und wie genau die Ergebnisse sind. Fiir
die Messungen wurde an das Stabende ein Lagerbock geschraubt. In das dazu-
gehorige Radchen wurde am Rande eine Schraube gedreht. Die iiberstehende Masse
bildete den Exzenter. Durch Abziehen eines auf die Achse des Rédchens auf-
gespulten Fadens wurde dieses auf groBe Umdrehungszahlen gebracht. Es lief
dann langsam aus. Der Stab fithrte Schwingungen in der Frequenz des Rédchens
aus. Die Maximalamplituden blieben jedoch zunéchst klein. Je mehr sich die
Exzenterfrequenz der Eigenfrequenz des Stabes néherte, desto grofler wurde sie.
Sie schwankte dabel immer etwas auf und ab, wie es auch auf dem Pfeiler der
Fall war (Fig. 5). Als das Rédchen in die Resonanz kam, stieg die Maximal-
amplitude rasch an und nahm schnell wieder ab. Der rasche Abfall entsteht durch
Schwebung zwischen der noch nachklingenden Eigenfrequenz und der erst wenig
kleineren Erregerfrequenz des Exzenters. Beim Eschenholzstab zeigte sich, daB
bereits vor der Resonanz die Eigenfrequenz sehr stark angeregt wurde. Es bildete
sich vor der Resonanz ein Schwebungsmaximum und -minimum aus. Im Minimum
sank die Maximalamplitude fast auf Null. In diesem Falle fiel der Resonanz-
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ausschlag zu groB aus. Wurde davon die halbe Differenz der Ausschlige im
Schwebungsmaximum und -minimum, also die Maximalamplitude der vor der
Resonanz erregten Eigenschwingung, abgezogen, so ergab sich der richtige Reso-
nanzausschlag.

Diese Methode versagte bei Stahl- und Messingstdben. Die Déampfung von
Holz und Glas ist e = 1.01 : 1. Bei Metallstdben liegt sie dagegenum ¢ = 1.0025 : 1.
Stabe mit so geringer Dimpfung bendtigen zur Aufschaukelung die Zeit vieler
Perioden. Das auslaufende Rad liuft zu schnell iiber die Resonanz hinweg. Selbst
bei Antrieb des Radchens durch einen Motor wurde der volle Resonanzausschlag

nicht erreicht. Es gelingt

nicht, das Ridchen wihrend
\NUWW\/VWV\/VW\/W\WNWMW der erforderlichen Zeit kon-
Proiter 1 stant mit der Eigenperiode
laufen zu lassen.

Die Wigung oder Be-
rechnung der tatsdchlichen
Exzentermasse wire schwie-
Glosstab rig und sehr ungenau ge-

wesen. Daher wurde der
Versuch immer zweimal aus-
gefithrt. Einmal lief das

Eschenholzsta. Réidchen mit Schraube, das
Fig. 5. Resonanzkurven verschiedener Stibe andere Mal ohne dieselbe aus.
beim Auslauf des Exzenters Die Resonanzausschlige der

beiden Versuche wurden

dann addiert. In diesem Falle muBte ich die Masse der Schraube als Exzenter-
masse m, einsetzen. Bei einigen Messungen wurde beim zweiten Versuch auf die
Schraube noch eine kleine Mutter gedreht. Sie bildete die Exzentermasse. Die
Resonanzausschlige muBte ich bei diesen Messungen subtrahieren.

Hier sei nochmals kurz der formelméfige Zusammenhang der Methode dar-
gelegt. Die Exzenterkraft ist

Z=4n% v} r-m,

Die Abnahme der Maximalamplitude pro Periode betrigt

e&—1
f=h—hie = hQ—1et) = h S5

Zur statischen Abbiegung des Pfeilers um den Betrag f ist die Kraft
P _ Eadbf _ E-a®b-h- (2—1)
473 4.8 ¢*
noétig. Da beide Kréfte gleich gesetzt sind, ergibt sich fiir den Elastizitdtsmodul E

4'712-1'3-1‘-"1,,'4'13'82

E = a-b-h- (& —1)
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Die Genauigkeit des erhaltenen Ergebnisses ist 6 bis 89/. Der groBe Fehler rithrt
vom Faktor (¢2 — 1) her. ¢ ldBit sich nicht genauer bestimmen.

Gegeniiber der Bestimmung des Elastizititsmoduls aus der Eigenfrequenz
hat dieses Verfahren den Vorteil, da man die Koptlast. die nicht immer leicht
und genau zu bestimmen ist, nicht zu kennen braucht. Eine Abhéngigkeit des
Resultats von der Kopflast haben die Versuche nicht gezeigt.

d) Elastizititsmodul bei frei aufliegenden Stiben aus der Eigenfrequenz und bei
statischer Belastung. Um von den Einflissen der Einspannung freizukommen,
wurden die Stibe noch auf eine vierte Art untersucht. Sie wurden an ihren Enden
auf zwei Schneiden gelagert und in der Mitte belastet. Durch die Belastung biegt
sich der Stab durch. Die Biegung wurde entweder durch den Betrag der Senkung
der Stabmitte oder durch die Verdrehung der Endflichen gemessen. Fir die
beiden Fille gelten die Beziehungen:

P
= ®E)’
3
4a3bf’
pr
EJ16’
3P
Lab-tgo
Die Genauigkeit der Methode ist 89.

Durch Anzupfen gelang es auch, die Stidbe bei dieser Lagerung zu Quer-
schwingungen anzuregen. Jedoch miissen die Stdbe schon eine ziemliche Lange
im Verhdltnis zum Querschnitt haben, da sonst die Frequenzen sehr hoch liegen.
Wahrend im statischen Falle fiir die Stablinge nur der Abstand der Schneiden
maBgebend ist, und iberstehende Enden keine Rolle spielen, dndern diese im
dynamischen Falle die Eigenperioden dhnlich wie die Kopflasten beim einge-
klemmten Stab. Der Einfachheit halber bestimmte ich die Eigenfrequenzen nur
in den Fillen, in denen der Stab auf seinen Enden gelagert war. Die Berechnung
des Elastizitdtsmoduls aus der Periodenzahl pro Sekunde geschieht nach derselben
Formel, die auch beim eingespannten Stab benutzt wird, nur hat die Konstante f,
einen anderen Wert. Sie ist hier fj = n. Die Formel lautet:

12471 g0

E =

tga =

b=
12:4-1.p-0
b=—"am

Die Genauigkeit ist die gleiche wie beim eingeklemmten Stab.
Die mit diesem Verfahren erhaltenen Ergebnisse sind in Tabelle 5 eingetragen.
Die dynamischen Werte sind mit E,, die statischen mit E, bezeichnet.
Z. Geo. 14.Jahrg. 13
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2. Ergebnisse. In der Tabelle 4 und 5 sind die wichtigsten Grolen der Stibe
und die MeBergebnisse zusammengestellt. Die Dampfung &2 ist das Verhiltnis
zweier aufeinanderfolgender Maximalamplituden nach derselben Seite. Die
nichsten Spalten in der Tabelle 4 enthalten die nach den unter a, b und ¢ be-
schriebenen Methoden ermittelten Werte des Elastizititsmoduls. Dabel zeigt sich
auffillig, daBB der Wert aus der Eigenperiode durchweg der kleinste ist, dann folgt
der statische, und der aus der Diampfung und der Resonanz berechnete ist am
aroften. Die Fig. 6 zeigt diesen Effekt deutlich. Auch die Uinkehrung des Stabes
(festes Ende oben, freies unten) dndert daran nichts. Die Stibe wurden bei den
einzelnen Untersuchungen in verschie-
denen Schraubstocken verschieden /e’ -
fest geklemmt. Der Effekt liegt also 22001 70
nicht an zu weicher Klemmung.

Die Formeln, nach denen E; und E,
berechnet wurden, haben zur Voraus-
setzung, dafl bei der Biegung nur das
Material zwischen Klemmstelle und
freies Ende beansprucht wird. Die 2000 -
uroBten Spannungen treten am ein- o o
gespannten Querschnitt auf. Der ° 4 °
fest-freie Stab von gleichbleibendem
Querschnitt bricht bei statischer Bie-
cung immer am festen Ende. Wenn O- £, aus der Etgentreqenz
also die Spannung an dieser Stelle 94 b statisarer Belastuna
am groBten ist, so ist es nicht denk- B0 G730 o
bar, daB} sie im geklemmten Stabteil Stablénge
plotzlich auf Null sinkt. Es werden Fig. 6. Die gemessenen Flastizitits-
in Querschnitten in der Nihe der pjodule des Stahlstabes in Abhiingig-
Klemmung noch Spannungen vorhan- keit von der Stablinge
den sein, die auch auf das Material der
Klemmbacken ibergreifen. Auf das Verhalten der Stibe gegeniiber Biegung wirkt
dies wie eine Verlangerung des Stabes. J. W. Geckeler[8]gibt fiir die Durchbiegung
cines Stabes durch eine an seinem freien Ende angreifende Kraft die Beziehung:

2700 @ L4
X3

£laslizitdtsmoduvl
®
(-]

7900

ppB
I = g7 T8
Tabelle 5. MeBergebnisse an zweifach unterstiitzten Stiiben

Liénge Eigenfrequenz E, aus der E, aus der
Nr. Material cm (Hz) Eigenfrequenz stat. Belastung
1 Eschenholz 101.4 32.57 1.05 - 101 1.11- 101
2 Glas 97.5 26.23 7.60 - 101! 7.56 - 101
3 Glas 96.1 7.38 - 1011
4 Stahl 102.0 9.785 2.14- 102 2.16 - 102
] Stahl 70.8 2.15- 102
6 Stahl 102.0 2,17 - 1012

13*



— 194 —

p ist eine Integrationskonstante. Das Glied 8! hangt von der Einspannung ab.
Rankine*) bezeichnet es als ,,die von der Schubkraft herrithrende zusitzliche
Durchbiegung'‘. f ist empirisch zu bestimmen.

A.Thum und F. Wunderlich [9] beobachteten bei eingespannten Trag-
teilen Abweichungen zwischen den mit der ,freien Liange* (Abstand Klemm-
stelle—freies Ende) berechneten Durchbiegungen, Querschnittsneigungen und
Spannungen und den gemessenen Werten. Die Ursachen sind die nicht idealen
Einspannverhéltnisse. Um mit den gewo6hnlichen Formeln noch arbeiten zu
konnen, setzten sie in diese nicht die freie Lidnge, sondern multiplizierten sie erst
mit einem Faktor «. Diesen nannten sie den ,,Einspannwert“. Er ist grofer als 1
und ist immer empirisch zu bestimmen. Die Verfasser stellten eine Abnahme von «
mit groBer werdender Stablidnge fest.

Praktischer als # und auch als « diinkt mir die GroBe A [ zu sein, die ich zur
Stablange ! addieren muB, um die Biegung mit der einfachen Formel behandeln
zu konnen. Diese lautet dann im Falle statischer Belastung:

‘ P+ Al
= 8BS
4P+ 41 41318

Im statischen Falle wirkt die Spannung nur in einer Richtung. Bei der
Schwingung dagegen ist sie abwechselnd nach beiden Seiten gerichtet. In erster
Naherung wird es wohl so sein, daB sich ihr EinfluB auf den geklemmten Stab
verdoppelt. Den stirksten Beweis fiir die Richtigkeit dieser Annahme liefern
allerdings die mit ihr erzielten Ergebnisse. Die Formel firr die Berechnung des
Elastizititsmoduls aus der Eigenfrequenz lautet nun:

12-472. 093 - (L + 2404
az ﬁ4
12-4 n2 Q- Ve -
T b B
Die verbesserten Werte des Elastizitdtsmoduls erhalt man aus E; und E,
durch Multiplikation mit einem Faktor. Es ist:
E=E 1+84I11,
E=E,1+84I)).
Durch Auflésung der beiden Gleichungen ergibt sich fiir E und A1

E =

Pa1s4 iy

B 8 (E, — E,)
E = ( 8E, —3E>
_ I(B,—E)
Al = 8E,—8E,

*) Applied Mechanics 1858.
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In der zehnten und elften Spalte der Tabelle 4 sind die aus obigen Formeln
errechneten Werte eingetragen. Daraus sieht man, dafl E keinen systematischen
Gang mit der Stablinge mehr zeigt. Der Mittelwert liegt bei Stahl wie bei Holz
nahe bei den Werten, die in Tabelle 5 enthalten sind. Diese sind aber vom EinfluBl
der Klemmung frei, Dadurch werden die Annahmen tber die Wirkung der Span-
nung 1 geklemmten Stabteil gerechtfertigt. Die erhaltenen Elastizititsmodule
sind als die des Materials anzusprechen.

Wie schnell die Spannung im eingespannten Ende des Stabes auf Null abfillt,
kann man am Stahlstab entscheiden. E; und E, steigen mit der Stablinge stetig
an bis [ = 97 cm. Die Werte aus | = 99 em und ! = 100 e fallen dagegen um
ein Betrichtliches ab. Die Gesamtlinge des Stabes ist 102 em. Der Abfall kann
dadurch erklirt werden, dafl bei einem zu kurz eingeklemmten Stab am festen
Endquerschnitt noch Spannungen auftreten. Ist dies der Fall, so wird der elastische
Widerstand des Stabes herabgesetzt. Bei dem untersuchten Stahlstab reichen die
Spannungen etwa 4 cm ins eingeklemmte Ende hinein.

Die GroBle A1 ergibt sich bei allen Stiben groBenordnungsmifig zu 1/100
der Stabldnge . Eine Abhéngigkeit von ! ist nicht feststellbar.

Uberraschenderweise stimmen die Elastizitatsmodule, die aus der Dimpfung
und dem Resonanzschlag ermittelt sind, sehr gut mit den wahren iberein. Der
KinfluB der Klemmung scheint nicht vorhanden zu sein. Er ist sicherlich durch
andere Effekte kompensiert. Der volle Resonanzausschlag wird theoretisch erst
in unendlich langer Zeit erreicht. Die gemessene Amplitude wird demnach um
einige Prozent zu klein ausfallen. In der Rechnung ergibt dies einen zu groflen
Wert des Elastizitdtsmoduls.

Bemerkenswert sind die Versuche 4 und 5 der Tabelle 4. Hier wurde dieselbe
Klemmvorrichtung wie bei den anderen Untersuchungen benutzt. Jedoch war
zwischen die Stahlplatten und dem Stab auf jeder Seite eine 1 bzw. 5 mm starke
Schicht Gummi eingelegt. Der Schraubstock wurde fest zusammengedreht. Die
bei diesen Versuchen nach den drei Methoden ermittelten Elastizitatsmodule
liegen alle dicht beieinander und sind im Mittel wenig kleiner als der wahre Wert.
Dieses Ergebnis ist zundchst verbliffend. Gummi schmiegt sich besser an den
Stab an. Es findet eine innigere Berithrung statt. Andererseits ist durch die starke
Pressung die Grenze der Elastizitit des Gummis tberschritten. Bei etwas ge-
lockerter Klemmung fithrte der Stab keine reinen Schwingungen mehr aus. Durch
die elastische Kraft des Gummis wurde gleichzeitig eine zweite Schwingung erzeugt,
die sich der Eigenschwingung des Stabes uberlagert.

Versuch 6 (Tabelle 4) wurde ausgefiihrt, als das Eschenholz noch frisch war.
Die anderen Untersuchungen liegen zeitlich ein halbes Jahr spiter. Der groBe
Unterschied des Elastizititsmoduls ist durch die Austrocknung des Materials
hedingt.

Die Ergebnisse am Glasstab streuen sehr. Sie sind unsicher. Wegen der
Sprodigkeit des Materials ist eine gute Klemmung nicht moglich, da es leicht
ausspringt und bricht.
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Durch die Untersuchungen an den Staben sollte zunichst, wie schon erwihnt,
- nachgeprift werden, ob und inwieweit die Messungen auf den Pfeilern der Werra-
briccke und deren Ergebnisse richtig und brauchbar sind. Vor allem galt es, die
Methode zur Bestimmung des Elastizititsmoduls aus der Dampfung und dem
Resonanzausschlag, die ja bet den Pfeilern zuerst angewandt wurde, auf ihre All-
gemeingiltigkeit und Leistungsfihigkeit zu untersuchen. Weiterhin sollten die
Versuche die Grundlage schaffen fir Untersuchungen von Gesteinsproben. Die
Ausbreitungsgeschwindigkeit von Erschitterungen im Boden hingt vom Elasti-
zititsiodul des Materials, durch welche die Welle liuft, ab. Jedoch ist noch nicht
bewiesen, ob die Fortpflanzung genau nach den theoretischen Gesetzen erfolgt.
Dies kann nachgepriift werden durch Elastizitdtsbestimmungen an Proben von
Gesteinen, bei denen die Ausbreitungsgeschwindigkeit elastischer Wellen bestimmt
ist. Zweckmilig gibt man fiir solche Bestimmungen den Proben die Gestalt von
Stiben rechteckigen Querschnitts und wendet eine oder mehrere der vier oben
aufgezahlten Methoden an. Soweit es die Hérte und Festigkeit des Materials
erlaubt, fertige man am besten maoglichst lange Stdbe an und untersuche diese
mit den Methoden a und e. John M. Ide[10] fand, daB bei Gesteinen, die aus
Schwingungen, also dynamisch, bestimmten Elastizititsmodule gréBer sind als
die statisch durch Kompression bestimmten. Er schreibt diesen Effekt dem
Porenvolumen zu. Fur die Ausbreitung elastischer Wellen kommt aber sicher
nur der dynamische Wert in Frage. In der Technik werden dynamische Methoden
zur Prafung von Baustoffen benutzt. G. Grime und E. J. Eaton [11] formten
aus Baustoffen Stibe und bestimmten deren Elastizitatsmodul, indem sie sie
einseitig einspannten und die Frequenzen der Biegeschwingungen zéhlten. Aus
sprodem und brockeligem Material kann man jedoch nur kurze Probestidbe aus-
schneiden. Sie konnen dann nur nach der Methode d behandelt werden. Man
erhilt aber auch damit brauchbare Ergebnisse. Ich untersuchte Stibe aus sehr
weichem Gestein. Die Bindung der einzelnen Mineralien war sehr gering. Die
Stibe konnten bei grofer Vorsicht und Sorgfalt nicht linger als 10 cm geschnitten
werden. Der Querschnitt war etwa 1 X1 ecm. Ich legte sie mit den Enden auf zwei
Schneiden und maf} die Verdrehung der Endflachen bei Belastung der Stabmitte.
Die Messungen ergaben Werte des Elastizititsmoduls, die sehr wahrscheinlich
sind. Eine Kontrolle nach einem anderen Verfahren liegt noch nicht vor.

Zusammenfassung. Beim Bau der Reichsautobahnbriicke itber das Werratal
bei Hedemiinden wurden vom Geophysikalischen Institut in Gottingen Messungen
der Biegeschwingungen der Pfeiler T und II angestellt, als diese noch frei fiir sich
standen. Sie wurden zu freien und erzwungenen Schwingungen angeregt. Aus
der Eigenperiode der freien Schwingungen konnte der Elastizitdtsmodul der
Pfeiler berechnet werden, indem sie als einseitig eingespannte Stibe behandelt
wurden. Ferner wurde nach einer neuen Methode bei den erzwungenen Schwin-
gungen, die durch einen auslaufenden Exzenter erzeugt wurden, der Elastizitits-
modul aus dem Maximalausschlag in der Resonanz, der Dampfung und der Exzenter-
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kraft ermittelt. Die beiden Methoden lieferten iibereinstimmende Ergebnisse.
Die Werte far die beiden Pfeiler weichen jedoch betrichtlich voneinander ab.
Der Grund hierfiir ist in dem verschiedenen Untergrund und in den verschiedenen
Fundamenten zu suchen. Aus dem Elastizititsmodul wurde durch Rechnung
das Verhalten der Pfeiler gegeniiber duBeren Kriften, wie Wind und Erschiitte-
rungen, abgeschitzt.

Zur Nachprifung der bei den Pfeilern benutzten Methoden zur Bestimmung
des Elastizitdtsmoduls wurden sie im Laboratorium auf einseitig eingeklemmte
Stiabe aus Holz, Glas und Metall angewandt. Der Elastizititsmodul wurde aus
der Eigenfrequenz, bei statischer Belastung und aus dem Resonanzausschlag und
der Dampfung bestimmt. Hierbei wurde der EinfluB der Klemmmung auf die Er-
gebnisse der verschiedenen Methoden niher untersucht und gezeigt, wie man ihn
rechnerisch beriicksichtigen kann. Eine Verfilschung der Ergebnisse der drei
Methoden durch die Klemmung trat nicht ein, als zwischen die Klemmvorrichtung
eine Lage Gumm gelegt wurde. Die Methode der Bestimmung des Elastizitits-
moduls aus dem Resonanzauschlag und der Dampfung lieferte auch bei den Staben
richtige Werte. Die Grofe des Resonanzausschlages ergab sich als unabhéngig
von den angeschraubten Kopflasten und unabhingig von der Einklemmung. Am
Schluf der Arbeit wird darauf hingewiesen, wie man am besten den Elastizitats-
modul von Gesteinen im Laboratorium bestimmt.

Zum SchluBl mochte ich Herrn Prof. Dr. G. Angenheister fir die Anregung
zu dieser Arbeit und sein forderndes Interesse meinen aufrichtigen Dank aus-
sprechen. Desgleichen danke ich den Herren der Firma Polenski & Zollner fur
ihr Entgegenkommen und Hilfe bei den Messungen an der Werrabriicke.
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