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Eine Nguberechnung der Dichteverteilung und der davon
abhdangenden physikalischen Grofien im Erdinnern

Von H. Haalek, Potsdam. — (Mit 6 Abbildungen)

Es wird die Zunahme der Dichte mit der Tiefe im Erdinnern neu berechnet, und zwar
wird — nach Zusammenstellung der von einem Dichtegesetz zu erfiillenden Bedingungen
— die Rechnung durchgefiihrt fiir zwei Grenzfille A und B, welche so gewéhlt sind,
daB man die wirkliche Dichteverteilung als innerhalb dieser Grenzen liegend annehmen
kann. Die Rechnung ergibt fiir das Innere des Erdkerns eine stirker wachsende Ver-
dichtung der Substanz infolge des zunehmenden Druckes, als man bisher angenommen
hatte; entsprechend erhalten wir einen etwas groBeren Wert fiir den maximalen Druck
im Erdmittelpunkt. Die mit dem Dichfegesetz zusammenhingenden GroBen (Verlauf
der Schwerebeschleunigung, des Druckes, des Moduls der Righeit und des Kompressi-
bilitatskoetfizienten) werden fiir das Erdinnere berechnet, die Resultate in graphischer
Form fiir die beiden Grenzfille des Dichtegesetzes dargestellt. Die dem Berechnungs-
ergebnis fiir den Erdkern anhaftende Unsicherheit hat ihren Grund darin, da8 die Frage
des Vorhandenseins oder Nichtvorhandenseins transversaler Erdbebenwellen im Erd-
kern noch nicht entschieden ist. Unter der Voraussetzung, daf Transversalwellen sich
durch den Erdkern wie bei einer vollkommen elastischen Masse fortpflanzen, ergibt
die Berechnung fiir das Innere des Erdkerns eine so stark wachsende Verdichtung der
Materie infolge des zunehmenden Druckes, da8 dieser Fall als physikalisch unwahrschein-
lich anzusehen ist. Dagegen zeigt es sich, dal die Berechnung des Kompressibilitéts-
faktors auf atomtheoretischem Wege eine vollstindige Ubereinstimmung mit den auf
seismischem Wege in Verbindung mit dem Dichtegesetz berechneten Werten ergibt,
wenn men den Fall, da88 keine Transversalwellen durch den Erdkern gehen, annimmt.

Die Verteilung der Dichte im FErdinnern beeinflufit eine Reihe von Er-
scheinungen, welche der Beobachtung zugéinglich sind, und es sind eine ganze
Anzahl von Gesetzen itber die Dichtezunahme mit der Tiefe aufgestellt worden,
welche diesen Beobachtungstatsachen gerecht werden. Die #lteren, von Le-
gondre (1789) begriindeten Versuche, ein solches Dichtegesetz durch eine ana-
lytische Form darzustellen, gingen von der Voraussetzung aus, daB die Dichte
infolge einer wachsenden Verdichtung der Substanz durch den Druck der dariiber-
lagernden Massen stetig bis zum Erdmittelpunkt hin zunimmt. Im Gegensatz
dazu vertrat E. Wiechert (1897) die Ansicht, daB eine so starke Kompression
der Molekiille sehr unwahrscheinlich sei und daB als wesentlichste Ursache der
Dichteunterschiede nur Materialverschiedenheiten in Frage kimen. Er entwickelte
seine Hypothese von der Zweiteiligkeit des Erdballs, welche dann spiter, den
Ergebnissen der Erdbebenforschung und der physikalischen Chemie entsprechend,
zu der Auffassung des dreiteiligen, schalenférmigen Aufbaues der Erde (Gesteins-
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mantel, Zwischenschicht und Metallkern) erweitert wurde, wobei man die Dichte
innerhalb dieser einzelnen Schichten als im wesentlichen konstant annahm
(W. KluBmann). Die darauf folgenden Berechnungen des Dichtegesetzes (Guten-
berg, Haalck) gingen von der Ansicht aus, dafl die Dichtezunahme mit der
Tiefe innerhalb des Gesteinsmantels und der Zwischenschicht stetig erfolgt —
ohne daf} dabei eine Voraussetzung iiber ihre Ursache gemacht wird — mit einer
unstetigen, aber nicht sprunghaften Anderung an ihrer Trennungsflache in 1200 km
Tiefe, und daB erst an der Grenze des — als homogen angenommenen — Erdkerns
in 2900 km Tiefe ein ausgeprédgter Dichtesprung vorhanden ist. Kine andere
Berechnung (Williamson und Adams) beruht auf der Annahme, daf die Dichte-
zunahme bis zum Erdkern nur eine Folge der Druckerhthung ist und daB erst
am Kern eine Substanzéinderung eintritt.

Die Hauptbedingungen, denen ein Gesetz iber die Dichteverteilung im Erd-
innern geniigen muf), sind folgende:

1. Es muf} die richtige Dichte der Oberfldchenschicht liefern,

2. die den Messungen entsprechende mittlere Dichte der Erde,

8. die richtige Figur des hydrostatischen Gleichgewichts der Erde,
4. die beobachtete Grofle der Prizession.

Auf die letztere kann, da sie niherungsweise schon mit der Bedingung 3
erfilllt wird, im allgemeinen verzichtet werden. Die beobachtete Abnahme der
Normalschwere zwischen Pol und Aquator und die von der Form der Erde her-
rithrenden Storungen in der Mondbewegung ergeben keine neuen Bedingungen,
da ein Dichtegesetz, welches den obigen Hauptbedingungen geniigt, auch diesen
Beobachtungstatsachen ohne weiteres gerecht wird. Dagegen liefern die Ergebnisse
der Erdbebenforschung weitere wesentliche Anhaltspunkte, wie das Gesetz der Dichte-
verteilung im Erdinnern beschaffen sein muf:

Die im wesentlichen aus Graniten bestehende Oberflichenschicht, deren
— ortlich sehr verschiedene — Michtigkeit auf Grund der seismometrischen Beob-
achtungen im Mittel zu rund 60 km angenommen wird, hat in den oberen, der
direkten Beobachtung zuginglichen Teilen eine mittlere Dichte von etwa 2.7,
und wir kénnen annehmen, daBl sie bis zur 60 km-Tiefe auf etwa 8.1 im Mittel
ansteigt. Die Dichte der darunter folgenden schwereren Silikate nimmt man in
dieser Tiefe zu etwa 8.4 an. Die Anderung der Fortpflanzungsgeschwindigkeiten
der Erdbebenwellen mit der Tiefe 168t — auBler der besonders markanten, sprung-
haften Unstetigkeit in 2900 km Tiefe — noch weitere, aber weniger ausgeprigte
und nicht sprunghafte Unstetigkeiten erkennen, von denen eine in etwa 1000 km
Tiefe befindliche am deutlichsten hervortritt und daher als die Grenzfliche
zwischen Silikathille und Sulfid-Oxydschicht angenommen wird. Sie konnen
durch unstetige Anderungen entweder der Dichte oder der elastischen Eigen-
schaften verursacht werden; Substanzéinderungen sind in jedem Fall anzunehmen
und es ist maoglich, da auch geringe sprunghafte Dichteinderungen vorkommen.
An der Grenze des Erdkerns in 2900 km Tiefe ist aber mit Sicherheit ein aus-
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geprigter groflerer Dichtesprung anzunehmen. — In neuerer Zeit haben einige
bekannte Erdbebenforscher (B. Gutenberg und F.Richter[7], J. Leh-
mann [9], H. Jeffreys [10]) gefunden, daB die Annahme einer Unterteilung des
Erdkerns den Beobachtungsergebnissen am besten entspricht (vgl. Fig.1). Bei
den folgenden Berechnungen werde ich jedoch aus dieser Feststellung keine be-
sondere Bedingung fiir das Dichtegesetz herleiten, weil — abgesehen davon,
daB das Vorhandensein eines innereren Kerns noch nicht als geniigend gesichert
angesehen werden kann — die fir die Berechnung des Dichtegesetzes zur Ver-
fiigung stehenden Bedingungsgleichungen es mnicht ermdoglichen, solche Fein-
heiten in der Dichteverteilung, besonders wenn es sich um die innersten Teile des
Erdkorpers handelt, zu berechnen (vgl. weiter unten, 8.11 .t.). — Kurz zu-
sammengefallt werde also gefordert, daB das Gesetz der Dichteverteilung im
Erdinnern noch folgenden Eigenschaften entspricht:

a) Bis zur Grenzfliche des Erdkerns in 2900 km Tiefe entspricht die Dichte-
zunahme dem Zusammenwirken der mit der Tiefe zunehmenden Kompression
wnd der Materialanderung.

b) Am Erdkern findet eine ausgeprigt sprunghafte, durch Materialverschieden-
heit bedingte Dichtezunahme statt.

¢) Innerhalb des Erdkerns entspricht die Dichtezunahme bis zum Erdmittel-
punkt ausschlieflich der Wirkung des anwachsenden Druckes.

Die den angefithrten Beobachtungstatsachen entsprechende Dichteverteilung
im Erdinnern ist unendlich vieldeutig und es handelt sich jetzt darum, moglichst
enge Grenzen fur die unvermeidbare Mehrdeutigkeit anzugeben. Am zweck-
miBigsten fihren wir daher die Berechnung des Dichtegesetzes fir zwei Grenz-
falle durch derart, daBl wir die wirkliche Dichteverteilung mit Sicherheit als
innerhalb dieser Grenzen liegend ansehen konnen. Als Grenzbedingungen kinnen
wir den bisherigen Berechnungsergebnissen entnehmen:

Grenzfall A: Die Dichte steigt von dem Wert 3.4 in 60 km Tiefe bis zu dem
Wert 5.3 in 2900 km Tiefe linear an. Diese Voraussetzung entspricht ungefihr
dem Ergebnis der Berechnungen von Williamson und Adams auf Grund der
Annahme, daf die Dichtezunahme bis zum Erdkern ausschlieBlich eine Folge
der Kompression infolge des zunehmenden Druckes ist. Da die wirkliche Dichte-
zunahme wegen der unzweifelhaft vorhandenen Substanzinderungen im Sinne
einer Zunahme an schwererer Materie grifer sein mufl, so konnen wir diese An-
nahme als ersten Grenzfall ansehen.

Grenzfall B: Die Dichte steigt von dem Wert 3.4 in 60 km Tiefe bis zu dem
Wert 6.8 in 2900 km Tiefe linear an. Nach dem ziemlich tibereinstimmenden
Berechnungsergebnis von Haalck (Fall Do) und Gutenberg ergibt sich die
gleichmiBig ansteigende Dichte in 1200 km Tiefe zu etwa 4.7. Nehmen wir an,
dafl die Dichte in gleichem MafBe mit der Tiefe weiter ansteigt, so kommen wir
in 2900 km Tiefe auf einen Dichtewert von 6.8. Da das Anwachsen der Ge-
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schwindigkeit der Erdbebenwellen mit der Tiefe aber darauf schliefen 146t (vgl.
Fig.1), daBl die Dichtezunahme innerhalb der Zwischenschicht in Wirklichkeit
weniger stark als in der Mantelschicht ist, so konnen wir diese Bedingung als dem
zweiten Grenzfall entsprechend ansehen.

Die Grenzbedingungen sind also so gewihlt, daf das wirkliche Dichtegesetz
innerhalb dieser beiden Grenzfille (— wahrscheinlich nédher dem Grenzfall B —)
liegen mub.

Bezeichnungen :
O, = 5.52 = mittlere Dichte der Erde.
gp = 2.7 = Dichte an der Erdoberfliche (Abstand
vom Erdmittelpunkt R = 6370 km).
o1 = 8.1 = Dichte in 60 ki Tiefe.
Dichtesprung (R, = 0.9906 - R)
0y = 8.4 = Dichte in 60 km Tiefe.

5.8 im Grenafall A} — Dichte in 2900 km Tiefe.

=168, , B

Dichtesprung (R; = 0.5447 - R).
o4 = Dichte im Erdkern in 2900 km Tiefe.
o5 = ,» BErdmittelpunkt.

Setzen wir fiir die Anderung der Dichte mit dem Abstande z vom Erdmittel-
punkt innerhalb des Erdkerns die Formel*) an=

05— 04 22 :
50_5 4R_12> vona:=0blS$=R1 ..... (13:)

50 gibt diese zusammen mit den Ausdriicken:

0':0'5(1—-

103 — O

0 = O ~ R _R (x—R) von ¢ = R, bis ¢ = R,. . . (1b)
0, —0 .
0——:01—-R1~;—-Ii (x—Ry) von e = Ry bis z =R . . . (l¢)

das vollstandige Dichtegesetz an.

Die rechnerische Aufgabe besteht jetzt darin, die Unbekannten o4 und oy
80 zu bestimmen, daf das Dichtegesetz den angegebenen Bedingungen firr die
beiden Grenzfille in hinreichendem Mafe entspricht.

Von den noch zu erfillenden Bedingungen des Dichtegesetzes ist die Be-
dingung 2 (mittlere Dichte der Erde) die wichtigste. Sie lautet fir stufenformige
Dichteunterschiede:

4 =" 4
gnR%m =3 —gnr,f(a,—avﬂ),
v=1

*) Dieser Ansatz ist — analog der Dichteformel von Roche — so gewiahlt, da
die Dichtefunktion der Druckzunahme entsprechend fiir # = 0 ein Maximum besitzt.



- 5 —

worin die 7, die Abstdnde der einzelnen Dichtestufen vom Erdmittelpunkt be-
deuten. Unter Beriicksichtigung der Gleichungen (1) erhalten wir daraus (wobei
wir jetzt R = 1 setzen):

g3 — O3

5 ’
205 +80, =E{am~ag(R§~Rf)+ (8 R{ — R} Ri— Ry R} — R})

S ‘ ‘ 2)
D% @~ By — R} — R

Die Bedingung 3 beruht darauf, daB3 der Erdkirper die Figur des hydrostati-
schen (leichgewichts annimmt, woraus wir eine Beziehung erhalten zwischen dem
Dichtegesetz, der Abplattung o der Niveauflichen, dem Verhéltnis f/gy von Flieh-
kraft zur Schwerkraft am Aquator und der mittleren Dichte ¢,, der Erde. Die
Theorie, welche sich auf die Beriicksichtigung der ersten Potenz der Abplattung
beschrénkt, ergibt rechnerisch sehr schwierig zu behandelnde Gleichungssysteme
(Clairautsche Differentialgleichung), welche direkt nur in ganz besonderen
Fallen losbar sind. Nehmen wir die Dichteverteilung als aus n Dichtestufen
bestehend an, so lautet die Gleichgewichtsbedingung fiir die Niveaufldche mit
der Abplattung «; im Abstande r; vom Erdmittelpunkt innerhalb der Schicht
von der Dichte o; (vgl. [4], S.261):

r={—1 r, 3
o {O'i+ v§1 (Z> (0, — 0v4 1)}
EJ:’=i~l T,

5 l 2 <;._>5 o, (0, — 0y i) + ri" (0, — 0y 4 1) } ==

r==1 T v=1

—o1(1 — RB)) +

@)

— 2—9;)0,,,.
Die Beziehung ldBit sich einfach auf den oft behandelten Fall stetiger Dichte-
zunahme umformen. Ihre Behandlung richtet sich ganz nach der Form' des den
Berechnungen zugrunde liegenden Dichtegesetzes*). Diese wird im vorliegenden
Falle, in welchem es sich um die Kombination mehrerer stetiger und unstetiger
Dichtezunahmen handelt, besonders schwierig. ’
Die aus der Theorie der Prizession sich ergebende Bedingung 4 lautet fiir eine
sich aus n Dichtestufen zusammensetzende Erde (vgl. [4], S.265):

r=mn i C—A4 "=r
o,y (0',, — Oy 4 1) = ,C,,,.A ' 2 7’,5, (g" = Org1) - 64)
v=1 1=1

worin (' das Tragheitsmoment der Erde in bezug auf die Rotationsachse, 4 das-
jenige in bezug auf eine in der Aquatorebene liegende Achse bedeutet. Da das

C—4
Verhiltnis der Haupttrigheitsmomente o welche man aus der GroBe der

*) Seit Clairaut haben sich eine ganze Anzahl bedeutender Mathematiker
mit diesem Gegenstand befaBit. Eine neuere, die verschiedenen Behandlungs-
methoden zusammenstellende Darstellung von F. Hopfner befindet sich in [6].
S.272 ff.
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Prizessionskonstante erhdlt, sich nicht sehr erheblich von der Abplattung «,
der Niveauflichen unterscheidet, so ist diese Bedingung nahezu identisch mit
der Bedingung 8 des hydrostatischen Gleichgewichts fix die Erdoberfliche.
Rechnerisch ist die Gleichung (4) ebenfalls wegen der unbekannten «, der Niveau-
flichen im Erdinnern schwer zu behandeln.

Kombiniert man die letzten beiden Bedingungen, und zwar den Spezialfall
r; = R, a; = oy der Gleichung (8) (d.i. die mit der idealen Erdoberfliche zu-
sammenfallende Niveaufliche) mit der Gleichung (4), so erhélt man folgende
praktisch sehr einfach zu behandelnde Gleichung:

RAVISUER o
240/

Diese Glelchung 1aBt erkennen, daB wegen der GroBe des Faktors r] die
inneren Schichtungen das Resultat bedeutend weniger beeinflussen als die auBeren
Schichten. Daraus folgt, daf es in dieser Bedingung hauptsdchlich auf die Dichte-
verteilung in den duferen Schichten der Erde ankommt, so dafi man ihr in dem
vorliegenden Falle, in welchem es sich um die Berechnung der Dichten der innersten
Schicht o, und o5 handelt, ein geringeres Gewicht erteilen muf.

Unter Benutzung der Gleichungen (1) nimmt die Bedingungsgleichung (5)
die Form an (R = 1 gesetzt):

R} | o3—o0, R} — R}

ry=n

> (%)5(0.,- Oy 11) = g(%_

C =1

(205 + 504 — To3) ‘7i + 6 Ry — + (02 — 0y) 123 o
5 f c
17 Y0 4 5 —_ _ .
+ AT U Bt B R B+ R oy = (e — 5o
An numerischen Werten sind — auBer den bereits angegebenen — ein-
zusetzen:
1
f 1
— = — = 0.003
- 003467,
Cc—4 1
—— = — = 0.003268.
’ C 306 0.003268

(Mittel aus den von Oppolzer und Hansen gefundenen Werten.)

Die mathematische Formulierung der Bedingung ¢ erhalten wir aus der
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der longitudinalen (v;) und transversalen (v,) Erd-
bebenwellen im Erdkern. Die Analyse der Erdbebendiagramme hat iiber diese
Frage aber noch keine villige Klarheit ergeben: Nach den neuesten Feststellungen
von B. Gutenbergund F. Richter [7] entspricht die Verteilung der Geschwindig-
keit der Longitudinalwellen im Erdkern der graphischen Darstellung in Fig. 1.
C. G.Dahm [17] findet als mittlere Geschwindigkeit der Longitudinalwellen
im Erdkern den Wert 9.87 km/sec. Die Frage, ob Transversalwellen durch den
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Erdkern gehen oder nicht, ist noch nicht mit Sicherheit gekldrt. Man hat lange
Zeit vergebens nach ihren Einsétzen in den FErdbebendiagrammen gesucht.
Macelwane [12], Bastings[11] und Imamura [13] glauben die Existenz
transversaler Erdbebenwellen im Erdkern gefunden zu haben. Endgiiltig ge-
klért sind diese Fragen noch nicht. Wir werden aber bei den folgenden Be-
rechnungen dieser Feststellung Rechnung tragen, und nehmen daher an:

1. Die Geschwindigkeit der Longitudinalwellen betrigt entsprechend den
Feststellungen von B. Gutenberg und F.Richter: v, = 8km/sec in dem
duBeren Teil des Erdkerns, zunehmend bis auf 11.3 km/sec im Erdmittelpunkt;

2. entsprechend dem Ergebnis von C.G.Dahm: v, = 9.87 km/sec im
ganzen Erdkern.

(Den Fall 1 nehme ich als den wahrscheinlicheren an.)

In jedem dieser beiden Fille nehmen wir, was die Fortpflanzungsgeschwindig-
keit der Transversalwellen im Erdkern anbetrifft, an:

a) Es existieren keine Transversalwellen im Erdkern;

b) das Verhiltnis der Geschwindigkeit der Transversal- zu derjenigen der
Longitudinalwellen ist im Erdkern dasselbe wie bei einer vollkommen elastischen
Masse.

Ziwischen den Elastizitdtskonstanten und den elastischen Raumwellen be-
stehen folgende Beziehungen:

m— 2

— T L e (Ta
= V2 (m—1 )
PP N S k- S (Th)
! t Pamm —1)

4 m—1 -

— 3 F e\ g2 T L (Te

h=o <v, 3 vt) o g(m —1) )

worin m die Poissonsche Konstante, ;¢ den Modul der Righeit und k& den Kom-
pressibilititsfaktor bedeuten. Fiir eine vollkommen elastische Masse ist m = 4,
fir Flussigkeiten m = 2, d.h. Transversalwellen sind in Flissigkeiten nicht
moglich. (Fir das Innere der Erde auBlerhalb des Kerns steigt nach B. Guten-
berg [8], S.858 der Wert tir die Poissonsche Konstante mit der Tiefe von

etwa, i = 0.27 bis auf l = 0.30 an.)
m m
Es sind also fir den Erdkern folgende vier Félle zu betrachten, sowohl fiir
den Grenzfall A als fir den Grenzfall B des Dichtegesetzes:
Fall 1a (m = 2):
v, nach Gutenberg, v,=0, k=ov}, u=0;

Fall 20 (m = 2):
v; nach Dahm, v, =0, k=ov], u=0;



Fall 1b (m = 4):

~

v, nach Gutenberg: v, = 5 k= 2
Fall 2b (m = 4):
Vs 5
v, nach Dahm: v, = —v;, k= av,,

3

, 3
0'17[, ‘u=§cvl =3—k;
1 3
122 =':—_3‘0"01 =—-k

Fig. 1 zeigt das Bild der Verteilung der Geschwindigkeit der elastischen
Raumwellen im Erdinnern, und zwar stellen die Kurven v, und v; auBerhalb des

£3
SR
S
/S | Tanerer kern 2 |
”6 er/ﬂsman/efr— Zwischenschicht Erdkern
copkm . sop0 w000 2000 20 wr b
km km
sec ser
72 4 12
Fall 1
70 1 //T//Z—‘ L
A 8
Fall18(2) |
PIRLACISIA
L2 | /I r 5
it Fall26(2)
41 fall 1a 4
Fall 2a } V-0
[/ 7000 2000 2000 4000 5000 6000km Trefe

Fig. 1.

Geschwindigkeit der longitudinalen (v;) und transversalen (v,) Erdbeben-

wellen als Funktion der Tiefe im Erdinnern

Erdkerns Mittelbildungen dar aus den Berechnungen von B. Gutenberg und

F.Richter [8],H. Witte [14], K. Wadatiund S.

Oki [15]und C. G. Dahm[16].

Innerhalb des Erdkerns stellen die einzelnen Kurven dar: Fall 1 die Kurve von v,
nach der Berechnung von Gutenberg und Richter [7], Fall 2 die Kurve von v,
nach der Berechnung von C. G. Dahm [17], Fall 1b und Fall 2b die aus den

entsprechenden v;-Kurven nach Gleichung (7a)

fir m = 4 berechneten mut-

maBlichen Kurven der Geschwindigkeit der Transversalwellen v,, deren Realitét

aber sehr fraglich ist.
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Aus der zwischen dem Kompressibilitdtsfaktor k, der Druckinderung dp,
der Dichte ¢ und ihrer Anderung do bestehenden Beziehung:

dp do
\ ko
folgt in Verbindung mit Gleichung (7¢):

dp =02 1~ do. ... ... (8)
p=" 3(m —1) )

Fir die Grofe der Schiwerebeschleuntgung g bzw. des Druckes p als Funktion
des Abstandes z vom Erdmittelpunkt gelten allgemein die Formeln:

worin » (= 6.65 - 10-8) die Gravitationskonstante und p; den Druck im Erd-
mittelpunkt bedeuten. Wenden wir diese Formeln auf den Erdkern, d.i. Glei-

chung (1a) an, so wird Gleichung (8), indem wir die Ausdritcke fir dp und
do einsetzen:

s Ml ey =x2 2l2~_§ N T S
Uz3(m_l)(% 0y) =%z R{} 05—~ 05(0; 64)ng+5(05 i

Diese Gleichung gilt fiir alle Werte von z; um die Bedingung fiir den ganzen
Bereich von = 0 bis 2 = R, gleichm#fig zu erfiillen, teilen wir ihn in n gleiche
Abschnitte, setzen nacheinander fiir jeden Abschnitt die entsprechenden Werte
von z und v; (nach Fig. 1) ein und bilden aus den so erhaltenen n + 1 Gleichungen
das Mittel. Praktisch ergibt sich nur ein geringfiigiger Unterschied, ob man n
groB oder klein wiihlt. Fiir n = 10 erhalten wir auf diese Weise als mathematischen
Ausdruck fir die Bedingung c:

', m—+1 2 o 2
> vi, - (05 — 0y) s =¥ ~nR}{0.5780% + 0284050, +0.18802}.  (10)
=0 (m’ - 1) 3

Zur Bestimmung der beiden Unbekannten ¢, und oz des Dichtegesetzes stehen
uns die Gleichungen (2), (6) und (10) zur Verfigung. Die Unbekannten sind also
iiberbestimmt. Der Gleichung (6) ist aber nach 8.6 geringeres Gewicht zu
erteilen. Gleichung (10) ist dagegen, da es das Verhiltnis der gesuchten Dichten o,
und oy zueinander angibt, fiir die Berechnung gut geeignet. Wir bestimmen
daher o, und o5 aus den Gleichungen (2) und (10) und priifen dann an Hand der
Gleichung (6), ob die gefundenen Werte dieser in hinreichendem Mafe gerecht
werden.
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Setzen wir in (2) und (10) die angegebenen numerischen Werte ein, so er-
halten wir:

Gleichung (2): 205+ 80, = {ig im Grenafall g’

61.3 (05 — 04) = 0.578 67 + 0.284 0405 + 0.188 ¢} im Falle 1a,

Gleichung (10): 34.1 (05 - 64) = ” 2] ” 1 b’
58‘1 (65 - 04) = s 99 s 231,
32'3 (05 - 64) = ‘ 2 T It 2b.

Aus den Gleichungen (2) und (10) folgt:

Grenzfall A Grenzfall B

oy o5 04 Uy
Fall 1a. . . . .. 11.6 14.6 9.1 10.9
s 1b. .. ... 10.2 16.7 8.4 11.9
» 28, .. ... 11.6 14.6 9.1 10.9
» 2b. . . . .. 100 16.9 8.3 12.0

Man erkennt aus diesem Ergebnis folgendes: Es ist fir die vorliegende Be-
rechnung des Dichtegesetzes gleich, ob man die von B. Gutenberg festgestellte
Geschwindigkeitsverteilung (Fall 1) der Longitudinalenwellen im Erdkern oder
den von C. Dahm gefundenen mittleren Wert (Fall (2) der Rechnung zugrunde legt.

Bedeutend groBer ist der Unterschied, wenn man erstens annimmt, daf
keine Transversalwellen dureh den Erdkern gehen (Falla), oder zweitens, daf
deren Geschwindigkeit zu derjenigen der Longitudinalwellen in der gleichen Be-
ziehung steht wie bei einer vollkommen elastischen Masse (Fallb). Wir sind
von der Voraussetzung ausgegangen, daB die Zunahme der Dichte innerhalb des
Erdkerns nur eine Folge der Kompression infolge des zunehmenden Druckes ist.
Fiir den Fall a erhalten wir eine Dichtezunahme von 8 Einheiten im Grenzfall A
und von 1.8 Einheiten im Grenzfall B, fiir den Fall b aber eine Dichtezunahme
von 6.8 bzw. 8.6 Einheiten! Eine solche Kompression der Eisenatome bei einem
Druckanstieg von etwa 11/, bis auf rund 4 Millionen Atm. (vgl. Fig. 4) mub als
gehr unwahrscheinlich angesehen werden. Wiechert ([1], 8.256) hatte z. B.
angenommen, dafl die wachsende Verdichtung der Substanz infolge des zu-
nehmenden Druckes innerhalb des Erdkerns héchstens eine Einheit betragen
konnte! Ich mochte daher in diesem Ergebnis der Berechnung einen Hinweis
erblicken, daB der Fall b aus physikalischen Griinden auszuschliefen ist; d. h.
daB sich die Materie im Erdkern wahrscheinlicher wie eine Fliissigheit als wie eine
elastische feste Masse verhilt. Als Endergebnis der Berechnung setzen wir daher:

oy =116
Grenzfall A: {05 = 14.6,

. 0'4 —t 9'1
Grenzfall B: {05 = 10.9.
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Setzen wir diese Werte auf der linken Seite der Gleichung (6) ein, so er-
gibt sich:
Grenzfall A: 44 =\ 5 f C
. B: 47 = =§(°‘_2‘g;)""‘a‘_7 =

Die linke Seite der Gleichung (6) wird also mit den angegebenen Werten im Grenz-
fall A ein wenig kleiner, im Grenzfall B ein wenig groBer als der aus den Beob-
achtungen sich ergebende Wert; ein zwischen den beiden Grenzfillen liegendes

46.
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Fig. 2. Verteilung der Dichte im Erdinnern als Funktion der Tiefe

Dichtegesetz wiirde also die Bedingungsgleichung noch genauer erfillen. Im
itbrigen 148t sich durch eine geringfiigige Anderung der angenommenen Werte
tiir die oberflichennahen Dichten eine vollstindige Ubereinstimmung der beiden
Seiten der Gleichung (6) leicht erreichen; d. h. mit den firr o4 und o5 in den beiden
Grenzfillen gefundenen Werten gendigt das Dichtegesetz den sich aus der Grofe der:
Priizessionskonstanten und der Abplattung der Gleichgewichtsfigur dey Erde er-
gebenden Bedingungen in hinreichendem Mafe.

In graphischer Darstellung erhalten wir den in Fig. 2 fiur die beiden Grenz-
talle dargestellten Verlauf der Dichtefunktion.
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Das aufgestellte Dichtegesetz entspricht der Ableitung nach sémtlichen
aufgestellten Bedingungen. Die wirkliche Dichteverteilung im Erdinnern muf
nach 8.8 innerhalb der beiden Grenzfille A und B liegen. Die lineare Dichte-
zunahme mit der Tiefe bis zum Erdkern ist nur zur Vereinfachung der Rechnang
angenommen worden. Wahrscheinlich ist, daB die Dichtekurve sich in einigen
Tiefenstufen unstetig — moglicherweise auch etwas sprunghaft — éndert; ebenso
wiirde die Annahme eines inneren Erdkerns mit einer unstetigen Dichteéinderung
in etwa 5000 km Tiefe gut mit der berechneten Dichtefunktion zu vereinbaren
sein. In jedem Falle muB man den inneren Teil des Erdkerns als ziemlich homogen
ansehen, und es ware denkbar, daBl die fragliche Unterteilung des Erdkerns in
Wirklichkeit nicht unstetig ist, sondern nur durch den Verlauf der Dichtezunahme
infolge der Kompression hervorgerufen wird. Jedenfalls liegt kein Grund vor,
in 5000 km Tiefe eine Substanzinderung anzunehmen. Es ist nicht moglich,
aus den von der Dichteverteilung im Erdinnern abhingigen Beobachtungs-
erscheinungen genauere Feinheiten in der Dichtefunktion abzuleiten.

Vergleichen wir die altere von Legendre-Laplace und die neuere von
E. Wiechert begrindete Ansicht iiber die Ursache der Dichtezunahme im Erd-
innern, so miissen wir feststellen, dafl unsere heutige Anschauung zwischen diesen
beiden — jedoch ndher der Wiechertschen Ansicht — liegt: Die Material-
verschiedenheit erscheint als die Hauptursache, besonders, da sie den Dichte-
sprung in 2900 km Tiefe bedingt. Aber auch die aus der Kompression infolge
der Druckerhdhung sich ergebende Dichtezunahme mufl dem obigen Berechnungs-
ergebnis nach als grofier angenommen werden, wie Wiechert fiir moglich gehalten
hatte. Irgendwelche Bedenken, ob die errechneten hohen Dichtewerte fiir den
Erdkern mit der in der Geophysik allgemein anerkannten und hinreichend sicher
begriindeten Ansicht, daB der Erdkern im wesentlichen aus Eisen (mit geringen
Beimengungen von Nickel und anderen unwesentlichen Metallen) besteht, zu
vereinbaren ist, bestehen m. E. nicht. Eine so starke Kompression der Eisen-
atome mubl bei Drucken in der GroBenordnung von 2 bis 4 Millionen Atmosphéren
(siehe Fig. 4) als moglich angesehen werden.

Von den praktischen GroBen, welche von der Massenverteilung im Erdinnern
abhingen, konnen wir den Verlauf der Schwerkraft auf der Erdoberfliche, die Erd-
figur und die Hauptirdgheitsmomente der Erde aus geophysikalischen, geodétischen
und astronomischen Messungen bestimmen, ohne daf das Dichitegesetz bekannt
2u sein braucht. Dagegen ist die Kenntnis der Dichtefunktion Voraussetzung,
wenn man den Verlauf der Grofe der Schwerebeschleunigung, des Druckes und der
Elastizititskonstanten fir das Erdinnere bestimmen will,

Fuar die GroBe der Schwerebeschleunigung g als Funktion des Abstandes
vom Erdmittelpunkt erhalten wir nach Gleichung (9a) unter Benutzung der
Gleichungen (1) die Formeln:

a) Far ¢ = 0 bis z = R;:

4 8 a2
g=%§nla5——-—-(0‘5—0'4)§? Z;

5



b) fiur x = R; bis x = Ry:

R? 4 03—05 —0y R\\R} 803—0, ).

;‘]——"glﬁ"-%gﬂ{( R,— R, Rl) (0’3+ ")‘—‘“ w2},
¢) fir £ = Ry bis x = R:

R 4 01—, R\ R} 30,—0 2

'9'92¥+"§”{<"1+R RZR2) ("IJ“R“’R; 4>x2 IR—R,” }

worin ¢; die Schwerkraft im Abstande z = R;, ¢» die Schwerkraft fir £ = Ry
bedeuten.

In graphischer Darstellung erhalten wir das in Fig. 8 dargestellte Bild des
Verlanfs der Schwerebeschleunigung vom Erdmittelpunkt bis zur Erdoberfliche.
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Fig. 3. Abhingigkeit der Schwerebeschleunigung von der Tiefe

Der Druck p im Innern der Erde nimmt mit dem Abstande vom Erdmittel-
punkt ab nach Gleichung (9b). Den etwas umsténdlichen rechnerischen Weg
zur Bestimmung des Druckverlaufs — indem man die obigen Ausdriicke fir ¢
und die in den Gleichungen (1) angegebenen Ausdriicke fir ¢ in Gleichung (9b)
einsetzt und dann die Integration durchfithrt —, ersetzt man einfacher — und
mit hinreichender Genauigkeit — durch eine mechanische Integration, wobei
man fiir konstante kleine Intervalle 4« die zugehdrigen Werte von g und ¢ den



in Fig. 2 und 8 dargestellten Kurven entnimmt. Fig. 4 zeigt das Ergebnis der
Rechnung in graphischer Darstellung; der Druck ist in 1012 cgs-Einheiten (1 Atm.
= 0.987 - 108 cgs) angegeben. — Die errechneten Maximaldrucke im Erdmittel-
punkt sind etwas groBer, als nach den bisherigen Dichtegesetzen angenommen
wurde.

Den Verlauf der Elastizititskonstanten, also des Moduls 1 der Righeit und des
Kompressibilitdtsmoduls k, erhalten wir aus der Fortpflanzungsgeschwindigkeit
der longitudinalen und der transversalen Erdbebenwellen in Verbindung mit
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Fig. 4. Druckzunahme mit der Tiefe im Erdinnern

dem Dichtegesetz nach den Gleichungen (7Tb) und (7c¢). Die Werte fir v, v,
und o entnehmen wir den Fig.1 und 2 und erhalten damit fir 1 und k eine
Verteilung mit der Tiefe, wie sie in der Fig. 5 graphisch dargestellt ist (Fall1
ist der wahrscheinlichere).
Die Elastizititskoeffizienten von Stahl sind zum Vergleich rund:
(= 0.8 -1012 cgs,
k= 1.6 - 1012 cgs.
An der Grenzfliche des Erdkerns ist die Materie also etwa 82/3 bis Tmal, im

Erdmittelpunkt etwa 6!/, bis 101/ymal so ,inkompressibel* wie Stahl; ihre
Righeit (d.i.- der Widerstand gegen Formverinderungen) ist wahrscheinlich
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gleich oder nahezu gleich Null. Die Unsicherheit, welche diesem Ergebnis an-
haftet, rithrt davon her, da die Frage, ob transversale Erdbebenwellen durch
den Erdkern gehen, und damit die Frage, ob die Materie im Erdkern sich wie eine
Flussigkeit oder wie eine elastische feste Mases verhilt, noch nicht sicher gelost
ist. Die erstere Ansicht, welche zuerst von C.G.Knott ausgesprochen und
dann von E. Wiechert itbernommen wurde, wiirde mit der Feststellung einiger
Seismologen, welche Einsiitze transversaler, durch den Erdkern gehender Wellen
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Fig. b. Die Elastizitdtskonstanten im Erdinnern als Funktion der Tiefe

beobachtet zu haben glauben (vgl. S. 6 u. 7), nicht zu vereinbaren sein. Nehmen
wir diese Feststellung als gegebene Tatsache an, so ergibt jedoch die Theorie
eine unwahrscheinlich groBe Dichtezunahme innerhalb des Erdkerns (vgl. S. 10).
Unsere Vorstellung von der Wirksamkeit der beiden Faktoren, von welchen der
Aggregatzustand eines Stoffes abhéngt, Temperatur und Druck, geht dahin,
daB die Warmebewegung der Molekiile bzw. Atome bei sehr hoher Temperatur
ihre freie Verschiebbarkeit zur Folge haben konnen. Jedoch wirkt der Druck
verfestigend auf die Masse und es wire denkbar, daf} trotz der starken thermisch-
kinetischen Bewegungen der Molekiile diese bei auBerordentlich hohen Drucken
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so zusammengeprelt werden, daf eine vollkommen freie Verschiebbarkeit nicht
mehr moglich ist. Theoretisch sind also alle Méglichkeiten und Ubergangszustande
denkbar. Die von G. Linck [18] zuerst ausgesprochene Ansicht, dafi Temperatur
und Druck im Erdinnern so grof sind, dafi die Bildung von Molekiilen nicht mehr
moglich ist, daB also die Materie im Erdkern — wie bei Metallddmpfen — aus
freien Atomen besteht, ist zwar mit allen Moglichkeiten vereinbar, entspricht
aber zweifellos am ersten der Annahme der freien Verschiebbarkeit der Atome.
Der in Fig. 5 punktiert (Kurve K) eingetragene Verlauf des Komnpressibilitits-
faktors ist auf Grund dieser Annahme auf atomtheoretischem Wege [19] be-
rechnet worden. Die Ubereinstimmung mit dem Fall 1a, d.h. der Geschwin-
.digkeitsverteilung der Longitudinalwellen im Erdkern nach B. Gutenberg
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Fig. 6. Verlauf des Moduls x der Righeit im Erdinnern,
berechnet aus den Beobachtungen der Gezeiten des festen Erdkérpers

und F.Richter und der Annahme, dal keine Transversalwellen durch den
Erdkern gehen, ist augenscheinlich. Diese Ubereinstimmung wiirde also eben-
falls fiir die letztere Annahme sprechen.

Zum Vergleich kénnte man noch die aus den Beobachtungen der Lot- bzw. Pol-
héheschwankungen gewonnenen Ergebnisse mit heranziehen: W. Schweydar [20]
findet aus seinen Messungen der Gezeiten des festen Erdkorpers unter Annahme
der Dichteformel von Roche einen Verlauf des Moduls p der Righeit, wie ihn
Abb. 6 zeigt. A.Prey [21] hat die Berechnungen wiederholt unter der Annahme,
dafB} im Erdmittelpunkt die Righeit gleich Null ist, d. h. daB sie mit der durch die
Erdbebenforschung gewonnenen Ansicht in Einklang gebracht wird. Das Er-
gebnis ist ebenfalls in Fig. 6 wiedergegeben. Beide Ergebnisse entsprechen also
den Beobachtungen der Ebbe- und Flutbewegung des festen Erdkorpers und den
Polhsheschwankungen. Vergleichen wir sie mit dem in Fig. 5 angegebenen, auf
seismophysikalischem Wege gefundenen Verlauf der Elastizititskonstanten u,
so kann man feststellen, dafl die fir p gefundenen Werte in der Mantel- bzw.
Zwischenschicht hinreichend miteinander iibereinstimmen. Uber die Righeit
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im Erdkern konnen wir aber aus den Beobachtungen der Lot- und der Polhohe-
schwankungen keinen sicheren Anhalt gewinnen. Das ist sehr verstindlich, da
bei diesen Erscheinungen die Elastizitdt des ganzen Erdkérpers, am wenigsten
aber diejenige der innersten Schichten, eingeht.

Eine endgiiltige Entscheidung der Frage, ob die Materie im Erdkern sich wie
eine Flissigkeit oder wie eine elastische Masse verhilt, etwa auf direktem Wege
dadurch, daB es gelingt, die Existenz oder Nichtexistenz transversaler Erdbeben-
wellen im Erdkern sicher nachzuweisen, ist kaum zu erwarten, da dem Auffinden
und der Deutung schwacher Einsatze inmitten der Aufzeichnungen der Fernbeben
eine zu grofle Unsicherheit anhaftet.
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