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Wesentlich wichtiger sind die beschriebenerr Schwingschaltungen fir die
Widerstandsverfahren. Da bei der Vierpunktsmethode keine grofen Ausgangs-
leistungen erforderlich sind, geniigt als Ausgangsverstirker ein einziges kriftiges
Rohr. Die groe Bedeutung der unter dem Horbarkeitsbereich liegenden Strom-
frequenzen fir die Erzielung groBer Tiefenwirkungen zeigt die vorstehende
Tabelle, in welcher die Eindringungstiefe der Strome als Funktion der Leitfahigkeit
und der Frequenz eingetragen ist.
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Uber die Ausrechnung der zweiten partiellen Ableitungen
des Schwerepotentials aus den Drehwaagebeobachtungen
nach der Methode der kleinsten Quadrate

Von Boris Apsen, Agram

Nach einer kurzen Kritik des Anselschen Rechenverfahrens bei der Auflosung des

Gleichungssystems der Drehwaage, wird ein System von Formeln aufgestellt, welches

die Moglichkeit bietet, das Ausrechnen der partiellen Ableitungen des Schwerepotentials

nach der Methode der kleinsten Quadrate leicht und schmnell durchzufithren und die
mittleren Fehler aller berechneten GréBen zu ermitteln.

Wird auf einem Beobachtungspunkt mit einer doppelten Drehwaage ge-
messen, so sind drei Doppelmessungen erforderlich, um alle sechs Unbekannten,
d.h. die zweiten Differentialquotienten der Potentialfunktion der Schwerkraft

02w ) ozw W 02w 02w - oW — W
5oy = " Gyar = v Gy T om0 was )
und die Nullpunktlagen ng und n; der beiden Waagen (die unbekannten Skalen-
ablesungen bei ungedrilllem Draht) zu ermitteln. Das geschieht auf die Weise,
daB man die abgelesenen Skalenwerte n in die Gleichungen des Instrumentes
einsetzt und den Wert der Unbekannten ausrechnet. Um die Zuverldssigkeit der
Ergebnisse zu steigern, werden die Messungen wiederholt, so daf man iiber-
schiissige Ablesungen erhilt, die es gestatten, wie die Unbekannten selbst, so auch
die aus ihnen berechneten Schwerkraftgradienten und KritmmungsgréBen in Bezug
auf den EinfluB der Messungsfehler zu priifen.
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Das Rechenverfahren von Eotvos [1], das den Wert der Unbekannten drei-
fach bestimmt, ist vom theoretischen, so auch vom praktischen Standpunkt aus
nicht zu rechtfertigen. Einzelne Ablesungen werden in die Rechnung ungleich-
miBig eingesetzt und erhalten deshalb ganz unbegrindet verschiedene Gewichte;
die Gleichungen zur Ausrechnung der Unbekannten W, und W, werden zweifach
genommen; auch gibt das E6tvossche Verfahren keine Priifungsmoglichkeit der
errechneten Ergebnisse.

Der einzig theoretisch richtige Weg zur Ermittlung der Unbekannten ist
der, daB man die Unbekannten nach der Methode der kleinsten Quadrate aus-
rechnet.

Diese Ansicht wird im Schrifttum von vielen vertreten, insbesondere von
Ansel in seinem Werk ,,Geophysikalische AufschlieBungsmethoden (Lehrbuch
tir Geophysik von B. Gutenberg, Berlin 1929, 8. 500—552).

Den erwithnten Gedanken aussprechend, fiigt Ansel sofort hinzu, daf man
die ersten vier Unbekannten aus den sechs Gleichungen
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nach der Methode der kleinsten Quadrate berechnen kann, da ja nach den Glei-
chungen

SO T Tl P R e T

3 3

,,die beiden Nullpunktlagen ny und n;) bereits bekannt sind*‘. Aus diesen Worten
ersieht man schon, daB nach Ansel drei Doppelmessungen gentigen, um die
Ausrechnung der Unbekannten nach der Methode der kleinsten Quadrate aus-
fithren zu konnen.

Auf Grund der Annahme, dafl die Nullpunktlagen ,bereits bekannt sind*,
obgleich ihre Werte, wie die Werte der anderen Unbekannten nach den Glei-
chungen (2) aus Beobachtungsangaben berechnet werden, stellt Ansel aus sechs
Gleichungen des Systems (1), also aus Beobachtungen eines Kreises, vier Normal-
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gleichungen auf, um die partiellen Ableitungen des Schwerepotentials zu ermitteln.
In dem Umstande, daf die Nullpunktlagen aus den Normalgleichungen ver-
schwunden sind, ersieht Ansel die Bestitigung seiner Ansicht, dal die Berechnung
der Nullpunktlagen nicht notig ist, ,,da sie iiberhaupt nicht gebraucht werden‘.
Im weiteren 1ost Ansel die vier Normalgleichungen auf, erhélt vier Gleichungen
zur Berechnung der vier Differentialquotienten des Schwerepotentials und stellt
schlieSlich noch Formeln auf wie fir die geniherten Gewichtskoeffizienten, so
auch fir die mittleren Fehler der vier berechneten Ableitungen, stets auf der
Grundlage seiner Annahme stehend, daB die vier Differentialquotienten des
Schwerepotentials die einz'gen Unbekannten seien.

Es ist klar, daB die Gleichungen, die Ansel zur Auswertung der Unbekannten
erhilt, keinesfalls im Sinne der Methode der kleinsten Quadrate aufgestellt sind,
da die sechs Gleichungen des Systems (1) sechs Unbekannte W,,, W,,, W,
Wa, mo und m, enthalten und daher jede Mbglichkeit der Ausgleichung aus-
geschlossen ist. Wenn man annimmt, dafl dieses System nur vier Unbekannte
enthilt und die Nullpunktlagen 7y und n; als bekannte GroBen ansieht, so ist
doch keine Ausgleichungsmoglichkeit vorhanden, weil dann von sechs Gleichungen
des Systems (1) nur vier Gleichungen voneinander unabhidngig sind. Addiert
man némlich die 2. und 8., und danach die 5. und 6. Gleichung des Systems (1),
50 erhillt man mit Hilfe der Gleichungen (2) die 1. und die 4. Gleichung desselben
Systems (1). Es bestehen also nur vier unabhingige Gleichungen mit vier Un-
bekannten oder sechs Gleichungen mit sechs Unbekannten — jede Ausgleichungs-
moglichkeit ist ausgeschlossen. Stellt man aber doch Normalgleichungen auf,
wie es Ansel getan hat, so erhélt man ein System von Gleichungen, die man
leicht in die vier Gleichungen des Eétvosschen Systems transformieren kann.
Diese vier Gleichungen werden gewdhnlich bei rein praktischen Messungen ge-
braucht, bei welchen die Frage von der Ausgleichung tiberhaupt nicht gestellt
wird. Was die Formeln anbetrifft, die Ansel fiir die mittleren Fehler der Unbe-
kannten aufstellt, so haben sie keine Bedeutung, da ja [vv] gleich Null ist, wenn
keine iiberschiissigen Beobachtungen vorliegen. Denselben Wert Null sollte auch
Ansel fir seine mittleren Fehler erhalten.

Es gibt also nur einen Weg, die mittleren Fehler der Unbekannten und der
aus ihnen abgeleiteten Grofien zu erhalten, und dieser Weg fithrt iber die Ein-
tithrung von #berschiissigen Beobachtungen in die Rechnung und die Bearbeitung
der gesamten Messungsergebnisse nach der Methode der kleinsten Quadrate. Da
die Messungen auf einem Beobachtungspunkt gewdhnlich in zwei Kreisen aus-
gofithrt werden, stehen vier bzw. sechs iiberschiissige Skalenablesungen zur Ver-
fiigung (das letztere in dem Falle, wenn man annimmt, dafl die beiden Null-
punktlagen ny und n, wihrend der Messungen in zwei Kreisen unveréndert bleiben).
Auf diese Weise erhéilt man zwei Gleichungssysteme (1), d. h. zwolf Gleichungen
mit acht Unbekannten W, W,,, W, W,,, n, fi, n und gy, wobei mit ny und n;
bzw. mit ny und 7 die beiden Nullpunktlagen fiir den ersten bzw. fiir den zweiten
Beobachtungskreis bezeichnet sind.
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Das Einsetzen der Skalenablesungen 7, in dieses Gleichungssystem gibt
folgende Fehlergleichungen (siehe Tabelle 1, 8.191):

Das Auflosen dieses Gleichungssystems unter der Bedingung, daf [vv] = Min.
sei, fithrt iiber die Normalgleichungen. Dieselben lauten:

12AW,, +6CW,, = Ma+ M o
6CW,,+8BW,, = i(Mb—M’b’)

SAW, +8CW,, = V3 (Ma + M o)

5 Y
3CW‘,+3BWN=V?(Mb—M’b’) ®)
8 =m+mtn
3@0 :1"1._""_"9"'["3
3 g =Ty + Mg o+ g
‘ 8, = N, + N, + N,
Hier ist: ‘
A = a2+ a2 B=1024+b2 C=ab-al,
M = ng 4 7y +- g + g — 20, — 2y,
M = n,+ n,+ n, + 0y — 20, — 24,
M =y 4 ny — n3 — 0y,
M = n, + ny — n, — n,.
Tabelle 2
- Ihre Gewichte P
Unbekannte Thre Werte
o genaue genl&herte_
) , . oy D
Wey 9 p M+ M) PM_12(A——§>_12--§ 124
1 , , . ch D
W,. sp Ma'—M a) P, = 3(3—1) =35, 3B
Va o D?
W, = (T'b + b P, = 3(A_B-)= 3> 34
V3 , , _ e D
Wes oy (o —'a) P,, = 3(3—1) = 8%, 3B
g ”1+_%L+"_3 . 3
g @,"’:_7;;2_"';2‘1 3
s R S )
A= a?+a'? C =ab—a'd Hieraus folgt:
B =542 D=dab+abd ' D?=AB—(?
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Reduziert man die Normalgleichungen nach der GauBschen Methode, so
erhilt man nach dreimaliger Umkehrung der Elimination, d. h. nach dreimaliger
Anderung der Ordnung der Unbekannten, folgende Ausdriicke fiir die Unbekannten
und ihre Gewichte (vgl. Tabelle 2).

Da die Produkte ab und a’b’ gewdhnlich genéhert gleich sind, kann C2 = (ab
— a'b")2 vernachlissigt werden. Die Gewichte erhalten dann viel einfachere
Ausdriicke, die in der letzten Kolonne angefithrt sind. Aus diesen Ausdriickeén
ersieht man, daf die Gewichte der partiellen Ableitungen des Schwerepotentials
proportional zu Quadratsummen der Koeffizienten @, b, o’ und ¥, d. h. der
Konstanten der Waagen, anwachsen. Zum selben Ergebnis fithrten die von
Eotvos[2] angestellten Versuche die Abmessungen der Drehwaage zu ver-
ringern. AuBerdem ersieht man aus der Tabelle 2, daB W,, und W,, gleiche
Gewichte haben und daB das Gewicht von W, das Vierfache des Gewichtes
von W, betragt.

Zur Aufstellung der Formeln fiir die mittleren Fehler der Unbekannten ist
die Ermittlung der GroBe [vv] erforderlich. Da sich die Unbekannten in den
Normalgleichungen (8) so verteilt haben, daB sich jede einzelne Unbekannte in
zwei bzw. in einer Gleichung befindet, ist es unmoglich, die Grofe [vv] durch
das Fortsetzen der Reduktion der Normalgleichungen zu erhalten, und man ist
gendtigt, die Verbesserungen v; und v; im einzelnen zu berechnen. Setzt man also
die in der Tabelle 2 angegebenen Werte der Unbekannten in die Fehlergleichungen,
so erhdlt man:

”1:—”'1:%(.41—4'_1)
vy = — vy = 3 (4, — 4
”3:—"'8:%(4‘2*42) ........... 4)
v = — 1, = } (4 -~ 4))
”5:—‘”'5:%( )
N

Hier ist gesetst

4_'1 = Ny — Mo,

Ay = ny — g,

4y = ny —m,

A, = n) — n, usw.
Es folgt hieraus:

3
[0 =05 [vo]= 3 {(4i— 40 + (4] — 4ip).

Bezeichnet man mit my = V—— den mittleren Fehler der Gewichts-

einheit der berechneten Unbekannten und setzt man fiir die Zahl der Glei-
‘ 14>
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chungen s = 12 und fir die Zahl der Unbekannten u = 8 ein, so erhdlt man

o
nach m = —:
| £ Tabelle 3
Unbekannte Ihre mittleren Fehler
1 {/B mo
Wev Mav ="™35D V3 = 3054
1 42 m
Ve me=mp V=55
1 B m
W ma=mpn ¥y =5y
1 /4 e
Voo | ma=mp |y =53
[ — 1 mO
Mgy Mgy Mgy Ny m"o = mg- ‘75 — __5
1
My = 5 Vv v]
Folglich ist:
My = 2mmw
m’llz = mwz-

Als Rechenproben konnen dienen:
[4]=0; [4]=0; [4]=0; [4]=0
und
[45] —[44] = }[M],
hier ist:
[45] = A5 + Ay + 4y + 4,
[4:] = 4, + 4} +Al+A1,
M] =M + M + M+ M.

Nach den obigen Formeln werden fiir jede Beobachtungsfolge, die aus zwei
Beobachtungskreisen besteht, die Werte der Unbekannten und ihrer mittleren
Fehler ausgerechnet. Um die dazu notige Zeit bis zu etwa einer halben Stunde
zu verringern, bedient man gich folgenden Formulars, in dem als Beispiel eine
Beobachtungsfolge ausgerechnet ist (siehe das Formular auf der 8. 196/197).

Wie man es aus dem im Formular angefithrten Beispiel ersieht, wurden fir
die Differentialquotienten und ihre mittleren Fehler folgende Werte erhalten:

Woy=+ 897TE, mﬂ + 0812 E,
W,, =+ 2840E, 4, = 4+ 0203E,
W, = —11150E, m, = + 0624 E,
Wy = — 4100E, my, = -+ 0208 E.
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Sind auf einem Beobachtungspunkt mehrere Beobachtungsfolgen ausgefithrt
worden, so wird jede Folge einzeln berechnet und fiir den endgiiltigen Wert der
Unbekannten das arithmetische Mittel aus allen Folgen genommen. Die mittleren
Fehler der arithmetischen Mittel berechnet man nach der Formel

M=%Vmi'+m;‘+~-+m3,

worin mit r die Zahl der Beobachtungsfolgen bezeichnet ist.

Da die mittleren Fehler der Unbekannten berechnet sind, kann man jetzt
leicht auch die mittleren Fehler jener GroBen ermitteln, die aus den zweiten
Ditferentialquotienten des Schwerepotentials abgeleitet werden. Man gebraucht
zu diesem Zwecke die bekannte Formel fiir den mittleren Fehler M der Funktion f
der beobachteten GroBen 1y, 1y, I3, . .., die mit mittleren Fehlern n,, mg, mg, . . .
behaftet sind:

=Ygt G+ G

Auf diese Weise erhilt man folgende Ausdriicke fiir die mittleren Fehler des
Schwerkraftgradienten und der KriimmungsgroBe, so auch ihrer Richtungen:

‘Tabelle 4
GroBen Thre mittleren Fehler
Schwerkraftgradient:
a=Vw2 +w, My =mg, =m,,
tgo = ~:~—: M, = JgG 00
Kriimmungsgréfe:
R = Vu; ; aw?, My =m,
tg 27 = deﬂ MZ='EI_§_V.00

Setzt man in diese Formeln die aus dem obigen Zahlenbeispiel entnommenen
Werte der partiellen Ableitungen und ihrer mittleren Fehler ein, so erhilt man:

G = 4721E, Me¢ = 4 0.208 E,
o = 150.299, M, = -+ 0.2460,
R = 11298 E, Mg = -+ 0.624 E,
A = 4.57, M; = 4 0.1590.

Uberblickt man zum SchluB alles Erwihnte, so ersieht man, wie leicht und
mit welchem kleinen Aufwand an Zeit und Mithe die Auswertung der Drehwaage-



Formular
»' ¢ Bezeichnung fiir die Waage II.  ,,—“ Bezeichnung fiir den Kreis II.

a = 0.07740.10°; b — 0.23859-10¢; ) 1

P . — 18.
op = 2271631071

V3 1
I° L1018 == = |. . 9.
g = 1-86883-1071; VP L71792-10-9;
o = 0.07698-10% & — 0.23670.10%; - — 4.54307- 10-15;
6D
L1 264459-10-9; L — 0567736
Vp,, £]
Folge 1 Folge II o
- 1. ) 2 1. | 2. 1. 2,
n, 2 4, 167 | — 24.86
ng p + 2, + } - 166.2 | — 25.00
) D R 1 1880 | — 13.93
31, t M 505.9 __7“.'(1;.3.‘_7_9}
ome 4vy | 16863 |4 0.14 |
4y ="n —ny | v 28987 4+ 0.035
Ay = nyg—ny | — 1243
Ay = ng — 0, \ 2 4; B 1937 |— 226
Probe: [A] = 0| 2 ZL;}JF } + 000 |~ 214
‘ — M'/3 8.30

v, .
A3 =n5—mg v — 298 |— 0.065,
Probe: [4'] = 0 + 001 :
4; — 298 |
7y | a; } ) 161.7 | — 317 |
Ty |+ 2 v, 166.2 |+ 0.24
7oy vg 1882 |+ 0.120)
R B "~ B06.1 |
.......... Moo (421} ... 168.70 |- 27.13
Z1 = n; — Ty L4,] - 7.00 - 5‘63_7_1
" 4y = #i, — Wy |Probe: [A,]—[4,] = §[M]| — 1260 |— 2150
43 = ng— %y | |+ 19.60
Probe: [4] = MY } 4 0.00 |+ ggz
M'b - -
ﬁ{l Wey 12D 450.3 + 395
ng [+ Wy 4450 |+ 8973
. | p— tz9 |15
3, M .q } - 13382 |— 193
................ B Wy, 6D .. 607 \+ 516
di=ni—wmg W + 428 |+ 23897
Ay = 7y — @ Mb’}+ — 107 |— 1610
45 = 7y — g Mo — 317 [+ 093




Folge I Folge IT
1. 2.
Lo 2. 1. 2.

Probe: [4'] = 0 [ X — 14.17
111501

4 4.91
al* 030 |

— M/3 5.21
............... Mo 7. 40.997
] B o e S
v, 0.002
0.013
a4 0.002
,,;{1'_}:,‘:_ » 0.002
— M3 0.008
______________ Mo _0.029
2 v, 0.056
vy 0.118
' 0.312
0.624
0.203
0.068

beobachtungen nach der Methode der kleinsten Quadrate ausgefithrt werden
kann. Die erhaltenen mittleren Fehler aller berechneten GroBen geben die einzig
zuverléssige Grundlage zur Beurteilung ihrer Genauigkeit.
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