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Solare Ultrastrahlung und ionosphirische D - Schicht
am 23. Februar 19561

von A. Ehmert und K. Revellio, Weissenau 2)

Zusammenfassung: Eigene Messungen einer auffallenden Démpfung von Lingst-
wellen - Atmospherics beim Ausbruch solarer Ultrastrahlung am 23.2.1956 werden
im Zusammenhang mit anderen Messungen diskutiert. Die Verteilung der Einsatz-
zeiten iiber die Nachtseite der Erde stimmt mit der fiir die solare Ultrastrahlung
iiberein. — Die von der letzteren hervorgerufene Elektronendichte wird abgeschitzt
und die damit zu erwartende Ddmpfung berechnet. Sie ist fiir die Zeit der maxima-
len Einstrahlung ausreichend. Die Dampfung hielt jedoch ldnger an. Dies kann
verstanden werden, wenn man annimmt, daB im Bereich um 70 bis 80 km Hohe die
Anlagerung der Elektronen eine groBe Rolle spielt, die so gebildeten Ionen in der
geringen Konzentration sehr langlebig sind und eine stindige geringe Elektronen-
dichte liefern, weil Elektronen befreit und nach kurzer Zeit wieder angelagert
werden.

Abstract: The outburst of solar cosmic rays at 23rd February 1956 caused a hard
attenuation of longwave -atmospherics on the night -side of the earth. A discussion
of our own and other records shows that the beginning follows immediately the
first arrival of this solar radiation. The electron density caused by the ionization
of these cosmic rays is in the maximum phase sufficiant to cause the observed
attenuation. But this attenuation continued after the decrease of cosmic ray inten-
sity for several hours. It is suggested that negative ions formed by attachment of
electrons to Og have in night-time at low concentration a long life and that at
every time a small fraction of them is liberated for a short time. These electrons
continue attenuation.

Messungen

Am 23. Februar 1956 beobachteten wir kurz vor 4 Uhr GMT gleichzeitig
mit einem starken Einfall solarer Ultrastrahlung (4. Ehmert und G. Pfotzer)
[1] eine Abnahme der in Weissenau (A = 9° 35’ ¢ = 47° 46’) registrierten
Atmospherics. Abb. 1 zeigt den Verlauf der Zahl der Atmospherics bei auf
27 kHz abgestimmtem Empfénger. Daneben ist der als normal anzusehende
Tagesgang am folgenden Tag eingezeichnet. Man hitte also am 23. Feb-
ruar den gestrichelten Verlauf erwarten kdnnen. Abb. 2 zeigt noch einmal

1
) In gekl@rzter Form auf der Geophysikertagung in Hamburg am 27. September 1956 vorge-
tragen.

A. Ehmert und K. Revellio, Weissenau, Max-Planck -Institut foir Physik der Stra-
tosphére.

15 Ztsche. f. Geoph, 23
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die Atmosphericszahl vom 23. 2.56 in etwas anderem MaBstab fiir zwei ver-
schiedene Mindestfeldstidrken. Man erkennt, daB eine pldtzliche Abnahme
der Zahl der Atmospherics groBer Amplitude auf 56% und derjenigen klei-

ner Amplitude auf 35% auftrat. Diese Abnahme muB zwischen unseren Re-
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Abb. 1: Zahl der in WeiBenau bei 27 Khz gemessenen Atmos-
pherics vom 22.2.56-24.2.56

gistrierungen der Zahlwerkstéinde um 340 und 350 GMT eingetreten sein.
Nach der ebenfalls auf Abb. 2 wiedergegebenen Registrierung des Atmo-
radiographen [2] der Schweizerischen Meteorologischen Zentralanstalt in
Ziirich 188t sich der Ubergang auf die Zeit zwischen 342 und 348 einengen.
Die regelm#Bige Abnahme der Atmosphericszahlen bei Sonnenaufgang setzt
etwa 6°0 Uhr GMT ein. Sie ist auf allen drei Kurven deutlich zu erkennen.
Die Sonnenaufgangslinie lag 342 Uhr am Erdboden noch 3000 km und in
85 km Hohe noch 1000 km weiter dstlich von Weissenau, Uber Weissenau
stand die Erdschattengrenze 342 Uhr in etwa 750 km Hshe. Die Radiogo-
niographen in Zirich und Payerne zeigten zu derselben Zeit eine Herd-
gruppe zwischen Siidwesten und Nordwesten mit dem Schwerpunkt im Nord-
westen und einen schwicheren Herd im Siidosten an. Die Atmospherics
kleiner Amplitude gehen zum griBeren Teil auf Gewitterherde in Zentral-
amerika zuriick, diejenigen groBer Amplitude lassen sich vorzugsweise
europiiischen Gewitterzentren zuordnen. Weiter zeigt Abb. 2 den Verlauf
der nuklearen Komponente der Kosmischen Ultrastrahlung nach der Regi-
strierung durch sekunddre Neutronen in Weissenau [1] nach Meyer und
Simpson [3] in Chicago und nach Brown [4] in Albuquerque. Der Beginn der
Strahlungsanstiege war nach der kontinuierlichen lonisationsregistrierung
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von Sittkus, Kiihn und Andrich [5] in Freiburg 342 GMT in Cheltenham in
den USA nach Forbush [6] 348 GMT. Eine Untersuchung iiber die Zeiten

des ersten Ultrastrahlungsanstieges im europdisch-amerikanischen Raum

‘J“" GMT Zahl der Atmospherics
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Abb. 2: 23.2.56 Zahl der Atmospherics, Feldstirke des Senders NSS
und solare Ultrastrahlung



116

am 23.2.56 [7] ergab eine Abhingigkeit von der geomagnetischen Linge
mit zunehmender Verspétung nach Westen um 1 Minute pro 20° Liénge und
mit zunehmender Verspétung nach Norden um 1 Minute pro 4° geomagneti-
scher Breite. Auch die Zeiten des Strahlungsmaximums sind entsprechend
verschoben. Lauter, Bartels, Sprenger und Skeib [8] beobachteten in Kiih-
lungsborn ein um 343 Uhr GMT beginnendes Absinken des atmosphirischen
Stérpegels bei 40 kHz auf 14 %, bei 35 kHz auf 35%, bei 25 kHz auf 42 %.
Bemerkenswert ist, daB bei 40 kHz und besonders bei 35 kHz eine schon
342 einsetzende und 344 jbr Maximum erreichende Zundhme des Pegels um
50% vor der erwéhnten Abnahme auftrat. Sie war bei 25 kHz kaum noch an-
gedeutet. Bei niedrigeren Frequenzen trat sofort eine Abnahme auf. Auch
die Registrierung eines Senders auf 185 kHz ergab in Kithlungsborn 349
GMT eine plétzliche Abnahme auf weniger als 15%. Die Autoren [8] weisen
darauf hin, daB hier eine D&mpfung auf einem v§llig im Nachtbereich ver-
laufenden Ausbreitungsweg vorliegt, welche deshalb Korpuskeln zuge-
schrieben werden. Sie vermuten, daB es sich um eine weiche Komponente
gehandelt habe, welche nur unterhalb 90 km Hohe stark ionisierte, jedoch
oberhalb nur schwacher Wechselwirkung fahig gewesen sei. Aarons und
Barron [9] registrierten in Fourth Cliff in Scituate Massachusetts USA
auf 49 kHz den atmosphérischen Stsrpegel mit 1 kHz Bandbreite. Es
wurde ein MaB fir die mittlere Zeit aufgeschrieben, widhrend welcher der
Storpegel eine vorgegebene Schwelle @iberschritt. Sie fanden eine 344 ein-
setzende Abnahme dieser Storzeit. Die Werte fielen weiter bis 348 GMT
(2248 Ortszeit) und blieben dann auf diesem niederen Niveau konstant.
Sie bringen das Ereignis ebenfalls mit dem Einbruch solarer Ultrastrah-
lung in Verbindung und betonen, daB die Dadmpfung bereits einige Minu-
ten vor Beginn des Einfalls solarer Ultrastrahlung auftrat, welche in
Cheltenham (USA) erst 348 GMT einsetzte. Dieselben Autoren erwahnen,
daB Pierce und Moritz [10] in Cambridge (USA) um 343 GMT eine Zu-
nahme der Phaseninderungsgeschwindigkeit der Signale des auf 16 kHz
arbeitenden Senders Rugby (GBR) in England festgestellt haben. Tatséch-
lich ist nach unserer erwdhnten Analyse der erste Einfall solarer Ultra-
strahlung in England 343 GMT erfolgt. In den USA ist in 40° nérdlicher
Breite ebenfalls schon 344 solare Ultrastrahlung eingefallen. Ein Teil der
in Fourth Cliff registrierten Atmospherics kam zu dieser Tageszeit sicher
aus siidlicheren Gebieten, ndmlich Zentralamerika und den nérdlichen Tei-
len Siidamerikas, so daB ionosphérische Reflexionsstellen in 40° Breite
lagen und damit zeitliche Ubereinstimmung zwischen dem Beginn der D&mp-
fung und dem Einfall der solaren Ultrastrahlung besteht. Mc Kerrow [11]
registrierte in der Polarlichtzone in Churchill (58,8° N 94,2° W) den atmo-
sphérischen Stérpegel auf der Frequenz 100 kHz und fand um 345 GMT be-
ginnend eine rasche Abnahme um 6 db (auf 51 %) in weniger als 10 Minuten
und anschlieBend eine weitere Abnahme um 2 db bis auf den bei Tag iibli-
chen Wert, der dann wihrend der ganzen weiteren Nacht also 8 Stunden
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lang erhalten blieb. Die Hauptquelle der registrierten Stdrungen lag auch
in diesem Fall nach Mc Kerrow in Zentralamerika. Die Grenzfrequenz der
F5-Schicht stieg in Churchill nach Mc Kerrow von 445 ab bis 530 an, von
da an konnten wegen vollstédndiger Absorption keine Reflexionen mehr beob-
achtet werden. Auch von den anschlieBenden 65 Stunden waren 53 Stunden
ohne jede Reflexion. Ein Vergleich mit anderen Stationen zeigt, daB die-
ser Effekt auf die Polarlichtzone beschrénkt war.

Beginn
Station des Absorptionszeit

Sturmes
Baker Lake 64,3°N 96,0°W  5.00 6.00 Vollst. Absorption
Churchill 58,8°N 94,2°W  5.00 5.30 Vollst. Absorption
Winnipeg ~ 49,9°N 97,4°W Hohe Absorption
Ottawa 45,4°N 75,9°W Hohe Absorption
Kjeller (Breite wie Win-

nipeg) 5.00 7.00-8.00 vollst. Absorption
Upsala 7.00 vollst. Absorption
den ganzen Tag

Lindau Kein Effekt
Cambridge Kein Effekt

Eine weitere Registrierung des 16 kHz-Senders Rugby (GBR) nach
Amplitude und Phase in Cambridge in 92 km Entfernung vom Sender ergab
nach Belrose, Devenport und Weekes [12] etwa 345 h ein Absinken der
Scheinbaren Reflexionshéhe von 87 km auf 80 km ohne merkliche Ampli-
tudenabnahme. Dieser Wert blieb bis Sonnenaufgang erhalten, dann sank sie
auf 68 km ab am Mittag, also 5 km niedriger als normal. In Newcastle
293 km von Rugby begann auch 345 GMT die anomale Ausbreitung. In Up-
sala 1350 km vom Sender entfernt verschwand nach Stoffregen die dort die
Bodenwelle weit iiberwiegende Raumwelle génzlich. Auch bei Frequenzen
Zwischen 700 und 300 kHz wurden um 345 h einsetzende starke D&mpfun-
gen beobachtet. Auch die bei 22 kHz registrierten Atmosphericszahlen
Bahmen 345 GMT auf die Halfte ab. Gold und Palmer [13) beobachteten in

erstmonceux 345 h ebenfalls eine sehr schnell verlaufende Abnahme der
uf 27 kHz registrierten Atmospherics, sie vermuten als Ursache die mit
dem Ultrastrahlungseinbruch gekoppelte Partikelstrahlung. Ellison und
eid [14] berichten von einer starken Abnahme der Atmosphericszahlen
€i 24 kHz um 345 h, die mit dem Partikelstrom der solaren Ultrastrahlung
uf der nicht sonnenbeschienenen Hemisphare zusammenfiel. SchlieBlich
Indet sich auf einer Miinchner Registrierung der Empfangsamplitude des
Nordamerikanischen Senders NSS (17,7 kHz) die uns Herr Prof. Schumann
feundlichst zur Verfiigung stellte, der in Fig. 2 auch gezeichnete Verlauf
Mit einer kontinuierlichen Abnahme der Amplitude von 344 h Lis 350 h,
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Bei Registrierung von Sendern liegt ein geographisch eindeutiger Aus-
breitungsweg vor, bei dem man sicher entscheiden kann, ob er im Tag- oder
véllig im Nachtbereich liegt. Das letztere war bei allen oben angefiihrten
Senderausbreitungswegen der Fall. Dagegen ist man nicht sicher, wie weit
bei Amplitudenénderungen tatséchliche Démpfung und Interferenz mitspie-
len. Verschwindet aber die Raumwelle véllig, wird auch dieser Fall ein-
deutig. Bei den Atmospherics entféllt die Phaseninterferenz. Dafiir ist
wegen der rdumlichen Verteilung der Herde der Ausbreitungsweg nicht
eindeutig. Wir waren daher zun#ichst nicht sicher, ob der Abfall nicht doch
mit dem Ausfall der Strahlung aus D&mmerungsgebieten zusammenhingen
kénnte.

Die im Tagbereich wirksame UV -Strahlung bewirkt aber bei der Fre-
quenz von 27 kHz eine Verbesserung der Ausbreitungsbedingungen durch
Reflexion an der D-Schicht, also eine Zunahme der registrierten Atmo-
spherics, wihrend bei héheren Frequenzen iiber etwa 150kHz die D -Schicht
ddmpft und bei Kurzwellen der als Mégel-Dellinger-Effekt bekannte Aus-
fall der Funkverbindungen einsetzt. Das Maximum der Verbesserung der
Ausbreitung liegt bei 27 kHz. Noch tiefere Frequenzen werden wieder
weniger beeinfluBt. Bei 16 kHz ist nur noch schwache Ver#nderung der
Ausbreitung beobachtbar. Es liegen also im Tagbereich stark frequenz-
abhingige Einflisse auf die Ausbreitung vor, das war am 23. Februar nicht
der Fall. Auch nach dem gesamten Verlauf der Kurve ist eine Ausbreitung
in D@mmerungsgebieten unwahrscheinlich, da die spétere Abnahme bei
Sonnenaufgang spontan einsetzt. Dies ist nur bei westlich liegenden Her-
den méglich (Lugeon [15], Revellio [16]) und fir diese bestand somit of-
fensichtlich die beschriebene Abnahme der Atmosphericszahl. Vsllig klar
liegt jedoch der Fall bei den tief im Nachtbereich liegenden amerikani-
schen Stationen. .

Die auffallendste Erscheinung ist der genau gleichzeitig mit dem er-
sten Einfall der solaren Ultrastrahlung beginnende Aufbau einer dampfen-
den Schicht und daB selbst die geographische Verteilung des Beginns des
Ultrastrahlungseinfalls ebenso auch fiir den Beginn der Diampfung gilt. Im
Gegensatz zum parallelen Verlauf des D&mpfungsbeginns mit dem Ultra-
strahlungseinsatz blieb die Dampfung spéter viele Stunden ungefahr gleich
stark bis zum jeweiligen Sonnenaufgang erhalten, wihrend die Ultrastrah-
lung nach Erreichung des Maximums rasch abfiel.

Die zweite ungewdhnliche Erscheinung ist der in der n#chtlichen Po-
larlichtzone aufgetretene lonosphérensturm kurze Zeit nach dem Einfall der
solaren Ultrastrahlung mit zumindest 8-stiindiger nach Mc Kerrow sogar
wesentlich ldngerer Dauer. Dieser Sturm kénnte trivial auf einen Plasma-
strom zuriickgefiihrt werden, welcher bei einer fritheren chromosphé#rischen
Eruption auf der Sonne ausgeschleudert wurde und zu dieser Zeit die Erde
erreichte. Am 21.2.56 wurde durch Funkbeobachtungen auf den Kerguelen
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(nach dem Ursigramm) um 1032 h eine chromosphérische Eruption festge-
stellt, am 22.2.56 eine solche um 05 h und um 1229 GMT, auBerdem von
Bagneux um 1328 und 1339 GMT. Leider weil man von diesen Eruptionen
nicht den Ort ayf der Sonne, von dem die Méglichkeit eines Erreichens
der Erde durch Plasmastrome abhiéngt. AuBerdem wurde keine erdmagne-
tische Stérung beobachtet und die Tatsache, dal der fragliche Ionosphéren-
sturm in der Polarlichtzone gerade mit dem Einfall der Ultrastrahlung be-
gann, miite als Zufall gewertet werden. Wir kommen darauf weiter unten
zuriick. Es soll zundchst untersucht werden, wieweit die lonisierung
durch die solare Ultrastrahlung selbst fiir die beobachtete Dampfung aus-
reicht.

D -Schicht durch solare Ultrastrahlung

Wir schidtzen zun#dchst ab, welche Elektronendichte die solare Ultra-
strahlung selbst in der D-Schicht erzeugen konnte. Die Teilchenzahl der
normalen Kosmischen Strahlung ist nach Messungen mit Raketengerdten
bekannt, Gangues, Jenkies jr. und Allen [17] fanden mit einzelnen Z&hl-
rohren zwischen 50 und 161 km Hhe in 41° geomagnetischer Breite zwan-
zigmal so viel Teilchen als am Erdboden. Van Allen und Singer [18] fan-
den bei Aufstiegen in verschiedener Breite fiir die vertikale Verteilung der
Teilchenzahl Werte, aus denen wir die folgende Ionisierung berechnen
kdnnen:
geomagn. Breite 0° 41°  50° 58°

Ionisjerungsstarke

in groBen Hdhen 121 60 I 150 1 240 1 Ionenpaare

—_————
at -cm® sec

Unterhalb 50 km steigt die Ionisierung auf etwa das Doppelte in 20 km
Hshe an und fallt dann durch Absorption stark ab. Wir rechnen im folgen-
fien mit 150 Ionenpaaren/cm3 sec in 50° Breite. In der freien Atmosphére
Ist die Ionisierung der Dichte proportional, also ist die Zahl der pro Se-
kunde freigesetzten Elektronen N = 150 p/p, « El/sec cm3, wenn p die
Dichte am Ort und po die Dichte bei 0°C und 1 Atmosphére ist. Fiir die
Solare Ultrastrahlung liegen keine entsprechenden Messungen vor. Aber
Meyer, Parker und Simpson [19] fihrten am Nachmittag des 23.2. einen
Ballonaufstieg bis 30 km Hdhe durch. Sie fanden in der Hdhe des Maxi-
Mums der sekunddren Neutronenzahl, n&mlich bei 70 mm Hg das 4,5 -fache

er normalen Zahl. Zu dieser Zeit machte der solare Anteil der Neutronen

am Boden mit 28% des Normalwertes nur noch 1/75 derjenigen zur Zeit
des Maximums um 410 GMT mit dem 21-fachen Normalwert aus. Demnach
hdtte die Neutronenzahl im Maximum das 337-fache des normalen Wertes
In Chicago (53° ndrdl. geomagn. Breite) erreicht. Eingedenk des vsllig
anderen Energiespektrums der solaren Ultrastrahlung diirfen wir doch an-
Nehmen, daB damit die lonisierung in groBen H3hen mindestens den
ert
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AN,_, = 50000 p/o, = Kp/p, Elel;tronen
cm® sec
erreichte.

Winckler [24] fihrte in Minneapolis unter 55,4° geomagnetischer Breite
am selben Tag einen Aufstieg mit einem Zahlrohrkoinzidenzgerdt durch,
bei welchem gegen 21.00 Uhr GMT die groBte Hohe erreicht wurde. Zu die-
ser Zeit machte der Effekt am Boden dort nur noch etwa 10% fiir die nu-
kleare Komponente aus, wie wir den amerikanischen Neutronenregistrie-
rungen entnehmen kdnnen. Beim Aufstieg wurde bis zu etwa 300 g/cm3
Luftdruck keine Differenz gegen den Normalwert bei friiheren Aufstiegen
gefunden. Aber dann stieg die Zahl der vertikal einfallenden Teilchen
mit der H3he erheblich rascher an als sonst und erreichte bei 10 g/cm? das
Fiinffache des Normalwertes. Die Anordnung mit 9,38 Steradian-cm? zahlte
dort N =16 Teilchen pro Sekunde mehr als unter normalen Umsténden.
(4 sec~1). Die Bahnen der erfaften Teilchen haben eine mittlere Zenitdi-
stanz von 15° bis 20°.

Setzen wir in groBen Hohen Gleichverteilung iber die Winkel des Halb-
raumes voraus, so erhalten wir als die Zahl der durch eine Kugel des
Querschnittes 1 cm? einfallenden Teilchen

= 16 27 . Teilchen = 10’7 cm—z sec—l

2 9,38 em?.sec

N

Bei normaler Ionisierungsstérke mit 100 I/cm in Normalluft, welche
als Minimum anzusetzen ist, wird dann die zus#tzliche Ionisation

~ 1000 p/po Elektronen
cma sec

Isol, 2190‘1

gegeniiber 250 0/p¢ im Normalfall bei der gleichen Umrechnung.

Multiplizieren wir jetzt wieder diesen Wert der Ionisierung mit dem Ver-
héltnis V zwischen der maximalen, auf solare Strahlung zuriickgehenden
Neutronenzahl am Erdboden in Chicago zu der um 2100 GMT noch vorlie-
genden mit den Werten fiir Chicago oder Ottawa,

_ _20 - normal _ 133
0,15 - normal

so wird die im Maximum pro Sekunde frei gemachte Elektronenzahl

oo, 450 = 130000 p/p, Elekironen _ g . 57, .
cm - SecC

Das ist viermal soviel als wir oben abgesch&tzt haben. Das Erdfeld
setzt am Aufstiegsort eine Energiegrenze von 0.9 GeV fiir Protonen. 2 GeV
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sind zur Durchdringung der Atmosphire zumindest erforderlich um den Ioni-
sations - Energieverlust des Teilchens zu decken. Aus der Absorptions-
kurve des beim Aufstieg von Winckler gemessenen solaren Anteils ist auf
Primérenergien um von 1 bis etwa 1.5 GeV zu schlieBen. Diese wirken sich
am Grund der Atmosphére nicht mehr aus. In geringeren geomagnetischen
Breiten 148t das Erdfeld diese Teilchen nicht mehr einfallen. Aber iiber
Ottawa und Stockholm waren sie zweifellos auch im Maximum vorhanden.
Denn die zeitliche Konstanz des Breiteneffektes der solaren Ultrastrahlung
am 23.2.56 ab etwa 5.00 GMT weist auf ein konstantes Energiespektrum.

Die Elektronen lagern aber rasch an und haben dann wegen der geringen
Beweglichkeit der so gebildeten Ionen keinen merklichen EinfluB auf die
Wellenausbreitung mehr. Nehmen wir mit Bates und Massey [20] an, daB
die Anlagerung an molekularem Sauerstoff vorherrscht, so erhalten wir die
Bilanz fiir die Elektronenzahl nach dem Schema:

e_+02-»O;+hv

dN

es ist damit: et

- Kolog =N Ny o/pg

mit Ny, = 23 . 1018 Molek. je; Molekiildichte des Sauerstoffs unter
2 3
cm
Normalbedingungen. Den Rekombinationskoeffizienten n schédtzen Bates
-14 _cm®
sec
Gleichgewicht, das sich mit diesen Zahlen sehr rasch einstellen muB

und Massey in der GréBenordnung n = 10 und wir erhalten im

K=Ne¢'N’02"

N = K = 5. 104 =~ 2,2 Elektronen
2,3 - 108 . 10714 cm®

unabhéingig von der Hohe. Die in groBeren Hohen geringere lonisierung
wird durch die lingere Lebensdauer bis zur Anlagerung ausgeglichen. Die
05 Ionen kénnen wieder direkt durch StoBablésung zerstort werden (Bates
und Massey [20])

0, +0 0, +e”
Die obige Gleichung erweitert sich zu der Form:

dN
dt

et _ KO/PO-N" * NOZ'IP/PO*'XN% : NOP/PO

16 Ztschr. f, Geoph. 23
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Da die Konzentration N — nicht bekannt ist, kann nur ausgesagt wer-
2

den, daB der effektiv auftretende Anlagerungskoeffizient p’ kleiner als
der in der obigen Rechnung verwendete sein muB. Der Wert 2,2 El/cm3
stellt daher die untere Grenze fiir die Elektronendichte zur Zeit des Maxi-
mums der solaren Ultrastrahlung dar, dabei soll einschrinkend auf die bei
Bates und Massey zitierten unterschiedlichen Angaben fiir n hingewiesen
werden. Damit stellt sich die Frage, ob diese geringe Elektronendichte
ausreicht, die beobachtete Démpfung zu erklédren.

Diampfung von Lingstwellen in dem durch die solare Ultrastrahlung
entstehenden Hohenbereich
Der Empfinger unserer Atmosphericsregistrierung war auf 27 kHz abge-
stimmt. Es soll daher im folgenden ndherungsweise bestimmt werden, wel-
che Dampfung eine Welle dieser Frequenz beim Durchgang durch ein ioni-
siertes Medium in Abhingigkeit von der Hohe iiber dem Erdboden und von

der vorhandenen Elektronendichte erfihrt. Schreibt man dem ionisierten
Medium wie in der Metalloptik einen komplexen Brechungsindex p—ik

zu, so ist 2 k gleich der Ddmpfung B und c¢/u die Phasengeschwindig-
c

keit v der Welle. Das Quadrat des komplexen Brechungsindex ist nach
Huxley [21] K. W. Wagner [22]

y = (u-—ik)2 = A -iB
~ (n2+1) em£0+12 (ei-ﬁz)i\/(fi-fz-fmtfo)z+4nzc%{"2

V2 (n2€0 +12 €m)

y

Wenn die €00 €m und £ die Dielektrizitdtskonstanten des Mediums und
die n und ! die Richtungscosinusse der Ausbreitungsrichtung zur Richtung
des Erdfeldes sind. Die Gleichung entspricht weitgehend der Appléton-
Hartree’schen Formel, doch wurde von Huxley [21] die Démpfung durch ge-
nauere statistische Uberlegungen und nicht durch Einfiihrung eines einfa-
chen Reibungsgliedes in die Differentialgleichung der Elektronenbewegung
abgeleitet. Die Ausdriicke sind sehr kompliziert, so daB auf eine ausfiihr-
liche Darstellung verzichtet wird. Einfache Ausdriicke ergeben sich nach
K. V. Wagner [22] nur fiir die folgenden Sonderfille.

1. Ausbreitung lings des Erdfeldes
[ n
Y1 = € + ( Y2 = ‘m - C

m

wir haben zwei entgegengesetzt drehende zirkular polarisierte

Wellen.
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2. Ausbreitung senkrecht zum Erdfeld

L —
= —— y2 = fo
Hier sind es zwei linear polarisierte Wellen.

Diese Fille seien im folgenden genauer betrachtet und unter Weglas-
sung einiger Zwischenrechnungen, die teilweise andern Orts [16] ausfiihr-
licher dargestellt sind, explizit angeschrieben.

Vernachldssigen wir zunéichst das Erdfeld und schreiben y, das Qua-
drat des komplexen Brechungsindex

2 2 2
L, o ]+i v {1+ 2 ”
2 2+ o2 V2 4 o2 2 2

m vw 2 2

2
y0=1_§”Ne_.1__ZL
3 vVt +w

mit folgenden Bezeichnungen

N = Elektronendichte = -Zahl der Elektronen
cm®
e = Elektronenladung El.st. cgs-Einheiten

Elektronenmasse

3
[

2
<£_ =2,5.108 El.st.cgs -Einheiten

m
v = StoBzahl der Elektronen mit den Neutralgasmolekiilen 1
sec
® = Kreisfrequenz der einfallenden elektromagnetischen Welle 1
sec
w, = Lamorfrequenz des Elektrons 8,77 - 106 —L_in etwa 50° nardl.
sec
Breite
: 8 N e?
AuBlerdem sei a = 2 7 als Abkiirzung verwendet.
mo
Damit ist:
2 2
Yo = l-a —2 [l/,+ © ]-ia v_[14— ]=Ao -iB,
v +0? v+ w? v2+o? V2ol
2 2
S [ N [T
vi+w? Vol V2 +0? V2 +w?

Beriicksichtigt man auch die Anwesenheit des Erdfeldes, so zeigt sich,
daB diese Formel dem Fall y'; = ¢, entspricht. Die Ausbreitung findet
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hier senkrecht zum Erdfeld statt. Die Elektronen bewegen sich hier in
Richtung des Erdfeldes, werden also durch dieses nicht beeinflult. y, = y;

Ay= A'2L; B, = B‘;. Bei Ausbreitung ldngs des Erdfeldes erhalten wir

zwei zirkular polarisierte Wellen yl“ und y2"

I
Y; = (m i C =
(wFw,) (wFw,)? (0Fw,)?
l-a 0 [‘/z + “o ]- i ¥ [1 + °
v2+(m?-cu0)2 u2+(w¢m0)2 v2+(w¥w0)2 v2+(w1w0)2

- -2
Al” o 1. a(oFoy) [% . (0F o) ]
2 v2+(w?w0)2 v2+(m¥mo)2
- )2
Blll - v - (w+w°) ]
2 V2+(coIcoo)2 V2+(w¢w0)2

Der Index 1 bei A und B gilt fiir das negative und der Index 2 fiir das
positive Vorzeichen.
Fiir die Ausbreitung senkrecht zum Erdfeld ergibt sich
N ei_fz_(cm-f)(fmi-f)
Yy, = - €

€
m

m
eine linear polarisierte Welle.

Der Ausdruck ist so kompliziert, daB wir ihn hier nur als Funktion von

Alu H Azu und BlII ; B; anschreiben.
oo 2{(/\1" +A) (Al Ay - B) By + (B] +By) (B] A} + B, A'{)}
' (A} + AD? + (B} + B))?

1] I WAl Lt [ 1 (] It il
i {(A1 +A,) (B, A, +B, A) - (B) + B,) (A, A, - Ble)}
(A} -+ Ap? + (B] + B))?
y"z' =y, ist der vom Magnetfeld nicht beeinfluBte Strahl, der ebenfalls li-
near polarisiert ist. Aus diesen Ausdriicken fiir das Quadrat der komplexen

Brechungsindices lassen sich ihre Realteile und Imagindrteile einzeln
berechnen. Beide sind von klarer physikalischer Bedeutung. Der Real-

teil p ergibt, wie schon erwdhnt, durch v =2 die reelle Phasenge-
n
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schwindigkeit, der Imaginirteil k durch 8 w2, o Dampfung. Es gilt:

C
1
.u =~ﬁ]/A + A% + B?

k

—
V2

- A +yA? + B?

Auf Abb. 3 und 4 sind die berechneten Ddmpfungen B fiir verschiedene
Elektronendichten in Abhingigkeit von der Héhe in der Ionosphére einge-
tragen. Es zeigt sich, daB in allen Fiéllen, in denen das Erdfeld von Ein-
fluB ist, bei geringen Elektronendichten in 75-80 km Hohe ein ausgeprig-
tes Maximum der Ddmpfung erscheint. Auf die Bedeutung dieses Maximums

und auf den detaillierten Ver-
lauf der Kurven auch bei hohen
Elektronendichten soll weiter
unten ndher eingegangen wer-
den. Die Kurve fir 8, = 5,
also ohne Auswirkung des Mag-
netfeldes, zeigt dagegen einen
monoton mit der Hhe ansteigen-
den Ddmpfungsverlauf.

In den Ausdriicken fiir y geht
als wichtiger Héhenparameter
die StoBzahl v ein, sie ist fiir
eine gegebene Frequenz die ein-
zige Veriinderliche auBer der
Elektronendichte N_;. Nach
Nicolet [23] ist die Druck- und
Temperaturabhingigkeit der
StoBzahl

5,22 - 109 p/\/T = e—!ﬁ

p » mm Hg
T » %K
Damit lieBen sich die StoB-

zahlen auch fiir die H5henberei-
che berechnen, fir die Nicolet
keine Kurven direkt angibt. Die
dabei fiir geringere Hihen ange-
nommenen Temperaturen sind:

10-30km Héhe 230°K, 45-65km

v

[

-
Weg

5 ’
0 //1‘

-4

N=Q1 10 00 100 Ethem?

Abb., 3: Dimpfung von Lingstwellen
(27 Khz) in Abhéngigkeit von der Elektro-
nendichte
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Hohe 270°K. Die Kurven auf den Abb. 3 und 4 sind mit diesen Werten fiir v be-
rechnet. Wird die Elektronendichte sehr klein, so erhalten wir fiir den Be-
reich um N,; = 1 El/em3 und fiir die niedrigen Frequenzen die Méglich-

Héhe

90km

60

e N
~,
s

70

90

60

70

_90
80
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10

0

Ausbreitung _|
/3:. /_4;} senkrecht

zum Erdfeld _|
parallel
zum Erdfeld

13

—emem /3

10°

107

107

10°6 10 ém

Abb. 4: Ddmpfung von Lingstwellen in der unteren Ionosphire fiir
verschiedene Hohen, Frequenzen und Elektronendichten

keit, eine von K. W. Wagner [22] angegebene, fiir alle Fille B << A giltige

N&herung anzuwenden. Es ergibt sich 8 =

vl B

c2 VA’

Da im interessierencen Bereich auch A praktisch gleich 1 ist, erhalten
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wir die folgenden einfachen Ausdriicke fir 8: 8 =< B/2
c

Da v > o ergibt sich ohne MagnetfeldeinfluB
1
Bo = By ~ § TN

mit Magnetfeld dagegen
h_ogt_ 4N £ _ v
ﬁg; ﬁgl 3 ¢ el

Mit einem Maximum der Ddmpfung bei w = w,. Damit lassen sich die
Verhéltnisse bei geringen Elektronendichten leicht iiberblicken. Die D&mp-
fung ist in erster Niherung frequenzunabhéngig. Sehr geringe Hohen mit
ihren hohen StoBzahlen haben keinen EinfluB auf die Dd@mpfung. Die ver-
dnderliche StoBzahl v ist durch den Nicoletschen Ansatz bekannt. Fiir Ab-
schédtzungen lassen sich die Ans#tze noch weiter vereinfachen. Annahme
einer isothermen Atmosphére erlaubt die Anwendung der barometrischen
Héhenformel und mit der in groBer Héhe hhenunabhingigen Ionisierung
durch die solare Ultrastrahlung direkte Integration von B iiber den Aus-
breitungsweg der elektromagnetischen Welle.

Die Ausdriicke fiir 8 finden dabei folgende einfache Form

I L 4 e2 1 1
Bl =py=tEnN, <1 =
2 '3 ° omoe, g -Z/H To zm
Py + e
VT, 8 p,
H = Skalenhghe po = Druck am Boden
Z = Héhe iber der Erde T, = Temperatur am Boden.

Zur Berechnung der gesamten Dampfung, die eine elektromagnetische
Welle auf ihrem Weg erlebt, muB das Integral & = [, B ds gebildet werden.

h=h
refl
Bei einer senkrecht nach oben verlaufenen Welle ist &, =[ B(z)dz
=0
Die ungestorte Reflexionshdhe bei Nacht ist nach vielen Ausmessun-

gen von Wellenformen mit Vielfachreflexion etwa 85 km, damit ist
h,,“ = 85 km. Die Integration ergibt mit den obigen Ndherungen fiir die

Gesamtd@mpfung:
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2 /T refl
8,=05=[B,(@)dz = [BL()dz =2 ZN &YX Oope2z/H
3¢ “ m Op,
z=0
z=h
2 /T refl
Slnz b‘"l'z fBlu(z)dz = /.B'f(z)dz =iz Nel'g" iarctg——gez/H
9 2 3¢ m o, Op, -0
5 wstotzy €2 VToyhenm
0 "2 3¢ el ®p,
2 vT h VT
51”= 8'1L= 4z N, = —H—(arctg——o— e "H/H _arcrg 0)
2 3¢ m o, ®p, Po

Wenn wir fiir unsere Abschétzung vom EinfluB der gekriimmten Erdober-
flaiche absehen, so wird fiir die Zuriicklegung einer Entfernung L vom
Sender zum Empfénger bei n-facher Reflexion

2nhtef1
L

5 =08, L 1
‘Lhrefl '

Fiir die Atmospherics von amerikanischen Blitzen ist L = 5000 km und
wegen der Erdkriimmung wird nach unseren Erfahrungen mit Wellenformen
n > 5. Damit ist

5 =5.59 1+é=5,63,s

Um einen Uberblick iber einen groBen Elektronendichtebereich von
1-1000 El/cm3 zu gewinnen, wurde 3 ohne die oben erwiihnten Ver-
nachldssigungen, die bei Elektronendichten > 10 Elektronen/cm3 nicht
mehr erlaubt sind, berechnet. (Abb. 3 und 4) Die Kurven zeigen die beob-
achtete geringe Frequenzabh#ingigkeit der Démpfung. Merkliche Unterschie-
de treten erst bei hoheren Elektronendichten auf, wo die starke Aufspal-
tung der linksdrehenden und rechtsdrehenden Welle mit einer auf den Ab-
bildungen nicht dargestellten starken Verénderung der Phasengeschwin-
digkeit verbunden ist. Sie weist auf die nur bei nicht vorhandener Absorp-
tion genau definierte ‘‘Grenzfrequenz’’ hin, ein Gebiet in dem Reflexion
einsetzt. Der Verlauf der Ddmpfungskurven weist darauf hin, daB unterhalb
des Reflexionsniveaus in etwa 85 km normalerweise bei Nacht nur ver-
schwindend kleine Elektronendichten vorhanden sein kdnnen. Auf weitere
Einzelheiten soll an anderer Stelle eingegangen werden. Die vertikale
Gesamtdémpfung wird mit Hilfe der Kurven graphisch integriert. Fiir kleine
Elektronendichten ergibt sich damit ohne Beriicksichtigung des Magnet-
feldes
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h=hrefl

&5, = f B,(z)dz = 0,013 - N,
h=0
Die gesamte Ddmpfung auf der Strecke Amerika-Deutschland wird da-
mit § = 0,013 .2,2.63,5 = 1,85 bei der durch die solare Ultrastrahlung
verursachten Elektronendichte von 2,2 Elektronen/cm3. Es muB nun die

theoretisch berechnete Ddmpfung mit der tatsdchlich gemessenen vergli-
chen werden. Die Feldstirke W eines Signales nimmt unter dem EinfluB

der Dampfung nach W = W, e~ [Bds gp,

Ist W, die Feldstdarke vor dem Ultrastrahlungsausbruch und W, die
Feldstidrke im Maximum des Ultrastrahlungsanstieges, so gilt:

-(B8,4d
W, = W0 e—fﬂld' und W2 = W0 e f 2%
Damit ist:
W,

Wl
In v, = [(By-B,)ds
B1 kann mit Riicksicht auf die geringe Da&mpfung, welche man aus den
Wellenformen mit Mehrfachreflexionen entnimmt, gegen B, vernachlis-

sigt werden, so dafl W
l . f62 ds

v,

Bei Z&hlung der Atmospherics, welche eine gewisse Gr3Be iberschrei-
ten, bedingt eine allgemeine Verminderung der Amplitude den Ausfall der-
jenigen, deren Amplitude dadurch unter die Schwelle A, gedriickt wird.
Die prozentuale Auswirkung h#ingt von der Amplitudenverteilung R (A) ab.
Es ist das gemessene Verhaltnis

In

/‘ R (A) dA
RN fﬂz ds
ﬁwrz- = Agree = 0,35 = Zahl der Atmospherics vor
1 b dem Einbruch zur Zahl wihrend
f RN(A)dA des Einbruchs
Agr.

auszuwerten. Dariiber hinaus ist der Weg S fiir die groBen Amplituden klei-

17 Ztschr. f, Geoph. 23
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ner als der fiir die kleinen Amplituden, die vorzugsweise zu Atmospherics
aus groBer Entfernung gehdren. Eine fiir unsere Zwecke geniigende Nihe-
rung ist die differentielle Amplitudenverteilung

dRNA) _ g A-2
dA 1

Mit ihr wird das Verhdltnis der Atmosphericszah! fiir die beiden im
Amplitudenverh#ltnis 1/16 stehenden Diskriminatoreinstellungen gerade
gleich dem gemessenen Zahlenverh#ltnis 10:1. Damit wird das Verhalt-
nis der Atmosphericszahlen gerade gleich dem Amplitudenverh#ltnis:

-1 —[Bds
gz - R Ay e J = e—JBds
-1
1 N, Agr
8 = [Bds = In = In 2,85 = 1,05

2

Dieser Démpfungswert stimmt iiberraschend gut mit dem weiter oben
theoretisch abgeleiteten von 1,85 iiberein. Somit wiirden etwa 2,2 Elek-
tronen/cm? bei Vernachldssigung des Magnetfeldes ausreichen, die beob-
achtete Dampfung zu erkléren. Bei Beriicksichtigung des Magnetfeldes tre-
ten Schwierigkeiten auf, da die Ausbreitungsrichtung der Atmospherics
unter sehr wechselnden Winkeln gegen das Erdmagnetfeld geneigt ist. Wir
kénnen aber annehmen, daB die auf der Abb. 4 gezeichneten Kurven die
Extremwerte der iiberhaupt méglichen Ddmpfungen darstellen. Die Dampfung
ist also bei longitudinaler Ausbreitung in Richtung des Magnetfeldes am
kleinsten, wihrend bei transversaler Ausbreitung der vom Magnetfeld nicht
beeinfluBte Strahl am stérksten geddmpft wird. Die tatséchliche [gﬁrl?pfung

5km

muB zwischen den beiden Werten liegen. Fiir das Integral 5, = f B, dz
0

ergab sich bei kleinen Elektronendichten &, = 0,013 - N_, fiir den durch
das Magnetfeld nicht beeinfluBten Strahl. Bei Magnetfeldeinhuﬁ also longi-
tudinaler Ausbreitung und transversaler Ausbreitung fiir den auBerordent-

85 km
lichen Strahl ist die gesamte D&mpfung &, = f Bln dz = 0,005 N,
2
0

also nur ein Drittel so groB. Die elektromagnetischen Wellen der Blitze
von weitentfernten IHerden fallen bei uns in der Regel sehr flach ein, so
daB man zeigen kann, daBl die Winkel zwischen Erdfeld und Ausbreitungs-
richtung nicht allzu weit von 90° entfernt sind, wir also immer mit eher
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senkrechter Lage der Ausbreitungsrichtung zum Feld beim Durchgang durch
eine ddmpfende Schicht rechnen kénnen. Die Ausbreitung senkrecht zum
Erdfeld gewinnt damit erhshte Bedeutung.

Die von der solaren Ultrastrahlung zur Zeit des Strahlungsmaximums
gebildeten Elektronen reichen also im Falle eines effektiven Anlagerungs-
koeffizienten von 5 = 10714 cm3/sec zur Erkldrung der an Atmospherics
beobachteten Dédmpfung aus, und man versteht hieraus das Einsetzen der
Démpfung auf der Nachtseite.

Dann dauerte aber die Démpfung bis zum Sonnenaufgang fort, der in
Amerika erst nach 8 Stunden eintrat. In dieser Zeit war die Intensitét der
nuklearen Komponente der solaren Ultrastrahlung am Boden auf 5% abge-
sunken. Die Einstellung des Gleichgewichts erfolgt in 80 km Hghe mit

dem oben benutzten effektiven Anlagerungskoeffizienten von 10714 M-
sec

in wenigen Sekunden. Unsere Kenntnis dieses Koeffizienten ist aber sehr
unsicher.

Eine Einstellung in 2 Minuten ist mit dem gemessenen Verlauf der
Démpfung durchaus vertriglich. Dann sind die vorhandenen Elektronen aber
schon weit mehr als ausreichend. Aber es bleibt noch die verschiedene
Zeitabhidngigkeit von Ultrastrahlung und Dampfung zu erkléren.

Weiter ist in Betracht zu ziehen, daB die Sauerstoffionen 0, zwar fiir
die D@mpfung fast 60 000 - mal unempfindlicher als Elektronen sind, daB sie
sich jedoch bei entsprechender Langlebigkeit im Bereich der kleinen Ionen-
dichten iiber viel gréBere Zeit akkumulieren kénnen als die Elektronen.
Dann wichst ihre Zahl auf ein groBes Vielfaches der Elektronenzahl an
und damit auch die Wirksamkeit ihrer direkten Ddmpfung. Daneben besteht
aber insbesondere die Mdglichkeit, daB aus diesem bis zum Sonnenaufgang
bestehenden Vorrat an 03 Ionen durch irgendeinen Prozess — etwa durch
geeignete ZusammenstdBe mit dem Neutralgas oder dem bereits oben dis-
kutierten ProzeB mit atomarem Sauerstoff — Elektronen voriibergehend frei
werden und dann wieder durch erneute Anlagerung zu 0, lonen fihren.
Die Zahl derselben wird also durch einen solchen Mechanismus nicht ver-
dndert. Aber die ddmpfende Wirkung wird durch die zeitweise freien Elek-
tronen entscheidend erhsht.

Damit ist das Anhalten der Ddmpfung nach dem Abklingen der solaren
Ultrastrahlung verstdndlich. Es geniigt, wenn die Elektronen im Durch-
schnitt weniger als den 105-ten Teil der Zeit frei sind.

Da das Sonnenlicht bei Sonnenaufgang die angelagerten Elektronen
frei setzt, wire in diesem Fall der Akkumulierung der 0, lonen am23.2.56
eine stirkere Dampfung in der ersten Phase des Sonnenaufgangs zu erwar-
ten gewesen als an anderen Tagen. Da aber gleichzeitig die Reflexions-
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hohe absinkt [16] braucht sich die groBere Elektronenzahl nicht als zu-
sitzliche Ddmpfung fir die Langwellen auszuwirken. Am 23.2.56 sank
nach Belrose, Devenport und Weekes [12] die Reflexionshéhe nach Sonnen-
aufgang bei 16 kHz auf den ungewdhnlich niedrigen Wert von 68 km in der
Mittagszeit ab. Dies deutet auf eine ungewdhnlich starke Freisetzung von
Elektronen. Die Beobachtung von Revellio [16], daB der Zeitpunkt des
Sonnenaufgangs in 85 km Hohe iiber der Ozonschicht fir das Einsetzen
einer Dampfung maBgebend ist, macht die Freisetzung angelagerter Elek-
tronen besonders plausibel, da zu dieser Zeit nur Licht mit A > 3000
zur Verfiigung steht. Da nach den MeBergebnissen von Winckler [24] das
solare Teilchenspektrum am 23.2.56 offensichtlich iiber die untere Enet-
giegrenze des Spektrums der kosmischen Ultrastrahlung hinausging, ist
angesichts des steilen Energiespektrums der solaren Ultrastrahlung (nach
Pfotzer [26] ~ E=5+5) durch dieselbe in hohen Breiten eine extrem ver-
stirkte Dampfung der Langwellen zu erwarten. Dies ist im Einklang mit
der oben genannten vélligen Ddmpfung der Raumwelle auf 16 kHz von
Rugby nach Upsala.

In normalen Nédchten wird nur die Ionisierung durch die kosmische Strah-
lung durch Anlagerung der Elektronen aufgesammelt. Dies ist weniger als
1% der Ionisierung durch solare Ultrastrahlung am 23.2.56. Eine so ge-
ringe Démpfung ist nicht mehr erfaBbar.

Von besonderem Interesse ist in diesem Zusammenhang, daB nach
Belrose, Devenport und Weekes [12] Stoffregen in Upsala am Morgen des
23.2.56 kurz vor Sonnenaufgang (d.h. wohl zur Zeit des Sonnenaufgangs
in 85 km Hohe iber der Ozonschicht) eine pldtzliche Zunahme der Kurz-
wellenddmpfung in den Ionosphérenlotungen festgestellt wurde. Diese
wurde so stark, daB alle Echos bis zu 8 MHZ ausblieben. Die Dampfung
nahm nur langsam bis zum Abend ab. Vor Sonnenaufgang trat bei diesen
Frequenzen keine Ddmpfung in Erscheinung. Einen gleichen mit Sonnen-
aufgang einsetzenden Effekt melden die selben Autoren nach Bevan fiir
die Station Iverness. Lindau am Harz in Deutschland hatte nach Dieminger

[25] keinen solchen Effekt.

Diese Démpfung der Kurzwellen rundet das Bild: Die stiirkere Ionisie-
rung in hSherer Breite erzeugte einen gréBeren Vorrat an 03 Ionen. Die
bei Sonnenaufgang freigesetzten Elektronen reichten in der kalten Winter-
atmosphéire wohl zu einer starken Ddmpfung der Kurzwellen, aber noch
lange nicht zur Reflexion aus, wdhrend im Gegensatz dazu bei Léangstwel-
len die Reflexion schon so weit nach unten riickte, daB darunter wegen der
rasch zunehmenden StoBzahl keine groBe Absorption mehr ibrig blieb.
In Géottingen nahe bei Lindau erreichte die solare Ultrastrahlung selbst
am Boden nur etwa 15% derjenigen in Stockholm. Dazu kam aber dort noch
die nicht bis zum Erdboden vordringende energiearme solare Ultrastrah-
lung, welche nach den oben besprochenen Messungen von Winckler [24]
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primér eine mehrfach groBere Intensitdt aufwies als die iibrige solare Strah-
lung und noch am spiten Abend des 23.2.56 in gréBeren Hohen eine mehr-
fach groBere Ionisierung aufwies als die kosmische Ultrastrahlung.

Es erscheint deshalb als durchaus méglich, daB auch diese Dampfung
in der Ndhe der Polarlichtzone bei Tag eine indirekte Folge der solaren
Ultrastrahlung war, also von Teilchen mit Energien von mindestens

1 GeV.

Der Deutschen Forschungsgemeinschaft danken wir fiir die finanzielle
Unterstiitzung der Registrierungen und der eine von uns fiir eine persdnli-

che Beihilfe.
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Asymptotische Formeln zur Bestimmung des von einer oder
von mehreren Elektroden im geschichteten Boden

hervorgerufenen Potentials

Von A. Belluigi, Rom*’

Zusammenfassung: Im ersten Teil leitet der Verfasser mit mehreren strengen Ver-
fahren die Funktion des ‘‘scheinbaren spezifischen Widerstandes’® von horizontal
geschichteten Bdden mit beliebigen Untergrund ab, die auf der Oberfliche mit
Gleichstrom energisiert werden.

Durch Verwendung der entsprechenden Ergebnisse entwickelt der Verfasser im
zweiten Teil neue strenge Formeln fir die asymptotische Aquivalenz von horizon-
tal geschichteten Béoden und Untergrund von hoher Leitfihigkeit, von hohem spez.
Widerstand und von nicht konstanter Leitfdhigkeit.

Abstract: The Author deduces in the first part with more rigorous methods the
function of the ‘‘apparent resistivity’’ regarding horizontally stratified soils with
whatever underground which are energized with direct current on soil surface.

Utilizing the former results the Author develops in the second part new rigo-
rous formulas of asymptotic equivalence for horizontally stratified soils and under-
grounds with high conductivity, high resistivity and with no constant conducti-
vity.,

Teil I

§ 1. — Wir betrachten in dieser Abhandlung einen Erdboden dessen (iso-
trope) Leitfdhigkeit nur mit der Tiefe verdnderlich ist; ferner setzen wir
voraus, daB von einer gegebenen Tiefe ab diese Leitfdhigkeit einen ge-
wissen Wert 7 annimmt.

Wir bezeichnen mit:
x = die Tiefe,
a = die Tiefe ab welcher die Leitfdhigkeit den Wert 0 annimmt,
o(x)= die Leitfshigkeit in der Tiefe x,
I = die von der Punktelektrode hervorgerufene Stromstarke,

V(r) = das auf der Erdoberflache im Abstand von der Elektrode gemes-
sene Potential,

D Prof. A. Belluigi, Leiter des Istituto di Fisica Terrestre an der Universit&t von
Perugia, Italien.
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¢ (r) =2-"Iﬂi= den spezifischen scheinbaren Widerstand im Abstande

r von der Elektrode.
Man beachte, daB im allgemeinen in der Praxis die Differenz
¢, - ¢(r,)

l'l—-l'

¢ () — ¢(r,) oder

2
gemessen wird, wobei die beiden Abstdnde r; und r, von der MeBanord-
nung abhéngig sind.

Unser Zweck ist nun der, die fiir groBe Werte von r (im allgemeinen fiir
r > a) giiltigen asymptotischen Formeln zu bestimmen.

Ein Weg zur Losung des Problems d.h. zur Bestimmung der ¢(r) ist
bekanntlich folgender:

Wir betrachten die Differentialgleichung
(1) .i?l L o0) dv 2, 0; (0’ (x) =dcr_(x)’ A = konstant)
dx? o (x) dx dx

und suchen das besondere Integral v (x,A) welches nachstehende.Bedingun-
gen erfiillt:

a) v(x, A) und o(x) - v’ (x,A) seien stetige Funktionen von x .

b) fiir x > a verhalte sich die v(x,A) wie C c—)‘x (C = Konstante)

Wie aus der allgemeinen Theorie der Differentialgleichungen bekannt
ist, gibt es nur eine einzige Lésung dieser Art. Sobald diese Losung be-
stimmt ist, erhélt man ¢ (r) aus folgender Beziehung

+ 00

__ 1 v (D,A)
() $0 - - A fxmjo(xr)dx

wo J ¢ (z) eine Bessel’sche Funktion erster Gattung und Null-ter Ordnung
ist.

Man beachte, daB Gl. (2) von C unabh#ngig ist; demzufolge kénnen wir
fir diese Konstante einen willkiirlichen Wert annehmen. Auf Grund der
weiter unten folgenden Ergebnisse setzen wir

C = ele
Die v (x, A) nimmt infolgedessen nachstehende Form an [A.1] :

v(x,)t)=ex(“‘) (x> a)
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Unter Beriicksichtigung dieses fiir x > a giiltigen Ausdruckes von
v (x, A), verwandelt sich die Bedingung a) in folgende [A. 2] :

{ v(a,A) =1
o@)v’(a,)) = = Ao

wobei wir einstweilen 0 < & < + o voraussetzen; die Extremwerte werden
beim Grenziibergang in den Endformeln beriicksichtigt werden.

a’)

§ 2. — Wir driicken jetzt v(x, A) durch Lésungen der Gl. (1) aus, deren
Verhalten im Nullpunkt (anstatt im Unendlichen oder im Punkte a) be-
kannt ist.

Vor allem heben wir hervor, daB zwei willkiirlich angenommene Lésun-
gen der Gl. (1), u (x, A) und v (x, A), stets nachstehende Beziehung erfiillen

(3) o(x) [u(x,N) v’ (x,A) — u’(x,A) v(x,A)] = konstant;

Wenn das erste Glied der Gl. (3) beziiglich x differenziert wird und mit-
tels Gl. (1) die u’’(x, A) und v’ (x, A) eliminiert werden, so erhélt man tat-
sdchlich das Resultat 0,

Wir bezeichnen nun mit y (x, A), z(x, A) die zwei besondere Integrale der
Gl. (1) die nachstehende Bedingungen erfiillen.

y(0,0) =1, y'(0,)) =0

(4) 1
z(0,A) =0, z’(0,)) =
o (0)

Die Gl. (3) wird fiir y(x,A) und z(x,A), unter Beriicksichtigung der Gl.
(4), wie folgt geschrieben:

3" o)y, A) 2z’ (x,A) = ¥y’ (x,N) z(x,A)] =1
Fiir v (x, A) leitet man in leichter Weise [A. 3] ab:
(5) vix,A) = v(0,A) y (x,A) +a(0)v'(0,X) z (x,7)

Wir setzen nun fiir v (x,A) die sie bestimmenden Bedingungen a’)
vi(a,A) = v(0,N y(a,A) + c(0)v'(0,N) z (a,A) = 1
o(@)v’(a,A) =o(a) [v(0,N) y’(a,A) + 0 (0)v'(0,)) z(a,A] = — Ao

Diese Gleichungen bilden in v(0,A), v’ (0, ) ein lineares System das
eine einzige Lésung zuldBt

) v(0,A) = o(a) z’(a,\) + AT z (a, )
v’ (0, ) = -1 _[s(a) y' (a,A) + Aoy (a,))]
o (0)

18 Ztschr. f. Geoph, 23
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(wobei bei der Aufldsung Gl. (3’) beriicksichtigt worden ist). Aus den Gl.
(5) und (7) erhélt man fiir v (x, ) folgenden Ausdruck

(8) vix,N) =[o(a)z’(a,)) +AT z(a,A)]y(x,A) —
- [o@)y’ (a,N) + ATy (a,N] z (x, A

Wird jetzt Gl. (7) in Gl. (2) eingesetzt, so erhélt man fiir
+ oo

- rola)z’(a,}) + Ao z(a, M) Ar)d A
(9) é (r) f a(a)y’(a,z\)+)\?;y(a,)&)lo( r)

Dieser Ausdruck von ¢ (r) hat gegeniiber Gl. (2) den bedeutenden Vor-
teil, daB er Funktionen (y(x,X), z(x, A)) mitbeteiligt deren Verhalten auf
Grund der Gl. (4) im Nullpunkt anstatt im Unendlichen bekannt ist. Dieser
Vorteil ist sofort ersichtlich wenn y und z als Funktionen von A betrachtet
werden: in der Tat besitzen letztere einfachere Reihenentwicklungen mit
dem Anfangspunkt A = 0 als wie jene von v(x,A) fiir deren Entwicklung
wir nur die Bedingungen a) und b) oder deren gleichwertige a’) und b’) ver-
fiigbar haben.

In der Tat ersieht man sofort, daB weder Gl. (1) noch die Bedingungen
(4) varieren wenn man X in —A #@ndert (was hingegen fiir die Bedingungen
a’) und b’) zutrifft) und infolgedessen sind y(x, A) und z(x, A) gerade Funk-
tionen von A und ihre Reihenentwicklungen enthalten somit ausschlieBlich
gerade Potenzen von A. Wir knnen somit setzen

Yy, = Dy, () A%

i=0
(10) ) %0 .
2N = D)z, (x) A2

i=0

woraus durch Einsetzen in Gl. (1) und durch Annullieren der Koeffizienten
der darauffolgenden Potenzen von A folgt, daBl die y; (x) und z; (x) nach-
stehende Differentialgleichungen erfiillen

yy 0+ ZB v (0 =0, y7 0+ CEy ) <y,
(D) 2y @+ 71 0 =0, 200 + L 20 =2, (0
(i=1,23,..... )

Diese Gleichungen bilden ein System von unendlich vielen, y, (x) und
z; (x) enthaltenden Differentialgleichungen, welches die Bestimmung aller
dieser Gleichungen durch Rekursion erméglicht. Die von den unbekannten
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Funktionen zu erfiillenden Anfangsbedingungen erhdlt man sofort aus den

Gl. (10) durch Beriicksichtigung der Gl. (4); in der Tat besteht

yO,0) = X y (N =1, 20,0 = ¥ z,(0)A% =0
i=0 i=0

y(©,0= 3 yi(0ONi=0, 22(0,0) = 2z} (02 =1
i=0 i=0 a(0)

woraus man durch Identifikation der zwei Glieder sofort erhilt

¥4 =1, y,(0) =0, 2,(0) =0, 23(0) =

a(o)
(12) y; (0 =0, y;(0) =0, 2,(0) =0, 2}(0) =0
(i=1,23..... )
Durch Integrierung der Gl. (11) [A.5] erh&lt man schlieBlich
g
o(§)
0

yolx) =1, z,(x) =

(13)
¢

d¢
f (.f)/fa(t)y1 ,(dt,  z,(x) = 0—(5 o(t)z,_,(t)dt

§ 3. — Wir konnen jetzt Gl. (9) auch fiir die blsher ausgeschlossene
Werte # = 0, & = + o besprechen. Wie bekannt ist, héingt die Konvergenz
eines Integrals der Type

y; (x)

+ 00
f f(MNdA
0

wo f(}) eine stetige Funktion im Bereiche (0 <A< + ) ist, vom Verhalten
der f(A) fiir A+ + o ab.

Wenn wir nun X in der zu integrierenden Funktion der Gl. (9) nach 0
streben lassen, wobei wir stets vor Augen halten, da 0 4 0, + oo, ist, so
erhalten wir [A. 6]

lim A 2@z’ (a,N) + AT z(a,})
As0 5(a) y'(a,A) + AG y(a,A)

die eine summierbare Funktion darstellt, weil sie an die Umgebung des
Nullpunktes beschrankt ist.

1
o
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Wenn wir nun, stets in der zu integrierenden Funktion, A nach +
streben lassen, so erhalten wir [A. 7]

lim A o(a)z’(a,A) + AG z(a,) _ NEICR))
o2+%  5(a)y’(a,N) + AT y(a, N y (a,A)

und diese Funktion ist ebenfalls summierbar, denn es besteht

z(a, M) z(a,0) zo(a) _ fdx

AS0y@ N | y@0 | y,@ o (x)

0

und Somit
li" h Y4 (al X) l ( x O

In diesem Falle ist aber der Grenziibergang unter dem Integralzeichen
gestattet und Gl. (9) verwandelt sich in

+ o0
(9%) - z(a, N A
@ (r) f Amjo(kr)d
0

§ 4. — Weniger einfach ist der Fall von @ = 0, denn die Grenzfunktion
ist im Nullpunkt eine unendliche GriéBe erster Ordnung und somit nicht
summierbar [A.8]. Wie bereits erwihnt beziehen sich jedoch die Messun-
gen praktisch stets auf die Differenz ¢ (r;) — ¢ (r;) die, wie leicht er-
sichtlich [A. 8] beschrénkt ist und somit in der Umgebung des Nullpunktes
summiert werden kann.

Infolgedessen ergibt sich, fiir @ = 0, folgender Ausdruck

+ 00
’ ‘(a,A
(9”) $) — pry) = fA;,—n&T;[JO(ArI)-JO(ArZ)ldA
0

§ 5. — Wir suchen jetzt einen expliziten Ausdruck fiir die Funktionen
y (x) und z (x) fiir welche die Gl. (13) einen Rekursionsausdruck liefern.
Zu diesem Zwecke setzen wir fiir jede, in jedem innerhalb des Bereiches
(0,a) enthaltenen Bereiche (0,x) integrierbare Funktion f (x)

x

as) ], - ff(cf)dcf

0
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X X

x 1 n—2
[f10f20..).0fn]x=ff1(x1)dxl ffz(xz)dx2....ffn_l(xn_l)dxn_l
0 0 0

*n—-1
-/fn(xn)dxn

0

wobei die im zweiten Gliede dieser Formel angegebene Integrierungsfolge
so zu verstehen ist, daB man vorerst die f,(x) zwischen 0 und einer ver-
dnderlichen Grenze x,_, integriert, dann das Resultat mit der Funktion
fo_1(x) als Funktion der oberen Grenze x,_; der vorhergehenden Inte-
grierung multipliziert, nacheinander zwischen 0 und einer ebenfalls als
verdnderlich betrachteten Grenze x,_, integriert und daB man so fortféhrt
bis zur letzten Integrierung des vorhergehenden Resultates (Funktion
von x,), multipliziert mit f, (x;) und integriert zwischen O und x : es ergibt
sich natiirlich eine Funktion von x.

Aus der zweiten Gl. (15) erhélt man sofort

x

x n—2
ad;[f10f2~o...0fn] - fl(x)ffz(xz)dxz.... f £, &, Ddx,_,
0 0
n-1
f f (x)dx = f,(x)[f,0....0f ]
(16) ’ .
0 1
[f,0f,0...0f] =ffl(xl)dxlffz(xz)dxz....
0 0
x_ T
ffn_l(xn_l)dxn_lffn(xn) dx, =0
und ferner °

17) [fogl, + [Cofl = 1 - [41,
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die dadurch nachgewiesen wird, daB man durch Differentiation beider Glie-
der eine Identitdt erh4lt und daB beide Gleider, fiir x = 0, gleich Null
sind.

SchlieBlich verzichten wir in den Gl. (15) fiir x

d. h. wir setzen

a auf den Index a,

[£,0£,0....0f ] = [f0f,0....0f ], [fl, = [f]

§ 6. — Mit dieser symbolischen Bezeichnung kénnen die expliziten Aus-
driicke fiir y (x) und z (x) leicht aufgeschrieben werden: fiir die ersten Werte
von i ergibt sich [A. 9]

_ _1
yo) =1 z,(x) = p
- - x
y, &) = lOo] z,(x) = l000-1-]
_0’ x "U o x
(18) y, () = loaoloa] z,(x) = (10001000-1—}
g o x _0' o o x
v, (x) = lOoOlOaOlOa] z,(x) = 19650L000L000L
LG (23 g x _0 o o o x

oooooooo

------

Demzufolge erhalten wir fiir y (x, A) und z (x, A) folgende Entwicklungen

yo,A) = 1+ lo&} A2 +[10a010a] A 4L
(19) (4 x o (4 x
z(x,\) = [l] + lOaOlJ e [100010 aOl] ML,
Olx o al, o o ng

die fiir jedes A konvergent sind und woraus folgt [A. 9]

00y’ (6, ) = lo]_A% +[50L00] A% +[oologoloa Aot ..
o o g
X
(20)
og(x)z’(x,A) =1 +[aol] A2 +[001000L] Aoy,
g o o <

x
Obiges vorausgesetzt setzen wir in Gl. (9)

YN =—)lz[a(a)y’(a,)\) +AGy(a, V], Z) =0 (a)2’(a, A) + A7 z(a, )

so daB Gl. (9) wie folgt geschrieben wird
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+ o0

i} ZO) 1 ()
(9°) ¢ (r) f Y(A)J (Ar)dA

0

Mit Hilfe der Gl. (19) und (20) erhalten wir (wenn wir in dieselben

x = a setzen)
YA) =7 +[a])\+a[ Oa])\2 +[00100]>\3

o
Z(\ = 1+0[ } [001 [ 0001]A3

o

(21)

(N
Y(A)

welche das Verhaltms als Verhiltnis von zwei Potenzreihen liefern.

§ 7. — Wir erinnern jetzt daran, daB das asymptotische Verhalten (fiir
groBe Werte von r) eines Integrals der Type
+ 00

f E() Jo(Ar) dA

0

hauptséchlich vom Verhalten der f () in der Umgebung des Punktes A = 0
abhéngt: denn, fiir ein sehr groBes r ist J, (A,r) eine rapid variable Funk-
tion. Tatsédchlich kann man nachstehendes nachweisen.

Wenn die f (A im Nullpunkt eine (auch nur asymptotische und nicht

notwendigerweise konvergente) Entwicklung von der Type

f)~ > a, « Al
i=0
zuldBt, so ergibt sich asymptotisch fiir r>+oo
+ 0o
- . (2i=D"a,.
FNT, (AdA-2 4 B (i ——— "2

r 8 2i+1
(22) ©

((2i-D!"=1,3,5..(2i-1))

Man beachte, daB in dieser Entwicklung die Glieder mit ungeradem
Index ay,;,, der Entwicklung von f(A) nicht erscheinen: dies bedeutet, da8

sie in der Entwicklung des Integrals mit Gliedern beitragen, die nach Null
viel rapider streben als wie jedwege Potenz —IE. In der Tat ist z.B. der
r

Fall eines Untergrundes von unendlich groBer Leitfdhigkeit (& = =) be-
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kannt, bei dem f()) eine ungerade Funktion (f(/\) = )\«z—za—l—i—;, f(=2)
y (a,
—az@=d _ ) zl@d _ _ f()\)) ist und infolgedessen sind alle
Y(a,—M )’(a
ay; in ihrer Entwicklung gleich Null: in diesem Falle kann nachgewiesen
werden, daB die ¢ (r) beim Wachsen von r exponentiell abnimmt, denn ihr
Verhalten héngt beim Streben von r nach Unendlich von den ay;,; ab.
Andere #dhnliche Fille werden in spéteren Berichten beschrieben werden.

Die ay;4; geben jedenfalls bei groBen Entfernungen keinen Beitrag zum
Verhalten der ¢ (r): ihretwegen kann die Gl. (22) praktisch iberflissig
sein, da sie nur fiir allzu groBe und somit praktisch zwecklose Entfernun-
gen anwendbar ist: ein dhnlicher Fall (7 sehr klein oder gleich Null)
wird weiter unten behandelt werden.

§ 8. — Wir wenden jetzt Gl. (22) an die durch Gl. (9”"’) gegebene ¢(r)
an. Es besteht [A. 10]

(23) 2N _ i{l +(3[L]_L21)A +(I91_2_2[100])A2 + }
YN 5 o] &, o o

und +oo

_ Z(X) A~0_ %2 _1]1 (o11g ] _
o - [ g4

LA
0,-2 3

r

0

bezw. in expliziter Form

P (fo<x)dx)2

(24" () ~L{L, 2fd(§)fa(t)dt—-°§_ 1
o

r g ‘72 r3
0 0

Aus Gl. (24) ergibt sich offensichtlich die bekannte Tatsache, daB

das asymptotische Verhalten in erster Ndherung (Glied mit L) nur von der

r
Leitfdhigkeit () des Untergrundes abhéngt und daB erst in zweiter Nihe-
rung die Verteilung der Leitfahigkeit in den verschiedenen Schichten eine
Rolle spielt.

§ 9. — Beziiglich der Entfernungen, fiir die Gl. (24) anwendbar ist, neh-
men wir an, daB letztere fiir Entfernungen gilt fiir die das Verhiltnis zwi-
schen dem zweiten und dem ersten Glied geniigend klein ist: diese Annah-
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me ist nicht sehr streng, doch geniigt sie im allgemeinen in der Praxis.
Sie fiihrt iiblich zu einem Fehler von der GréBenordnung des Quadrates des
genannten Verhiltnisses.

Wir setzen somit die Gl. (24) als giiltig fiir Entfernungen r voraus, die

gréBer sind als wie der Abstand [A. 11]
a (fa(x)dx)

3
(25) r, = 2f_‘f fa(t)dt
(&) (-,-2
0 0

Diese Entfernung hat im allgemeinen die GréBenordnung von a [A.11]
soweit nicht ein unter der Wurzel befindliches Glied allzu groB ist. Trotz-
dem aber besteht, vom theoretischen Standpunkt aus, stets die Giiltigkeit
der Annahme, daB ndmlich Gl. (24) fiir Entfernungen r > r giiltig sei: wenn
andererseits r allzu grof} ist, so bleibt die Gl. (24) auf Entfernungen be-
schrénkt die kein praktisches Interesse mehr besitzen.

So z.B. hat der Addend

. ¢
1oo| - ifo
2[00 J = 2,{0(6) (t)de

0 0

wie leicht ersichtlich ist, die GréBenordnung des folgenden Produktes

2

o

loo} - [0]

a a

H o] = (fo(x)dx) : (ff(’;—,)

0 0

und dieses Produkt ist sehr groB, wenn im Bereiche (0,a) michtige und
sehr leitfdhige Schichten (das zweite Integral der vorstehenden Formel
ist groB) oder michtige und isolierende Schichten (das erste Integral ist
groB) vorhanden sind welche, bei der Entfernung bei der die Messungen
praktisch durchgefiihrt werden, den EinfluB der darunterliegenden Schich-
ten nicht zum Ausdruck bringen. In diesem Falle geniigt es, solche Schichten
als Untergrund zu betrachten, d. h. die Tiefe a auf die erste ziemlich méch-
tige Schicht von unendlich groBer oder nullter Leitfdhigkeit zu beschrénken
und das Problem so zu behandeln, als ob die darunterliegende Schicht den
Untergrund bilde.

Der zweite Addend der Gl. (25)

19 Ztschr. f. Geoph. 23
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iiberwiegt iiber den ersten wenn & klein gegeniiber fo (x)dx ist: mit ande-

0
ren Worten gesagt, iiberwiegt das in Frage kommende Glied iiber das andere
(welches, man vergesse es nicht, die GréBenordnung a besitzt) wenn das

Verhﬁltnis—l-fo(x)dx sehr groB gegeniiber a ist, d.h. wenn

o <<-1-[a] = lfo(x)dx
a

a
0

(mittlere Leitfdhigkeit der Schichten zwischen 0 und a) ist. In diesem Fal-
le ist Gl. (24) praktisch noch wertlos, da sie nur fiir viel groBere Entfer-

nungen als wie Lo_lgiiltig ist.
o

§ 10. — Um aber auch fiir diesen Fall noch giiltige Formeln fiir kleinere

Entfernungen als LS—]- (und natiirlich fiir groBere als a) zu erhalten, wenden
G

wir ein anderes Verfahren an.

Die Eigentiimlichkeit des bisher angewandten Verfahrens besteht in

der Bildung der Reziproken der im Nem[ler befindlichen Reihe: diese Re-
o]

ziproke fithrt steigende Potenzen von == ein, die die Geschwindigkeit
o

ausgleichen mit der die Multiplikatoren —L nach Null streben und die in-

ra

folgedessen die den behaltenen Gliedern aufeinanderfolgende nicht ver-
nachlassigbar gestalten, sofern selbstversténdlich nicht sehr groBe und
somit zwecklose Entfernungen betrachtet werden. Dies kann vermieden
werden, wenn man die bekannte Formel
+ 00
(26) Jod) g - 24
x +k m

H, (rk) - Y, k)]

0
benutzt, wobei Y, die Bessel’sche Funktion zweiter Gattung und nullter
Ordnung und H, die Struve’sche Funktion null-ter Ordnung ist. Wir be-
zeichnen im folgenden das zweite Glied der Gl. (26) mit ¢ (x)
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@7 Y = 2[H (x) = Y, ()]
w

Fiir groBe Werte von x ldBt die ¥ (x) eine asymptotische Entwicklung
zu deren erste Glieder durch

(28) g L _ 1

X x3

gegeben sind.
g lol
o

erhalten, behandeln wir in der Entwicklung von %—((«);‘—))die GréBe @ als ob

Um die asymptotischen Formeln fiir ¢(r), im Falle da groB ist, zu

sie die gleiche GréBenordnung von A habe.

In erster Ndherung behalten wir in den Entwicklungen von Z (A) und
Y (N nur die hauptsdchlichen Glieder: nachdem wir, wie gesagt, 7 als
von der gleichen GréBenordnung A betrachten, folgt, daB wir nicht nur die
Glieder mit A vom zweiten oder hSheren Grade, sondern auch das Produkt
& A und die Potenzen von G zweiten oder hdheren Grades enthaltende
Glieder vernachlidssigen werden. Infolgedessen schreiben wir fiir die GI.

(2D

Z (N _ 1
Y(A) G +[o]l A
woraus
+ 00 + o0
A A
¢(r1~f—J—°(—r)dA= 1 f Ty
o+ ol (o] A +_§_
(29) 0 0 (o]

-2 O )= o =1 4l
¢(r)~r[o][H0([U] r) Y0<[o]r)] o] lﬁ([o] r)
wobei ¢ (x) durch Gl. (27) gegeben ist.
Auf Grund der Gl. (28) kénnen wir schreiben

6 ~ L 1 _ 1
lll 3 r &°.3
(01
woraus, da fiir groBe Werte von T _; das erste Glied iiber das zweite iiber-

o
wiegt, sich folgende Beziehung ergibt

¢ ) ~ —

1
or
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die mit Gl. (24) ibereinstimmt und von der nur das erste Glied behalten
werden soll.

§ 11. — Fiir sehr kleine Werte von —[-&—] r (wobei selbstverstindlich die
o

Voraussetzung r > > a stets aufrecht erhalten bleibt) erhilt man dagegen
eine Verallgemeinerung der klassischen, vom [‘alle G = 0, abgeleiteten
Formel. Aus den bekannten Reihenentwicklungen von Hy (x) und Y, (x),
erhilt man durch Vernachldssigung der Glieder von der GréBenordnung

Yx) ~ ~ lgx — y+1g2
(y = Konstante von FEuler-Mascheront) und somit, durch Vernachlissi-

gung der Glieder von der Grﬁﬁenordnung%r,
o

- L - =1]_ S PO 2
& (r) []{ lg({a]r) y+lg2} 0]{ Igr g[a] y+lg‘?}

und infolgedessen

30 R O 1 (_ 1 2ol
(30) ¢ (r) [o]lgr+[o]( y + lg a)
aus der sich die klassische Formel

-1 2
(31) ) - &(,) = To] lgrl

erg.lbt die fir @ = 0 (isolierender Untergrund) asymptotisch giiltig ist.
Im Falle, daB & klein, jedoch nicht genau Null ist, kann die Formel nur

fir Entfernungen von r < <% (o] angewandt werden, sodal von der GréBen-
o

ordnung von -~ r vernachldssigt werden diirfen; widrigenfalls muB man

[ ]
Gl. (29) anwenden.

§ 12. — Wir gehen jetzt zur néichsten Ndherung (die grundsitzlich der
Z ()0
Y (N

Néherung (24) entspricht) iiber. Wir behalten in alle Glieder bis zur

darauffolgenden GréBenordnung gegeniiber den in der vorherigen Niherung
behaltenen Gliedern. Wir setzen somit

1})\ +[00 ]AZ
(o4 o

g+l A+T ILOOJ A4 [00100} A3
o

ag

l1+0

Z(AN
(32) YOO
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Wir erinnern, daB wir bei dieser Niherung die Glieder der Type & A2
und A3 als vernachldssigbar betrachten und bemerken, daB der Nenner der
Gl. (32) folgendermaBen geschrieben werden kann

100]/\2+[00—1—00} A3 =a.{1+([—(<;_l—A)x}

g+l A+T|=
g

o
00100}
1 +AM+| Lo 1 4 AZ]A2
[o]
0’0100’
o

} [A. 121 ist.

ol o (o]

Durch Einsetzen dieses Ausdruckes in Gl. (32) erhilt man

wobei A = o { [.1_00} -

1+ a[l]A +[00 l] A2
ag

ZN _ 1 . o
Y () 5[1 +([—3L- A)A] [aoloa]
o 1+ AN +|——Z 24+ A% A2
lo]
woraus man, wenn die Reziproke des Nenners des zweiten Bruches berech-
net wird, erhalt
. [00-1-00]
~1-Ax=-2—_2 1
[00100] (0] A
L+ AN+ =% ;1 AZ]A2
[o]

(durch Vernachldssigung der Glieder, die A in der dritten oder hdheren
Potenz enthalten) und schlieBlich erh&lt man [A.13]

(33) Z 1—[-&——1—-— + (1—-§—)+KX},(K = Konstante)

YO 3 o’ 1 +-Lfl)\a a?
c
worin
-2 laOLOU] —2
(30) a=1-2" [—1-00} -L 9o ' Bg- 1-21—1.1_00]
[0_12 o [0] [a]2 o

Durch Einsetzen der Gl. (33) in Gl. (9”"") erh&lt man
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- N Jo(Ar)
¢(r)=/ Z) 5 (Aryda~L —8—/——-d>\+
Y(A) 7 | &2 1+DL]a)\

0 0 o
+ o0
f[l—-&+leJ0()\r)d)\]

02

0

und schlieBlich [A.14]
4 () ~_1__Q¢,(ir_) +_g_(’1_é)1=if3_ [Ho (_o:_.r_) _
] o 2 3 o

{0l o3 [o] a 2]t ar! o [o]
(55) _y (.‘ZL)],J. L_B\L1
o\ [o] a o 2T

Wir bemerken vorerst daB, wenn wir in dieser Formel die Werte von
ziemlich groB annehmen, wir die asymptotische Entwicklung (28) fiir die
Y als giiltig betrachten und somit [ A.15] schreiben kénnen

¢(r)~-l—{—1-+(2 loo] _[G_IZ)L}

r g l‘3

~2
bz
die mit Gl. (24) iibereinstimmt.

Ferner [A.16] stimmt Gl. (35) fiir sehr kleine Werte von @ mit Gl. (29)
iiberein und somit fiihrt der Grenziibergang, fiir & + 0, wiederum zur Gl.

(31).

§ 13. — Zusammenfassend kann gesagt werden, daB Gl. (35) fiir groBe
Werte von r mit Gl. (24) und fiir sehr kleine Werte von & mit Gl. (29) und
somit, fir & = 0, grundsétzlich mit Gl. (31) ibereinstimmt. Fiir nicht sehr
kleine Werte von T (oder besser gesagt fiir Werte von & fiir welche —[‘?—]-a

)
nicht klein ist) sind die Gl. (35) und (24) vom praktischen Standpunkt aus
gleichwertig und somit beide fiir mittlere Werte von r nicht anwendbar.
Fiir mittlere Entfernungen muBl man demzufolge Gl. (29) benutzen.

Fiir die Giiltigkeit der Gl. (35) ist es ferner wesentlich, daB « sehr
klein gegeniiber der Einheit ist: demzufolge ist es notwendig, nachdem der

in der Klammer befindliche Faktor von a die GréBenordnung I—l-] . [o] be-
o

sitzt, dal

a.~1--5il]-[o]~1
[0]210
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[ le

[o]
d.h., daf
- ! [o]
(36) 0 << VT
g
ist.

Um nun beurteilen zu konnen ob 7 groB oder klein ist, ist der Vergleich
mit der mittleren Leltféhlgkelt-—[o] weniger wichtig als wie der Vergleich

mit der GroBe

die den Charakter einer Art ‘‘mittlerer Leitfshigkeit’’ (deren Dimensionen
sie auch hat) besitzt. Spﬁter bei der Behandlung der Aquivalenzformeln,
wird man ersehen, daB & 7, in wesentlicher Form erscheint.

Aus dem obengesagten ersieht man die Giiltigkeit der Formel (24), die

2
theoretisch fiic groBere Entfernungen als wie r =/2[L00J _lo®

0
o 62

stets giiltig ist, praktisch jedoch auf den Fall beschrénkt bleibt, in dem

ro nicht allzu groB ist. Mit Ausnahme des Falles in dem 10| sehr groB
o

ist (fir welchen wie bereits gesagt nur das Verfahren wiederholt werden
muB, indem die erste geniigend méchtige Schicht von hdchster oder ge-

ringster Leitfahigkeit als Untergrund betrachtet wird) kann Gl. (24) fir

miBige oder kleine Werte von -2~ [a] verwandt werden. Dies kommt vor, wenn

G groB oder vergleichbar gegenuber [o] ist, d.h. fir eine Gestaltung bei
der der Untergrund eine Leitfdhigkeit von mittlerem, vergleichbarem oder
grofem Wert gegeniiber der mittleren Leitf&higkeit der dariiberliegenden
Schichten besitzt: insbesondere im Falle eines Untergrundes von sehr
groBer oder geradezu unendlich groBer Leitfahigkeit.
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Hingegen im Falle, daB das Verhiltnis lo] s groB ist, kann die

Gl. (24) fiir mittlere Entfernungen (ro sehr groB) nicht angewandt werden
und miissen somit die Gl. (29) oder (35) benutzt werden. Dies kommt vor,
wenn G sehr klein und [o] von mittlerer GroBe ist (Untergrund von sehr
kleiner mittlerer Leitfdhigkeit gegeniiber jener der dariiberliegenden
Schichten) oder wenn & mittelgro8 und [o] sehr groB ist (dariiberliegende
Schicht von groBer Leitfghigkeit): insbesonders kénnen die Gl. (29) und
(35) fir Untergrunde von niedrigster oder nullter mittlerer Leitfahigkeit
benutzt werden.

Man beachte auBerdem, daB, wenn die Entfernung r, nicht groB ist

([_‘_’]_ von mittlerer GrdBe), praktisch gleichgiiltig Gl. (24) oder Gl. (35)
o

angewandt werden kann: die besondere Niitzlichkeit der Gl. (35) bleibt
somit auf den Fall beschréinkt in dem @ sehr klein ist.

Anhang
[A.1]

Fiir x > a, nachdem o (x) = = konstant, 0’ (x) = 0 ist, verwandelt sich
Gl. (1) in

2
(1" d%v _ a2y 2 0
dx?
eine Gleichung, die das allgemeine Integral
v (x, A = c, eMx 4 c, e‘)‘x, (x > a)

zulit und, infolge der Bedingung b), muB cj = 0 sein und infolgedessen ist,
wegen der obenerwdhnten Wahl der Multiplikationskonstanten

v (x,A) = cze')“‘ = e)‘(""),(x>a)

[A.2]
In"der Tat fordert die Stetigkeit von v(x,A) fir x = a, daB
lim v(x,A = lim v(x,\)

x-»a" x+at

ist. Aber lim v(x,A) = lim e)‘(""‘), woraus sich sofort die erste der Gl. a’)
+

xX>a b S d I+
ergibt.
Analog muB, wegen der Stetigkeit von
lim o(x) v'(x,A) = lim o(x) v’(x, A)

x»>a" x»at
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sein. Jedoch
_C_l_ e A (a=x) =
dx

lim o() Vv’ (x,A) = lim o(x)

x-)a+ x->ra

= lim o) lim (=N e ™% = _\lim o) == A7

x-ba+ x-’a+ x-’a+

(da fiir jed=s x >a, 0(x) = 7 ); hieraus erhilt man sofort die zweite Gl, a’).
[A.3]

Das besondere Integral v (x,A) der linearen Gleichung (1) kann als lineare
Kombination von zwei besonderen Integralen y (x,A) und z (x,A) der Gl. (1) selbst
ausgedriickt werden, welche ein Grundsystem bilden, da

y (0,A) z(0,A) 1 0

WyOA 0, A = - - 1 / 0
[(’)’z(,)] - 1 = ()

* (OA ’0,)\ 0 —

Y() Z( ) ()

ist und infolgedessen, auf Grund des Satzes von Lionville, besteht fiir jedes

Wiy, zx,N] # 0
Man hat somit
v (x,A) = cl(/\)y(x,)\) + cz()\)z(x,)\)

woraus man durch Einsetzen von x = 0

v, = ¢, (Ny(©O,N + c,(N)z (0N
v(0,N) = cl()\) y (0,)) + cz()t) z' (0,7)

erhilt und mit Beriicksichtigung der Gl. (4)
v(0,) =¢c; (N, vV(O,A) = ¢, (A)/o(0)

und somit Gl. (5).
[A.4]
Durch Einsetzen der Gl. (10) in Gl. (1) erhélt man
PR AL +ﬂ(% YA N2 >y () N
o(x) .
i=0

i=0 i=0

11l
(=)

(i=0,12,...)
D2 () A% *J_Z'(:)) goz; ) fzi P i;ozi (A% =0

i=0

Diese Ausdriicke miissen identisch Null in A sein; demzufolge miissen die
Koeffizienten der darauffolgenden Potenzen von A fiir jedes x gleich Null sein.

20 Ztschr. f. Geoph. 23
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Wir kdnnen z.B. die erste der vorstehenden Beziehungen in folgender Weise schrei-

ben
00

Z [y,i’ (x) +ﬂx_) y; (x)] A2i Z Y, (x) A2G+1) _ o
i=0 o (x) i=0

Wenn in der zweiten Summe i + 1 = k gesetzt wird, so erhdlt man

Z y; ®) A2 G+D) _ Z Ve, A2k Z ¥ ® A2i
i=0

i=0 i=1

und die vorherige Beziehung kann wie folgt geschrieben werden

> [y;’ 00+ 20 (x)] A Sy (A% =0
i=0 i=0

¥y 60 + €Wy gy B [y;' o) + 28 ) —y, (x)]X*’i =0

o (x) ] o(x)

woraus, wenn die Koeffizienten der darauffolgenden Potenzen von A gleich Null
gesetzt werden, man die Gl. (11) erh&lt.

[A.5]

Zur Integrierung der Gl. (11) mit den Bedingungen (12) bemerken wir, da8,
wenn jedes Glied mit o (x) multipliziert wird, diese Gleichungen folgende Form
annehmen

o(x)y}y () +0’ )y (x) = 0, ox)y} &)+’ ()y; (x) = 0o(x)y, ;| (x)
o(x) 2} (x) +0' (x)zy(x) = 0, o(x)z} (x) +0" (x) 2} (x) =o(x) z,_, ()
und, daB man, fir i = 1,2,3,....

o)y} () + 0 () ¥} (%) =-§-[o(x) ¥, ()]

(i=01,2....)

o) 2’ (x) + o’ () 2} (x) = —&xd—[a(x) z,(0 ]

erhilt. Infolgedessen kann die erste Gl. (11) wie folgt geschrieben werden
= y =
d o(x) y2 (x)] 0
i 0

woraus sich
o(x) yj, (x) = konstant

ergibt. Fiir x = 0 ist jedoch y{, (0) = 0 und somit ist

a0y, @ = 0
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Infolgedessen muB die Konstante notwendigerweise gleich Null sein und dem-
zufolge ist yp (x) identisch gleich Null. Es folgt, daB y (x) = konstant ist; aber

yo (0) = 1 und somit ist
Yo =1

Wenn in analoger Weise fiir z (x) verfahren wird, erhdlt man daraufhin

Aotk zp ()] =0

dx
o (x) z’o (x) = konstant

= konstant = 1

Jedoch 22) 0) = —1 4nd somit -1 . g(0) =
o (0) a(0)
1
o(x)

zy(x) =

: d
z,(x) = z,(0) + fo(g)

0

d s
2,00 = fo:) (24(0) = O fir die G1.(12))
0

Fir die weiteren Gl. (11) kann, fir i = 1,2,3,....geschrieben werden

Ed; o)y, )] = ey, ; ®

x

ox)y;(x) =0 (0)y'(0) = fa(t) Yiop ) dt

0

o (x) y; (x) =fa(t) yi_l(t)dt,. (y’ (0) = O fir die GI. (12))
° ¢
y; %) = y;(0) = ‘/'adé) fa ®y,_, ®)dt
0 0

x ¢
(13) y; &) = f—difa(t)y. L) dt, (y;(0) = 0 firdie Gl (12))
1 J o(f) J 1=

Mit dem gleichen Verfahren und durch dauernde Beriicksichtigung der GI. (12)

erhilt man fir die z; (x)
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- [d& i =1 cees
(13) z; ) fo(f) o) z,_, () dt (i 12,35.0..)
0 0
[A.6]
Um den

lim A o(a)z’(a,\) + Adz(a, )
A0 5(a)y’(a, ) + AT y(a,\)

zu berechnen, erinnern wir, daB infolge der Gl. (10) fir x = a nachstehende Be-
ziehungen bestehen

){xm Aa,\) = lxm[yo(a) +y, @A +y, (@A + ..., =y, =1

-0

g%f@M=ﬁ§%@+ﬂ@H+g@M+ ..... ] =y,a)=0

llm z(a,)) = lim [z (a) +z, (@)A? + z (a))t‘ =1z ola) = dx
As0 6 o(x)

lim z’(a, ) = hm[z (a) + 2} (a))\2+z (@A +....]1=2 (@) =

A0 A>0 a(a)

und somit, wenno # 0, + oo ist, ergibt sich

lim Aa(a)z (a,\) + AT z(@,)) _ |im a(a)z’(a,\) + AT z(a,)) _
A0 o(a)y’(a,N) + AGy(a,N) A+0 0(8M+ay(a,)\)

o(a)—-
o@ _ 1
a v
(denn lim Y (@A _ jim )':)(a)+y'1(a))\2+... - i y’l(a))tz b
A»o A A+0 A A0 A -

= lim [Y’l (@A + y'z @2 +....] =0) und infolgedessen ist fir unsere Funk-
tion
lim A 2@ 2" (8, ) + AT z(a, ) J,(Ae) = Jo(Ar)
A+o o(a)y’(a,A) + Ao y(a,A) A-»o G
(lim I, (Ae) = 1).
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[A.7]

Wenn wir G nach + o streben lassen, so erhalten wir

a(a)z’(a,)\) + )\z(a,)\)

lim A 2@z (@) + A5 z(a, ) J,(AD) = Lim A E, J, () =
2= 5(a)y’(a,N) + ATy(a,N) g0 M+ Ay(a,N)
g

AMJ L(An).
y(a,N)

[A.8]

Wenn wir ¢ nach 0 streben lassen, so ist die Grenzfunktion

m o(a)z’(a,)t) + )\32(3,)\) JO(AT) )Y V4 (a,)\) J (?\r)
-0 o(a)y’ (a,N) + AT y(a,A) y' (a,d)

so, daB

lim A2 §(Ar) = lim Z@&N 5 () =

A=0 ( )\) A-o0 (a )\)
)\
As0 A
und, da es sich um ein Unendliches ersten Grades handelt S\llm )\ZL%E%J (Ar)=
y
V@) + 2, () A2+ 1) + 2@\ ..
= lim A 2z 2 z(a J()\r)—llmz Yrha J(Ar)—
A-0 yl(a))\2 +y2(a))\4 Aso y, (@) + yz(a))\2
z(a) 1
=— = # 0, so ist die Grenzfunktion in der Umgebung des Null-
y; (@) a
fa(x) dx
0

punktes bestimmt nicht summierbar und Gl. (9) wird sinnlos. Wie jedoch bereits
gesagt, beziehen sich die Messungen in der Praxis stets auf die Differenz

+00

b)) - p(r,) = f A 2@z’ (a, ) + A5 2(a, ) [Jo(he) = Jo(Ar) ] dA
a(a)y’ (a,N) + A5 y(a, N

0

und infolgedessen wird die zu integrierende Grenzfunktion
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lim ola)z’(@,) +A7z(a,N JoAr) =Jo(Ae,) ] =
9290 5(a)y’(a, ) + AT y (@)

’(a, A
= )\-;,—%K;-[JO(MI) - J,(Arp ]

welche, infolge der bekannten Reihenentwicklung von J, (t) in nachstehender Wei-
se geschrieben werden kann

zp(a) + z'l(a))\2 o

AZ@N (5 (Ar) = ] (Ar)] =
YN T T ey @A 4.

1, ) 1, \*
9 (-—)\r1> 4 (-)trz)
1_(1Arl> 22 1—(l>\r2) 2 7L

2 2 (21?2

z(a) +z’1(a))\2 +... {[(1

Yy @a+y, @A+ ...

) Yy @A+yy @A3+ ...

= A

z’o(a)+z’l(a))\2+... {

z’o(a) +2) (a)A? + .. {

() -] 6

y'l(a) +y’2(a))\2 +...
und somit ist

z’ (a) 2 2
TN, _ 0. ) J
fim AZBB LI (Ar) = Jo(Ar) ] = 0 y,(a)[(2) (2) 0

eine begrenzte Funktion, die demzufolge der Umgebung des Nullpunktes summiert
werden kann.

[A.9]

Wir bemerken, da8 man von einer der in Frage kommenden Funktionen zur
darauffolgenden ibergeht, indem man mit o (x) multipliziert, zwischen 0 und ¢

(ver&nderlich) integriert, nochmals mit multipliziert und noch einmal zwi-

g

schen 0 und x integriert: wir schreiben das ebengesagte mit den verwandten Sym-
bolen wie folgt
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x ¢
q a
y;(x) = fa(g) fa(t)yi_l(t) dt = —(1;0 (oy,_, )] ]
z,(x) = fo(rf) a(t)zi_l(t) dt = %0 (oz,_, )} ]

Aus demselben Grunde besteht andererseits

Yiog®) = [%O(UYi_g)] , 2, () = [%O(azi_z),

x

und somit
y;(x) = [-—000—0 oy, 2)] , z,(x) = Losolo (azi_2)J
x o o x
- . df 1
und schlieBlich, wenn man beriicksichtigt, daB yo(x) =1, zo(x) = (f) i
0
x
ist
y;0) = [locrolooo....oloa yo(x)] - loaoloao....oloa]
g e La— x g ., g g x
N\ —— [
i -mal i-mal
z,(x) = [1000-—000 100 z (x)] = u-OoOLOGO.. . .OLOOOLJ
\g Yy ta J x .lo J lo J Lo o o x
i -mal i -mal

(i = L,23,....)
woraus sich die Entwicklungen (19) ergeben.

Durch Beachtung der ersten Gl. (16) erhalten wir aus Gl. (19)

ox)yj(x) = a(x)i-[lOUOvl-OoO....OLOOJ =

g Lo g
i-;al
= 00— |001000....0L00| = |o0Ll00o0....0L0 ]
olx)| o o . o o |,
———— —— ——

(i=1)=mal (i-1)-mal
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a(x)z’i(x) = o(x)f—{lOoOLOOO.. . .0-1-0001} =

xlg_, o g o0

N J/

i-mal

= o(x)L[aoloUolo...olocrol = [oolOaOLan....oloaol
g

o\x (4 o g g ag (4 g x
N . ,
(i—=1)-mal (i=1)—-mal

woraus sich die Gl. (20) ergeben.
[A.10]

Bekanntlich ist die Reziproke einer Potenzreihe
= 2
YN = a; +a Xl + a, A" + ...

mit a; # 0, wiederum eine in der Umgebung des Punktes A = 0 in eine Potenzrei-

he entwickelbare Funktion der Type

1 b 2
—_——= + b A+ b A+ ...
9[’()‘) 0 1 2
wobei die Koeffizienten by durch folgende Rekursionsbeziehungen gegeben sind

aob0=1, a, b, +ayb, =0, a,b, +a; b, +ayb, =0,.

anbo+a b, + b2+....+aobn=0,....

)m....}

1+6H A+{UOL] AL,
Z(N _ g g =-£-{l —[0—])\+ ([a_]z_[.l_OUJ)Az + }
= 4 b

o -2 o

Y(N 3+[0]A+E[-1-00} A2+ g

i . {1+5B])\+[aoﬂ)\2+ ..... }

und dwrch Multiplikation der beiden Reihen gemd8 Cauchy erhilt man

2
Z,S)\)L-p_l. 1+(7L _ld )\+(L‘i-[-1-00] —lol-|1], o0l A2+ ...
Y (A o o o (72 a o o

und durch Beriicksichtigung der G1. (17) fir x = a

n~121 T 8,2

Auf Grund des Gesagten lgitet man sofort ab

1 =;1_{1_qux N ([0_]3_[.1_00
v o o

52

woraus
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el L3l L]

[o?_ [-1-00] +[aOL]— [a][l-} _Lo? lOa] + aol]—[aol] - [100] =
b,-z o (¢4 o 32 o i o o o

Lo 2[100

52 0'4

erhilt man schlie8lich die Gl. (23).
Durch Anwendung der Gl. (22) mit -f (A) = ZTE;:—;. nachdem

2
a, =%, a, =—}_;(E[%J—[T;]), a, =~;;(£;l2— 2[%00]), .....

ist, erhiilt man sofort die Gl. (24).

[A.11]

Auf Grund des erwéhnten Kriteriums setzen wir voraus, da8 Gl. (24) giiltig ist
wenn das Verhéltnis

I 2[.100] _l?1 l 2[100] _o?
o 0,—2 l'3 ag 52
T 2

r

<<1 ist, was fiir sehr groBe Entfernungen r im Vergleich zur Entfernung r¢ zutrifft,
weshalb

ist, d.h. f— . ;
. £ fo(x) dx
(25) r, = 2/£fa(t)dt— 0
5 : 403) . 52

Diese Entfernung ry hat im allgemeinen die Grd8enordnung von a, wie z.B.
ersichtlich durch Anwendung des zweiten Mittelwertsatzes auf den ersten Adden-
den unter der Wurzel

21 Ztschr. f. Geoph. 23
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a f a a a8 a
d¢ _ dx < f dx <M 2
fo(a fa(t)dt = /G(X)dx ol o(x)dx ( o Sma
0 0 0 ¢ 0 0

(m und M sind das Minimum bezw. Maximum von o (x) in (0,a)) und durch Anwen-
dung des ersten Mittelwertsatzes auf den zweiten Addenden

woraus sich ergibt

Man kénnte fiir ry noch verfeinerte Ungleichheiten ableiten, aber die eben be-
schriebene geniigt, um das Problem fiir einen allgemeinen Fall zu erldutern,

[A.12]

Wenn man das Produkt entwickelt, so erhdlt man tatsdchlich

IUOLOOI
5{1+((€-]— )/\}~1+A)\+ g +AZ) 2 =

o (ol

0010;
={1+AX+ [——9——]4- A? A2+(@-A)X+A([_0]__A AZ 4
[o] o o
UOLOO]
+(‘@' —A) g + A2 A3 =
E [o]
[00l00]
alild o ansio daz a2z alol g2 a2p2,
o (o] 5
1 1
aO—Oa] [oO-—Oal
+-[g—] g )xa_Aba_.)\3+_[a_]A2A3__A3A3
g [ (o] 3

Auf Grund der Definition selbst von A (die & als Multiplikator enthalt) kdnnen
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e . 3 AZA3 3,3 . .
wir die Glieder vernachlissigen welche A\ y— A A° enthalten (diese Glieder
, o
enthalten Potenzen von & héher als die dritte) und schreiben

[00100
{1 +(h7_—] —A))\}- 1+AX+ ——[0—]——+ AZA% ) =
g 0.

] ] 1
c0=00 00=00
6'1 sloy Loy +AL%])\2 440 /\3J =

Q)

o g o o

OOLOU} {oO-l-OaJ
o<1 +M)\ L0 J)2 [-1—00] P S § DT

o (o] o ldl

]

[00100‘ [00100]
49 Ni-F7l1 +—[%])\ +[—1-0tr])\2 +L 0 )38 -

o o o

+

(4

[00100}
7 +[dA +[100]h2 +—+—)\3
o

(4

was wir eben beweisen wollten.
[A.13]

Aus [ [
l+o0 lJ)\+ 00l A2
Z(N _ 1 a o

Y() 5[1+([21_A>)C 50L00]
o 1 1+AX+ o 1 L AZa2

(o]
A ’00100’}
~ 1 {1 +7 l])t+[00l])\2}~ 1-AA=L 2 J)?
G F + I%]— A‘))\] L7 9
o
erhilt man durch Bildung des Produktes im Nenner

R s

YO T a[u(%_fx))«]
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[oolmw] [001001
- AEH)@ - EHL)@ - [aolJ_—U_)ﬁ
g ol o] | [o]

5 [1 +(-["—] - A) x]
G
woraus man durch Vernachldssigung der dem dritten darauffolgenden Glieder (wel-
che Potenzen von A die gleich oder héher als die dritte sind, sowie Produkte der

Type A & A2 enthalten) erhdlt

1 1 00-1—00]. 2
) +(3H _ A)A . ([oO-J———l—))\
Z()\) - g g [0]

Y =R

g

Wir fiihren jetzt die Division zwischen dem Z&hler und Nenner durch: man erhédlt
[oolOo] _
1 +(c? LJ - A) A+ ([aol] - ——3-——-)/\2
g g (o] = h+KA+

wobei h, K, B zu bestimmende Konstanten sind.

Um die Rechnung in einfachster Weise durchzufiihren, setzen wir

R
1 +(-E:-]-—A)A 1+(@- A)A
o g

_[i]_A=[_0]a, A=@(l-a)
o o
1
[l Oa] _ [00000]
@t e
und
00-001

ezl

Wir k3nnen somit den vorhergehenden Quotienten wie folgt schreiben
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o o

o] [o] -

1 +(Ig-1 - A))\
o
[OOLOO]
1+{a[l}-ﬁi(L_m}x+{[aol]- g }A2

_ o a.- o [0]

1+19 4
g

woraus sich in identischer Weise ergibt

oOLOo
1 +{F[-1—]—[—f](1—a)})\+“ool]_L_”_]_ A2 = (h +K>\)(1 +L§'M)+ R
ol o o lo] o

Durch Bildung des Produktes im zweiten Glied und Gleichsetzung, gelangt man
fir h, K, R zu folgenden Gleichungen

h+R=1

.[-‘_’.lah+K=F[l‘ —-[—Z]-(l-a)

G ol o
#0100

[d {00l ___.a g ]

?aK-[UOO] ol

woraus man sofort erhdlt

ol @
. 0loo] )
__a l={1]|_Ild T |.ol],_7T [a o ] -
= [a]a{a [a] = (1-a) P [aoa]+[a]a o] ]
1
- 32[-1- _ l—a _ 62 [aol + 52 [00‘;0(7] _
[o)a lo o [o]2 o) [o]2e? [o]
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0c0loo
52 - -a(l ) — g? oO!’-‘{..iz__[__a__].
[0] [U]z o] [g2 (o]
“ 1
rr{l __3_"’[;}} i lgo;]_ a2 ["OEO"]
lo] |o 2l ol [z [
= 1 _ -
o
1
RN k| |+t
012\l (o] [d o o2l "
=1-
a2
_ & [aoioa]
(02 [0
1
1-2%([10, _l"_‘f_é_oj__[] y [ 00]
- [0]2 g [0] [0] o [0]3
S 2

[o 0100] _2 2 [00100]
-+t 9o J), @ [gol].__i____g____

[0)? (g2 [dd

o

2

Das dritte Glied im Zahler kann vernachlissigt werden (es enthidlt %) und
man hat somit

1
-2 (1] L2
ho1o_ 2\l o ) (P
0'2

1
1]+_a‘f[001]_ﬁ[f°_3ﬂ
ol (o2l o) ()2 (o] )

1-20°

= hoe]- [012([10°]+[aoi]) [a]zlooi] -

=1 - [0]2
o
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1 20 [100,]
=1 —-—-[2]2———, ([0] [-1—]= [l00 +[aoll )
o o o o

Daraus erh&lt man, wenn

—2
B =1 _E_[loa]
[0]2 o
gesetzt wird

h o1 -8

a2

Ferner, nachdem h + R = 1 ist, erhdlt man

R - 8B
n,z
und schlieBlich die Gl. (33).
[A.14]
Aus
+oo +o00
(A
¢>(r)~-— f Joix) f [1—-3—+K,\]Jo(>\r)d,\
0 A+ [U]a)\ s o?
o
erhédlt man, infolge Gl. (26)
+00
f J(M‘) /J(/\l‘) a-;p(iL)
1+LQA [a]a “Tda’ \ld @
0 0A+-Z
T [o]a
und infolge Gl. (22), angewandt fir f (A) = 1 -8 + KA, und somit mit a, =
o?
= l—-%,al =k.a2 =83 = ..., = 0,

Jmll_% + KA]JO(Ar)dA ~(1_£_)%

und demzufolge Gl. (35).
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[A.15]

Unter der Annahme, da8 r in Gl. (35) ziemlich groB ist, k&nnen wir fir die (x)
die asymptotische Entwicklung (28) als giiltig betrachten und schreiben

b() ~ Lﬁ{m _Lﬁ}+.1_(1 __é)1_=
7 G /"

[0} o3 53,3

welche mit der Gl. (24) iibereinstimmt.
[A.16]
In der Tat ist

[00100]
lim @ = lim l—— [100] L g Jjr=1

G+0 -0 [0']2 Lo (o]

limB = lim {1_ 25? 00]} =1
ag

g0 G0 [0)?

(1— )=lim-1-°—'2——§ llmlhm—é lm—§-=
5-»05 o2 6-»0&- P o-ooa,20->05 540 7

i [aO«l-O% o [00-1-00] 2
2-0_. g + g [lOg] LT A §
g

(o]

[00-1-00]
= _lim {2-2 |00 00] +— [100] -—Z 2)t=0
g0 [0]3 o [0,14 [0]

und somit stimmt, fiir sehr kleine Werte von &, Gl. (35) mit Gl. (29) iiberein.

(Wird fortgesetzt)



