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Asymptotische Formeln zur Bestimmung des von einer oder
von mehreren Elektroden im geschichteten Boden

hervorgerufenen Potentials

Von A. Belluigi, Rom*’

Zusammenfassung: Im ersten Teil leitet der Verfasser mit mehreren strengen Ver-
fahren die Funktion des ‘‘scheinbaren spezifischen Widerstandes’® von horizontal
geschichteten Bdden mit beliebigen Untergrund ab, die auf der Oberfliche mit
Gleichstrom energisiert werden.

Durch Verwendung der entsprechenden Ergebnisse entwickelt der Verfasser im
zweiten Teil neue strenge Formeln fir die asymptotische Aquivalenz von horizon-
tal geschichteten Béoden und Untergrund von hoher Leitfihigkeit, von hohem spez.
Widerstand und von nicht konstanter Leitfdhigkeit.

Abstract: The Author deduces in the first part with more rigorous methods the
function of the ‘‘apparent resistivity’’ regarding horizontally stratified soils with
whatever underground which are energized with direct current on soil surface.

Utilizing the former results the Author develops in the second part new rigo-
rous formulas of asymptotic equivalence for horizontally stratified soils and under-
grounds with high conductivity, high resistivity and with no constant conducti-
vity.,

Teil I

§ 1. — Wir betrachten in dieser Abhandlung einen Erdboden dessen (iso-
trope) Leitfdhigkeit nur mit der Tiefe verdnderlich ist; ferner setzen wir
voraus, daB von einer gegebenen Tiefe ab diese Leitfdhigkeit einen ge-
wissen Wert 7 annimmt.

Wir bezeichnen mit:
x = die Tiefe,
a = die Tiefe ab welcher die Leitfdhigkeit den Wert 0 annimmt,
o(x)= die Leitfshigkeit in der Tiefe x,
I = die von der Punktelektrode hervorgerufene Stromstarke,

V(r) = das auf der Erdoberflache im Abstand von der Elektrode gemes-
sene Potential,

D Prof. A. Belluigi, Leiter des Istituto di Fisica Terrestre an der Universit&t von
Perugia, Italien.
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¢ (r) =2-"Iﬂi= den spezifischen scheinbaren Widerstand im Abstande

r von der Elektrode.
Man beachte, daB im allgemeinen in der Praxis die Differenz
¢, - ¢(r,)

l'l—-l'

¢ () — ¢(r,) oder

2
gemessen wird, wobei die beiden Abstdnde r; und r, von der MeBanord-
nung abhéngig sind.

Unser Zweck ist nun der, die fiir groBe Werte von r (im allgemeinen fiir
r > a) giiltigen asymptotischen Formeln zu bestimmen.

Ein Weg zur Losung des Problems d.h. zur Bestimmung der ¢(r) ist
bekanntlich folgender:

Wir betrachten die Differentialgleichung
(1) .i?l L o0) dv 2, 0; (0’ (x) =dcr_(x)’ A = konstant)
dx? o (x) dx dx

und suchen das besondere Integral v (x,A) welches nachstehende.Bedingun-
gen erfiillt:

a) v(x, A) und o(x) - v’ (x,A) seien stetige Funktionen von x .

b) fiir x > a verhalte sich die v(x,A) wie C c—)‘x (C = Konstante)

Wie aus der allgemeinen Theorie der Differentialgleichungen bekannt
ist, gibt es nur eine einzige Lésung dieser Art. Sobald diese Losung be-
stimmt ist, erhélt man ¢ (r) aus folgender Beziehung

+ 00

__ 1 v (D,A)
() $0 - - A fxmjo(xr)dx

wo J ¢ (z) eine Bessel’sche Funktion erster Gattung und Null-ter Ordnung
ist.

Man beachte, daB Gl. (2) von C unabh#ngig ist; demzufolge kénnen wir
fir diese Konstante einen willkiirlichen Wert annehmen. Auf Grund der
weiter unten folgenden Ergebnisse setzen wir

C = ele
Die v (x, A) nimmt infolgedessen nachstehende Form an [A.1] :

v(x,)t)=ex(“‘) (x> a)
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Unter Beriicksichtigung dieses fiir x > a giiltigen Ausdruckes von
v (x, A), verwandelt sich die Bedingung a) in folgende [A. 2] :

{ v(a,A) =1
o@)v’(a,)) = = Ao

wobei wir einstweilen 0 < & < + o voraussetzen; die Extremwerte werden
beim Grenziibergang in den Endformeln beriicksichtigt werden.

a’)

§ 2. — Wir driicken jetzt v(x, A) durch Lésungen der Gl. (1) aus, deren
Verhalten im Nullpunkt (anstatt im Unendlichen oder im Punkte a) be-
kannt ist.

Vor allem heben wir hervor, daB zwei willkiirlich angenommene Lésun-
gen der Gl. (1), u (x, A) und v (x, A), stets nachstehende Beziehung erfiillen

(3) o(x) [u(x,N) v’ (x,A) — u’(x,A) v(x,A)] = konstant;

Wenn das erste Glied der Gl. (3) beziiglich x differenziert wird und mit-
tels Gl. (1) die u’’(x, A) und v’ (x, A) eliminiert werden, so erhélt man tat-
sdchlich das Resultat 0,

Wir bezeichnen nun mit y (x, A), z(x, A) die zwei besondere Integrale der
Gl. (1) die nachstehende Bedingungen erfiillen.

y(0,0) =1, y'(0,)) =0

(4) 1
z(0,A) =0, z’(0,)) =
o (0)

Die Gl. (3) wird fiir y(x,A) und z(x,A), unter Beriicksichtigung der Gl.
(4), wie folgt geschrieben:

3" o)y, A) 2z’ (x,A) = ¥y’ (x,N) z(x,A)] =1
Fiir v (x, A) leitet man in leichter Weise [A. 3] ab:
(5) vix,A) = v(0,A) y (x,A) +a(0)v'(0,X) z (x,7)

Wir setzen nun fiir v (x,A) die sie bestimmenden Bedingungen a’)
vi(a,A) = v(0,N y(a,A) + c(0)v'(0,N) z (a,A) = 1
o(@)v’(a,A) =o(a) [v(0,N) y’(a,A) + 0 (0)v'(0,)) z(a,A] = — Ao

Diese Gleichungen bilden in v(0,A), v’ (0, ) ein lineares System das
eine einzige Lésung zuldBt

) v(0,A) = o(a) z’(a,\) + AT z (a, )
v’ (0, ) = -1 _[s(a) y' (a,A) + Aoy (a,))]
o (0)

18 Ztschr. f. Geoph, 23
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(wobei bei der Aufldsung Gl. (3’) beriicksichtigt worden ist). Aus den Gl.
(5) und (7) erhélt man fiir v (x, ) folgenden Ausdruck

(8) vix,N) =[o(a)z’(a,)) +AT z(a,A)]y(x,A) —
- [o@)y’ (a,N) + ATy (a,N] z (x, A

Wird jetzt Gl. (7) in Gl. (2) eingesetzt, so erhélt man fiir
+ oo

- rola)z’(a,}) + Ao z(a, M) Ar)d A
(9) é (r) f a(a)y’(a,z\)+)\?;y(a,)&)lo( r)

Dieser Ausdruck von ¢ (r) hat gegeniiber Gl. (2) den bedeutenden Vor-
teil, daB er Funktionen (y(x,X), z(x, A)) mitbeteiligt deren Verhalten auf
Grund der Gl. (4) im Nullpunkt anstatt im Unendlichen bekannt ist. Dieser
Vorteil ist sofort ersichtlich wenn y und z als Funktionen von A betrachtet
werden: in der Tat besitzen letztere einfachere Reihenentwicklungen mit
dem Anfangspunkt A = 0 als wie jene von v(x,A) fiir deren Entwicklung
wir nur die Bedingungen a) und b) oder deren gleichwertige a’) und b’) ver-
fiigbar haben.

In der Tat ersieht man sofort, daB weder Gl. (1) noch die Bedingungen
(4) varieren wenn man X in —A #@ndert (was hingegen fiir die Bedingungen
a’) und b’) zutrifft) und infolgedessen sind y(x, A) und z(x, A) gerade Funk-
tionen von A und ihre Reihenentwicklungen enthalten somit ausschlieBlich
gerade Potenzen von A. Wir knnen somit setzen

Yy, = Dy, () A%

i=0
(10) ) %0 .
2N = D)z, (x) A2

i=0

woraus durch Einsetzen in Gl. (1) und durch Annullieren der Koeffizienten
der darauffolgenden Potenzen von A folgt, daBl die y; (x) und z; (x) nach-
stehende Differentialgleichungen erfiillen

yy 0+ ZB v (0 =0, y7 0+ CEy ) <y,
(D) 2y @+ 71 0 =0, 200 + L 20 =2, (0
(i=1,23,..... )

Diese Gleichungen bilden ein System von unendlich vielen, y, (x) und
z; (x) enthaltenden Differentialgleichungen, welches die Bestimmung aller
dieser Gleichungen durch Rekursion erméglicht. Die von den unbekannten
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Funktionen zu erfiillenden Anfangsbedingungen erhdlt man sofort aus den

Gl. (10) durch Beriicksichtigung der Gl. (4); in der Tat besteht

yO,0) = X y (N =1, 20,0 = ¥ z,(0)A% =0
i=0 i=0

y(©,0= 3 yi(0ONi=0, 22(0,0) = 2z} (02 =1
i=0 i=0 a(0)

woraus man durch Identifikation der zwei Glieder sofort erhilt

¥4 =1, y,(0) =0, 2,(0) =0, 23(0) =

a(o)
(12) y; (0 =0, y;(0) =0, 2,(0) =0, 2}(0) =0
(i=1,23..... )
Durch Integrierung der Gl. (11) [A.5] erh&lt man schlieBlich
g
o(§)
0

yolx) =1, z,(x) =

(13)
¢

d¢
f (.f)/fa(t)y1 ,(dt,  z,(x) = 0—(5 o(t)z,_,(t)dt

§ 3. — Wir konnen jetzt Gl. (9) auch fiir die blsher ausgeschlossene
Werte # = 0, & = + o besprechen. Wie bekannt ist, héingt die Konvergenz
eines Integrals der Type

y; (x)

+ 00
f f(MNdA
0

wo f(}) eine stetige Funktion im Bereiche (0 <A< + ) ist, vom Verhalten
der f(A) fiir A+ + o ab.

Wenn wir nun X in der zu integrierenden Funktion der Gl. (9) nach 0
streben lassen, wobei wir stets vor Augen halten, da 0 4 0, + oo, ist, so
erhalten wir [A. 6]

lim A 2@z’ (a,N) + AT z(a,})
As0 5(a) y'(a,A) + AG y(a,A)

die eine summierbare Funktion darstellt, weil sie an die Umgebung des
Nullpunktes beschrankt ist.

1
o
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Wenn wir nun, stets in der zu integrierenden Funktion, A nach +
streben lassen, so erhalten wir [A. 7]

lim A o(a)z’(a,A) + AG z(a,) _ NEICR))
o2+%  5(a)y’(a,N) + AT y(a, N y (a,A)

und diese Funktion ist ebenfalls summierbar, denn es besteht

z(a, M) z(a,0) zo(a) _ fdx

AS0y@ N | y@0 | y,@ o (x)

0

und Somit
li" h Y4 (al X) l ( x O

In diesem Falle ist aber der Grenziibergang unter dem Integralzeichen
gestattet und Gl. (9) verwandelt sich in

+ o0
(9%) - z(a, N A
@ (r) f Amjo(kr)d
0

§ 4. — Weniger einfach ist der Fall von @ = 0, denn die Grenzfunktion
ist im Nullpunkt eine unendliche GriéBe erster Ordnung und somit nicht
summierbar [A.8]. Wie bereits erwihnt beziehen sich jedoch die Messun-
gen praktisch stets auf die Differenz ¢ (r;) — ¢ (r;) die, wie leicht er-
sichtlich [A. 8] beschrénkt ist und somit in der Umgebung des Nullpunktes
summiert werden kann.

Infolgedessen ergibt sich, fiir @ = 0, folgender Ausdruck

+ 00
’ ‘(a,A
(9”) $) — pry) = fA;,—n&T;[JO(ArI)-JO(ArZ)ldA
0

§ 5. — Wir suchen jetzt einen expliziten Ausdruck fiir die Funktionen
y (x) und z (x) fiir welche die Gl. (13) einen Rekursionsausdruck liefern.
Zu diesem Zwecke setzen wir fiir jede, in jedem innerhalb des Bereiches
(0,a) enthaltenen Bereiche (0,x) integrierbare Funktion f (x)

x

as) ], - ff(cf)dcf

0
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X X

x 1 n—2
[f10f20..).0fn]x=ff1(x1)dxl ffz(xz)dx2....ffn_l(xn_l)dxn_l
0 0 0

*n—-1
-/fn(xn)dxn

0

wobei die im zweiten Gliede dieser Formel angegebene Integrierungsfolge
so zu verstehen ist, daB man vorerst die f,(x) zwischen 0 und einer ver-
dnderlichen Grenze x,_, integriert, dann das Resultat mit der Funktion
fo_1(x) als Funktion der oberen Grenze x,_; der vorhergehenden Inte-
grierung multipliziert, nacheinander zwischen 0 und einer ebenfalls als
verdnderlich betrachteten Grenze x,_, integriert und daB man so fortféhrt
bis zur letzten Integrierung des vorhergehenden Resultates (Funktion
von x,), multipliziert mit f, (x;) und integriert zwischen O und x : es ergibt
sich natiirlich eine Funktion von x.

Aus der zweiten Gl. (15) erhélt man sofort

x

x n—2
ad;[f10f2~o...0fn] - fl(x)ffz(xz)dxz.... f £, &, Ddx,_,
0 0
n-1
f f (x)dx = f,(x)[f,0....0f ]
(16) ’ .
0 1
[f,0f,0...0f] =ffl(xl)dxlffz(xz)dxz....
0 0
x_ T
ffn_l(xn_l)dxn_lffn(xn) dx, =0
und ferner °

17) [fogl, + [Cofl = 1 - [41,
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die dadurch nachgewiesen wird, daB man durch Differentiation beider Glie-
der eine Identitdt erh4lt und daB beide Gleider, fiir x = 0, gleich Null
sind.

SchlieBlich verzichten wir in den Gl. (15) fiir x

d. h. wir setzen

a auf den Index a,

[£,0£,0....0f ] = [f0f,0....0f ], [fl, = [f]

§ 6. — Mit dieser symbolischen Bezeichnung kénnen die expliziten Aus-
driicke fiir y (x) und z (x) leicht aufgeschrieben werden: fiir die ersten Werte
von i ergibt sich [A. 9]

_ _1
yo) =1 z,(x) = p
- - x
y, &) = lOo] z,(x) = l000-1-]
_0’ x "U o x
(18) y, () = loaoloa] z,(x) = (10001000-1—}
g o x _0' o o x
v, (x) = lOoOlOaOlOa] z,(x) = 19650L000L000L
LG (23 g x _0 o o o x

oooooooo

------

Demzufolge erhalten wir fiir y (x, A) und z (x, A) folgende Entwicklungen

yo,A) = 1+ lo&} A2 +[10a010a] A 4L
(19) (4 x o (4 x
z(x,\) = [l] + lOaOlJ e [100010 aOl] ML,
Olx o al, o o ng

die fiir jedes A konvergent sind und woraus folgt [A. 9]

00y’ (6, ) = lo]_A% +[50L00] A% +[oologoloa Aot ..
o o g
X
(20)
og(x)z’(x,A) =1 +[aol] A2 +[001000L] Aoy,
g o o <

x
Obiges vorausgesetzt setzen wir in Gl. (9)

YN =—)lz[a(a)y’(a,)\) +AGy(a, V], Z) =0 (a)2’(a, A) + A7 z(a, )

so daB Gl. (9) wie folgt geschrieben wird
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+ o0

i} ZO) 1 ()
(9°) ¢ (r) f Y(A)J (Ar)dA

0

Mit Hilfe der Gl. (19) und (20) erhalten wir (wenn wir in dieselben

x = a setzen)
YA) =7 +[a])\+a[ Oa])\2 +[00100]>\3

o
Z(\ = 1+0[ } [001 [ 0001]A3

o

(21)

(N
Y(A)

welche das Verhaltms als Verhiltnis von zwei Potenzreihen liefern.

§ 7. — Wir erinnern jetzt daran, daB das asymptotische Verhalten (fiir
groBe Werte von r) eines Integrals der Type
+ 00

f E() Jo(Ar) dA

0

hauptséchlich vom Verhalten der f () in der Umgebung des Punktes A = 0
abhéngt: denn, fiir ein sehr groBes r ist J, (A,r) eine rapid variable Funk-
tion. Tatsédchlich kann man nachstehendes nachweisen.

Wenn die f (A im Nullpunkt eine (auch nur asymptotische und nicht

notwendigerweise konvergente) Entwicklung von der Type

f)~ > a, « Al
i=0
zuldBt, so ergibt sich asymptotisch fiir r>+oo
+ 0o
- . (2i=D"a,.
FNT, (AdA-2 4 B (i ——— "2

r 8 2i+1
(22) ©

((2i-D!"=1,3,5..(2i-1))

Man beachte, daB in dieser Entwicklung die Glieder mit ungeradem
Index ay,;,, der Entwicklung von f(A) nicht erscheinen: dies bedeutet, da8

sie in der Entwicklung des Integrals mit Gliedern beitragen, die nach Null
viel rapider streben als wie jedwege Potenz —IE. In der Tat ist z.B. der
r

Fall eines Untergrundes von unendlich groBer Leitfdhigkeit (& = =) be-
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kannt, bei dem f()) eine ungerade Funktion (f(/\) = )\«z—za—l—i—;, f(=2)
y (a,
—az@=d _ ) zl@d _ _ f()\)) ist und infolgedessen sind alle
Y(a,—M )’(a
ay; in ihrer Entwicklung gleich Null: in diesem Falle kann nachgewiesen
werden, daB die ¢ (r) beim Wachsen von r exponentiell abnimmt, denn ihr
Verhalten héngt beim Streben von r nach Unendlich von den ay;,; ab.
Andere #dhnliche Fille werden in spéteren Berichten beschrieben werden.

Die ay;4; geben jedenfalls bei groBen Entfernungen keinen Beitrag zum
Verhalten der ¢ (r): ihretwegen kann die Gl. (22) praktisch iberflissig
sein, da sie nur fiir allzu groBe und somit praktisch zwecklose Entfernun-
gen anwendbar ist: ein dhnlicher Fall (7 sehr klein oder gleich Null)
wird weiter unten behandelt werden.

§ 8. — Wir wenden jetzt Gl. (22) an die durch Gl. (9”"’) gegebene ¢(r)
an. Es besteht [A. 10]

(23) 2N _ i{l +(3[L]_L21)A +(I91_2_2[100])A2 + }
YN 5 o] &, o o

und +oo

_ Z(X) A~0_ %2 _1]1 (o11g ] _
o - [ g4

LA
0,-2 3

r

0

bezw. in expliziter Form

P (fo<x)dx)2

(24" () ~L{L, 2fd(§)fa(t)dt—-°§_ 1
o

r g ‘72 r3
0 0

Aus Gl. (24) ergibt sich offensichtlich die bekannte Tatsache, daB

das asymptotische Verhalten in erster Ndherung (Glied mit L) nur von der

r
Leitfdhigkeit () des Untergrundes abhéngt und daB erst in zweiter Nihe-
rung die Verteilung der Leitfahigkeit in den verschiedenen Schichten eine
Rolle spielt.

§ 9. — Beziiglich der Entfernungen, fiir die Gl. (24) anwendbar ist, neh-
men wir an, daB letztere fiir Entfernungen gilt fiir die das Verhiltnis zwi-
schen dem zweiten und dem ersten Glied geniigend klein ist: diese Annah-
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me ist nicht sehr streng, doch geniigt sie im allgemeinen in der Praxis.
Sie fiihrt iiblich zu einem Fehler von der GréBenordnung des Quadrates des
genannten Verhiltnisses.

Wir setzen somit die Gl. (24) als giiltig fiir Entfernungen r voraus, die

gréBer sind als wie der Abstand [A. 11]
a (fa(x)dx)

3
(25) r, = 2f_‘f fa(t)dt
(&) (-,-2
0 0

Diese Entfernung hat im allgemeinen die GréBenordnung von a [A.11]
soweit nicht ein unter der Wurzel befindliches Glied allzu groB ist. Trotz-
dem aber besteht, vom theoretischen Standpunkt aus, stets die Giiltigkeit
der Annahme, daB ndmlich Gl. (24) fiir Entfernungen r > r giiltig sei: wenn
andererseits r allzu grof} ist, so bleibt die Gl. (24) auf Entfernungen be-
schrénkt die kein praktisches Interesse mehr besitzen.

So z.B. hat der Addend

. ¢
1oo| - ifo
2[00 J = 2,{0(6) (t)de

0 0

wie leicht ersichtlich ist, die GréBenordnung des folgenden Produktes

2

o

loo} - [0]

a a

H o] = (fo(x)dx) : (ff(’;—,)

0 0

und dieses Produkt ist sehr groB, wenn im Bereiche (0,a) michtige und
sehr leitfdhige Schichten (das zweite Integral der vorstehenden Formel
ist groB) oder michtige und isolierende Schichten (das erste Integral ist
groB) vorhanden sind welche, bei der Entfernung bei der die Messungen
praktisch durchgefiihrt werden, den EinfluB der darunterliegenden Schich-
ten nicht zum Ausdruck bringen. In diesem Falle geniigt es, solche Schichten
als Untergrund zu betrachten, d. h. die Tiefe a auf die erste ziemlich méch-
tige Schicht von unendlich groBer oder nullter Leitfdhigkeit zu beschrénken
und das Problem so zu behandeln, als ob die darunterliegende Schicht den
Untergrund bilde.

Der zweite Addend der Gl. (25)

19 Ztschr. f. Geoph. 23
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iiberwiegt iiber den ersten wenn & klein gegeniiber fo (x)dx ist: mit ande-

0
ren Worten gesagt, iiberwiegt das in Frage kommende Glied iiber das andere
(welches, man vergesse es nicht, die GréBenordnung a besitzt) wenn das

Verhﬁltnis—l-fo(x)dx sehr groB gegeniiber a ist, d.h. wenn

o <<-1-[a] = lfo(x)dx
a

a
0

(mittlere Leitfdhigkeit der Schichten zwischen 0 und a) ist. In diesem Fal-
le ist Gl. (24) praktisch noch wertlos, da sie nur fiir viel groBere Entfer-

nungen als wie Lo_lgiiltig ist.
o

§ 10. — Um aber auch fiir diesen Fall noch giiltige Formeln fiir kleinere

Entfernungen als LS—]- (und natiirlich fiir groBere als a) zu erhalten, wenden
G

wir ein anderes Verfahren an.

Die Eigentiimlichkeit des bisher angewandten Verfahrens besteht in

der Bildung der Reziproken der im Nem[ler befindlichen Reihe: diese Re-
o]

ziproke fithrt steigende Potenzen von == ein, die die Geschwindigkeit
o

ausgleichen mit der die Multiplikatoren —L nach Null streben und die in-

ra

folgedessen die den behaltenen Gliedern aufeinanderfolgende nicht ver-
nachlassigbar gestalten, sofern selbstversténdlich nicht sehr groBe und
somit zwecklose Entfernungen betrachtet werden. Dies kann vermieden
werden, wenn man die bekannte Formel
+ 00
(26) Jod) g - 24
x +k m

H, (rk) - Y, k)]

0
benutzt, wobei Y, die Bessel’sche Funktion zweiter Gattung und nullter
Ordnung und H, die Struve’sche Funktion null-ter Ordnung ist. Wir be-
zeichnen im folgenden das zweite Glied der Gl. (26) mit ¢ (x)
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@7 Y = 2[H (x) = Y, ()]
w

Fiir groBe Werte von x ldBt die ¥ (x) eine asymptotische Entwicklung
zu deren erste Glieder durch

(28) g L _ 1

X x3

gegeben sind.
g lol
o

erhalten, behandeln wir in der Entwicklung von %—((«);‘—))die GréBe @ als ob

Um die asymptotischen Formeln fiir ¢(r), im Falle da groB ist, zu

sie die gleiche GréBenordnung von A habe.

In erster Ndherung behalten wir in den Entwicklungen von Z (A) und
Y (N nur die hauptsdchlichen Glieder: nachdem wir, wie gesagt, 7 als
von der gleichen GréBenordnung A betrachten, folgt, daB wir nicht nur die
Glieder mit A vom zweiten oder hSheren Grade, sondern auch das Produkt
& A und die Potenzen von G zweiten oder hdheren Grades enthaltende
Glieder vernachlidssigen werden. Infolgedessen schreiben wir fiir die GI.

(2D

Z (N _ 1
Y(A) G +[o]l A
woraus
+ 00 + o0
A A
¢(r1~f—J—°(—r)dA= 1 f Ty
o+ ol (o] A +_§_
(29) 0 0 (o]

-2 O )= o =1 4l
¢(r)~r[o][H0([U] r) Y0<[o]r)] o] lﬁ([o] r)
wobei ¢ (x) durch Gl. (27) gegeben ist.
Auf Grund der Gl. (28) kénnen wir schreiben

6 ~ L 1 _ 1
lll 3 r &°.3
(01
woraus, da fiir groBe Werte von T _; das erste Glied iiber das zweite iiber-

o
wiegt, sich folgende Beziehung ergibt

¢ ) ~ —

1
or
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die mit Gl. (24) ibereinstimmt und von der nur das erste Glied behalten
werden soll.

§ 11. — Fiir sehr kleine Werte von —[-&—] r (wobei selbstverstindlich die
o

Voraussetzung r > > a stets aufrecht erhalten bleibt) erhilt man dagegen
eine Verallgemeinerung der klassischen, vom [‘alle G = 0, abgeleiteten
Formel. Aus den bekannten Reihenentwicklungen von Hy (x) und Y, (x),
erhilt man durch Vernachldssigung der Glieder von der GréBenordnung

Yx) ~ ~ lgx — y+1g2
(y = Konstante von FEuler-Mascheront) und somit, durch Vernachlissi-

gung der Glieder von der Grﬁﬁenordnung%r,
o

- L - =1]_ S PO 2
& (r) []{ lg({a]r) y+lg2} 0]{ Igr g[a] y+lg‘?}

und infolgedessen

30 R O 1 (_ 1 2ol
(30) ¢ (r) [o]lgr+[o]( y + lg a)
aus der sich die klassische Formel

-1 2
(31) ) - &(,) = To] lgrl

erg.lbt die fir @ = 0 (isolierender Untergrund) asymptotisch giiltig ist.
Im Falle, daB & klein, jedoch nicht genau Null ist, kann die Formel nur

fir Entfernungen von r < <% (o] angewandt werden, sodal von der GréBen-
o

ordnung von -~ r vernachldssigt werden diirfen; widrigenfalls muB man

[ ]
Gl. (29) anwenden.

§ 12. — Wir gehen jetzt zur néichsten Ndherung (die grundsitzlich der
Z ()0
Y (N

Néherung (24) entspricht) iiber. Wir behalten in alle Glieder bis zur

darauffolgenden GréBenordnung gegeniiber den in der vorherigen Niherung
behaltenen Gliedern. Wir setzen somit

1})\ +[00 ]AZ
(o4 o

g+l A+T ILOOJ A4 [00100} A3
o

ag

l1+0

Z(AN
(32) YOO
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Wir erinnern, daB wir bei dieser Niherung die Glieder der Type & A2
und A3 als vernachldssigbar betrachten und bemerken, daB der Nenner der
Gl. (32) folgendermaBen geschrieben werden kann

100]/\2+[00—1—00} A3 =a.{1+([—(<;_l—A)x}

g+l A+T|=
g

o
00100}
1 +AM+| Lo 1 4 AZ]A2
[o]
0’0100’
o

} [A. 121 ist.

ol o (o]

Durch Einsetzen dieses Ausdruckes in Gl. (32) erhilt man

wobei A = o { [.1_00} -

1+ a[l]A +[00 l] A2
ag

ZN _ 1 . o
Y () 5[1 +([—3L- A)A] [aoloa]
o 1+ AN +|——Z 24+ A% A2
lo]
woraus man, wenn die Reziproke des Nenners des zweiten Bruches berech-
net wird, erhalt
. [00-1-00]
~1-Ax=-2—_2 1
[00100] (0] A
L+ AN+ =% ;1 AZ]A2
[o]

(durch Vernachldssigung der Glieder, die A in der dritten oder hdheren
Potenz enthalten) und schlieBlich erh&lt man [A.13]

(33) Z 1—[-&——1—-— + (1—-§—)+KX},(K = Konstante)

YO 3 o’ 1 +-Lfl)\a a?
c
worin
-2 laOLOU] —2
(30) a=1-2" [—1-00} -L 9o ' Bg- 1-21—1.1_00]
[0_12 o [0] [a]2 o

Durch Einsetzen der Gl. (33) in Gl. (9”"") erh&lt man
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- N Jo(Ar)
¢(r)=/ Z) 5 (Aryda~L —8—/——-d>\+
Y(A) 7 | &2 1+DL]a)\

0 0 o
+ o0
f[l—-&+leJ0()\r)d)\]

02

0

und schlieBlich [A.14]
4 () ~_1__Q¢,(ir_) +_g_(’1_é)1=if3_ [Ho (_o:_.r_) _
] o 2 3 o

{0l o3 [o] a 2]t ar! o [o]
(55) _y (.‘ZL)],J. L_B\L1
o\ [o] a o 2T

Wir bemerken vorerst daB, wenn wir in dieser Formel die Werte von
ziemlich groB annehmen, wir die asymptotische Entwicklung (28) fiir die
Y als giiltig betrachten und somit [ A.15] schreiben kénnen

¢(r)~-l—{—1-+(2 loo] _[G_IZ)L}

r g l‘3

~2
bz
die mit Gl. (24) iibereinstimmt.

Ferner [A.16] stimmt Gl. (35) fiir sehr kleine Werte von @ mit Gl. (29)
iiberein und somit fiihrt der Grenziibergang, fiir & + 0, wiederum zur Gl.

(31).

§ 13. — Zusammenfassend kann gesagt werden, daB Gl. (35) fiir groBe
Werte von r mit Gl. (24) und fiir sehr kleine Werte von & mit Gl. (29) und
somit, fir & = 0, grundsétzlich mit Gl. (31) ibereinstimmt. Fiir nicht sehr
kleine Werte von T (oder besser gesagt fiir Werte von & fiir welche —[‘?—]-a

)
nicht klein ist) sind die Gl. (35) und (24) vom praktischen Standpunkt aus
gleichwertig und somit beide fiir mittlere Werte von r nicht anwendbar.
Fiir mittlere Entfernungen muBl man demzufolge Gl. (29) benutzen.

Fiir die Giiltigkeit der Gl. (35) ist es ferner wesentlich, daB « sehr
klein gegeniiber der Einheit ist: demzufolge ist es notwendig, nachdem der

in der Klammer befindliche Faktor von a die GréBenordnung I—l-] . [o] be-
o

sitzt, dal

a.~1--5il]-[o]~1
[0]210
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[ le

[o]
d.h., daf
- ! [o]
(36) 0 << VT
g
ist.

Um nun beurteilen zu konnen ob 7 groB oder klein ist, ist der Vergleich
mit der mittleren Leltféhlgkelt-—[o] weniger wichtig als wie der Vergleich

mit der GroBe

die den Charakter einer Art ‘‘mittlerer Leitfshigkeit’’ (deren Dimensionen
sie auch hat) besitzt. Spﬁter bei der Behandlung der Aquivalenzformeln,
wird man ersehen, daB & 7, in wesentlicher Form erscheint.

Aus dem obengesagten ersieht man die Giiltigkeit der Formel (24), die

2
theoretisch fiic groBere Entfernungen als wie r =/2[L00J _lo®

0
o 62

stets giiltig ist, praktisch jedoch auf den Fall beschrénkt bleibt, in dem

ro nicht allzu groB ist. Mit Ausnahme des Falles in dem 10| sehr groB
o

ist (fir welchen wie bereits gesagt nur das Verfahren wiederholt werden
muB, indem die erste geniigend méchtige Schicht von hdchster oder ge-

ringster Leitfahigkeit als Untergrund betrachtet wird) kann Gl. (24) fir

miBige oder kleine Werte von -2~ [a] verwandt werden. Dies kommt vor, wenn

G groB oder vergleichbar gegenuber [o] ist, d.h. fir eine Gestaltung bei
der der Untergrund eine Leitfdhigkeit von mittlerem, vergleichbarem oder
grofem Wert gegeniiber der mittleren Leitf&higkeit der dariiberliegenden
Schichten besitzt: insbesondere im Falle eines Untergrundes von sehr
groBer oder geradezu unendlich groBer Leitfahigkeit.
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Hingegen im Falle, daB das Verhiltnis lo] s groB ist, kann die

Gl. (24) fiir mittlere Entfernungen (ro sehr groB) nicht angewandt werden
und miissen somit die Gl. (29) oder (35) benutzt werden. Dies kommt vor,
wenn G sehr klein und [o] von mittlerer GroBe ist (Untergrund von sehr
kleiner mittlerer Leitfdhigkeit gegeniiber jener der dariiberliegenden
Schichten) oder wenn & mittelgro8 und [o] sehr groB ist (dariiberliegende
Schicht von groBer Leitfghigkeit): insbesonders kénnen die Gl. (29) und
(35) fir Untergrunde von niedrigster oder nullter mittlerer Leitfahigkeit
benutzt werden.

Man beachte auBerdem, daB, wenn die Entfernung r, nicht groB ist

([_‘_’]_ von mittlerer GrdBe), praktisch gleichgiiltig Gl. (24) oder Gl. (35)
o

angewandt werden kann: die besondere Niitzlichkeit der Gl. (35) bleibt
somit auf den Fall beschréinkt in dem @ sehr klein ist.

Anhang
[A.1]

Fiir x > a, nachdem o (x) = = konstant, 0’ (x) = 0 ist, verwandelt sich
Gl. (1) in

2
(1" d%v _ a2y 2 0
dx?
eine Gleichung, die das allgemeine Integral
v (x, A = c, eMx 4 c, e‘)‘x, (x > a)

zulit und, infolge der Bedingung b), muB cj = 0 sein und infolgedessen ist,
wegen der obenerwdhnten Wahl der Multiplikationskonstanten

v (x,A) = cze')“‘ = e)‘(""),(x>a)

[A.2]
In"der Tat fordert die Stetigkeit von v(x,A) fir x = a, daB
lim v(x,A = lim v(x,\)

x-»a" x+at

ist. Aber lim v(x,A) = lim e)‘(""‘), woraus sich sofort die erste der Gl. a’)
+

xX>a b S d I+
ergibt.
Analog muB, wegen der Stetigkeit von
lim o(x) v'(x,A) = lim o(x) v’(x, A)

x»>a" x»at



153

sein. Jedoch
_C_l_ e A (a=x) =
dx

lim o() Vv’ (x,A) = lim o(x)

x-)a+ x->ra

= lim o) lim (=N e ™% = _\lim o) == A7

x-ba+ x-’a+ x-’a+

(da fiir jed=s x >a, 0(x) = 7 ); hieraus erhilt man sofort die zweite Gl, a’).
[A.3]

Das besondere Integral v (x,A) der linearen Gleichung (1) kann als lineare
Kombination von zwei besonderen Integralen y (x,A) und z (x,A) der Gl. (1) selbst
ausgedriickt werden, welche ein Grundsystem bilden, da

y (0,A) z(0,A) 1 0

WyOA 0, A = - - 1 / 0
[(’)’z(,)] - 1 = ()

* (OA ’0,)\ 0 —

Y() Z( ) ()

ist und infolgedessen, auf Grund des Satzes von Lionville, besteht fiir jedes

Wiy, zx,N] # 0
Man hat somit
v (x,A) = cl(/\)y(x,)\) + cz()\)z(x,)\)

woraus man durch Einsetzen von x = 0

v, = ¢, (Ny(©O,N + c,(N)z (0N
v(0,N) = cl()\) y (0,)) + cz()t) z' (0,7)

erhilt und mit Beriicksichtigung der Gl. (4)
v(0,) =¢c; (N, vV(O,A) = ¢, (A)/o(0)

und somit Gl. (5).
[A.4]
Durch Einsetzen der Gl. (10) in Gl. (1) erhélt man
PR AL +ﬂ(% YA N2 >y () N
o(x) .
i=0

i=0 i=0

11l
(=)

(i=0,12,...)
D2 () A% *J_Z'(:)) goz; ) fzi P i;ozi (A% =0

i=0

Diese Ausdriicke miissen identisch Null in A sein; demzufolge miissen die
Koeffizienten der darauffolgenden Potenzen von A fiir jedes x gleich Null sein.

20 Ztschr. f. Geoph. 23
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Wir kdnnen z.B. die erste der vorstehenden Beziehungen in folgender Weise schrei-

ben
00

Z [y,i’ (x) +ﬂx_) y; (x)] A2i Z Y, (x) A2G+1) _ o
i=0 o (x) i=0

Wenn in der zweiten Summe i + 1 = k gesetzt wird, so erhdlt man

Z y; ®) A2 G+D) _ Z Ve, A2k Z ¥ ® A2i
i=0

i=0 i=1

und die vorherige Beziehung kann wie folgt geschrieben werden

> [y;’ 00+ 20 (x)] A Sy (A% =0
i=0 i=0

¥y 60 + €Wy gy B [y;' o) + 28 ) —y, (x)]X*’i =0

o (x) ] o(x)

woraus, wenn die Koeffizienten der darauffolgenden Potenzen von A gleich Null
gesetzt werden, man die Gl. (11) erh&lt.

[A.5]

Zur Integrierung der Gl. (11) mit den Bedingungen (12) bemerken wir, da8,
wenn jedes Glied mit o (x) multipliziert wird, diese Gleichungen folgende Form
annehmen

o(x)y}y () +0’ )y (x) = 0, ox)y} &)+’ ()y; (x) = 0o(x)y, ;| (x)
o(x) 2} (x) +0' (x)zy(x) = 0, o(x)z} (x) +0" (x) 2} (x) =o(x) z,_, ()
und, daB man, fir i = 1,2,3,....

o)y} () + 0 () ¥} (%) =-§-[o(x) ¥, ()]

(i=01,2....)

o) 2’ (x) + o’ () 2} (x) = —&xd—[a(x) z,(0 ]

erhilt. Infolgedessen kann die erste Gl. (11) wie folgt geschrieben werden
= y =
d o(x) y2 (x)] 0
i 0

woraus sich
o(x) yj, (x) = konstant

ergibt. Fiir x = 0 ist jedoch y{, (0) = 0 und somit ist

a0y, @ = 0
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Infolgedessen muB die Konstante notwendigerweise gleich Null sein und dem-
zufolge ist yp (x) identisch gleich Null. Es folgt, daB y (x) = konstant ist; aber

yo (0) = 1 und somit ist
Yo =1

Wenn in analoger Weise fiir z (x) verfahren wird, erhdlt man daraufhin

Aotk zp ()] =0

dx
o (x) z’o (x) = konstant

= konstant = 1

Jedoch 22) 0) = —1 4nd somit -1 . g(0) =
o (0) a(0)
1
o(x)

zy(x) =

: d
z,(x) = z,(0) + fo(g)

0

d s
2,00 = fo:) (24(0) = O fir die G1.(12))
0

Fir die weiteren Gl. (11) kann, fir i = 1,2,3,....geschrieben werden

Ed; o)y, )] = ey, ; ®

x

ox)y;(x) =0 (0)y'(0) = fa(t) Yiop ) dt

0

o (x) y; (x) =fa(t) yi_l(t)dt,. (y’ (0) = O fir die GI. (12))
° ¢
y; %) = y;(0) = ‘/'adé) fa ®y,_, ®)dt
0 0

x ¢
(13) y; &) = f—difa(t)y. L) dt, (y;(0) = 0 firdie Gl (12))
1 J o(f) J 1=

Mit dem gleichen Verfahren und durch dauernde Beriicksichtigung der GI. (12)

erhilt man fir die z; (x)
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- [d& i =1 cees
(13) z; ) fo(f) o) z,_, () dt (i 12,35.0..)
0 0
[A.6]
Um den

lim A o(a)z’(a,\) + Adz(a, )
A0 5(a)y’(a, ) + AT y(a,\)

zu berechnen, erinnern wir, daB infolge der Gl. (10) fir x = a nachstehende Be-
ziehungen bestehen

){xm Aa,\) = lxm[yo(a) +y, @A +y, (@A + ..., =y, =1

-0

g%f@M=ﬁ§%@+ﬂ@H+g@M+ ..... ] =y,a)=0

llm z(a,)) = lim [z (a) +z, (@)A? + z (a))t‘ =1z ola) = dx
As0 6 o(x)

lim z’(a, ) = hm[z (a) + 2} (a))\2+z (@A +....]1=2 (@) =

A0 A>0 a(a)

und somit, wenno # 0, + oo ist, ergibt sich

lim Aa(a)z (a,\) + AT z(@,)) _ |im a(a)z’(a,\) + AT z(a,)) _
A0 o(a)y’(a,N) + AGy(a,N) A+0 0(8M+ay(a,)\)

o(a)—-
o@ _ 1
a v
(denn lim Y (@A _ jim )':)(a)+y'1(a))\2+... - i y’l(a))tz b
A»o A A+0 A A0 A -

= lim [Y’l (@A + y'z @2 +....] =0) und infolgedessen ist fir unsere Funk-
tion
lim A 2@ 2" (8, ) + AT z(a, ) J,(Ae) = Jo(Ar)
A+o o(a)y’(a,A) + Ao y(a,A) A-»o G
(lim I, (Ae) = 1).
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[A.7]

Wenn wir G nach + o streben lassen, so erhalten wir

a(a)z’(a,)\) + )\z(a,)\)

lim A 2@z (@) + A5 z(a, ) J,(AD) = Lim A E, J, () =
2= 5(a)y’(a,N) + ATy(a,N) g0 M+ Ay(a,N)
g

AMJ L(An).
y(a,N)

[A.8]

Wenn wir ¢ nach 0 streben lassen, so ist die Grenzfunktion

m o(a)z’(a,)t) + )\32(3,)\) JO(AT) )Y V4 (a,)\) J (?\r)
-0 o(a)y’ (a,N) + AT y(a,A) y' (a,d)

so, daB

lim A2 §(Ar) = lim Z@&N 5 () =

A=0 ( )\) A-o0 (a )\)
)\
As0 A
und, da es sich um ein Unendliches ersten Grades handelt S\llm )\ZL%E%J (Ar)=
y
V@) + 2, () A2+ 1) + 2@\ ..
= lim A 2z 2 z(a J()\r)—llmz Yrha J(Ar)—
A-0 yl(a))\2 +y2(a))\4 Aso y, (@) + yz(a))\2
z(a) 1
=— = # 0, so ist die Grenzfunktion in der Umgebung des Null-
y; (@) a
fa(x) dx
0

punktes bestimmt nicht summierbar und Gl. (9) wird sinnlos. Wie jedoch bereits
gesagt, beziehen sich die Messungen in der Praxis stets auf die Differenz

+00

b)) - p(r,) = f A 2@z’ (a, ) + A5 2(a, ) [Jo(he) = Jo(Ar) ] dA
a(a)y’ (a,N) + A5 y(a, N

0

und infolgedessen wird die zu integrierende Grenzfunktion
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lim ola)z’(@,) +A7z(a,N JoAr) =Jo(Ae,) ] =
9290 5(a)y’(a, ) + AT y (@)

’(a, A
= )\-;,—%K;-[JO(MI) - J,(Arp ]

welche, infolge der bekannten Reihenentwicklung von J, (t) in nachstehender Wei-
se geschrieben werden kann

zp(a) + z'l(a))\2 o

AZ@N (5 (Ar) = ] (Ar)] =
YN T T ey @A 4.

1, ) 1, \*
9 (-—)\r1> 4 (-)trz)
1_(1Arl> 22 1—(l>\r2) 2 7L

2 2 (21?2

z(a) +z’1(a))\2 +... {[(1

Yy @a+y, @A+ ...

) Yy @A+yy @A3+ ...

= A

z’o(a)+z’l(a))\2+... {

z’o(a) +2) (a)A? + .. {

() -] 6

y'l(a) +y’2(a))\2 +...
und somit ist

z’ (a) 2 2
TN, _ 0. ) J
fim AZBB LI (Ar) = Jo(Ar) ] = 0 y,(a)[(2) (2) 0

eine begrenzte Funktion, die demzufolge der Umgebung des Nullpunktes summiert
werden kann.

[A.9]

Wir bemerken, da8 man von einer der in Frage kommenden Funktionen zur
darauffolgenden ibergeht, indem man mit o (x) multipliziert, zwischen 0 und ¢

(ver&nderlich) integriert, nochmals mit multipliziert und noch einmal zwi-

g

schen 0 und x integriert: wir schreiben das ebengesagte mit den verwandten Sym-
bolen wie folgt
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x ¢
q a
y;(x) = fa(g) fa(t)yi_l(t) dt = —(1;0 (oy,_, )] ]
z,(x) = fo(rf) a(t)zi_l(t) dt = %0 (oz,_, )} ]

Aus demselben Grunde besteht andererseits

Yiog®) = [%O(UYi_g)] , 2, () = [%O(azi_z),

x

und somit
y;(x) = [-—000—0 oy, 2)] , z,(x) = Losolo (azi_2)J
x o o x
- . df 1
und schlieBlich, wenn man beriicksichtigt, daB yo(x) =1, zo(x) = (f) i
0
x
ist
y;0) = [locrolooo....oloa yo(x)] - loaoloao....oloa]
g e La— x g ., g g x
N\ —— [
i -mal i-mal
z,(x) = [1000-—000 100 z (x)] = u-OoOLOGO.. . .OLOOOLJ
\g Yy ta J x .lo J lo J Lo o o x
i -mal i -mal

(i = L,23,....)
woraus sich die Entwicklungen (19) ergeben.

Durch Beachtung der ersten Gl. (16) erhalten wir aus Gl. (19)

ox)yj(x) = a(x)i-[lOUOvl-OoO....OLOOJ =

g Lo g
i-;al
= 00— |001000....0L00| = |o0Ll00o0....0L0 ]
olx)| o o . o o |,
———— —— ——

(i=1)=mal (i-1)-mal
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a(x)z’i(x) = o(x)f—{lOoOLOOO.. . .0-1-0001} =

xlg_, o g o0

N J/

i-mal

= o(x)L[aoloUolo...olocrol = [oolOaOLan....oloaol
g

o\x (4 o g g ag (4 g x
N . ,
(i—=1)-mal (i=1)—-mal

woraus sich die Gl. (20) ergeben.
[A.10]

Bekanntlich ist die Reziproke einer Potenzreihe
= 2
YN = a; +a Xl + a, A" + ...

mit a; # 0, wiederum eine in der Umgebung des Punktes A = 0 in eine Potenzrei-

he entwickelbare Funktion der Type

1 b 2
—_——= + b A+ b A+ ...
9[’()‘) 0 1 2
wobei die Koeffizienten by durch folgende Rekursionsbeziehungen gegeben sind

aob0=1, a, b, +ayb, =0, a,b, +a; b, +ayb, =0,.

anbo+a b, + b2+....+aobn=0,....

)m....}

1+6H A+{UOL] AL,
Z(N _ g g =-£-{l —[0—])\+ ([a_]z_[.l_OUJ)Az + }
= 4 b

o -2 o

Y(N 3+[0]A+E[-1-00} A2+ g

i . {1+5B])\+[aoﬂ)\2+ ..... }

und dwrch Multiplikation der beiden Reihen gemd8 Cauchy erhilt man

2
Z,S)\)L-p_l. 1+(7L _ld )\+(L‘i-[-1-00] —lol-|1], o0l A2+ ...
Y (A o o o (72 a o o

und durch Beriicksichtigung der G1. (17) fir x = a

n~121 T 8,2

Auf Grund des Gesagten lgitet man sofort ab

1 =;1_{1_qux N ([0_]3_[.1_00
v o o

52

woraus
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el L3l L]

[o?_ [-1-00] +[aOL]— [a][l-} _Lo? lOa] + aol]—[aol] - [100] =
b,-z o (¢4 o 32 o i o o o

Lo 2[100

52 0'4

erhilt man schlie8lich die Gl. (23).
Durch Anwendung der Gl. (22) mit -f (A) = ZTE;:—;. nachdem

2
a, =%, a, =—}_;(E[%J—[T;]), a, =~;;(£;l2— 2[%00]), .....

ist, erhiilt man sofort die Gl. (24).

[A.11]

Auf Grund des erwéhnten Kriteriums setzen wir voraus, da8 Gl. (24) giiltig ist
wenn das Verhéltnis

I 2[.100] _l?1 l 2[100] _o?
o 0,—2 l'3 ag 52
T 2

r

<<1 ist, was fiir sehr groBe Entfernungen r im Vergleich zur Entfernung r¢ zutrifft,
weshalb

ist, d.h. f— . ;
. £ fo(x) dx
(25) r, = 2/£fa(t)dt— 0
5 : 403) . 52

Diese Entfernung ry hat im allgemeinen die Grd8enordnung von a, wie z.B.
ersichtlich durch Anwendung des zweiten Mittelwertsatzes auf den ersten Adden-
den unter der Wurzel

21 Ztschr. f. Geoph. 23
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a f a a a8 a
d¢ _ dx < f dx <M 2
fo(a fa(t)dt = /G(X)dx ol o(x)dx ( o Sma
0 0 0 ¢ 0 0

(m und M sind das Minimum bezw. Maximum von o (x) in (0,a)) und durch Anwen-
dung des ersten Mittelwertsatzes auf den zweiten Addenden

woraus sich ergibt

Man kénnte fiir ry noch verfeinerte Ungleichheiten ableiten, aber die eben be-
schriebene geniigt, um das Problem fiir einen allgemeinen Fall zu erldutern,

[A.12]

Wenn man das Produkt entwickelt, so erhdlt man tatsdchlich

IUOLOOI
5{1+((€-]— )/\}~1+A)\+ g +AZ) 2 =

o (ol

0010;
={1+AX+ [——9——]4- A? A2+(@-A)X+A([_0]__A AZ 4
[o] o o
UOLOO]
+(‘@' —A) g + A2 A3 =
E [o]
[00l00]
alild o ansio daz a2z alol g2 a2p2,
o (o] 5
1 1
aO—Oa] [oO-—Oal
+-[g—] g )xa_Aba_.)\3+_[a_]A2A3__A3A3
g [ (o] 3

Auf Grund der Definition selbst von A (die & als Multiplikator enthalt) kdnnen
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e . 3 AZA3 3,3 . .
wir die Glieder vernachlissigen welche A\ y— A A° enthalten (diese Glieder
, o
enthalten Potenzen von & héher als die dritte) und schreiben

[00100
{1 +(h7_—] —A))\}- 1+AX+ ——[0—]——+ AZA% ) =
g 0.

] ] 1
c0=00 00=00
6'1 sloy Loy +AL%])\2 440 /\3J =

Q)

o g o o

OOLOU} {oO-l-OaJ
o<1 +M)\ L0 J)2 [-1—00] P S § DT

o (o] o ldl

]

[00100‘ [00100]
49 Ni-F7l1 +—[%])\ +[—1-0tr])\2 +L 0 )38 -

o o o

+

(4

[00100}
7 +[dA +[100]h2 +—+—)\3
o

(4

was wir eben beweisen wollten.
[A.13]

Aus [ [
l+o0 lJ)\+ 00l A2
Z(N _ 1 a o

Y() 5[1+([21_A>)C 50L00]
o 1 1+AX+ o 1 L AZa2

(o]
A ’00100’}
~ 1 {1 +7 l])t+[00l])\2}~ 1-AA=L 2 J)?
G F + I%]— A‘))\] L7 9
o
erhilt man durch Bildung des Produktes im Nenner

R s

YO T a[u(%_fx))«]
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[oolmw] [001001
- AEH)@ - EHL)@ - [aolJ_—U_)ﬁ
g ol o] | [o]

5 [1 +(-["—] - A) x]
G
woraus man durch Vernachldssigung der dem dritten darauffolgenden Glieder (wel-
che Potenzen von A die gleich oder héher als die dritte sind, sowie Produkte der

Type A & A2 enthalten) erhdlt

1 1 00-1—00]. 2
) +(3H _ A)A . ([oO-J———l—))\
Z()\) - g g [0]

Y =R

g

Wir fiihren jetzt die Division zwischen dem Z&hler und Nenner durch: man erhédlt
[oolOo] _
1 +(c? LJ - A) A+ ([aol] - ——3-——-)/\2
g g (o] = h+KA+

wobei h, K, B zu bestimmende Konstanten sind.

Um die Rechnung in einfachster Weise durchzufiihren, setzen wir

R
1 +(-E:-]-—A)A 1+(@- A)A
o g

_[i]_A=[_0]a, A=@(l-a)
o o
1
[l Oa] _ [00000]
@t e
und
00-001

ezl

Wir k3nnen somit den vorhergehenden Quotienten wie folgt schreiben
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o o

o] [o] -

1 +(Ig-1 - A))\
o
[OOLOO]
1+{a[l}-ﬁi(L_m}x+{[aol]- g }A2

_ o a.- o [0]

1+19 4
g

woraus sich in identischer Weise ergibt

oOLOo
1 +{F[-1—]—[—f](1—a)})\+“ool]_L_”_]_ A2 = (h +K>\)(1 +L§'M)+ R
ol o o lo] o

Durch Bildung des Produktes im zweiten Glied und Gleichsetzung, gelangt man
fir h, K, R zu folgenden Gleichungen

h+R=1

.[-‘_’.lah+K=F[l‘ —-[—Z]-(l-a)

G ol o
#0100

[d {00l ___.a g ]

?aK-[UOO] ol

woraus man sofort erhdlt

ol @
. 0loo] )
__a l={1]|_Ild T |.ol],_7T [a o ] -
= [a]a{a [a] = (1-a) P [aoa]+[a]a o] ]
1
- 32[-1- _ l—a _ 62 [aol + 52 [00‘;0(7] _
[o)a lo o [o]2 o) [o]2e? [o]
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0c0loo
52 - -a(l ) — g? oO!’-‘{..iz__[__a__].
[0] [U]z o] [g2 (o]
“ 1
rr{l __3_"’[;}} i lgo;]_ a2 ["OEO"]
lo] |o 2l ol [z [
= 1 _ -
o
1
RN k| |+t
012\l (o] [d o o2l "
=1-
a2
_ & [aoioa]
(02 [0
1
1-2%([10, _l"_‘f_é_oj__[] y [ 00]
- [0]2 g [0] [0] o [0]3
S 2

[o 0100] _2 2 [00100]
-+t 9o J), @ [gol].__i____g____

[0)? (g2 [dd

o

2

Das dritte Glied im Zahler kann vernachlissigt werden (es enthidlt %) und
man hat somit

1
-2 (1] L2
ho1o_ 2\l o ) (P
0'2

1
1]+_a‘f[001]_ﬁ[f°_3ﬂ
ol (o2l o) ()2 (o] )

1-20°

= hoe]- [012([10°]+[aoi]) [a]zlooi] -

=1 - [0]2
o
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1 20 [100,]
=1 —-—-[2]2———, ([0] [-1—]= [l00 +[aoll )
o o o o

Daraus erh&lt man, wenn

—2
B =1 _E_[loa]
[0]2 o
gesetzt wird

h o1 -8

a2

Ferner, nachdem h + R = 1 ist, erhdlt man

R - 8B
n,z
und schlieBlich die Gl. (33).
[A.14]
Aus
+oo +o00
(A
¢>(r)~-— f Joix) f [1—-3—+K,\]Jo(>\r)d,\
0 A+ [U]a)\ s o?
o
erhédlt man, infolge Gl. (26)
+00
f J(M‘) /J(/\l‘) a-;p(iL)
1+LQA [a]a “Tda’ \ld @
0 0A+-Z
T [o]a
und infolge Gl. (22), angewandt fir f (A) = 1 -8 + KA, und somit mit a, =
o?
= l—-%,al =k.a2 =83 = ..., = 0,

Jmll_% + KA]JO(Ar)dA ~(1_£_)%

und demzufolge Gl. (35).
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[A.15]

Unter der Annahme, da8 r in Gl. (35) ziemlich groB ist, k&nnen wir fir die (x)
die asymptotische Entwicklung (28) als giiltig betrachten und schreiben

b() ~ Lﬁ{m _Lﬁ}+.1_(1 __é)1_=
7 G /"

[0} o3 53,3

welche mit der Gl. (24) iibereinstimmt.
[A.16]
In der Tat ist

[00100]
lim @ = lim l—— [100] L g Jjr=1

G+0 -0 [0']2 Lo (o]

limB = lim {1_ 25? 00]} =1
ag

g0 G0 [0)?

(1— )=lim-1-°—'2——§ llmlhm—é lm—§-=
5-»05 o2 6-»0&- P o-ooa,20->05 540 7

i [aO«l-O% o [00-1-00] 2
2-0_. g + g [lOg] LT A §
g

(o]

[00-1-00]
= _lim {2-2 |00 00] +— [100] -—Z 2)t=0
g0 [0]3 o [0,14 [0]

und somit stimmt, fiir sehr kleine Werte von &, Gl. (35) mit Gl. (29) iiberein.

(Wird fortgesetzt)



