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Asymptotische Formeln zur Bestimmung des von einer oder
von mehreren Elektroden im geschichteten Boden

hervorgerufenen Potentials

Von A. Belluigi, Rom
(Fortsetzung)

Teil I

Das erste Kapitel dieser Abhandlung beschéftigt sich mit der Umwand-
lung in explizite Form der in der vorhergehenden Arbeit (Teil I) gebrauch-
ten Ausdriicke von der Type [f] oder [f0{] fir den Fall eines geschich-
teten Bodens, wihrend das zweite Kapitel der Ableitung der auf die vorher
erzielten Ergebnisse sich stiitzenden Aquivalenzgesetze gewidmet ist;
das dritte Kapitel ist der Erweiterung der Aquivalenzformeln auf Béden mit
Untergrund von ungleichméBiger Leitf&higkeit gewidmet.

Kapitel 1. -

§ 1. Die Ausdriicke die wir in explizite Form bringen wollen sind die
vier folgenden b

[o] =fo(x)dx, ['1']= f"d'x‘: [C’Ol]=f0(X)dx T2
J o ) o(x) o ) ) o(£)

Loo|= dx xo
[00] fo(x)f (& d¢

0 0

Wir betrachten den Fall in dem der Boden, im Bereiche (0, a), aus n-
Schichten, von der Machtigkeit h; und Leitfahigkeit o;(i =0,1,2,...n-1)
besteht. In allgemeinerer Weise betrachten wir vielmehr zwei Funktionen
f(x) und {(x) die in der (i +1)-ten Schicht von der Machtigkeit kon-
stante Werte f; und {; annehmen. Wir bezeichnen auBerdem mit a; die

D Prof. A. Belluigi, Leiter des Istituto di Fisica Terrestre an der Universitit von
Perugia, Italien.
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Tiefe der (i + 1)-ten Schicht, d.h. wir setzen

i-1

a;= ) h =hg+h +...4h_,
k=0
Wie ersichtlich ist a; = 0 und a_ = a.
I w——————o—n 1
ho %
i
1
hy ‘7 ,
-1
=Y My
k=0
a
hj ¢
hpy On-1
- 2
¢
Abb. 1
Vor allem erhilt man sofort
(1)
b no1 At1 n—-1 n—1
[f]=ff(x)dx= D f)dx = ) £, ,—a) = D fh
0 i=0 4 i=0 i=0
i
a x
Um [f0(] =ff(x)dx f((f)df zu bestimmen, berechnen wir vor-
0 0

erst das Integral [{] = f (VA E.
0
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Wir betrachten x im Bereiche (a,, aH_l): dann ist

a.
1

x i—1
[C]x=f (x)dx +f§(f)d.f= Z Lhy + & (x—a)
0 a. k=0

woraus man, auf Grund der Definition von [f0 /] und f(x), erhilt

a

a ne1 dtl a1 i+ 1
(f0¢] =ff(x)[§]xdx = ()] dx = D fif [¢), dx
0 i=0 a i=0 a,

i i

und infolge der vorhergehenden Beziehung fir [{]_

i+l fivls, fi+1
f [C]xdx=f (Z hkék)dx+<if (x —a)dx =
k=1

a . a,
i i i

i—-1

i-1
1
=<Z hkgk)(ai+1-ai)+§éi (a; 4y —a)” = b 2 hkgk"';éihiz
k=1 k=1 “

woraus man schlieBlich, durch Einsetzen in die vorgehende Form von
[f0 ], in leichter Weise

n-—1 i—-1 n—1
@ t0¢1= 2 fihy X Ghewd X £ h]
i=0 k=0 2 i=0
erhilt.
Wenn wir fir f(x) = o(x), {(x) = 1 und somit f, =0, . =L
O(X) i i i oi

setzen, so erhalten wir aus Gl. (1) und Gl. (2)

n—1 n—1 h
3) [l = Y o;h,, [l]= Pt
s o.

i=0 i=0 "i
1 nil iz—:l hk 1 n—1
(4) [00—]= AN —=4+d hZ,
o =0 K=o % 2 iso
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n-—1 h. i-1 n—1
l-l-Oa]= Z—‘Z Ukhk"'lz hi2'
o i=0 % k=0 2o

Mit einigen Rechenvorgingen kdnnte man fir die Gl. (3) und (4) die be-

reits in allgemeiner Weise nachgewiesene Beziehung |0 0 Lisllool-=
o o

= [o][l‘ (siehe Gl. (17) des Teiles I der Arbeit) ableiten; wir bestehen
o

jedoch nicht darauf.

§ 2. Wir schreiben jetzt die Gl. (3) und (4) in expliziter Form fir 1, 2, 3
und 4 Schichten (n =1, 2, 3, 4).

a) n = 1
l(,l = Ooho, ‘ ‘— - loo
o

Q I~

Lo
[ S
]

o

[ (]
a!{lfwm '[
ho %o e ’if G

|
|

& ¢ ¢
nz1{ n=2 n=J
Abb. 2 Abb. 3 Abb. 4
b) n=2
h h
lo] = gghy+ 0, by, [-l- =24 L
g 00 01

o 01

o g
[aol]=o—1h h +% (h2 +hd) = %(h§+hf +2hgh)) =hh +71-h0h1 =
0 0

1. 2 %
= =a +h0h1(——1)
2 o,

24 Ztschr. f. Geoph. 23
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o 2 .

1 2 %
==a“+h,h (-——1)
0™1
2 0’l

¢) n=3

by by
%

h
+-2

1
lo] = aghg+0yh) +0,hy, [;}= Z o,

1] % %9 ! L2, 012,12
002|=—h h, +—=h_ h_+—h, h, +=(h%+h{+h3) =
o™ 02 1712 o711 Ty
[ o o, o, 9, 2

=L @34 nZ b2+ 2hoh, +2hoh, + 2h b)) + hohl(i’l-l) .
g
0

g (4]
g (1) b, (22-1)
%

1 9 % % L2, 12,12
[;00] =0—lhohl +-;;ho h2+0—-2~h1h2 +§(h0+hl +h2) =

K W’ww
-la2+h°h1('——1)+ i ho G,
o, )
o [
+h0h2(3‘l-1) hlhz(.a—l--) b
02 2 'l
h 9
h
d n=14
h 9
lo] = 0ghy+0,h, +0,h, +0.h,, L I

h, h, h h =
L],_o+_1+_2+_s nxé
(4 00 0’1 02 03

1 % 2,12y _ 12,12 %
[Oal=-a—hohl+—(ho+hl)=§(h0+h1+2hohl)-hohl4-:;--}10}1l
1



187

o g g o o
[o’ ol] =-—1.,h0h1 +-—2h0h2 +—2hohy +—2h hy +—2h, b, +
7] 9 % % 1 9y

+%(hg+h§+h§+h§) =

= -]2’*a2 +hyh, (3-1)+ hoh, (ﬁ-— 1) +hgh, (0—3— 1)+

% % %

+hyh, (:—2-1) +h1h3‘(?-1)+h2h3(?—1)
1 1 2

o
[l 0 a] =20 by +=%hoh, +—2hohy +—Lh h, +-Lh b, +Zh,h, +
o Ul 0'2 03 02 03 03

+-§-(h§+hi+h§+h§) =

o o o
= %az +h°h1(—°—l) +hoh2(—°- 1) +hgh, (—2- )+

N

o o g,
+h1h2(—1—1) +h1h3(—1-1)+h2h3 (-1-1)

02 O3

Aus den obenangefiihrten Formeln ersieht man deutlich die Struktur der

Ausdriicke [a 0 -1~] und [l 0 a]: sie besitzen die Dimensionen des Qua-
o o

drates einer Linge und enthalten in linearer Form alle Verhiltnisse zwi-

schen den Leitfghigkeiten eit]er Schicht und jener der vorhergehenden

Schichten im Falle von [0 01| sowie jener der nachfolgenden Schichten

im Falle von [l 0 a].
o

Kapitel 2

§ 3. Wir betrachten jetzt einen gleich geschichteten Boden wie im er-
sten Teil der Abhandlung; fir den scheinbaren spezifischen Widerstand
dieses Bodens sind zwei asymptotische Formeln nachgewiesen worden.
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Fir einen Boden mit schwach leitfdhigem Untergrund (7 <L) ist die
a

Giltigkeit nachstehender Formel

(5) #0 ~ L (ﬁ r), 40 = 2 THy(0 - 7, (0]

gezeigt worden, wihrend fiir den Fall eines Untergrundes von groBer Leit-
fahigkeit folgende Formel abgeleitet wurde

©®) B0 - é{l-(a; - Lot} 4]

o|r 52 1'3

worin mit a die GrdBe

(7 a_ =,/2

m

~1-Oa]

o

bezeichnet wird, die wir ‘“scheinbare Tiefe’’ nennen kdnnen.

Wir betrachten nun eine Schicht von der (konstanten) Leitfahigkeit o*,
Tiefe a* und einem Untergrund von der Leitf&higkeit o*. Wenn man die im
ersten. Teil dieser Abhandlung (Fall a) fiir eine Schicht ) festgelegte For-

meln beriicksichtigt, so erhilt man [o] = o*a*, 2 Log|= ax 2 a_ =a*
o
und somit
o1 _o*
(5" B0 ~ =L lﬁ(a*a*r)
2

(6") 3~ l+a*’(1—iL

o¥|r 5*2 l_3

Wir betrachten nunmehr einen beliebigen Boden bestehend aus einer
Schicht von der Leitfahigkeit o(x), die im allgemeinen Funktion der Tiefe
ist, und aus einem Untergrund von der Leitfshigkeit 5, und suchen die
Bedingungen welche die soeben untersuchte Schichtentype (Formeln (5°)
und (6")) erfilllen muB, um mit dem in Frage kommenden Boden gleichwertig
zu sein. Die Aquivalenz ist selbstverstindlich in asymptotischer Weise zu
verstehen, d. h. fiir Messungen in ziemlich groBen Entfernungen.

§ 4. Wir untersuchen zuerst den Fall eines schwach leitenden (insbe-
sonders isolierenden) Untergrundes: fir den in Frage kommenden Boden
gilt die Gl. (5) und fiir die dquivalente Schicht férdern wir die Giiltigkeit



189

der Gl. (5"). Infolgedessen muB, zumindest fiir ziemlich groBe Werte von r,
folgende Beziehung gelten

1 1 a*
[0l ¢([a] ) v "’(a*a*')

woraus man [A. 1]

(8) L.l 5-5+
o o*
erhalt.

Demzufolge kann man auch schreiben [A. 1]
[0]2 = a*2 o*2

(8"

[o] =a*o*

Die Gl. (8) und (8’) sind somit fiir die Identitét der zwei asymptotischen
Entwicklungen (5) und (5°) notwendig; es ist klar, daB sie auch geniigen.
Die Gl. (8) und (8’) stellen die Beziehungen dar, welche die Parameter a*
und o* des fiktiven, mit dem gegebenen Boden gleichwertigen, Bodens
liefern.

Die Gl. (8) und (8’) driicken das bekannte Resultat aus, daB man n&m-
lich asymptotisch einen Boden mit schwach leitfghigen Untergrund durch
einen fiktiven Boden ersetzen kanny bestehend aus einem Untergrund von
derselben Leitfdhigkeit und aus einer Schicht von beliebiger Machtigkeit
a, deren Leitfdhigkeit mit dem Kirchhoffschen Gesetz fiir Nebeneinander-
schaltung berechnet wird.

§ 5. Dagegen im Falle eines Bodens mit einem Untergrund von mittlerer,
nicht kleiner, Leitfghigkeit, d. h. fir eine Gestaltung bei der a G nicht als
klein angesehen werden kann im Vergleich zu [¢], miissen wir die Gl. (6)
und Gl. (6) identifizieren. Mit einer gleichen Uberlegung, wie im vorherge-
genden Falle, erhalten wir folgende Beziehungen

o* =0
2
a*z(l- g* )=32 _ld
mo—2
G*? o

woraus man, falls man a* und o* von & unabhingig haben will, folgende
Beziehungen ableitet
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9) a*o* = [o]

a*=am= 2 l-Oo]
l‘ |a

Man gelangt somit zu einem analogen Ergebnis, wie im Falle eines
schwach leitenden Bodens, mit dem Unterschied jedoch, daB die Machtig-
keit der gleichwertigen Schicht nicht beliebig festgesetzt werden darf,
sondern daB sie gleich der scheinbaren Tiefe sein muB. Wir beachten fer-
ner, daB wahrend die Gleichwertigkeit im Falle eines beinahe isolierenden
Untergrundes das Hauptglied der asymptotischen Entwicklung betrifft,
interessiert sie in diesem Falle auch das zweite Glied und um sie deshalb
in der Deutung einer spezifischen Widerstandskurve ausniitzen zu kdnnen,
muB die Kurve eher genau sein. Jedenfalls ist ihre Verwendung hier we-
niger einfach als im vorhergehenden Falle.

Kapitel 3

§ 6. Bisher haben wir uns mit der Substitution einer beliebigen Schich-
tenverteilung durch eine Schicht beschiftigt, wobei diese Verteilung
einen Untergrund von gleichfsrmiger Leitfshigkeit hatte. Wir werden jetzt
zeigen, daB die gleichen Aquivalenzformeln auch im Falle eines Unter-
grundes von beliebiger (auch von nicht konstanter) Leitfdhigkeit ange-
wandt werden kdnnen; und zwar werden wir zeigen, daB man auch in diesem
Falle fir Entfernungen r >>a die Leitfdhigkeitsverteilung in der Schicht
(0, a) durch jene einer gleichfdrmigen, mittels der Gl. (8) oder (9) berech-
neten Schicht ersetzen kann.

Zu diesem Zwecke betrachten wir einen Boden von der Leitfahigkeit
o(x) die fir x >b >a den konstanten Wert & annehme. Mit den Bezeich-
nungen des ersten Teiles dieser Abhandlung erhdlt man, durch Einsetzen
von b an Stelle von a

+ 00

(10) () = f QM) J,(r) dA
0

worin

A _)‘O(blz’(b. AMN+Acz(b,A)
2) o)y’ (b, A) + A5 y(b, )

Wir geben jetzt der 2(\) eine neue Form die den Teil hervorhebt der
nur von den Werten o(x) im Bereiche (0, a) abhéngt und den Teil der von
o(x) fir x > a abhdngig ist.
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Wir betrachten zu diesem Zwecke die zwei Sonderldsungen 7 (x, A)
und {(x,A) der Gleichung (1) des ersten Teiles der Abhandlung, welche
folgende Bedingungen erfiillen

n(a,A) =1, o(a)p'(a,A) =0
(11)
l(@,N) =0, o@C@A=1

Wie im Falle der y(x,A) und z(x,A) des ersten Teiles, beweist man

daB
a(x) [n(x,A) £*(x,A) =p° (x,N) £(x,A)] = konstant

ist, woraus man durch Einsetzen von x = a und durch Beriicksichtigung
der Gl. (11), folgende Beziehung erhalt

(12) 0 (x) [n(x,A) £* (x, A) = 7" (x,A) {(x,M)] = 1

Nachdem die y(x,A) und z(x,A\) L3sungen derselben linearen homoge-
nen Gleichung sind, kdnnen sie durch lineare Kombinationen von 7(x,A)
und £(x, A) erhalten werden: man erhilt somit [A. 2]

y (x,A) = y(a,A) n(x,)) + o(a) y’(a,A) {(x,A)
(13)
z(x,A) = z(a,A) 7 (x,A) +o(a) 2’ (a,7) {(x,])

Wir bezeichnen jetzt mit Q(\) den analogen Ausdruck von Q(A) der
mittels n(x,A) und {(x,A) gebildet wird und zwar

14 SO0 = 2.20) 2B, + A5 L(b,A)
s an a(b) n’ (b,A) + A 3 (b, A)

Um diesen Ausdruck zu bilden kann man wie bei der Bildung von Q(A)
(siehe Teil I) vorgehen, indem wir 0 durch a und a durch b ersetzen.
Dieserhalb kann die T}(\) wie die Q()) des gegebenen Bodens gedeutet
werden aus dem die Schicht (0, a) herausgenommen sei: sie hdngt somit
ausschlieBlich vom Verhalten der o (x) fir x >a ab.

Durch Einsetzen der Gl. (13) in Q(A) und bei Beriicksichtigung der
Gl. (14) erhalten wir [A. 3]

, 0@ 2’ @A Q0+ z(a, )
(147 Q@) = A o(a) y’'(a,A) Q) + A y(a,])
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In diesem Ausdruck sind y(a,}), z(a,)), y’(a,A), z’(a,)) unabhéngig
vom Verhalten der o (x) fir x > a, wihrend Q()) unabh#ngig von o(x) fiir
x <a ist.

Durch geeignete Umformung der Gl. (14’) [A. 4] gelangt man zur fol-
genden Beziehung

1 @) = Azl A
(15) W y(a,/\)+y(a,)t) Ay(a,A) @ (X) + o(a) y' (a, M)]
N ==Ll
(“’() ﬁ(x))

woraus man
a . .

+ +
& (r) =f )\MJO(Ar)dr+f : Jo ) - —dA
/ y (a, ) J y(a,N) [y (a,A) @ (\) +2§§lYAJE:L)‘

]
erhélt.

Das erste Glied stellt den von der Verteilung o(x) im Bereiche (0,a)
und von einem Untergrunde von unendlich groBer Leitfdhigkeit herriihrenden
scheinbaren Widerstand dar. Wie bereits erwidhnt nimmt dieser scheinbare
Widerstand exponentiell mit der Entfernung ab und liefert infolgedessen bei
groBen Entfernungen (r >>a) einen vernachldssigbaren Beitrag zu ¢ (r).
Ferner konnen, stets fir r >>a, y(a,A), z(a,A) durch ihre im zweiten
Glied abgebrochene Reihenentwicklungen ersetzt werden und man kann
somit in das zweite Integral der Gl. (16) folgende Beziehungen einsetzen
g

y(a,A) ~ l+[100])\2 = 14-%a:l 22

(17
)lt o(a) y’(a,A) ~ [o] A

(Siehe Gl. (19), (20) des Teiles I).

Nachdem bei diesen Entfernungen und in dieser Nizherungsfolge die
Schicht (0,a) nur duwch [o] und a, eintritt, ist es zuldssig sie durch
eine gleichwertige homogene Schicht zu ersetzen und zwar so, da8

a* =a_, a* o* = (o]

ist und dies sind eben die bereits friiher gefundenen Beziehungen.
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Im Falle ferner, daB o(x) sehr klein fiir x > a ist, so wird auch w(\)
eher klein sein. () hat die Dimensionen einer Leitfdhigkeit und nimmt
im allgemeinen Werte in der GréBenordnung von o(x) fir x >b an. Es
besteht in der Tat 0(0) = 5; o(x) = o(a); infolgedessen wird man
y(a,A) ~ 1 setzen kénnen und die ¢ (r) wird nur von [o] abhingig sein.
Man wird somit die Schicht (0,a) durch eine homogene Schicht ersetzen
kénnen, so daB

* = [o]

ist und die eine beliebige Tiefe hat (man kann z.B. a* = a setzen). Man
mufl aber bemerken, daB das Einsetzen von a* = a_ in diesem Falle zu
keiner erheblichen Verbesserung der Aquivalenz beitrégt.

Im Falle, da} fir x> a leltfahlge Schichten vorhanden sind, so ist
beim Gebrauch der Aquivalenz, wie bereits erwéhnt, groBere Vorsicht not-
wendig als wie im Falle von aufeinanderfolgenden weniger leitfdhigen
Schichten.

Anhang
[A. 1]

Aus der Beziehung

(&) e (55)

geht man, fiir sehr groBes r, zu folgenden iiber

ngll_lglfl_)s 1 (a*o*l_a*ao“L)
[o]

= — X k| =x —43
or 03 l_3 ato o r o* l_3

bzw. wenn man jedes Glied mit r multipliziert

woraus man, bei Grenziibergang fiir r » oo, die G1. (8) erhlt.

25 Ztschr, f. Geoph. 23
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[A. 2]

Wenn wir
Yy, A) = ¢, n(x,A) +¢c,{ (x,A)

z(x,A) = c} n(x,A) +¢c;{ (x,A), (c;, c,y €}, ¢, = Konstante)

setzen (was zulissig ist, denn 7 (x,A) und {(x,A), wie aus den Gl. (11) sofort
ersichtlich ist, bilden ein Grundsystem von Integralen) und wenn wir in dieselben
x = a einsetzen, so erhalten wir, bei Beriicksichtigung der G1. (11)

y(a,A) = Cps z(a, ) = c’1

und wenn wir differenzieren und nochmals x = a einsetzen, so erhalten wir

1

P @A) =—2,  2’(a,A) = —2

o(a) o(a)

woraus sich sofort die Gl. (13) ergeben.

(A. 3]
Aus den Gl. (13) folgt

y (b,A) =y(a,A) n (b,A) + o(a) y’(a,A) £ (b))

y' (b,A) = y(a,A) 5’ (b,A) + o(a) y’ (a,A) £’ (b, A)

z (b,A) = z(a,N) 7 (b,\) +0(a) 2’ (a,A) ¢ (b, )

2’ (b, A) = z(a,A) 7" (b,\) + o(a) 2’ (a,A) ¢ (b,A)
und durch Einsetzen in ) (A) erhilt man

QO = A o(b) [z(a,A) n° (b,A) + a(a) 2’ (a,A) &° (b,A)] +
a(b) [y (a,A) n’ (b,A) +o(a) y’(a,A) £’ (b,\)] +

+ A0 [z(a,A) n(b,A) + o(a) 2’ (a,)) £(b,A)]
+Aa [y(a,A) n(b,A) +a(a) y’(a,]) £(b, N)]
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= o)z’ (@) [o(b) {’(b,)) +Ac {b,M)] +
o(a) y’(a,A) [o(b) £’ (b,A) + Ao {(b,N)] +

+z(a,A) [o(b) o’ (b,A) + Aoy (b,A)]
+y(a,A) [o(b) n’ (b,A) + Aon(b,A)]

a®b)n’ b,N) + AT bA) giocaient wer-
A

woraus, wenn Zihler und Nenner durch

den, sich ergibt

o(a) 2’ (a, ) A 2L (B, D) + AT, ) 4 ) (g, )
Q) = A aéb; Z—’ (b,)\; + )\Eﬂ?),)t)
, a(b) £ (b, ) + AGA(b, A)

7@y @I Y N + Aoy Gt @Y

Durch Beriicksichtigung der Gl. (14) erhéilt man dann sofort die Gl. (14°).

[A. 4]

Aus Gl. (14’) erhilt man nacheinander

+2(@) 2’ (@, A

Q) = A o(a) z’ (a, A) ﬁ()\) +Az(a,\) =\ zﬁa,)‘) . z(a, A)
o(a) y’ (a,) Q(A) + Ay(a, ) y@ 2 ), o)y (a,]) Q)
y(a, A)
A +2@ v (@) 3R, o@) 2’ (a,A) Q) _
= )\M. y(a, ) z(a,A)
y (a, A) A +2() ¥’ (8, ) Q)
y (a,A)
_o(a) y’(a,A) G\
y(a,N)
Q) o(a) [y(a, ) z’(a,A) - z(a, X) ¥’ (a, A)]
=a2(@d) )y, y(a, A) z(a,A)
y (a,A) A+2(@) y’(a,d) Q0
y(a,A)

Wegen der Gl. (3°) des ersten Teiles der Abhandlung ist jedoch
a(a) [y(a,A) z’(a,A) - z(a,A) y’(a,A)] =1



196

und somit

Q\) = aA2(a) 2’ (a,A) QM) + A z(a, N
a(a) y’(a,A) (N + A y(a,)

Q)
=22 ), y(a, M) z(a, A)
y (a,A) A +2(@) y' (a,2) Q)

y(a, )
an
W AC.I N y (a,A) _
y@,A)  Ay(a,A) +ola)y’ (a,A) Q)
- azlad) | AQ Q)

y(a,d)  y(a,N) Ay(a,A) +0o(a)y (a,A) Q)]

woraus man schlieBlich die Gl. (15) erhdlt, wenn Z#hler und Nenner des zweiter

Bruches durch Q(\) dividiert werden und wenn w(\) = ﬁz)\) gesetzt wird.



