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Eine Methode zur direkten Bestimmung
der sogenannten ,,Geometrischen Tortuositit*

A Method of Direct Determination of the ,,Geometric Tortuosity‘*

Von W. BrtTerLicH und H. WOBKING, Innsbruck?)

Eingegangen am 24. November 1969

Zusammenfassung: Es wird eine neue Methode zur Bestimmung der Tortuositdt von Gestei-
nen — speziell der ,,geometrischen Tortuositdt'* — beschrieben. An Hand eines bewuBt ein-
fach gewidhlten Modells einer scheibenférmigen Gesteinsprobe wird die geometrische Tor-
tuositdt definiert. Die Ermittlung dieser GroBe kann auf herkommlichem Wege iiber den
Formationsfaktor oder nach einem neuen Verfahren iiber kapazitive Messungen erfolgen.
In der Praxis zeigt sich, daB die Tortuositit frequenzabhingig ist. Fiir die Frequenzen f = 100
Hz und f = 1 kHz sind MeBwerte fiir Sandstein angegeben.

Summary: A new method is described for determining the tortuosity of rock, above all the
‘‘geometric tortuosity” which is defined on an especially simple model of a disk-shaped rock
sample. This quantity may be determined either by the traditional method via the formation
factor, or by a new technique via capacitive measurements. In practice, tortuosity proved to
depend on frequency. For a frequency of f = 100 Hz and f == 1 kHz, values of measurements
in sandstone have been listed.

1. Einleitung

Wenn man von der Tortuositdt eines Gesteins spricht, so meint man i. a. die hy-
draulische Tortuositdt Thy oder die elektrische Tortuositit Te;, die nach SCHOPPER
[1966] durch folgende Gleichungen definiert werden konnen:

_‘p'aerf
T:.y—m (D
T,=®-F (2)

(D = Porositidt, aeqr = Porenquerschnitt, k = Durchlassigkeit, F = Formations-
faktor).

1) Univ. Doz. Dr. Wolfram BirTerLICH, Innsbruck, Kaiser-Franz-Josef-Str. 5. Dr. Hans
W6BKING, Montanwerke Brixlegg GesmbH, Brixlegg, Tirol.



608 W. BITTERLICH und H. WGBKING

Beide Tortuositéten sind rein geometrische Gro3en. Wenn hier trotzdem eine dritte
Tortuositat mit dem Attribut ,,geometrisch* hergeleitet werden soll, so geschieht dies
nicht etwa, um eine erste gemeinsame Néiherung der oben angefiihrten Tortuosititen
(Thy, Ter) zu finden, sondern aus folgendem Grunde: Die neue GroBe T wird mit Hilfe
von kapazitiven Effekten ermittelt werden, die durch die Theorie der Raumladungs-
polarisation gedeutet werden konnen. In diese Theorie gehen als geometrische Grof3en
nur die Fliache, mit der eine Elektrode an die Gesteinsprobe angrenzt, und der Ab-
stand der Elektroden (des MeBkondensators) ein. Um unter Verwendung der Er-
scheinungen der Raumladungspolarisation gefiigekundliche GroBen von Gesteinen
erfassen zu konnen, muf} eine Tortuositdt durch einfachste geometrische Objekte wie
Flachen und Lingen definiert werden. Fiir das Porengefiige eines Gesteins muf3 dazu
das relativ primitive Modell mit geradlinig verlaufenden Porenkanilchen konstanten
Querschnittes eingefiihrt werden, wobei zugestanden werden soll, daB man auf diese
Weise eine reale Porenanordnung nur niaherungsweise beschreiben kann.

Die Theorie der Raumladungspolarisation, mit deren Hilfe man die Dispersions-
kurven fiir Elektrolyte (Wasser) und fiir gesittigte Gesteinsproben im Hz- und kHz-
Bereich deuten kann, soll in ihren Grundziigen kurz dargestellt werden.

2. Theorie der Raumladungspolarisation

2.1. Raumladungserscheinungen bei ionenhaltigem Wasser

Verwendet man ionenhaltiges Wasser als Dielektrikum eines Plattenkondensators,
so wandern nach Anlegen einer elektrischen Spannung die Kationen und die Anionen
in Richtung der entsprechenden Elektroden. Das Ohmsche Gesetz gilt so lange, wie
keine Behinderung der Ionen bei der Entladung an den Elektroden auftritt. Oft
konnen die Ionen nicht schnell genug entladen werden, so daB sie sich stauen und
eine Anndherung weiterer Ladungstriger verhindern. Im Bereich der Elektroden
finden sich dann Gebiete mit erhohter Raumladung (gegeniiber dem Hauptvolumen)
— das Medium wird polarisiert. Diese Effekte konnen durch Verwendung von
Wechselstrom geniigend hoher Frequenz verhindert werden. Nach Libiarp [1957]
treten beim FlieBen niederfrequenter Strome kapazitive Effekte auf. Die Theorie
dieser Vorginge ergibt eine frequenzabhingige Dielektrizititskonstante der Fliissig-
keit.

Die Theorie, die ausfiihrlich von LIDIARD [1957], BLANK [1964] und Friaur [1954]
beschrieben ist, fiihrt zu zwei Grenzféllen:

a) Die Elektroden sind fiir positive und negative Ionen sperrend,

b) es wird nur eine Ionenart an der Entladung gehindert.

Da die Experimente gezeigt haben, daB die Dispersionskurven des verwendeten
Porenwassers am besten durch den Fall a) beschrieben werden, sollen fiir diesen Fall
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die Endformeln fiir die Parallelkapazitit Cp und fiir den Parallelleitwert Gp, die als
ErsatzgroBen des Kondensators mit Wasser als Dielektrikum dienen, angegeben
werden:

C*
CP_1+(21t) f @)
s_A e’e*n @
NANZE
B . (Zn)ZfZTZ
Gr=C e ©
d e
1'._u,,+u,, \/an’T’ ©)
A
Gl=7e(un.nn+up'np) (7)

Erkliarung der verwendeten Symbole:

Cp = Parallelkapazitit [cm]

Gp = Parallelleitwert [cm sec™1]

G1 = Gleichstromleitwert [cm sec™1]

= Zeitkonstante [sec]

= Frequenz [Hz]

e = Elementarladung (= 4,8 - 10710 gl/2 ¢m3/2 sec-1)

&* = Dielektrizititskonstante der Grundsubstanz (¢* ~ 81)
A = Oberfliche der Elektroden [cm?2]

d = Elektrodenabstand [cm]

up = Ionenbeweglichkeit [g~1/2 cm3/2)

~ «

np, = Anzahl der negativen und positiven Ionen pro cm3 [cm=3]

k' = Boltzmannkonstante (= 1,38 - 10~18 erg Grad-1!)
T’ = absolute Temperatur [°K]

C* = Kapazitit bei Niederfrequenz [cm]

n = Anzahl der Ionen pro cm3 [cm=3]

Dividiert man Cp nach Gleichung (3) durch die Leerkapazitiat Co des Plattenkonden-
sators,

A
Co=m, (8)
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so erhilt man die Dielektrizititskonstante e des Wassers:

s4nd
¢ A

WETr e R ©)
Die Gleichung (9) geht, wenn 1 <€ (2 7)2 f2 72 ist, iiber in
c+.And 4nd
€ _—2—2—IA (10)
YT@2n)ifh

Setzt man fiir C* und 7 die Formeln (4) und (6) ein, so ergibt sich fiir die frequenz-
abhingige Dielektrizititskonstante des Wassers:

1 (u+u)(2nkT) e2e* 1 1

4n
W= T ey K7 i

a1

Zu diesem Wert ew ist die Dielektrizititskonstante fiir reines Wasser (¢* ~ 81) hin-
zuzufiigen. Da hier nur niederfrequente Effekte in Betracht kommen, wird diese
Korrektur vernachlissigt gegeniiber den sehr hohen Werten von e (etwa 103 bis
107). Diese Naherung gilt fiir Frequenzen f < 10 kHz.

2.2. Theorie der Raumladungspolarisation zur Erklirung des Dispersionsverhaltens
gesiittigter Gesteine

Geht man von der Annahme aus, dal das in den Gesteinen vorhandene Poren-
wasser maBigebend die Hohe und den Frequenzgang der Dielektrizititskonstante der
Gesteine beeinfluBt, so hitte man zur Deutung der Dispersionserscheinungen die
Theorie der Raumladungspolarisation auf das Porenwasser, so wie es im Gestein
vorkommt,"anzuwenden. Allerdings miissen dann die Gleichungen (3) bis (11) modi-
fiziert werden.

Um iibersichtliche Zusammenhidnge zu bekommen, sollen sich die folgenden Be-
trachtungen auf ein idealisiertes Gestein beziehen. Idealisiert soll in diesem Fall
bedeuten:

a) Die Porositdat wird von durchgehenden Porenkanélchen hervorgerufen,

b) die Porenkanilchen bilden kein kommunizierendes System miteinander,

c) die Porenkanilchen werden als nicht gekriimmte, relativ zu einer duBeren Obei-
flaiche geneigte Kanile betrachtet,

d) der Querschnitt der Porenkanilchen sei kreisformig und iiber die gesamte Linge
eines Kanilchens konstant.

Siehe hierzu Abb. 1.
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L7719 ]

Abb. 1: Querschnitt durch eine Gesteinsscheibe.

Links: Idealisierte Porenkanilchen.
Rechts: Normale Porenkanilchen.

Cross section through a disk of rock.

Left: Idealized pore channels.
Right: Normal pore channels.

Das Volumen eines i-ten Porenkanilchens mit dem Radius r; und der Linge Dy ist
Vi=nriD (12)
Wenn N solcher Kanilchen vorhanden sind, ist das gesamte Porenvolumen Vp
Vp=iY nriD, (13)
Fiir die nachfolgende Betrachtung ist eine Mittelwertbildung notwendig:

ian?Di 2p

== 14
N nr (14)
Somit nimmt das Porenvolumen Vp die Form
=iY nr}D;=Nn*D ) 15)
an. Definiert man als geometrische Tortuositdt einer Gesteinsscheibe:
D
T==, 16
] (16)

wobei D die wahre Linge eines mittleren Porenkanilchens und d die Dicke der
Scheibe ist, so gilt fiir die Porositiit @:

P=—> =" “—_p'nr’T 17)
Vgcsamt A.d
n’ ist die Dichte der Porenkanilchen.
Wird ein solches idealisiertes Gestein — in wassergesittigtem Zustand — als
Dielektrikum in einen Plattenkondensator eingebracht, so grenzt das fiir die elektri-
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schen Eigenschaften verantwortliche Porenwasser mit der Fliche a

a=Nnr? (18)

an die Elektroden. Man kann nun diesen Kondensator (Plattenkondensator mit
Gestein) ersetzen durch einen Kondensator mit der Fliche a [cm?2] und einem Platten-
abstand D [cm], wobei das Porenwasser als Dielektrikum fungiert.

Um den Frequenzgang der Dielektrizititskonstante mit Hilfe der Theorie der
Raumladungspolarisation beschreiben zu konnen, ist in den Gleichungen (3) bis (6)
die GroBe d durch D und A durch a zu ersetzen. Fiir die Parallelkapazitit Cp erhilt

man dann: K 1
a
C”"4n f*p? (19)

Dividiert man Cp durch die Leerkapazitit Co (8), so bekommt man fiir die Dielektri-
zitatskonstante des Gesteins folgenden Ausdruck:

1
G XA (20)

3. Zur Bestimmung der geometrischen Tortuositiit T

3.1. Ermittlung von T aus elektrischen MeBgroBen

Aus Gleichung (20) 148t sich die Tortuositit noch nicht bestimmen, da a, der
Gesamtquerschnitt aller Porenkanélchen, nicht bekannt ist.

Man muB daher nach weiteren Zusammenhéngen zwischen elektrischen und gefiige-
kundlichen GroBen suchen, um die Fliche a eliminieren zu konnen. Hierzu bietet
sich die Leitfahigkeit der Gesteine an.

Bei geniigend hohen Frequenzen (f > 1 kHz) zeigt das Gestein einen fast kon-
stanten Leitwert Gg:

a
GG=UW'3 21

wobei o die Wasserleitfihigkeit bedeutet.
Andererseits 1aBt sich der Gesteinsleitwert ausdriicken durch

A
Ge=06"7 22)
o¢ = Gesteinsleitfihigkeit [S - cm™1].
Gleichsetzen von (21) und (22) liefert:
d-a

0'G=0'W‘m (23)
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Bildet man das Verhiltnis a¢/&g, so ergibt sich mit Hilfe von Gleichung (23) und (20):

cn-D2A 2 2
g d-a-D°Af —aW'D? 24)

e " D-AadK
Aus Gleichung (24) 148t sich die wahre Lange D eines mittleren Porenkanilchens zu

o; K

D=‘5G'0W7I (25)

bestimmen. Dividiert man D (25) durch die Dicke d der Gesteinsscheibe, so erhilt
man nach Definition (16) fiir die geometrische Tortuositit 7

D__o6 K
T= d —ow'sc'd ?_2— (26)

mit Gleichung (11) ergibt sich

_0G'¢w
T_U_-W'SG (27)

Da sich alle GroBen der rechten Seite der Gleichung (27) experimentell bestimmen
lassen, bietet sich hier die Moglichkeit, die geometrische Tortuositit T zu ermitteln.

3.2. Ermittlung von T aus gefiigekundlichen Gréien

Man kann T auch auf konventionelle Art bestimmen und erhélt damit eine echte
Vergleichsmoglichkeit.

Nach HAMEISTER [1960], BENTZ [1961] und WYLLIE & SPANGLER [1952] ist das
Verhiltnis des Gesteinswiderstandes zum Widerstand des Porenwassers bei gleicher
Elektrodenanordnung gleich dem Formationsfaktor F:

_ RGestein
F= RWlsser
1 D
RGes(eln =E_a_ (28)
1 d
RWasser _a 7
D A A
F=—5=17-2 (29)
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Aus den Gleichungen (17) und (18) folgt

A T
P (30)
Einsetzen von (30) in (29) ergibt:
T2
F= 3 (31)
und daraus:
T=,F9. (32)

Nach Gleichung (32) kann ebenfalls die geometrische Tortuositdt ermittelt werden,
wobei fiir F

_ow
F—GG (33)

zu setzen ist.

Anmerkung: Es bietet sich auch die Moglichkeit, den Gesamtquerschnitt aller
Porenkanalchen, nimlich die GroBe a (18), zu berechnen. Dazu muB3 man nur die
Gleichungen (17), (18) und (20) geschickt miteinander kombinieren. Es ergibt sich

dann fiir die Flache a:
¢ d 'st
a=A /—T— (34)

4. Experimentelle Ergebnisse

4.1. MeBapparatur

Die Frequenzabhingigkeit der Dielektrizititskonstanten wurde mit Hilfe einer
KapazitatsmeBbriicke — siehe BITTERLICH [1967] — fiir den Bereich von 30 Hz bis
300 kHz ermittelt. Zur Anzeige des Briickenabgleiches wurden selektive Voltmeter,
zur Erweiterung des MefBbereiches der Briicke Widerstands- und Kapazitatsdekaden
benutzt. Als Generator diente ein transistorisiertes Gerat mit maximal 5 Volt Aus-
gangsspannung. Die scheibenformigen Gesteinsproben wurden als Dielektrikum eines
Schutzringkondensators verwendet. Die Abb. 2 zeigt ein Blockschaltbild der be-
schriebenen Apparatur.

Die Porositit @ der Gesteine wurde folgendermaBen bestimmt : Die Gesteinsproben
wurden in einen Trockenofen gelegt und bei einer Temperatur von 110°C 40 Stun-
den lang getrocknet. Es wurde dann das Trockengewicht Pg ermittelt. AnschlieBend
wurden die Proben in einem Exsikkator mit Hilfe einer Drehschieberpumpe bis zu
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einem Druck von 10-1—10-2 Torr evakuiert. Uber einen Dreiweghahn wurde das
gewiinschte Wasser durch den duBeren Luftdruck in den Exsikkator — somit auch in
das Porengefiige der Gesteinsproben — hineingepreBt. Bei volliger Wasserbedeckung
blieben die Proben 24 Stunden in dem offenen GefiB3 liegen. Nahere Angaben siche
WOBKING [1968].

G

D

Abb. 2: Blockschaltbild der Apparatur zur Messung der Dielektrizitdtskonstante.

KM = KapazitidtsmeBbriiche, G = RC-Generator,
M = MeBkondensator, D = RC-Dekaden,
V = selektives Voltmeter.

Block diagram of the apparatus for measuring the dielectric constant.

KM = capacitance measuring bridge, G = RC generator,
M = measuring capacitor, D = RC decades,
V = selective voltmeter.

In gesittigtem Zustand wurde das NaBgewicht Py der Scheiben bestimmt und nach
der folgenden Formel die Porositit @ ermittelt:

b= Py—Po (35)
Yw'V
P = Naligewicht [p] yw = spez. Gewicht des Wassers [p cm~3]
Py = Trockengewicht [p] V = Gesteinsvolumen [cm3]

Die Porositit konnte mit einem Fehler von maximal =8 %/, die elektrischen Grofien
mit einem maximalen Fehler von +89; gemessen werden.
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Abb. 4.
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4.2. Dispersionskurven von Wasser und Sandsteinen

In Abb. 3 sind fiir das verwendete Porenwasser die experimentelle Dispersionskurve
ew = ew(f) und die theoretisch erwartete Kurve eingezeichnet. Man erkennt, daB
die Theorie in einem Frequenzbereich von etwa 100 Hz bis 10 kHz die Experimente
zumindest qualitativ zu deuten vermag. Die Abweichungen zwischen Theorie und
Experiment sind auf eventuell vorhandene Verunreinigungen des Wassers oder auf
chemische Verianderungen der Elektroden zuriickzufiihren.

Fiir die Gleichstromleitfahigkeit des Porenwassers wurde erhalten:

ow=3,05-10"* [Scm™]
Bei Frequenzen f < 1 kHz ergab sich ein geringer Frequenzgang der Wasserleit-
fahigkeit.
Fiir den Faktor K wurde erhalten:
K=2-10'° [Hz?cm]
Fiir den Frequenzgang der Dielektrizititskonstante von Wasser wurde gemessen:

1
8W~f1.7s

30Hz< f <10kHz

In Abb. 4 ist fiir eine gesittigte Sandsteinprobe aus Herrenalb (Schwarzwald) die
Leitfahigkeit bzw. die Dielektrizitiatskonstante als Funktion der Frequenz aufgetra-
gen. Man erkennt, daB die Dispersionskurve zu niederen Frequenzen hin immer
steiler wird.

Abb. 3: Wasser.
Dielektrizitdtskonstante als Funktion der Frequenz.
Experimentell:
Theoretisch: — — — — —
Water.
Dielectric constant as a function of frequency.

Experiment :
Theory: — — — — — —

Abb. 4: Sandstein Herrenalb/Schwarzwald.
Dielektrizitdtskonstante und Leitfahigkeit als Funktion der Frequenz.

Sandstone Herrenalb/Schwarzwald.
Dielectric constant and conductivity as a function of frequency.
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Tabelle 1: Geometrische Tortuositit von Sandsteinen.

Fundort T nach (27) T nach (27) T nach (32)
/=100 Hz f=1KkHz
Galzein 4.8 4,2 2,0
Galzein 42 4.8 2,2
Galzein 6,7 44 2,3
Galzein 34 3,3 1,7
Herrenalb 3,4 3,1 2,1
Herrenalb 4,1 3,2 1,9
Herrenalb 3,7 3,0 2,1
Herrenalb 4,1 3,0 1,8
Herrenalb 5,7 3,6 2,1
Herrenalb 4,1 42 2,6
Achensee 3,7 2,3 1,5
Vintl Alm 6,8 4,1 1,4

Zwischen f = 30 Hz und f = 1 kHz ergibt sich ndherungsweise :

1
8G~f1,35

Die Frequenzabhingigkeit der Leitfahigkeit o¢ ist nur sehr schwach ausgepraigt:
0,03
o~ f

Setzt man die gemessenen Beziechungen zwischen den elektrischen Parametern (og,
ow, &g, ¢éw) und der Frequenz f in die Gleichung (27) ein, so erhilt man fiir die er-
wiahnte Sandsteinprobe eine Tortuositit, die frequenzabhingig ist:

T~f—0.4

Der Frequenzgang von T ist fiir jedes Gestein etwas anders und ein MaB dafiir, wie
gut die Theorie der Raumladungspolarisation das Dispersionsverhalten von gesittig-
ten Gesteinen und von Wasser wiedergibt.

Die Tortuositit wurde an einigen Sandsteinen (Fundort: Galzein/Tirol; Herren-
alb/Schwarzwald, Achensee/Tirol, Vintl Alm/Innsbruck) ermittelt.

Fiir die Bestimmung der geometrischen Tortuositdt nach Gleichung (27) wurden
die Frequenzen f = 100 Hz und f = 1 kHz ausgewihlt. In diesem Frequenzbereich
wird die Dielektrizitatskonstante hauptsichlich durch die Erscheinung der Raum-
1 adungspolarisation bestimmt.
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In der Tabelle 1 sind die geometrischen Tortuosititen der erwihnten Sandsteine
— berechnet nach Gleichung (27) und (zum Vergleich) nach Gleichung (32) —
wiedergegeben.

Die bei f = 100 Hz gemessenen Tortuosititen haben hohere Werte (bis auf 2 Aus-
nahmen) als die VergleichsgroBen bei f = 1 kHz. In der Differenz spiegelt sich die
Frequenzabhingigkeit der Tortuositat wieder. GroBe Unterschiede treten auf im
Vergleich zu den nach Gleichung (32) iiber F und @ gemessenen Tortuosititen.

Diese Differenzen werden mehrere Ursachen haben:

a) Die Theorie der Raumladungspolarisation ist nicht in allen Fillen quantitativ zu-
reichend, um die gemessenen Dispersionskurven zu deuten.

b) Ein Gestein mit der in Kapitel 2.2 vorgenommenen Idealisierung wird in der
Natur kaum anzutreffen sein.

c) Die Leitfahigkeit des Porenwassers wird nach dem Sittigen der Gesteinsproben
durch Reionisation der beim Trocknen ausgesalzten Substanzen verindert werden.

d) Der Formationsfaktor zeigt selbst einen — wenn auch geringen — Frequenzgang.

Es sollte ein rein ,,elektrisches Verfahren aufgezeigt werden, nach dem die Tor-
tuositit von Gesteinen bestimmt werden kann. Messungen an Sandsteinen zeigten
erhebliche Abweichungen zwischen Tortuositidten, die nach der neuen bzw.der kon-
ventionellen Methode ermittelt wurden. Es ist jedoch zu hoffen, da3 durch weitere
Verfeinerungen der MeBapparatur — speziell der MeBzelle — die aufgetretenen
Diskrepanzen beseitigt werden konnen.

Die vorliegende Arbeit wurde von der Regierung der Vereinigten Staaten von
Amerika und vom Fonds zur Forderung der wissenschaftlichen Forschung in Oster-
reich unterstiitzt.

Literatur (S. 620) }
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