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Planetarische Dynamos

M. Stix*

Universitéts-Sternwarte, Geismarlandstr. 11, D-3400 Gottingen, Bundesrepublik Deutschland

Planetary Dynamos

Abstract. A minimum magnetic Reynolds number of 10-100, deviation of the
magnetic field from axial symmetry, and the presence of poloidal com-
ponents of the material flow are the most important conditions for a self-
excited spherical dynamo. The constraints which these conditions pose for
the generation of the observed fields of Mercury, Earth and Jupiter are
discussed. Theories of planetary dynamo action are reviewed, with particular
emphasis on the model of Busse (1975b, 1976a), which incorporates the
essential hydrodynamic properties of a rapidly rotating spherical system. The
fact that a dynamo of this type tends to generate a steady magnetic field, and
that its toroidal field components and therefore its energy requirements are
moderate lends support to the geophysical application. In contrast, a dy-
namo with substantial non-uniform rotation as a basic ingredient may
produce oscillatory fields and, due to large toroidal field components, may
need more power than is available in the Earth’s core. —Jupiters luminosity
of 5-10'7 W is transferred by convection in the planet’s interior and provides
an ample energy source for its dynamo, but little can be said about Mercury,
mainly because the very existence of a liquid core is presently not known.

Key words: Dynamo theory — Planetary magnetism — Planetary interiors.

1. Einleitung

Carl Friedrich GauB} zeigte in seiner 1839 erschienenen Allgemeinen Theorie des
Erdmagnetismus, daBl das Magnetfeld der Erde seine Quellen im Erdinneren
haben miisse. Den Beweis fithrte er mit Hilfe der Potentialtheorie und der
Zerlegung des Feldes nach Kugelflichenfunktionen, Y)", wobei die damaligen
Messungen eine Entwicklung bis zum Grad n=4 zulieBen. Heute wird das
»International Geophysical Reference Field“ bis zum Grad n=8 entwickelt
(Zmuda, 1971, p. 186; IAGA, 1976), und sogar Entwicklungen bis n=12 liegen
vor (Barraclough et al., 1975).

* Jetzt: Fraunhofer-Institut, Schoneckstr. 6, D-7800 Freiburg
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Seit der Merkur-Mission von Mariner 10, insbesondere seit dem 3. Vorbei-
flug am 16.3.1975, wissen wir, da3 auch dieser Planet ein Magnetfeld besitzt.
Wie bei der Erde wurde die Zerlegung in inneren und duBeren Anteil durchge-
fithrt (Ness et al., 1976), wenn auch nur das jeweils erste Glied der Entwicklung
bestimmt werden konnte: ein (innerer) Dipol mit einer dquatorialen Feldstirke
von 3307 und ein (duBeres) homogenes Feld von 18y (1y=10"° GauB=10""
Tesla). Ebenso besitzt Jupiter ein Magnetfeld. Dieses war schon seit der Entdek-
kung der nicht-thermischen Komponente seiner Radioemission bekannt (Burke
und Franklin, 1955; siche auch Carr und Gulkis, 1969); es wurde durch die
Vorbeifliige von Pionier 10 und 11 am 3.12.1973 bzw. 3.12.1974 bestitigt.
Smith et al. (1975) sowie Acuna und Ness (1976) entwickelten Jupiters Feld bis
zum Oktupol (n=3); die dquatoriale Feldstirke des Dipolanteils betrédgt
4 GauB, die duBleren Anteile sind um mehrere GroBenordnungen kleiner.

In den folgenden Abschnitten wird davon ausgegangen, dafl die Magnetfel-
der von Merkur, Erde und Jupiter ihren Ursprung im Inneren dieser Planeten
haben. Dabei soll insbesondere die Dynamo-Hypothese diskutiert werden. Als
Alternative kdme giinstigstenfalls fiir Merkur noch permanente Magnetisierung
in Frage. Fiir die Erde scheidet diese Moglichkeit aus, da schon in ~50km
unter der Erdoberflache die Curie-Temperatur von Magnetit (575° C) iiberschrit-
ten wird, andererseits aus dem Spektrum der regionalen erdmagnetischen Ano-
malien geschlossen werden kann, daB sich die Quellen des Hauptfeldes in
groBerer Tiefe befinden. AuBerdem 148t die Sdkular-Variation des Erdmagnet-
feldes die plausible Deutung zu, daB im fliissigen duBeren Kern Stromungen
stattfinden, und daB wegen der elektrischen Leitfahigkeit das Magnetfeld an
diesen Stromungen teilnimmt.

Jupiter besitzt nach neueren Modellrechnungen (Podolak und Cameron,
1974) nur in seinem Zentrum einen festen Kern von 13000 km Durchmesser. Die
Temperatur liegt dort iiber 15000 K, also sicher iiber der Curie-Temperatur.
Auch fiir Merkur ist permanenter Magnetismus eine wenig attraktive Hypothe-
se; denn schon 100—200km unter seiner Oberfliche betrigt die Temperatur
nach Modellrechnungen von Siegfried und Solomon (1974) ~ 500° C. Wegen der
Unsicherheit der Existenz eines flissigen Kerns (vergl. die Diskussion im
nidchsten Abschnitt) bleibt jedoch die Anwendbarkeit der Dynamotheorie auf
Merkur fraglich. Moglicherweise ist das gegenwirtige Feld von Merkur auf
permanente Magnetisierung in oberflichennahen Schichten zuriickzufiihren, die
ihrerseits durch ein in fritheren Entwicklungsstadien stidrkeres interplanetares
Feld erzeugt worden sein konnte.

Qualitativ kann man sich den Dynamovorgang in folgender Weise vorstel-
len: In einem elektrisch leitfihigen Medium treten materielle Stromungen auf,
die Komponenten quer zu einem Magnetfeld besitzen. Dadurch wird ein elektri-
sches Feld induziert, was wiederum einen elektrischen Strom nach sich zieht.
Verstirkt das diesen Strom begleitende Magnetfeld das urspriingliche Feld, so
haben wir einen selbsterregten Dynamo vor uns. Das Magnetfeld kann dann
ohne duBere Quellen (d.h. Strome) aufrechterhalten bleiben. Dieser Vorgang, der
sowohl stationdr als auch periodisch ablaufen kann, findet in jeder Dynamoma-
schine Anwendung. Trotzdem ist nicht von vornherein klar, ob und wie Dyna-
mos in Planeten wirksam sind. Denn der elektrische Strom flieBt in der
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Dynamomaschine durch ein kompliziertes, mehrfach zusammenhédngendes Win-
dungssystem, wiahrend ihm in Planeten eine einfach zusammenhingende Kugel
oder Kugelschale zur Verfligung steht, die einen beliebigen Kurzschluf3 zuliBt.
Herzenberg (1958) und Backus (1958) zeigten als erste die Moglichkeit eines
solchen ,,homogenen“ Dynamos; seitdem sind eine ganze Reihe von Losungen
des Problems gefunden worden, die z.B. in den Ubersichtsartikeln von Roberts
(1971), Gubbins (1974) und Moffatt (1976) beschrieben werden. ’

Obwohl in der Vergangenheit eine groBe Anzahl von Umpolungen des
irdischen Feldes stattgefunden hat (z.B. Bullard, 1968), sind wir im Falle der
Erde zunidchst an einer stationdren Losung des Dynamoproblems interessiert:
die natiirliche Abklingzeit eines elektrischen Stromes im Erdkern betrigt nur 10*
bis 10° Jahre, wihrend das Intervall zwischen zwei Umpolungen oft 10° und
mehr Jahre dauerte.

2. Notwendige Bedingungen

Wir verzichten zunichst auf dynamische Betrachtungen und behandeln die
Geschwindigkeit, u, als vorgegebene GroBe. Zur Beschreibung des so definierten
kinematischen Dynamoproblems verwenden wir die Maxwellschen Gleichungen

0B
tE=——, 1
ro o (1)

1
j=—rotB, 2
i u (2

und das Ohmsche Gesetz fiir bewegte Leiter
j=0(E+uxB), (©)

wobei E die elektrische Feldstdarke, B die magnetische FluBdichte, j die Dichte
des elektrischen Stromes, ¢ die elektrische Leitfdhigkeit und u die Permeabilitdt
bedeutet. Gleichung (2) wird in der magnetohydrodynamischen Naherung, d.h.
ohne Verschiebungsstrom, verwendet; damit verzichten wir auf die Beschreibung
von elektromagnetischen Wellen. Elimination von E und j aus den Gleichungen
(1)—(3) ergibt die bekannte Induktionsgleichung,

0B
T rot(u x B) —rot uia rotB 4)

Gleichung (4) wird ergidnzt durch die Randbedingungen
B-0, r-ow ©)
und

B+0, (- (6)



698 M. Stix

d.h. B muBl im Unendlichen verschwinden (da kein magnetischer Monopol
existiert, muB dies mindestens wie r~> geschehen), soll aber im Laufe der Zeit
nicht auf O abfallen.

Das durch (4)—(6) definierte Teilproblem verlangt zu seiner Losung die
Befriedigung einiger notwendiger Bedingungen, die als solche natiirlich auch fiir
das Gesamtproblem giiltig bleiben:

a) Die magnetische Reynolds-Zahl, R, =uoul, wobei u eine charakteristische
Geschwindigkeit und [ eine charakteristische Lange des Systems ist, darf einen
kritischen Wert von der GroBenordnung 1 nicht unterschreiten. Anschaulich
bedeutet dies, daB3 der durch den ersten Summand auf der rechten Seite von (4)
beschriebene Feldaufbau die durch den zweiten Summand beschriebene Dissipa-
tion iiberwiegen muB. Fiir eine Kugel vom Radius [ fand Childress (1969)

uoul=m, M

wobei u die maximale Relativgeschwindigkeit in der Kugel ist, wihrend Backus
(1958) die Bedingung

ou\ ,_ ,

U0 max (6x) I’zn (8)
ableitete, in der zum Ausdruck kommt, daB Scherung (0u/0x) fir den Induktions-
prozeB wesentlich ist.

Der kritische Wert von R,, hdangt im Einzelfall von der speziellen Wahl des
Geschwindigkeitsfeldes, u, ab. Die von Pekeris et al. (1973) angegebenen Losun-
gen erfordern magnetische Reynoldszahlen zwischen 15 und 100; Kumar und
Roberts (1975) finden sogar noch hohere kritische Reynoldszahlen.

Fiir die Erde ist [=3,48-10°m, der Radius des #duBeren Kerns (z.B. Jacobs,
1975, p.35f). Deutet man die West-Trift des geomagnetischen Feldes von ca.
0,2° pro Jahr als Stromung fliissiger Materie im duBleren Kern, an welcher das
Feld teilnimmt, so ergibt sich eine Relativgeschwindigkeit u~4-10~*m/s. Wir
konnen annehmen, dal dies ein typischer Wert fiir die im Erdkern auftretenden
Stromungen ist. Benutzen wir noch die Leitfdhigkeit von geschmolzenem Eisen,
extrapoliert auf Druck und Temperatur des duBeren Kerns (Gardiner und
Stacey, 1971), so ist 6=5-10°S/m; mit u=4n-10""H/m erhalten wir dann
R,,~800. Trotz der Unsicherheit in der Bestimmung von Geschwindigkeit und
elektrischer Leitfahigkeit scheint also die GroBe der magnetischen Reynoldszahl
kein Hindernis fiir den Geodynamo darzustellen.

Bei Jupiter ist dies noch unwahrscheinlicher: Nach Modellrechnungen von
Podolak und Cameron (1974) hat dieser Planet eine Zone von atomarem,
metallischem Wasserstoff (vgl. Abb. 1) mit einem Radius von [=4,95-10"m. In
dieser Zone befinden sich die Elektronen im entarteten Zustand, und die
elektrische und thermische Leitfihigkeit hdngen liber das Wiedemann-Franz-
sche Gesetz zusammen. Nach Hubbard (1968) ist c~3-102° p*/3/T e.s.u. Typi-
sche Dichte- und Temperaturwerte in der metallischen Zone sind 2g cm ™2 bzw.
15000K (Podolak und Cameron, 1974). Damit wire 6~5-10°S/m; Hubbard
und Smoluchowski (1973) benutzen jedoch einen um einen Faktor 10 kleineren
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Abb. 1a —d. Querschnitte von Planeten.
a Erde: M Mantel, OC #uBerer Kern,
IC innerer Kern; 5 d
b Merkur: M Mantel, C Kern (nach
Siegfried und Solomon, 1974);

¢ Jupiter: H, Molekularer Wasserstoff
und Ubergangszone, H atomarer,
metallischer Wasserstoff, C Kern (nach
Podolak und Cameron, 1974);

d Mond: M Mantel, C Kern. (Nach
Runcorn, 1975)

Wert, da der metallische Wasserstoff erstens mit Helium vermischt ist und
zweitens diese Legierung nicht fest, sondern fliissig vorliegt. Jupiter besitzt eine
Leuchtkraft von ~5-10'"W (Low, 1966; Aumann et al., 1969; Ingersoll et al,
1975). Der damit verbundene Energiestrom im Innern des Planeten fiihrt zu
thermischer Konvektion. Mit Hilfe der Mischungsweg-Theorie (Vitense, 1953)
berechnen Hubbard und Smoluchowski (1973) Konvektionsgeschwindigkeiten
uz 0,1 m/s. Damit ergibt sich eine magnetische Reynoldszahl R, >3- 10°. Selbst
wenn man statt [ die Dichte- oder Druck-Skalenhdhe verwendet, und die
Unsicherheiten der Bestimmung von ¢ und u in Betracht zieht, liegt R, noch
reichlich iiber dem kritischen Wert.

Fiir Merkur reduziert sich die Frage nach der magnetischen Reynoldszahl
auf das Problem der Existenz eines fliissigen Kerns. Nach Modellrechnungen
von Siegfried und Solomon (1974) hingt diese vor allem von der Hiufigkeit der
radioaktiven Elemente Uran und Thorium sowie von der Anfangstemperatur
bei der Bildung des Planeten ab. Existiert der Kern, so ist sein Radius nach
Siegfried und Solomon (1974) 1838 km. Nach Uberlegungen von Cassen et al.
(1976) und Solomon (1976) konnte sich der Kern nach Abschlull der Differentia-
tion gegenwirtig im Stadium der Abkiihlung und Verfestigung befinden, wobei
dieser Prozel u.a. den Energiebedarf des Dynamos decken konnte (vgl. Ab-
schnitt 5). Nehmen wir einmal an, der Kern sei geschmolzen, und verwenden fiir
u und o dieselben Werte wie bei der Erde, so ergibt sich eine magnetische
Reynoldszahl, die etwa in der GroBenordnung der fiir den Dynamo notwendi-
gen Werte liegt.

Venus sollte wegen ihrer groBen Erddhnlichkeit einen fliissigen Kern dhnlich
dem Erdkern besitzen. Es konnte jedoch sein, dal3 infolge der relativ langsamen
Rotation zu geringe Geschwindigkeiten im Kern auftreten, so dafi R,, fiir den
Dynamo zu klein ist. Ein aussichtsreicherer Kandidat ist Sarurn, welcher wie
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Jupiter eine Zone metallischen Wasserstoffs besitzt; dagegen fehlt eine solche
Zone bei Uranus und Neptun (Podolak und Cameron, 1974).

Bei Mars ergeben Rechnungen von Binder und Davis (1973) einen Kern von
1250km Radius. Nach Young und Schubert ist dieser jedoch durch Kriech-
Konvektion im Mantel (,solid state convection®) so stark gekiihlt, daB die
Temperatur unter dem Schmelzpunkt liegt (s.a. Jacobs, 1975, p.220f.). SchlieB3-
lich sei noch der Mond erwdhnt: Zur Erklirung der Magnetisierung von
Mondgestein hat Runcorn (1975) einen Kern mit einem in der ersten Entwick-
lungsphase des Mondes aktiven Dynamo vorgeschlagen (Abb.1d); bei der
Verfestigung des Kerns oder infolge des Unterschreitens der kritischen magneti-
schen Reynoldszahl konnte aber das Hauptfeld nicht linger aufrechterhalten
werden. Allerdings gibt es bisher keinen direkten Nachweis fiir einen schweren
Mondkern; ebensowenig deuten Modellrechnungen zur thermischen Entwick-
lung des Mondes auf die frithe Bildung eines Kerns durch Differentation hin
(Jacobs, 1975, p. 213f.; Lange, 1977).

b) Das durch den Dynamo produzierte Magnetfeld darf nicht axialsymmetrisch
sein. Dieses in seiner urspriinglichen Form — fiir rein poloidale Felder und
Stromungen — zuerst von Cowling (1933) bewiesene Theorem wurde in einer
Reihe von Arbeiten verallgemeinert (Backus und Chandrasekhar, 1956; Cow-
ling, 1957; Braginskii, 1964a; Lortz, 1968), welche insbesondere zeigten, daf3
nicht die Symmetrie der Geschwindigkeit, sondern die Symmetrie des Magnet-
feldes den Dynamo verbietet. Z.B. fand Gubbins (1973) Losungen des kinemati-
schen Dynamoproblems fiir axialsymmetrische Stromungen.

Cowling (1933, p.47) schloB aus seinem Theorem, daBl die Magnetfelder von
Sonnenflecken, sowie die allgemeinen Felder von Sonne und Erde, wegen ihrer
nahezu axialsymmetrischen Form ihren Ursprung nicht selbstinduzierten Stro-
men verdanken konnten. Trotzdem hat Elsasser (1946) die Dynamotheorie des
Erdmagnetfeldes wieder aufgegriffen, und heute ist bekannt, daB schon sehr
geringe Abweichungen von der Axialsymmetrie einen Dynamo erlauben (Bra-
ginskii, 1964a, b, 1974). Solche Abweichungen sind allerdings eine wesentliche
Voraussetzung.

Das Magnetfeld der Erde ist im Kern weit weniger axialsymmetrisch als an
der Erdoberfliache. Dies zeigt anschaulich Abbildung 2, eine magnetische Karte
fiir die Vertikalkomponente an der Oberfliche des duBeren Kerns. Unter der
Annahme, daB die elektrischen Strome im Mantel im Vergleich zu den Stromen
im Kern vernachldssigt werden konnen, wurde das Feld bis zur Kern-Mantel-
Grenze als Potentialfeld extrapoliert (Benton und Stix, 1976). Dabei wurde die
Entwicklung des geomagnetischen Feldes fiir die Epoche 1975.0 von Barrac-
lough et al. (1975) bis zum Grad n=8 (Abb.2a) bzw. n=12 (Abb. 2b) verwendet.
Ein Vergleich der beiden Karten zeigt, da3 die Konvergenz der Entwicklung
schlecht ist; die Entwicklung muB} sogar divergieren, falls Strome in den Mantel
tibertreten. Jedoch kommt es hier nur darauf an, die starke Abweichung des
Feldes von der Axialsymmetrie zu zeigen; eine vergleichbare Karte an der
Erdoberfldche (Leaton, 1971, Fig.5) zeigt im wesentlichen horizontale Kurven
gleicher vertikaler Magnetfeldstirke.

Auch das Feld von Jupiter ist keineswegs axialsymmetrisch, auch nicht an
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Abb.2a und b. Kurven
konstanter
Vertikalkomponente Z
(einwirts positiv) des bis

zur Kern-Mantel-Grenze
extrapolierten
Erdmagnetfeldes 1975.,0. Die
Entwicklungskoeffizienten
von Barraclough et al. (1975)
wurden bis zum Grad n=8
(a) bzw. n=12 (b) benutzt
(siche auch Benton und Stix,
1976). Die neutrale Linie

Z =0 ist dick gezeichnet, die
Linien Z=+2, +4, +6,

... Gaub sind diinn,
durchgezogen fiir positive
und unterbrochen fiir
negative Werte

T

| I N B B

der Oberfliche des Planeten (Smith et al, 1975; Acuna und Ness, 1976).
Dagegen ist fiir Merkur, wie schon erwihnt, bisher nur der Dipolanteil bestimm-
bar (Ness et al., 1976). Sollte sich Merkurs Feld eines Tages mit hoher Genauig-
keit als axialsymmetrisch erweisen, so spridche dies in der Tat gegen den
Dynamo.

¢) Die fiir den Dynamo verantwortliche Stromung darf nicht rein toroidal sein,
d.h. die Stromlinien diirfen nicht ganz auf Kugelflichen liegen. Dieses von
Elsasser (1946) entdeckte, und von Bullard und Gellman (1954) bewiesene
Theorem verbietet zum Beispiel einen Dynamo, der nur aufgrund differentieller
Rotation arbeitet, so wirksam diese in der Produktion toroidalen magnetischen
Flusses auch sein mag.

Das Theorem gilt fiir eine Kugel oder Kugelschale, in der die elektrische
Leitfahigkeit ¢ konstant ist oder nur vom Zentrumsabstand r abhingt. Ein
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differentiell rotierender Zylinder ist dadurch nicht als Dynamo ausgeschlossen
und wurde tatsdchlich von Vainshtein (1975) als solcher vorgeschlagen; dieser
Dynamo konnte jedoch von Roberts und Stix (1976) nicht bestédtigt werden.
Auch der von Vainshtein (1976, private Mitteilung) vorgeschlagene sphérische
Dynamo mit differentieller Rotation und breitenabhingiger elektrischer Leitfa-
higkeit ist bisher nicht realisiert. Falls er funktioniert, konnte man versuchen,
ihn auf die Sonne und auf Planeten mit Konvektionszonen, z.B. Jupiter, anzu-
wenden. Denn turbulente Konvektion reduziert die effektive elektrische Leitfa-
higkeit (Steenbeck, 1963; Ridler, 1968a und b; Parker, 1971a) durch Reduktion
der rdumlichen Skala des Magnetfeldes; da der EinfluB der Rotation auf die
Konvektion mit der Breite variiert, sollte dies auch die effektive Leitfihigkeit
tun.

Elsasser’s Theorem, auch , Toroidal-Theorem* genannt (Busse, 1976b) ver-
langt, daB die Stromung eine radiale Komponente u, besitzt. Fiir diese leitete
Busse (1975a) die Minimalbedingung

pomax(u-n 2 QEy/Ey)" ©)

ab, in der E,, die gesamte Energie des Magnetfeldes und E, die Energie des
poloidalen Anteils bedeuten. In einem Dynamo, bei welchem poloidale und
toroidale Felder von gleicher GroBenordnung erzeugt werden, ist die rechte
Seite der Bedingung (9) ~ 1, d.h. die mit der radialen Komponente u, gebildete
magnetische Reynoldszahl muBB >1 sein. Legt man die oben (unter a)) im
Zusammenhang mit der Sdkularvariation diskutierten Zahlenwerte zugrunde, ist
dies fiir die Erde sicher der Fall. Noch leichter 148t sich das Kriterium (9) mit
einem Dynamo erfiillen, fir den aufgrund eines groBen toroidalen Feldes
E,<E,, gilt. Jedoch fiihrt dies zu anderen Schwierigkeiten, die weiter unten
besprochen werden sollen (Abschnitte 4, 5).

Ein naheliegender Grund fiir die Stromung u, eine radiale Komponente zu
besitzen, ist thermische Konvektion. Es wurde schon erwihnt, daBl Jupiter
aufgrund seiner Leuchtkraft konvektiv sein muB, und auch fiir Saturn wurden
Modelle mit Konvektion berechnet (Hubbard, 1969; Podolak und Cameron,
1974).

Fiir die Erde ist thermische Konvektion auszuschlieBen, falls der Tempera-
turgradient im duleren Kern kleiner als der adiabatische Gradient ist (Higgins
und Kennedy, 1971). Dieses ,,Kern-Paradoxon* beruht auf der Annahme, daf3
die Temperatur im duBeren Kern der Schmelztemperatur von fliissigem Eisen
folgt, sowie auf einer extrapolierten Schmelzpunktkurve, welche mit wachsen-
dem Druck langsamer ansteigt als die Adiabate. Andererseits erlauben Kennedy
und Higgins (1973) thermische Konvektionen in einer 800 km tiefen Zone des
dufleren Kerns, und Birch (1972) und Jacobs (1973) kommen ebenfalls zu dem
SchluB, daB die Adiabate flacher als die Schmelzpunktkurve verlduft. Fiir den
Fall der stabilen Schichtung des duBeren Kerns wurden von Bullard und
Gubbins (1971) interne Wellen als Ursache des Geodynamos diskutiert. Aller-
dings unterliegt die mit solchen Wellen verbundene Radialkomponente u, der
Geschwindigkeit einer zu (9) analogen Minimalbedingung. Gubbins (1975b)
leitet diese ab fiir den Fall, daB3 neben den Wellen noch eine stationire toroidale
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Stromung im Kern existiert, und kommt zu dem SchluB, daB in den Kern
eindringende Erdbebenwellen fiir den DynamoprozeB nicht in Frage kommen:
die Bedingung an u, wiirde Amplituden erfordern, die mit an der Erdoberfldche
meBbaren Schwerkraftanomalien von ~2-10-8ms~2 verbunden wiren. Lang-
periodische hydromagnetische Wellen (Braginskii, 1967) konnen allerdings mit
diesem Argument nicht als Ursache des Dynamos ausgeschlossen werden.
Weitere Alternativen zur thermischen Konvektion sollen im Abschnitt5 im
Zusammenhang mit der Energiebilanz des Dynamos diskutiert werden.

Neben den drei eben besprochenen notwendigen Kriterien fiir planetarische
Dynamos existieren weitere Bedingungen. Hier sei nur noch auf die ,,Sinus-
Kosinus-Regel“ von Braginskii (1964a) hingewiesen, die fiir den nicht-axialsym-
metrischen Anteil u, des Geschwindigkeitsfeldes verlangt, daB3 die Symmetrie

i, (§)= —u,(~ ) (10)

fiir keine Wahl des Nullpunkts der Lange ¢ erfiillt sein darf (siche etwa Gubbins,
1973), d.h. daB in der Fourier-Entwicklung von u, sowohl Sinus- als auch
Kosinus-Glieder enthalten sein miissen. SchlieBlich seien noch die in der Liste
der Anti-Dynamo-Theoreme von Jacobs (1975, p.129) aufgefiihrten Dynamos
mit rein poloidalem bzw. rein toroidalem Magnetfeld erwdhnt, deren Unmog-
lichkeit bisher nicht bewiesen ist, worauf auch Busse (1977a) hingewiesen hat.

3. Geostrophisches Gleichgewicht

Im vorangegangenen Abschnitt wurden Bedingungen diskutiert, die allein aus
der (linearen) Induktionsgleichung und den Randbedingungen folgten, wiahrend
die Dynamik des Geschwindigkeitsfeldes u auBer Betracht blieb. Im Inneren des
Planeten stellt sich dieses nach MaBgabe der wirksamen Krifte ein, d.h. man
mulB die Bewegungsgleichung

a—“+u-l7u=—ll7p+2u><w+g+vAu+LrotB><B (11)
ot p 1p

16sen. In Gleichung (11) ist u die Geschwindigkeit relativ zu einem mit der
Winkelgeschwindigkeit @ rotierenden Koordinatensystem, g ist die Schwerebe-
schleunigung, p die Dichte, p der Druck, welcher die Zentrifugalkraft mit
enthélt, und v ist die kinematische Viskositdt. Jedoch auch ohne die Gleichung
zu losen kann man fiir schnell rotierende Systeme wichtige Aussagen aus ihr
gewinnen. Dabei handelt es sich insbesondere um das Proudman-Taylor-
Theorem (Proudman, 1916; Taylor, 1921), dessen Bedeutung fiir die Bewegun-
gen im Kern der Erde und der Planeten vor allem von Busse (1970, 1971, 1975b,
1976a) hervorgehoben wurde. Es besagt, daB unter Bedingungen, die im folgen-
den diskutiert werden sollen, die Geschwindigkeit u nicht von der Koordinate z
in Richtung der Rotationsachse abhéngt:

Ju

a—z-=

0. (12)
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Das Proudman-Taylor-Theorem folgt aus (11), falls das Gleichgewicht im
wesentlichen geostrophisch ist, d.h. alle Kréfte auBer Druckgradient und Corio-
liskraft entweder nur eine untergeordnete Rolle spielen oder aber ein Potential
haben. Zum ersten miissen also in (11) die Tréagheits- und Reibungskrifte klein
gegen die Corioliskraft sein, d.h. fiir die Rossby- und Ekman-Zahl muB gelten:

u
R0=2—wl<1, (13)
und
v
E=—s <l (14)

Weiterhin mul3 die Stromung langsam verdnderlich sein (beziiglich der Rota-
tionsrate), so daBl das Glied du/0t vernachldssigt werden kann, und sie muf3
barotrop sein, d.h. p~! ¥ p muB sich als Gradient schreiben lassen. Letzteres ist
fiir konstante Dichte trivialerweise der Fall; im duBleren Kern der Erde variiert
die Dichte nur um ca. 209, so daB wir p=const ndherungsweise annechmen
diirfen.

Mit den schon im vorigen Abschnitt verwendeten Werten u=2-10"*m/s
und [=3,48-10°m, sowie w=7,3-10"%s~! ergibt sich Ro ~4-10~7, so daB (13)
fir den Erdkern gut erfiillt ist. Auch fiir Jupiter ist dies der Fall: mit w
=1,8-10"*s7!, u=10""m/s, I=5-10"m erhilt man Ro ~5-10~°, und Ro<1
gilt auch noch, wenn statt des Durchmessers der Dynamo-Zone die (kleinere)
Skalenhohe verwendet wird. Wegen der Unsicherheit der kinematischen Viskosi-
tat v im Erdkern 148t sich dessen Ekman-Zahl weniger leicht berechnen. Werte
zwischen 10~7m?/s und 10’ m?/s werden angegeben (siche z.B. Jacobs, 1975,
p-44). Abschidtzungen von Gans (1972) fiir fliissiges Eisen in der Nidhe der
Schmelztemperatur ergeben v~10~°m?/s. Mit diesem Wert ergibt sich
E~10-1% d.h. die Bedingung (14) ist sehr gut erfiillt. Fir Jupiter gilt nach
Hubbard und Smoluchowski (1973) v=2-10""m?/s, was zu einer Ekmanzahl
E~4-10~1° fiihrt. Selbst wenn man aus Skalenhéhe und Konvektionsgeschwin-
digkeit fiir Jupiter eine turbulente Viskositdt von 10° bis 10° m?/s ableitet, bleibt
die Ekmanzahl wegen der schnellen Rotation und der GroBe dieses Planeten
noch sehr klein.

Da wir noch nicht wissen, ob Merkur iiberhaupt einen fliissigen Kern besitzt,
konnen wir natiirlich auch keine Aussagen beziiglich der Dynamik machen.
Jedoch sei darauf hingewiesen, daB selbst Venus in dem durch die Bedingungen
(13) und (14) definierten Sinne ein schneller Rotator ist, falls ein Kern mit
erdahnlichen Eigenschaften existiert.

Die entscheidende Frage fiir die Giiltigkeit des Proudman-Taylor-Theorems
betrifft die GroBe der Lorentz-Kraft. Diese ist klein im Vergleich zur Coriolis-
kraft, falls man, wie Busse (1975b, 1976a), annimmt, dal der Dynamo im Kern
ein toroidales Feld von der selben Groflenordnung wie das von der Oberflache
in den Kern extrapolierte poloidale Feld induziert. Fiir die Erde wéren das ~4
GauB, d.h. typische Lorentz-Beschleunigungen sind 10~!! m/s?, wihrend die
Coriolis-Beschleunigung bei Geschwindigkeiten von 10~*m/s gréBenordnungs-
miBig 10~ 7 m/s? betrigt. Diese Annahme steht in Konkurrenz zu der mehr
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Abb. 3. Illustration des Proudman-Taylor-
Theorems fiir thermische Konvektion in einer
schnell rotierenden Fliissigkeitskugel.

(Nach Busse, 1970)

klassischen Annahme eines toroidalen Feldes von einigen hundert Gaul} im
Kern (Braginskii, 1964b; Roberts und Soward, 1972), auf welches man mit Hilfe
des poloidalen Feldes und der schon im vorigen Abschnitt diskutierten magneti-
schen Reynoldszahl R, ~ 10% schlieBt. Bei einem so starken Feld wiren Lorentz-
und Corioliskrifte von vergleichbarer Grolie, und das geostrophische Gleichge-
wicht wiirde durch das ,,magnetostrophische® ersetzt (siche z.B. Acheson und
Hide, 1973).

Das toroidale Feld ist auf die Dynamo-Zone beschriankt und kann daher an
der Planetenoberfliche nicht direkt nachgewiesen werden. Jedoch sprechen
indirekte Argumente, wie die Stationaritdt des Geodynamos und die Energiebi-
lanz des Erdkerns, zumindest im Falle der Erde fiir einen Dynamo ohne starkes
toroidales Feld. Diese Punkte werden in den folgenden beiden Abschnitten
diskutiert werden.

Zur Illustration des Proudman-Taylor-Theorems dient Abbildung3 (Busse,
1970), welche schematisch das Einsetzen thermischer Konvektion in einem
rotationsdominierten System zeigt. In einer Kugel vom Radius r treten die zur
Rotationsachse parallelen Konvektionsrollen zuerst im Abstand r/2 von der
Achse auf, wo das Verhiiltnis von stabilisierender Corioliskraft und destabilisie-
render Auftriebskraft ein Minimum hat (Busse, 1976b). Die in Abbildung3
dargestellte sdulenartige Struktur des Stromungsfeldes tritt unabhingig davon
auf, ob es sich um thermische Konvektion handelt oder um ecine anders
verursachte Stromung. Sie ist insbesondere auch in Laborexperimenten verifi-
ziert worden (Busse und Carrigan, 1974, 1976).

4. Helizitéit und Dynamowirkung

Wir gehen zunidchst von der Giiltigkeit des Proudman-Taylor-Theorems aus
und fragen, inwieweit die etwa in Abbildung3 skizzierte Stromung fiir den
Dynamoprozel3 dienstbar gemacht werden kann. Dabei ist wichtig, dall das
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Abb. 4. Qualitative Darstellung der helikalen Stromung fiir Konvektionsrollen zwischen parallelen
Platten, die senkrecht zur Rotationsachse liegen. Die Ekman-Spirale ist durch horizontale Pfeile in
den Grenzschichten, das Ekman-Pumpen durch die vertikalen Pfeile in den Konvektionsrollen
angedeutet

geostrophische Gleichgewicht nur auBlerhalb der Ekman-Grenzschicht der Dicke
(v/w)"'* in guter Naherung gilt. In der Grenzschicht selbst treten infolge der
Viskositdt zusidtzliche Stromungskomponenten auf, insbesondere die Ekman-
Spirale, die im Zusammenhang mit den Stromungen im Erdkern von Busse
(1971) ausfithrlich beschrieben wurde. Busse (1975b, 1976a) gibt auch eine
mathematische Beschreibung der fiir den Dynamo der Erde und der Planeten
wichtigen Aspekte. Hier seien deshalb nur einige Punkte qualitativ besprochen.

Zur Vereinfachung stellen wir uns Konvektionsrollen in einem durch zwei
parallele, senkrecht zur Rotationsachse liegende Ebenen begrenzten rotierenden
System vor (Abb.4). Der Drehsinn der Konvektionsrollen alterniert von einer
Rolle zur ndchsten. Zwischen den Rollen zeigt daher der Geschwindigkeitsvek-
tor abwechselnd in die Zeichenebene bzw. aus ihr heraus. Dies ist jedoch nicht
so innerhalb der Grenzschicht: hier verdreht sich der Geschwindigkeitsvektor in
der Ekman-Spirale so, dall Materie seitlich in die Konvektionsrollen einstromt
bzw. aus ihnen austritt., Die Massenbilanz (Kontinuitits-Gleichung) verlangt
dann eine sekundire Stromung innerhalb der Rollen, die sich auf den ganzen
Bereich, auch aullerhalb der Grenzschicht, ausdehnt. Dieses als Ekman-Pumpen
oder Ekman-suction bekannte Phanomen spielt beispielsweise beim Drehimpuls-
austausch zwischen der Grenzschicht und dem iibrigen System eine wichtige
Rolle und ist dafiir verantwortlich, dal3 rotierende Fliissigkeiten nicht in der
Diffusionszeit [?/v, sondern in der i.a. viel kiirzeren Spin-down-Zeit I/(v-w)'/?
gebremst werden. Hier interessiert jedoch nicht dieser Effekt, sondern die
Tatsache, daB die durch Konvektionsrollen und sekundire Strémung beschrie-
bene Schraubenbewegung fiir benachbarte Rollen gleichsinnig verlduft. Sie ist in
dem in Abbildung4 dargestellten Beispiel in der ganzen oberen Hilfte linkshin-
dig, und in der ganzen unteren Hailfte rechtshindig. Die Helizitdt, d.h. der
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Mittelwert

u-rotu, (15)

wobei die Mittelung iiber die horizontalen Koordinaten ausgefiihrt wird, ist
daher von Null verschieden, was wegen der elektrischen Leitfdhigkeit der
betrachteten Materie wichtige Konsequenzen fiir Magnetfelder hat.

Stellen wir uns beispielsweise vor, die die Grenzschicht markierenden unter-
brochenen Linien in Abbildung4 seien Magnetfeldlinien. Die Schraubenbewe-
gung verformt die Feldlinien in jeder Konvektionsrolle zu einer Schleife von der
Form eines aus der Bildebene herausgedrehten Q. Da jeder verdrehten Magnet-
feldschleife ein durch sie flieBender elektrischer Strom entspricht und wegen der
links- bzw. rechtshindigen Helizitit alle Schleifen im selben Sinne verdreht sind,
haben wir es also im Mittel mit einem Strom zu tun, der eine Komponente in
Richtung des mittleren Magnetfeldes besitzt. Diese Komponente ist positiv,
wenn linkshéndige Schrauben vorliegen, d.h. wenn der Ausdruck (15) negativ ist,
und negativ im umgekehrten Fall.

Neben dem durch Ekman-Pumpen verursachten Beitrag wird Helizitdt noch
durch weitere Effekte hervorgerufen. Die Schrégstellung der Deck- und Boden-
flichen der Konvektionsrollen (Busse, 1975b) und sogar die magnetischen
Krifte selbst (Busse, 1976a, 1977b) fithren zu Helizitdt. Die Helizitét spielt eine
wichtige Rolle in fast allen neueren Versuchen zur Losung des Dynamopro-
blems, auch in Fillen, in denen die Dynamik nicht rotationsdominiert ist wie in
dem hier diskutierten geostrophischen Fall: Nachdem Parker (1955) schon friih
die Bedeutung von ,zyklonischer” Konvektion erkannt hatte, entwickelten
Steenbeck et al. (1966), Krause (1968) und Rédler (19684, b) die Elektrodynamik
der mittleren Felder (siehe auch Krause und Ridler, 1971; Roberts und Stix,
1971). Ausgehend vom Zustand isotroper Turbulenz fanden sie den ,,a-Effekt®,
einen mittleren Strom

j.=0o0B (16)

in Richtung des mittleren Feldes B, der flieBt, wenn in der Turbulenz die
Spiegelsymmetrie verletzt ist. Der durch die lineare Beziehung (16) definierte
Proportionalititsfaktor o ist ein Pseudoskalar und vom bevorzugten Schrauben-
sinn abhédngig. Moffatt (1970a,b), der die Dynamowirkung von Wellen in
rotierenden, leitfdhigen Medien untersuchte, gelangte zu einem analogen Ergeb-
nis; und auch die Theorie von Braginskii (1964a, b, 1974; s. auch Soward, 1972),
in der einem axialsymmetrischen Grundzustand asymmetrische Storungen der
Ordnung R '/? iiberlagert sind (R,,> 1), fiihrt im wesentlichen auf einen mittle-
ren Strom in Richtung von B.

Einen Dynamo, in dem der a-Strom allein fiir die Felderzeugung verantwort-
lich ist, nennen wir ,,a?-Dynamo* (Roberts, 1972). Im Ohmschen Gesetz (3) wird
dann der Strom ocuxB durch den Ausdruck (16) ersetzt und wir erhalten die
Induktionsgleichung

B _ _
a—=rot(ozB)—ro‘c—1—rotB 17
ot uo
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Abb.5a —d. Schema eines z?-Dynamos, mit x,,,,>0. %, <0: Ein toroidales Magnetfeld (a) fiihrt zu
toroidalem a-Strom (b), mit dem dazugehdrigen poloidalen Feld. Dieses verursacht einen poloidalen
x-Strom (¢), der das toroidale Feld aufrecht erhilt (d). Ein Kreis mit Kreuz bezeichnet einen Vektor
in die Bildebene hinein, ein Kreis mit Punkt einen Vektor aus ihr heraus

fiir das mittlere Feld B. Zerlegt man die Gleichung (17) in die poloidalen und
toroidalen Komponenten, so sieht man, daf} diese sich gegenseitig durch je einen
zu o proportionalen Quell-Term regenerieren. Auch der oben beschriebene
Dynamo im schnell rotierenden System folgt im wesentlichen diesem Schema
(Busse, 1975b, GI.(4.9)), cbwohl das geostrophische Gleichgewicht natiirlich eine
vollig andere Ausgangssituation darstellt als die isotrope Turbulenz, fiir welche
der o-Effekt urspriinglich konzipiert wurde. Die Wirkungsweise ecines o?-
Dynamos ist in Abbildung5 veranschaulicht: Wir beginnen mit einem toroida-
len, zur Aquatorebene antisymmetrischen Magnetfeld (a). Liegt die in Abbil-
dung4 gezeigte Situation vor, so ist nordlich des Aquators x>0, siidlich des
Aquators x<0, so daB ein symmetrischer toroidaler 2-Strom flieBt, mit dem
dazugehdrigen poloidalen Feld (b). Dieses fiihrt gemédB (16) zu poloidalen a-
Stréomen (c), deren Magnetfeld (d) das urspriingliche Feld verstidrkt. Dabei ist zu
beachten, dall Abbildung5 keine zeitliche, sondern eine kausale Sequenz dar-
stellt. Wir haben es mit einem stationdren Dynamo zu tun, in dem alle vier
Phasen der Abbildung5 stets gleichzeitig ablaufen. Der hier geschilderte Vor-
gang wurde durch exakte numerische Lésungen der Induktionsgleichung (17) in
sphirischer Geometrie bestitigt (Steenbeck und Krause, 1969b; Roberts, 1972).
Auch diese Losungen zeigen, daB «*>-Dynamos im allgemeinen stationir arbei-
ten. Fir die Erde suchen wir nach solch einem stationdren Dynamovorgang; die
Annahme eines Geodynamos vom hier geschilderten Typ ist also zumindest
konsistent.

In Konkurrenz zum o*-Dynamo steht der Typ des sogenannten , awm-
Dynamos™. Bel diesem wird zwar ebenfalls poloidales Magnetfeld aus toroida-
lem mit Hilfe des x-Effektes produziert, jedoch regeneriert sich das toroidale
Feld aus dem poloidalen auch durch differentielle Rotation, und letztere kann
so stark sein, daB} die daneben stattfindende Produktion toroidalen Feldes durch
a-Strome vernachlidssigt werden kann. Obwohl unter speziellen Bedingungen
auch aw-Dynamos stationir sein konnen (Parker, 1971b; Deinzer et al.,, 1974),
zeigen die meisten numerischen Losungen (Steenbeck und Krause, 1969a;
Deinzer und Stix, 1971; Roberts, 1972; Roberts und Stix, 1972; Kdhler, 1973)
sowie die in vereinfachter Geometrie mogliche analytische Behandlung von
Parker (1955) oszillatorischen Charakter. Sie werden gewohnlich zur Erkldarung
des 22jdhrigen magnetischen Sonnenzyklus herangezogen. Ein zu Abbildung 5
analoges Schema eines am-Dynamos findet sich in dem Ubersichtsartikel von
Stix (1976).
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Die Periode des oszillierenden Feldes des a w-Dynamos ist von der GroBen-
ordnung der elektromagnetischen Diffusionszeit uol?. Mit den oben benutzten
Werten erhilt man fiir Jupiter 5-107 Jahre. Verwenden wir statt (uo)~! eine
durch Turbulenz erhGhte Diffusionskonstante u - H, wobei u~0,1 m/s die Kon-
vektionsgeschwindigkeit und H ~10”" m die Skalenhohe in Jupiters Dynamo-
Zone sind, so reduziert sich die Diffusionszeit fiir das mittlere Feld auf 102
Jahre. Auch dies erscheint noch zu lang, um einen periodischen aw-Dynamo fiir
Jupiter mit Sicherheit auszuschlieBen.

5. Energiebilanz

Die fiir den Betrieb des Dynamos notwendige Leistung ist im stationdren Fall
gleich der durch die Dissipation des elektrischen Stromes j erzeugten
Joule’schen Wiarmeleistung

j2
Q=j—av. (18)

Die Leistung Q hédngt von der Amplitude des vom Dynamo produzierten Feldes
ab und kann daher nur durch vollstandige Losung des hydromagnetischen
Problems bestimmt werden. Realistische, auf Planeten anwendbare Lésungen
dieser Art existieren bisher nicht. Jedoch kann man fiir eine erste Abschitzung
Losungen des linearen kinematischen Dynamoproblems verwenden, indem man
den bei ihnen freien Amplitudenfaktor so festlegt, daB der Dipolanteil des berech-
neten Feldes gerade dem an der Planetenoberfliche beobachteten Dipol ent-
spricht. Auf diese Weise haben Braginskii (1964b, 1974), Pekeris et al. (1973)
sowie Kumar und Roberts (1975) die fir den Dynamo notwendige Leistung
berechnet. Die Ergebnisse sind in Tabelle 1 zusammengefaBt, wobei fiir die Erde
die Werte der verschiedenen Autoren auf die einheitliche Leitfdhigkeit 6=5-10°
S/m umgerechnet wurden.

In der letzten Zeile von Tabelle 1 steht die Leistung

47°D?
0o 09

Tabelle1. Radius ! der Dynamozone, Dipolmoment D, Leitfahigkeit ¢ und
Energiedissipation Q fiir Merkur, Erde und Jupiter. Qp nach Braginskii
(1964b, 1974), Qp,s nach Pekeris et al. (1973), Qxx nach Kumar und Roberts
(1975). Q, bezeichnet die von einem reinen Dipolfeld dissipierte Leistung

Merkur Erde Jupiter
I[m] 1,8-10° 3,48-10° 5-107
D[Tm?] 5-10'2 8.10'3 1,3-10%°
o[S/m] 8-10° 5-10° 6,7-10°
05[W] 107 —4-107 2-10'2—6-10"2 6-10'4—2.10'°
Qpis[W] 6-103-2-10° 10°-3.10° 3-10'1—10'3
Qxr[W] 4.10%-107 7-10°—2.10!2 2-10'3—6-10'*
0,[W] 4.10% 7-107 2-10%°
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die von einem frei zerfallenden Dipolfeld mit dem beobachteten Moment D
dissipiert wiirde. Sie ist noch 15mal kleiner als die dissipierte Leistung der
sparsamsten berechneten kinematischen Dynamos von Pekeris et al. (1973). Dies
zeigt deutlich, wie stark die Felder im Innern der Planeten vom reinen Dipolfeld
abweichen miissen und erklart auch die etwa 20 Jahre andauernden Schwierig-
keiten, konvergente Multipolentwicklungen als Losungen des kinematischen
Dynamoproblems zu finden. Die zitierten Ergebnisse von Pekeris et al. und
Kumar und Roberts, die beide nach der Methode von Bullard und Gellman
(1954) gewonnen wurden, beruhen auf Entwicklungen bis zu Multipolen der
Ordnung n=13 bzw. n=38. Fiir die Erde bedeuten diese Ergebnisse anschaulich,
daB die Leistung des Geodynamos zwischen der Leistung eines modernen
Kernkraftwerkes (10° W) und dem gesamten gegenwirtigen Energieverbrauch
der Menschheit von etwa 1013 W liegt.

Der wichtigste Unterschied zwischen den sparsamen Dynamos von Pekeris
et al. und denen mit hoherer Dissipation von Braginskii sowie Kumar und
Roberts besteht darin, daB letztere mit einem relativ zum poloidalen Feld
grofen toroidalen Magnetfeld arbeiten, wéahrend fiir erstere beide Feldkompo-
nenten vergleichbare GroBe haben. Ein Vergleich mit den verfiigbaren Energie-
quellen sollte daher iiber das toroidale Feld indirekten Aufschluf3 geben.

Zunichst sei thermische Konvektion als Ursache des Dynamos erwéhnt.
Diese kann durch den Zerfall der langlebigen radioaktiven Isotope 238U, 235U,
232Th und “°K in Gang gesetzt werden. Legt man fiir die Héufigkeit von Uran
und Thorium Werte zugrunde, die in Eisenmeteoriten gemessen werden, so
kommt man auf eine Wirmeproduktion von ~3-10*2W im Erdkern (vgl. z.B.
die Ubersicht von Gutenberg, 1959, p. 131f. Nach Clark et al.,, 1966, Tabelle 24-1,
ist allerdings nur der Urangehalt eines Teiles der Eisenmeteorite hoch genug fiir
eine solche Warmeproduktion. Thorium, und fiir einige Meteorite auch Uran, ist
bis zu 10°mal seltener, oder sogar gar nicht nachgewiesen). Der *°K-Gehalt von
Eisenmeteoriten ergidbe im Erdkern eine viel geringere Warmeproduktion; ande-
rerseits argumentiert Goettel (1976), daB das K/Si-Verhiltnis der Erde dem
solaren Wert von 0,0035 entsprechen sollte, was zu einem betrichtlichen “°K-
Gehalt im Erdkern — mit einer Warmeproduktion der GréBenordnung 1013 W
— fiihren wiirde. Einen vergleichbaren Wert ergibt eine alternative Wirmequel-
le, ndmlich Abkiihlung des Kerns und Kristallisation von fliissigem Material an
der Grenze zwischen innerem und duBerem Kern, wobei latente Wirme frei
wird. Kiihlung und latente Wirme tragen je etwa 1027 - dT/dt Watt bei (Verhoo-
gen, 1961), so daB beispielsweise 100°/10° Jahre eine Leistung von 6-10'2'W
ergeben. Allerdings treten fiir thermische Konvektion zwei Schwierigkeiten auf:
Erstens muB der Kern instabil, d.h. mit einem iiberadiabatischen Temperaturgra-
dienten, geschichtet sein, was nach dem schon erwdhnten Kern-Paradoxon von
Higgins und Kennedy in Frage gestellt ist; und zweitens hat ein thermisch
getriebener Dynamo als Wiarmekraftmaschine einen schlechten Wirkungsgrad,
so daB nur ein Teil — nach Braginskii (1964c) nur einige Prozent — in
elektrische Energie umgesetzt werden kann. Damit hat es diese Energiequelle,
falls sie iiberhaupt fiir den Dynamo verantwortlich ist, jedenfalls schwer, ein
Magnetfeld mit groBen toroidalen Komponenten im Kern zu erzeugen.

Weniger kritisch ist die Energiesituation bei Merkur. Gubbins (1977) hat z.B.
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abgeschitzt, daB eine Kiihlung von 10°/10° Jahre 10*' W liefern wiirde, was um
mehr als einen Faktor 103 groBer ist als der groBte in Tabelle 1 angegebene
Wert fiir Q. Ein innerer Kern von Merkur wiirde dabei seinen Radius von
1000 km um 30km vergréBern.

An der Erdoberfliche wird ein Wirmestrom von 3-10*3 W gemessen (Chap-
man und Pollack, 1975). Da davon der groBte Teil aus der Erdkruste stammt,
und der Rest wegen des geringen Wirkungsgrades der thermischen Konvektion
wiederum nur zum Teil aus der Dissipation des Dynamos stammen kann, erhilt
man — stationdre Verhéltnisse vorausgesetzt — eine weitere obere Schranke fiir
Q. Dieser Schluf} ist allerdings nicht moglich, falls Konvektion nur in den
oberen Schichten des Erdmantels bis ~400km Tiefe auftritt (z.B. Bott, 1971,
p.273f); denn die Zeitskala der Wirmeleitung im Mantel iibersteigt mit ~ 10*?
Jahren das Erdalter (p.185, L.c.). Nur Konvektion im ganzen Mantel mit der
kiirzeren Zeitskala von ~10® Jahren (z.B. McKenzie und Weiss, 1975) lieBe
Riickschliisse aus dem beobachteten Wiarmestrom auf den Dynamo zu. Benton
(1975) schldgt sogar vor, die Breitenabhédngigkeit des irdischen Warmestromes
zu Aussagen iiber den Geodynamo zu verwenden.

Jupiters Leuchtkraft von 5-10'7 W ist dagegen mit Sicherheit eine obere
Schranke fiir die Energiebilanz seines Dynamos, da die Zeitskala des konvekti-
ven Energietransports ~ 102 Jahre betrigt. Allerdings ist auch die Leistung des
unwirtschaftlichsten Dynamomodells von Tabelle 1 noch um einen Faktor 250
kleiner, so daB wir Dynamos mit starken toroidalen Feldkomponenten nicht
ausschlieBen konnen. Die Energiequelle fiir Jupiters Leuchtkraft, und damit
auch fiir den Dynamo, ist Abkiihlung, d.h. in einem frithen Entwicklungssta-
dium aus der Gravitationsenergie erworbene innere Energie, und — zu einem
geringeren Anteil — noch gegenwirtig freigesetzte Gravitationsenergie (Hub-
bard and Smoluchowski, 1973; Bodenheimer, 1976).

Die Moglichkeit eines stabil geschichteten duBeren Erdkerns und der
schlechte Wirkungsgrad thermischer Konvektion haben zu alternativen Hypo-
thesen fiir den Geodynamo gefiihrt. Die Prdzession der Erdachse wurde von
Malkus (1963, 1968) als Ursache von Stromungen im Erdkern vorgeschlagen.
Die Energiequelle wire in diesem Falle die Rotationsenergie der Erde. Jedoch
ist die auf den Dynamo iibertragbare Leistung nach Rochester et al. (1975) nur
108 W; und auch Loper (1975) wies darauf hin, daB die Kern-Mantel-Kopplung
von Malkus um mehrere Zehnerpotenzen iiberschiatzt wurde: Fiir den ,,Spin-
over ist das Drehmoment ~ B}, und nicht ~B,_,-B,,, wie fiir den ,,Spin-up*,
und selbst wenn die toroidale Komponente B,,, dabei eine Rolle spielt, so ist sie
an der Kern-Mantel-Grenze auf einen Bruchteil o,,/c. ~10~3 ihres Wertes im
Kern abgefallen (o,, und o, sind die Leitfihigkeiten im Mantel bzw. Kern).
Loper erhilt so fiir die iibertragene Leistung 3,5- 10" W, und auch dieser Betrag
kann nicht nutzbar gemacht werden, da er vollig in der Grenzschicht dissipiert
wird. — Diese Einwéinde gegen einen prézessionsgetriebenen Geodynamo bezie-
hen sich auf laminare Stromungen im Kern. DaB} prézessionsbedingte Turbulenz
als Energiequelle ebenfalls unzureichend ist, wurde bisher nicht bewiesen.

Eine weitere Energiequelle fiir Stromungen im Erdkern ist chemische Diffe-
rentiation an der Grenze zwischen innerem und duBeren Kern. Nach Braginskii
(1964b, c) konnten leichte Bestandteile des duBeren Kerns, z.B. Silizium, bei der
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Kristallisation freigesetzt werden und durch ihren Auftrieb eine Zirkulation in
Gang setzen. Fiir einen Dichteunterschied von 4p/p=0,25 und eine Wachs-
tumsrate des inneren Kerns von 3,4 - 10° kg/s (d.h. einmal die Masse des inneren
Kerns in 10° Jahren) erhilt Braginskii eine Leistung von 7-10'2W; diese
Leistung steht voll fiir den Betrieb des Dynamos zur Verfligung, da es sich um
freigesetzte Gravitationsenergie handelt. Der relative Dichteunterschied 4 p/p an
der Oberflache des inneren Kerns ist allerdings sicher niedriger als 0,25. Seismo-
logische Modelle (z.B. Gilbert und Dziewonski, 1975) ergeben Werte um 0,07 fiir
Ap/p; damit erhdlt man bei gleichem Wachstum des inneren Kerns eine
Leistung von ~2-10'2W (vgl. auch Gubbins, 1976). Dies ist wiederum etwas
knapp fiir Dynamos mit groBem toroidalen Feld, wahrend sparsamere Modelle
damit ohne Schwierigkeiten betrieben werden konnen.

Mullan (1973) hat die von Erdbeben im Mittel freigesetzte Leistung von
~10'2W als Ursache des Geodynamos vorgeschlagen. Doch kommt diese
Quelle kaum in Frage: Nur ein kleiner Teil der Erdbebenenergie gelangt in den
Kern; und selbst wenn dieser Anteil — etwa fiir die niedrigsten Frequenzen —
betréachtlich sein sollte, ergeben sich die im Abschnitt2 diskutierten Probleme
der zu groBen radialen Komponente u, der Wellen.

6. Schlubemerkungen

Bisher lassen sich keine gesicherten Aussagen beziiglich der Feldstirke der von
hydromagnetischen Dynamos erzeugten planetarischen Magnetfelder machen.
Die grundlegende Idee, ndmlich daB3 die wachsende Lorentzkraft schlieBlich das
Geschwindigkeitsfeld, und insbesondere seine durch die Corioliskréfte bestimm-
ten dynamospezifischen Eigenschaften, so verdndert, daB ein weiteres Anwach-
sen der Feldstdarke nicht mehr moglich ist, wurde jedoch in einer Reihe von
Arbeiten untersucht. So findet Vainshtein (1971), daB das Magnetfeld die
Helizitédt reduziert, und Moffatt (1972) berechnet den Einflul der Lorentzkraft
auf ein Feld zufillig verteilter Wellen, deren Dynamo-Effizienz eingeschrénkt
wird. Childress und Soward (1972) und Soward (1974) beschreiben die Dynamo-
wirkung von Konvektion zwischen zwei parallelen, rotierenden Platten, wih-
rend Busse (1972) eine Schicht verwendet, in der Konvektionsrollen zusammen
mit einer Scherstromung ein Magnetfeld erzeugen. Rechnungen, bei denen die
Induktionsgleichung zusammen mit den hydrodynamischen Gleichungen nume-
risch integriert werden, um die Entwicklung eines vorgegebenen Anfangszustan-
des zu untersuchen (Gubbins, 1975a) zeigen, daB ein Gleichgewichtszustand
zwischen Magnetfeld und Stromung sich im wesentlichen in der Diffusionszeit
uol? einstellt. Ein #dhnliches Ergebnis findet Hellmich (1977) fiir einen o?-
Dynamo, bei dem bei vorgegebenem o mittlere Lorentzkréifte Stromungen in
Gang setzen, die den Dynamo zu einem stationdren Gleichgewicht zwingen.

Die Feldstiarken der drei bis jetzt beobachteten planetarischen Magnetfelder
zeigen die bemerkenswerte Eigenschaft, daB3 die dimensionslose Zahl

A=B¢/lo(up)'?, (20)
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Tabelle 2. Mittlere Dichte p und Radius [ der Dynamozone, Feldstirke B. an ihrer Oberflache,
Rotationsrate @ der Planeten, sowie das Verhdltnis 4 von Alfvén- zu Umlaufgeschwindigkeit
(unsichere bzw. extrapolierte Werte in Klammern)

plkgm—?] I[m] Bc[T] o[s™'] A
Merkur 9.103 1,8-10° 8,3-10"7 1,24-10-¢ 3,5-107°
Venus 10- 103 (3-10°) (6,4-1077) 3,0-1077 (6,4-10-9)
Erde 11-10° 3,48-10° 1,9-10-% 727-103 6,4-10-¢
Jupiter 1,5-10° 5-107 1,2-1073 1,76 -10~* 3,1-10-¢
Saturn 1,5-10° 2,3-107 (58-107%) 1,7-107% (3,1-1079)

in der B, das Magnetfeld an der Oberfliche der Dynamozone bedeutet, etwa
gleich groB ist (Tabelle2). Die Zahl 4 ist das Verhiltnis von Alfvén-Geschwin-
digkeit zu Rotationsgeschwindigkeit, oder die Wurzel aus dem Verhéltnis von
Lorentzkraft zu Zentrifugalkraft. Falls ihre Konstanz nicht zufillig ist, sollte sie
mit der Dynamik des Systems in Zusammenhang stehen. Busse (1976a, 1977b)
hat hierauf wingewiesen und vorgeschlagen, daB die Feldstiirke sich so einstellt,
daB die Dynamowirkung des Geschwindigkeitsfeldes, die sich in seiner Theorie
bei wachsendem Magnetfeld zundchst noch verstirkt, bei zu groBer Feldstdrke
jedoch wieder abnimmt, gerade optimal wird. Dabei ergibt sich ein fester Wert
fiir die GroBe a*A?(uo)~'/k, wobei das Verhiltnis der elektromagnetischen
Diffusionskonstanten (u¢)~! zur Temperaturleitfihigkeit k fiir alle drei betrach-
teten Planeten von der GréBenordnung 10° ist. Das Ergebnis hingt jedoch auch
von der Zahl a, d.h. im wesentlichen von der Zahl der in Abbildung 3 skizzierten
Konvektionsrollen ab, deren Bestimmung unsicher ist. Eine quantitative Angabe
iber den von der Theorie erwarteten Wert von A erscheint daher noch verfriiht.
Immerhin braucht bei dieser Art der Amplitudenbegrenzung das interne toroi-
dale Feld nicht auf Werte ansteigen, die das geostrophische Gleichgewicht
wesentlich verdndern oder die Energiebilanz des Dynamos in Frage stellen.

Tabelle 2 enthilt auch Angaben iiber Venus und Saturn. Fiir Venus wurden
dabei bis auf die Rotationsrate erddhnliche Werte verwendet; das sich daraus
ergebende Feld B, entspriche einer Feldstirke an der Oberfliche des Planeten
von ~80y. Zwei verschiedene Interpretationen der Magnetfeldmessungen von
Venera4 fithren andererseits zu einer oberen Schranke von 4y (Dolginov et al.,
1969) bzw. zu einem Wert von ~ 30y (Russel, 1976) fiir die dquatoriale Feldstar-
ke. In Anbetracht der Unsicherheiten von Theorie und Beobachtung konnte der
letztere Wert eben noch als Bestidtigung der Regel A ~const. angesehen werden.
— Saturn hat nach Tabelle 2 ein Magnetfeld von 0,3 GauBl &quatorialer
Feldstdarke. Dieser Wert pallt groenordnungsmifBig zu der von Kaiser und
Stone (1975) aus Radiomessungen deduzierten Feldstarke von 1 GauB; aller-
dings sind genauere Messungen erst von Pionier 11 wihrend seines Vorbeifluges
an Saturn am 5.9.1979 zu erwarten.
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