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Ueber die asymptotischen Werthe der Coefficienten in den nach
der mittleren Anomalie vorgenommenen Entwickelungen®.)

Von

W. SceEIBNER in Leipzig.

§ 1.

Franz Carlini bat im Jahre 1817 eine Abhandlung unter dem
Titel: |, Ricerche sulla convergenza della seric che serve alla soluzione
del problema di Keplero, Milano 1817.“ verdffentlicht, in welcher er
sich hauptséichlich mit der Aufgabe beschiftigt, den Coefficienten des
Sinus eines grossen Vielfachen der mittleren Anomalie in der Ent-
wickelung der Mittelpunktsgleichung annihernd zu bestimmen. Diese
Abhandlung ist in Nr. 709—712 der Astronomischen Nachrichten**) von
C. G. J. Jacobi mit Zusitzen und Verbesserungen reproducirt worden,
nachdem derselbe bereits in einem f{riiheren Aufsatze in Nr. 665%*%*)
auf verschiedene Kehler aufmerksam gemacht hatte, welche die Arbeit
Carlini’s entstellen und die Richtigkeit seiner Resulfate beeintriich-
tigen, Trotzdem bezeichnet Jacobi die erwihnte Schrift, wegen der
darin angewandten Methode und der Kiihnheit ihrer Composition, als
eine der wichtigsten und bedeutendsten Arbeiten iiber die Bestimmung
der Werthe der Functionen grosser Zahlen, und sagt von der oben
genannten Aufgabe, dass sie zu den schwierigsten ihrer Art gehore,
wihrend die Auflosung des #hnlichen Problems in Bezug auf die Ent-
wickelung des Radiusvectors, welche Carlini gleichfalls gibt, viel
leichter sei. Die letztere Aufgabe hat auch Laplace (Supplement
zum 5. Bande der Mdcamique céleste, 18277)) behandelt; jedoch ent-
behrt die von ihm eingeschlagene Methode — ebenfalls nach Jacobi’s
Urtheile — einer strengen Begriindung und hat einen mehr divina-
torischen Charakter. Wenn endlich Jacobi hinzufiigt, dass er die
Umarbeitung der Carlini’schen Abhandlung aus dem Grunde unter-
nommen habe, um fiir die von ihm selbst tiber denselben Gegenstand

*) Aus den Berichten der Kgl. Sichs, Ges. d. Wiss, vom 31. Mai 1856,
##) Bd. 30, S. 197 — 254,
=) Bd, 28, 8. 257 —270,

+) Siehe auch Connaissance des Temps pour 1828, p. 311,
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gefundenen Resultate eine anderweitige Bestitigung zu erhalten, welche
die Eigenthiimlichkeit der von ihm angewandten Methoden wiinschens-
werth mache: so scheint daraus hervorzugehen, als sei Jacobi im
Besitze einer auf anderen Principien beruhenden Lésung des in Rede
stehenden Problems gewesen; jedoch ist ausser der erwihnten Repro-
duction des Carlini’schen Aufsatzes Nichts dariiber bekannt geworden.

§ 2.

Ich werde im Folgenden eine allgemeine Methode angeben, mittelst
deren man die asymptotischen Werthe der Coefficienten in den nach
den trigonometrischen Functionen der Vielfachen der mittleren Ano-
malie fortschreitenden Entwickelungen finden kann. Dieselbe fiihrt
mit iiberraschender Kiirze und Leichtigkeit zum Ziele, und erlaubt
von den nach den absteigenden Potenzen des Index geordneten halb-
convergirenden Reihen, durch welche jene asymptotischen Werthe dar-
gestellt werden, beliebig viele Glieder zu berechnen, Die Entwickelung
der Mittelpunktsgleichung und des Radiusvectors erscheinen beide als
specielle Fille viel allgemeinerer Functionen, welche sich nach der
mittleren Anomalie entwickeln lassen. Die Richtigkeit der von Jacobi
abgeleiteten Ausdriicke hat dabei ihre volle Bestitigung gefunden, wie
ich beretts in Gould’s Astronomical Journal bemerkt habe*), wo die
auf die Entwickelung einer beliebigen Potenz des Radiusvectors be-
ziiglichen Formeln, jedoch ohne ihre vollstindige Herleitung, an-
gefihrt sind.

Die Methode, von welcher im Folgenden Gebrauch gemacht werden
soll, beruht auf einer an sich hochst einfachen Transformation der
bestimmten Integrale, durch welche man die zu betrachtenden Coeffi-
cienten darstellen kann, Da aber die Variabeln, durch deren Sub-
stitution jene Transformation erreicht wird, complexe Werthe durch-
laufen, um von der untern zur oberen Integrationsgrenze zu gelangen,
so erscheint es nicht unzweckmiissig, um dem Verfahren die ganze
wiinschenswerthe Strenge zu verleihen, deren dasselbe fihig ist, einige
Betrachtungen allgemeinerer Art iiber derartige imaginire Substitutionen
vorauszuschicken. . . .¥¥)

§8 3—8.

Wir beginnen mit der Untersuchung des Integrals

T
Uy =ftf’e—‘2dt
zr

*) Siehe den vorhergehenden Aufsatz, S. 531 — 544 dieses Bandes.

**) In den verflossenen Decennien ist die Theorie der Integrale mit com-
plexem Integrationswege den Mathematikern so geliaufig geworden, dass hier beim
Wiederabdruck meiner im Jahre 1856 verfassten Abhandlung ein grosser Theil
der erwithnten, in den §§ 3 —8 enthaltenen Betrachtungen unterdriickt werden konnte,



Ucber Entwickelungen nach der mittleren Anomalie, O

wo ¢ die Basis der natiirlichen Logarithmen, p einen beliebigen posi-
tiven oder negativen Exponenten, und 7' eine reelle positive Grosse
bezeichnen sollen. Den Integrationsweg fiihren wir dergestalt am
Nullpunkte voriiber, dass ¢ einen positiven imaginiren Werth erhiilt,
(die Ordinatenaxe auf der positiven Seite schneidet), weil beim Durch-
gange durch den Nullpunkt ¢# = ¢rl°8¢ unendlich resp. unbestimmt
werden, das Integral also seinen Sinun veilieren wiirde.
Man findet nun leicht

up='j tre~tdt (L4 N”“)/ fre=tdt
—® 5

weil vermdge der gemachten Voraussetzung beim Durchgang durch
. . . T . L) o s
die Ordinatenaxe logé den imaginiiren Theil 4 - erhiilt, folgliche

nach der Stetigkeit 1g(— ¢) = 1g ¢ -+ mi gesetzt werden muss, Fihrt
man die Bezeichnung

e *
v,,=JtPc"’tZt, Wy = / tre=tdt
—® 7
ein, so folgt
pmr

T s BT
Uy = v, — e cos =5 w,

Den Werth des Integrals v, erhiilt man sogleich, fir p 4 1 > 0, bei
unendlicher Anniherung an den recllen Integrationsweg

r
pmn:

P )T v
v, = 2¢ * cos ’2 / tre=tdt
.

pri 1
=¢ * cos —%’51" -:;»p

wenn
. 1-2. -m

I'p = lim - -

z m==aw p'P'l"“' p+)ll-~l

und da vermdge der Definitionsgleichung der Gammafunction

pp1

['_L‘%‘J’_ riz?r— *

pa
COs 2
so ergibt sich
pm
2
Up
mithin
prRi

{ 7 2‘ pr l
T T ’—‘ - lvp CcoS N
l r 1—p_ 2

2
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Nach bekannten Sitzen bleibt diese Gleichung auch tiir p < — 1
richtig, wenn der Integrationsweg, wie oben verlangt, an der positiven

Seite des Nullpunktes voriibergefiihrt wird, Es liegt also der all-
T

gemeinen Geltung des fiir f tre—* d¢ gefundenen Ausdruckes die Voraus-
- T

setzung zu Grunde, dass ¢ zwischen — 7' und T solche Werthe durch-

laufe, welche einen positiven imagindren Theil haben.

§ 9.

Wir benutzen die Gelegenheit, um iiber die Berechnung der
Jransscendente w, Einiges zu sagen, obgleich dieselbe fiir einiger-
maassen grosse Werthe von 7' in der Regel vernachlissigt werden
kann. Wir wollen fiir das Integral

Wy = / £ e di
i

zuerst eine Entwickelung nach den absteigenden Potenzen von 7' ab-
leiten. Hierzu setzen wir { = 7')/1 &5, wodurch

_1-p
=ie—1”Tp+lf(1+s) 2T
0

erhalten wird. Die Entwickelung nach dem binomischen Satze gibt

! —1v2Tp+1 1) p+n n—-T‘st
Wp =5 € (— N ‘“f’pn‘_— se s

n=0

und nach Ausfilhrung der Integration

1—p
w, __—__1_6—1"" (_ I)n r 2 +i t
S Z pi-r T2n—p+l
2
oder
— L m _1§ 1—p 1—p-3—p l—p-3—p-5-p }
wp=g e "I — e+ — 57T +

Die Function innerhalb der Parenthese lisst sich als die Grenze
darstellen, welcher sich die hypergeometrische Reihe

F (1,255 0, — 3)=

L i=p 0o , 1—p-3—p 0 1—p-3—p-5—p o
1 S® + 40)»0)-‘-1 T4 8w - (D+] CO+) Tﬁi.,.
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nihert, wenn ® iiber alle Grenzen wiichst. Diese Reilie kann aber
nach bekannten Formeln in einen Kettenbruch transformirt werden.
Gauss hat in seiner beriihmten Abhandlung iiber die hypergeometrische
Reihe*) die Gleichung

FqQ, a’y)y)_‘_ﬂ;éx_;ﬂ;ﬂ_'_ﬁ;...

abgeleitet, wo

g ptv—e o atly —2y—ett a2yt
v’ vy’ vy R A S RS
gesetzt ist. Wendet man diese Formel auf lim F(], ]-';1?— , 0, — «;’@)
an, so wird ohne Schwierigkeit die Kettenbruchsentwickelung erhalten:

1—p 1 ——p 2 5—p
T L Ll E B e }

Fir p =0 geht daraus der bekannte Laplace’sche Kettenbruch
hervor

® 1 3 2 5
cd T)
R i b w- T 3T ST
Je dt~2-——{ L }
von welchem demnach im Vorstehenden eine bemerkenswerthe Ver-
allgemeinerung gegeben worden ist, **)

§ 10.

Ich wende mich nach diesen Priliminarien zur Behandlung des
eigentlichen Gegenstandes dieses Aufsatzes, ndmlich zur Entwickelung
gewisser sehr allgemeiner, von der wahren Anomalie abhéingenden Aus-
driicke nach der mittleren Anomalie.

Im Folgenden werde durch f die wahre, ¢ die excentrische, ¢ die
mittlere Anomalie bezeichnet; ¢ sei der Excentricititswinkel, » der
Radiusvector; nimmt man dann die halbe grosse Axe der Kiirze halber
als Einheit, so geben die bekannten Fundamentalgleichungen

r=1—sing cose
7 cos [ = cose — sing
7 8in f == cos @ sin &
g=¢—singsins
dg=vrde

*)  Disquisitiones generales circa seriem . . . p. 15,
#*) Vergl. Leipziger Berichte, Jahrg. 1864, S. 60,
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Die Functionen, welche hier zunichst nach der mittleren Ano-
malie entwickelt werden sollen, sind, wenn % einen beliebigen reellen
Exponenten, ! und m beliebige ganze, positive oder negative Zahlen
bedeuten

vk cos (If + me) und #*sin (If + me)

oder wenn wir die imaginiiren Exponentialgrossen -cinfithren, die

Function
> = rke(lf—{»ma)i

Die Entwickelung nach den trigonometrischen Functionen der Viel-
fachen der mittleren Anomalie ldsst sich gleichfalls, da » die
Periode 2z besitzt, auf eine nach den positiven und negativen
Potenzen der Exponentialgrésse e¢¢i fortschreitende Reihe reduciren, so
dass man allgemein setzen darf

% = 2 cpen9?
Die Coefficienten ¢, lassen sich bekanntermaassen als bestimmte Integrale
darstellen, und es ist nicht schwer, augenblicklich den betreffenden in
der Gleichung

T

1 .
Cn = ;;./ue—”gldg

=

enthaltenen Ausdruck zu verificiren.
Wenn wir im Folgenden unter n eine ganze positive Zahl von
einer gewissen Grosse verstehen wollen, so haben wir die beiden

Integrale
14 . Fd

c”=_21?/;ke(lf+ma——ng)idg und c_ﬂ=?1n_'jq,rke(lf+me+ng)i dg

—7T . —7
zu betrachten. Fiihrt man unter dem Integralzeichen — g statt g ein,
so kehrt sich in beiden Ausdriicken das Zeichen von ¢ um, woraus
hervorgeht, dass die Coefficienten ¢ simmtlich reelle Werthe haben.
Ferner ergiebt sich, dass die Werthe von ¢, und ¢, durch Ver-
tauschung der Vorzeichen von ! und m in einander tibergehen, wess-
halb wir bloss die Entwickelung des einen der beiden Ausdriicke zu
untersuchen brauchen.
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§ 11.
Wir legen unserer Untersuchung den Ausdruck
7T
1 .
Gy = 21{‘[;.1» oltf+me—ngyi dg
4

zu Grunde, und setzen voraus, dass die positive Zahl n grosser sei,
als der numerische Werth der Summe ! 4 m, also # > -4 (I 4 m).
Das Integral ist so zu verstehen, dass die Variable g von der untern
zur oberen Grenze alle reellen Werthe zwischen — = und = durch-
liuft. Dasselbe gilt von dem Ausdrucke, welcher durch die Trans-
formation des obigen Integrals erhalten wird, wenn man statt der
mittleren die excentrische Anomalie als Integrationsvariable einfiihrt.
Dann wird vermbge der zwischen 7, f, g und & bestehenden Relationen

Ed

e ST .
Cp = é;'jr“”"l"l (rcosf— irsinf)~te=(-—m ertute—s)i d g

E

Iy . . . .
== -27(/ (1 —singeos )+ (cose— sing — icosgpsine) !>
¥ 1

c-—(n—m)ei-{-nisinlpsina des

Auf dieses Integral wenden wir die imaginiire Substitution
et = tg‘.%(;DC“
an, statt deren wir auch schreiben kdnnen
P = ¢+ w1,
wenn zur Abkirzung o = log cot] ¢ gesetzt wird. Damit erhalten
wir de == d®, nebst den Integrationsgrenzen — = + @7 und = + w7;
der Weg zwischen diesen beiden complexen Werthen ist so beschaffen,

dasgs die Variable & nicht verschwinden kann, sondern stets den posi-
tiven imaginiiren Theil @4 behiilt. Aus den Gleichungen

e*i - ¢t = cotd pe?t | tglpe It

et — g — C()t‘}(pe‘% + tg% (}70"‘9
folgt

2cose = (cot Lo - tgl @) cos® 4 4 (cotip — tgdg) sind
2isine = (cot{ @ — tgd ) cos® + i (cotdp + tgio) sind
und durch Multiplication mit sin} g cosi¢g
sing cosé == cosd -+ ¢ cosg sin§
ising sine = cos cosd | i sin®
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5b2

Hiermit entsteht die neue Integralformel

n-+wi

Cr = ! (1 —cos & —icospsind)*++! (singpcos & —sinp)~I><
—n+wi
e—(n—m)(w+3{)+msin$ +ncospcosd G
zz-l—wz
1 , .
= sin—* = — — _ k11 1\t
sin—t@tg g o [ (1 —cosd 1cos @ sind) (cos® — 1)t

—ntuwi

e mFi—n(F—sind)itncospeosd JG

§ 12.
Um diesen Ausdruck nach den absteigenden Potenzen von # zu
entwickeln, fiihren wir
§ == sin}

als neue Variable ein, die sich auf imagindrem Wege zwischen den

reellen Grenzen sin(— 3w + fwi)= — S und sin(fz + fwi) =S8
durch Null hindurchzugehen, weil

bewegt, und zwar ohne
Der Werth von S wird leicht aus der

nicht verschwinden kann.
Gleichung

S=cos}wi= %(e%‘” —|—e"“§“’)
(e /i) TS

gefunden; berlicksichtigt man ferner die Relationen

cos® =1—2s2, sind=2s)1— s

2ds
Vi—s

ei%m=1/1 —s?4is, Ao =

q?—~san‘}—'/(1—cos& da‘)——4j Tigsz:‘la

wo
35

Lt v 5 8 9 11
o M T S+144s+14083+

3 10

zur Abkiirzung geschrieben ist, so folgt
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Cp = sin—! Q tg"—m%(}) encosyp }7; ><

8
J (252 — 2is cosg P/ T— s (— 28~ (YT = 2 4 is)**" <
-8

ds

e—4naz-2ns” cos g
Vi—%

= (2 cos (p)k+l tg~l @ tgn—m%(p encos g ;1: <
S

. Rf-l-4-2mn
% s Al-H1 . s 2m .
S (g Y () e
S

- k—I41
e—ino1—2 nstcosp (.‘;_) ds

Setzt man N2 = 2ncosp, so #st hier endlich { = Ns zu sub-
stituiren, wo ¢ gleichfalls ohne durch Null bkindurchzugehen, auf
imaginiirem Wege von — I’ bis

+ I'= N8 = y/'nlcosg + cotg)

variirt, Damit wird schliesslich der Ausdruck erhalten:

it L4
ch=n ° (Zcosq) ? tg—tg tgrmiqgencory 7‘: >
T
¥ 13 £ \— L\t ¢ 2\ $\2m
./(I“W??égtp(l"m) ) L— (1 ~Nﬂ) =
Zor
kflt-2m

(1 —_ 17/;_;7) 2 6_4na,'_,u(_:r)k_;+[dt

und durch Umkehr der Vorzeichen von [ und m

_ k2 Bt
Camn P (2eosg) tglptgrinigenens L

T

. ¢ ‘tg _% k—l+1( t 2 \— %):Hu
J(l—msa (1= ) ) L+ oy (0= o) =
— k=4om

t 2 imge—gf P\
(1—"7\“) g—ing t(z) dt

Man sieht aus den gefundenen Formeln, wesshalb die Annahme
n > - (I 4 m) gemacht worden ist: damit némlich die Factoren vor
dem Integralzeichen bei beiden Coefficienten ¢, und c_, von derjenigen

Ordnung in Bezug auf die Excentricitst oder den Winkel ¢ werden,
Mathematische Annalen, XVII, 37 )
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welche diesen Coefficienten in der That zukommt. Das im Vorher-
gehenden auseinandergesetzte Verfahren bleibt zwar richtig, auch wenn
die angegebene Ungleichung nicht erfillt ist; schreitet man jedoch zu
der Entwickelung nach den absteigenden Potenzen von n, so zeigt
sich, dass wenn # die Exponenten w und [ an Grosse nicht wesent-
lich tibersteigt, die Convergenz selbst in den ersten Gliedern der Ent-
wickelung fiir die numerische Berechnung zu gering wird.

Es ist nun nichts leichter, als mit Hiilfe der abgeleiteten Formeln

T
fir das Integral u, =jﬂ’ e~*dt die Entwickelung von ¢, und c_, nach
—T

den absteigenden Potenzen von n oder N zu bewirken. Denn die
Functionen unter dem Integralzeichen lassen sich nach bekannten
Sitzen in lauter Glieder auflésen, welche von der Form etPe—"n—%
sind, durch deren Integration das Erforderliche geleistet wird. Die
imaginiiren Glieder miissen dabei, wegen der frither bewiesenen Realitiit
von ¢, und c¢_,, verschwinden; auch ist die Bedingung erfiillt, dass ¢
auf imagindrem Wege von — 7' nach T gelangt, wihrend sein
imaginéirer Theil bestindig positiv bleibt. Diess folgt aus der Glei-
chung

t =) 2ncosp sing (s mi)

=]/§}:;s—;> {(e‘f“’+e‘%‘*’)sn,%e+z‘(e&°’ —c‘%“’>cos,';e}

wo & zwischen — & und z enthalten ist.

§ 13.

Die Ausfithrung der weiteren Entwickelung ist lediglich Sache der

Rechnung. Man leitet leicht die Reiheneutwickelungen ab:
¥

erénti=1— ?% N*o — “costg Nie® + 3cti3q) Nte® 4
T
Nto = 3t;\f + 10?\’3 + 535\}5
folglich
o 4 285 e+ i — (s — )

( 218 2412 )_1 _I_( 37 . 24 41> ) 1
15cos® g 243cos* @/ (Vi) 28cos @  4Hcosdg ' 3645 cosPq/ (N9)®

Ferner giebt der binomische Lehrsats
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ki _t ki
(1~1‘5'2)2 [1—_I‘/'"z';ost;—é(lw lt:?> z}l‘H:__: 1*;'2’)2

k-Hi—1 k+i—2
e L 7(1‘3 T AL 2 ( t‘)"{"
1 Nicosg N? 1-2 (Ni2costp N7 N2
Ati—3
L a e an b N S SR (1= By
1-2.3 (Ne@¥cosdgp N\~ N2
ki 4
B ( t?_)T”‘
1:2.3-4 (Nd)tcosip \' N?
kHi—5
B AL g 0 ()N
-3 4- (Ni)> cosvp Nt

folglich

k41 1
(1__]’)2“ — t (1_~ 2 )—g"+’j_‘1_k+z+1 t
N2 Nicosg N2 - cosp Ni

I»—l—l E141y 2 hel-1-k 1 k1 t
( + cos?e / (Ni)2 2cos @ (l+3*cfos7q> (N4)3
k-{-l-_? 2 - k- k141 k4-1—1 k4141
+ (1 + 2 cos?gp + 3cos'p ) (Nz)“

k-3 kA-1 7»+z+1( g2 o Ipl—2 kYt

8 cos @ 3 costep 15cos' g (N T

Auf analoge Weise erhiilt man

1
(1= ), = )T =05

1
om t ( 2 )’"— 2m 2m—1 ( )"‘_’
—1N_i1—*N* T e Nz)2 b—
B
2m-2m—1 2m—2 (1 )’”"2
- 1723 (Nw
2m-2m—1 2m —2-2m—3 v 1 — (2 \m—2
+ T e s (Ni)‘( N2
5
2m-2m—1-2m—2-2m—32m—4 B (1 o )m~2’. .
- 1.2.8.4- (N7) N:

womit sich ergibt
37
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12 - 2
(1— Nz) [ F (1———) ] —1—2m o 2m? e
2m—1-2m-2m-41 ¥ | 2m—2.2m-2m-2m-}-2 i
1-2-3  (No? - S 1-2-3-4 (N3)*

2m-—3 2m—1-2m-3m4-1-2m+3 13
1-.2-3-4-5 (P

Durch Multiplication dieser Ausdriicke folgt das Product

1“—{[2 + ]c—;:':)i—%l}t Scoscp t3}

1 k4141 k41 E-+141
+ (_IVZ').Q{ [27%2 + 2m cos @ + 9 (1 + m*)] $?—

T4 2 Bhld1T, }
[3 cosp + cost ] + 900s2

ol (P05 2w T b (155 +

(N cosg
e

~[5 aorg T3 oy~ saawy F semg (LF ooy ) |EF
[ 5 omg 5w |7~ sreesy Uy

Damit erhiilt der Ausdruck fiir ¢, die Form

kit2 k+z

Cp =N 2 (2008 (p) to"‘l @ tgﬂ_m‘%qj encosp = 1 ><

T«t* ¢\ 1 3 1 2 4 6
JTe : {1—~Nz~.(oct——ﬁt°)+(—m>7(yt——6t—l—.st)——

— (N—li)a(gtf’——nﬁ-l—&ﬂ —ut9) - } dt

wo die Werthe der Coefficienten «, 8, 9, 9, &, ¢, 9, 9, ¢ aus der voran-
stehenden Gleichung zu entnehmen sind. Hier hat die Integration
nicht die mindeste Schwierigkeit, da friher allgemein

f et (~— ——-—_:7 2w, cos p
3z
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gefunden worden ist. Wir wollen, mit Vernachlissigunyg der Trans-
scendente w,, die ersten Glieder hinschreiben, und erhalten:

k42 A
Cp == N 2 (2 cos q)) 2 tg—'q} tgn—m %9" prevsq H
1 1 F 141 1 2 |
H = -~ (2 m
p_i:,}, N + cosg ) 1—-A~,~ 1 ’{”‘;“mp " A: ; ’
1 Sy 1 L2l
= _":“““1 n cos ’ [— 4k -1 (m + 90w
r g @ r- . Cos g

Der entsprechende Werth fiir c_, geht durch Umkehr der Vorzeichen
von [ und m hervor. Die vernachliissigten Glieder in I sind durch
ncos@ dividirt, welches Product also gross geoug sein muss, wenn
cine hinreichende Anniherung erzielt werden soll

Wir Konnen jetzt bereits den von Jacobi fir die Coefficienten
der Mittelpunktsgleichung gegebenen Ausdruck verificiren. U dazu
zu gelangen, erinnern wir uns an die Differentialformel

df = ci2¢~ dy

Setst man hier

R

-]
1 .
=¢, + 2 } Cy LOS N
T

r2

und integrirt, so folgl wegen ¢, = sogleich

cosp

el
J] 2¢ .
f=gy +Z 2°;83p~ Cn 81 HY
1

Jacobi schreibt f — g = 2P sin py, tolglich
2 cosgp
P= "=""-¢,
P

wenn k== — 2, l==m = gesetzt werden. Damit folgt aber

1
prcon'y

P="Cgip el |,

identisch mit dem in Nr. 712 der Astron. Nuachrichten, S. 245 gefun-
denen Werthe. Zugleich geht aus unserer Ableitung hervor, dass die
aufgestellten Formeln fiir bcliebige Werthe der Excentricitiit richtig
bleiben, wihrend Jacobi den Fall kleiner Excentricititen am Schlusse
seiner Abhandlung in einem besonderen Zusatze erdrtert.
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Wir wollen zum Schlusse noch den speciellen Fall ins Auge fassen,
WO Cp=1C_n, 4. h, wo { = m = 0 ist, und die Coefficienten in der
Entwickelung von 7* zu bestimmen sind. Schreibt man der Bequem-
lichkeit halber — % statt %k, so wird fiir

o
k
(g«): c:)k) 4+ 2 E c(:) cosng
n=1
k—2

x R
* T2 % A k 2 B 2
¢, =mn  (Z2cosp) “tgnig encosrp{ I:k__l— 3 cosg Vncosgo}?’-‘ji 7 O}
2 2

erhalten, wo sich fiir 4, B und C ohne weitere Schwierigkeit, als

die Liinge der Rechnung, folgende Werthe ergeben:
k(k — 2y k(lc—_—_m (k-

-4)
A4=1— 8n cosgp (1) + 64n2 cos’p @) -

k—3 (k —38)(k —b)
B=1-— 87 cos [+ 32002 cos? g (2]

y . kx 1
C= w_psin—— — .
2 cosp}2ncosg

[(k—l)wg_ 42 w4-k] cos K. .
In diesen Gleichungen ist zur Abkiirzung geschrieben

(1) =1— 4tu

9 cos?p

_b5k41 452 433k 4 59
(1= 1 A BEE

27 cost
@) — k42 208 4 143k 922 4 1653 4 261K 4 1307k - 1878
T2 45 cos? @ 486 cos' g
2] — 35K 4 224K 317 20%% - 297k -+ 1324K + 1719
- 14 27 cos?g

4 16Kk* + 4401° + 4175 %2 + 15880 % + 19809
486 cost @

Diess sind die Formeln, welche ich bereits in dem Astronomical
Journal, zugleich mit einem indirecten Nachweise fiir ihre Richtigkeit,
mitgetheilt habe. Fiir k= — 1 geht daraus die Entwickelung des
Radiusvectors, iibereinstimmend mit Jacobi a. a. O. hervor. Man
erhdlt leicht, da die in B multiplicirten Glieder wegen des Nenners

T’kgl verschwinden:
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(—1) / . -
e . n Cos @ 3 7
== — ({gr | ) OB (P 1/ ; p— — —
n ( g %(p ¢ ) ] vt I |70 Cosp 1 9 CObz(p
15 1 1 o1
- T bintcostg ('.3 B TN + Steonte > o $
Auch die Qoefficienten der Mittelpunktsgleichung kinnen wir jetzt

o . 2 cos 2 .
senauer erhalten, wenn wir den Werth von N ® cf,) aufsuchen

2 cos (p 2)

S22 I 7
Y - cosp -~ (" )_‘
n n (t(r bpe )" { +, Seos g L RLOS g [:‘ +8NCU.\|‘p H o vcoste *

+ I (54:5 127 + 1601 )
6intcostq \ 14 costy 18 Lo=t }

Es ist nicht uninteressant, von diesem Ausdrucke eine numerische
Anwendung zu machen. Da die aufgestellten Formeln gelten, wie
klein auch die Excentricitiit genommen werden moge, wollen wir der
Einfachheit halber den numerischen Werth der Grenze fiir @ = 0
suchen.  Allerdings verschwinden dabei die Ausdriicke unserer Coef-
ficienten wegen des Factors tg"}¢, durch den wir desshalb zuvor
beide Seiten der Gleichung dividiren. Dann wird

.2 cosp 6' E 23 23
l —— W —_— <. e
m 7 1 G = ! + nn ! 1800 + 2016 n?

n
tg™ L

Vergleichen wir damit die von Hansen zuerst gegebene Entwickelung
der Mittelpunktsgleichung®)

f —y ——___—-Z t‘r‘%(p { ‘)t, \"‘)“‘-H tg‘léq) +

1= 1

40, Mg tgtlp - } sin ig

so folgt fiir ¢ =5 und @ =0

. o cosp @) 2 . 2 { n? 5 n L nn$
Iim _'n_ -;7 " 'Gn = )-)(n = . 1 + n + 21 —{ 31 ”i n!
G
oder
n 2
" nt { t I/ 23 B\
14+ 4 =", + . nr Bon T 2016 f

*) A bbandlungen der k. siichs. Gesellschaft, 1I. Band, S. 276 fg.
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Berechnet man beide Seiten dieser Gleichung fir n =1, 2, 3, 4, 5, 6,
so erhidlt man folgende Werthe der Logarithmen:

n=1, lg2==10.3010300 approximativ = 0-3005838 diff, 4412

n=2, lgb=0.6989700 ,  =0.6989110 , 590
n=3, lg13 = 1.1139434 ,  =1.1139289 , 145
n=4,lg 12 — 15357159 ,  =1.5357095 , 64
n=>5,1g"" —1.9610254 _ ,  =1.9610223 , 31
n=6,lg 22 — 2.3884565 ,  =2.3884548 , 17

woraus die Genauigkeit der Formel beurtheilt werden kann.

Gotha, Mirz 1856.



