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Behandlung der projectivischen Verh#ltnisse der Réume von
verschiedenen Dimensionen durch das Princip des Projicirens
und Schneidens.

Von

Gserpe VErONESE in Chioggia.

Mehrere Mathematiker haben sich schon mit einigen Capiteln der
n-dimensionalen Geometrie, meistentheils mit der Kriimmungstheorie
+der Riume nach der Grundarbeit Riemann’s ,Ueber die Hypothesen,
die der Geometrie zu Grunde liegen®“*), beschiftigt.

Ich babe hier nicht die Absicht eine historische Uebersicht der
bisherigen Arbeiten iiber diesen Gegenstand auseinanderzusetzen, son-
dern ich will nur hervorheben: erstens, dass alle diese Arbeiten ana-
lytische Form besitzen, und zweitens, dass man die »-dimensionale
Geometrie, so viel mir scheint, noch nicht consequent als ein Hiilfs-
mittel benutzt hat um die projectivischen Beziehungen in Riumen von
verschiedenen Dimensionen, daher auch in der Ebene und dem gewohn-
lichen Raume zu studiren.

Ich gebrauche in dieser Abhandlung die synthetische Methode und
zwar diejenige Methode, die aus den beiden Fundamentaloperationen
des Projicirens und Schneidens hervorgeht. Ich benutze auch hier und
dort die analytische Methode, aber ich interpretire sie immer in an-
schaulicher Weise.

Um eine Configuration von » -+ 1 Punkten, oder eine Curve,
oder eine 2-dimensionale Fliche, die gewisse Singularititen besitzt,
im gewohnlichen Raume &R, zu studiren, ist es in vielen Fillen
niitzlich, zuvdrderst eine Configuration oder ein Gebilde 1t oder 2t
Dimension in dem #-dimensionalen Raume R, zu suchen, aus welchem
mittelst geeigneten Projicirens oder Schneidens das gegebene Gebilde
in eindeutiger Weise entsteht. Und zugleich kann man nicht nur
jene Configuration, Curve oder Fliche, sondern auch eine Classe dieser
Gebilde studiren, welche simmtlich mittelst des Projicirens oder Schnei-
dens aus jenem Gebilde im Raume R, hervorgehen. — Dieses Gebilde.

#) Riemann’s Werke pag. 254.
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162 G VEeronesk.

in R, ist immer einfacher als das gegebene in R, und lisst sich daher
viel besser behandeln.

Betrachten wir z. B. # 4 1 beliebige Punkte einer Ebene R, oder
eines Raumes R, so kann man sie als Projectionen der n 4 1 Ecken
unendlich vieler Pyramiden in R, ansehen. Und umgekehrt lassen
sich aus einer solchen (# 4 1)-eckigen Pyramide in R, (welche die
einfachste Pyramide in R, ist) durch geeignetes Projiciven alle Avrfen
von Configurationen von % 4 1 oder weniger als # 4 1 Punkten in
den Riumen von niedrigerer Dimensionenzahl erhalten; indem man
unter zwei Configurationen derselben Art soleche versteht, bei welchen
die # 4 1 Punkte dieselbe Lage haben, ohne auf die metrischen Be-
ziehungen zwischen ibnen Riicksicht zu nehmen.

Als zweites Beispiel mogen die rationalen Curven dienen. Be-
trachten wir irgend eine rationale Curve n'r oder niedrigerer Ordnung in
R,., wo m < nist, so beweise ich, dass sie immer die Projection einer ratio-
nalen Normalcurve C* in R, ist. Und umgekehrt kann man aus einer
solchen Normalcurve C» alle Arten von Rationalcurven ntr oder-
niedrigerer Ordnung in den niedrigeren Rinmen erhalten. Diese
Normalcurve O besitzt keinerlei Singularitit und ihre Charaktere sind
vermobge der verallgemeinerten Plicker’schen Formeln, die ich eben-
falls in nachstehender Abhandlung aufstelle, sehr leicht zu berechnen.
Ueberdies lisst sie sich leicht durch projectivische Biischel oder Ge-
bilde (n — 1)t Stufe construiren. Es wird also dusserst vortheilhaft
sein, die rationalen Curven derselben oder niedrigerer Ovdnung in
nieder ausgedehnten Riumen aus dieser Normaleurve durch Schneiden
oder Projiciren zu gewinnen,

Ich habe die gewthnliche Nomenclatur fiir Punkt, Gerade, Ebene,
Curve, FKliche, Kegel ete, beibehalten, und zwar habe ich die
linearen Ridume einfache Riume genannt und mit den Symbolen
B,, R,, R,, R,, - -- R, bezeichnet. Desgleichen habe ich auch
2,3, .- (m — 1)-dimensionale Flichen und in analoger Weise
2,3, .+ (»n — 1)-dimensionale R,-Kegel (deren Spitze beziiglich
ein Punkt R, ist), und 3, 4 ... (» — 1)-dimensionale R, -Kegel
(deren Spitze jeweils eine Gerade, R, ist) u. s. w. unterschieden.

Die Arbeit ist in fiinf Abschnitte mit der Einleitung, wund
jeder Abschnitt in Paragraphen eingetheilt, so dass es meinem Leser
nicht schwer sein wird, sich sofort eine allgemeine Uebersicht der-
selben zu verschaffen®). :

Zum Schlusse ergreife ich diese Gelegenheit, um Herrn Prof.
Klein fir die vielfache Anregung und Unterstiitzung bei meinen
,mathematxschen Studien in Leipzig den besten Dank auszusprechen.

) Der Kiirze balber habe ich bei lcichten Sdtzen, zumal im dritten Ab-
schnitte, die Beweise unterdriickt.
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Einleitung.

1. Es ist bekannt, dass eine Ebene I, durch eine gerade Linie
Ly und einen Punkt I, ausser ihr erzengt werden kann, indem man
alle Punkte der Geraden mit dem Punkte R, verbindet. In derselben
Weise kann man den Raum von 3 Dimensionen durch eine Ebene &,
und einen Punkt B, ausser ihr erzengen. Wie man die Gerade als
Element der Ebene, und die Ebene als Element des Raumes von 3
Dimensionen betrachtet, so kénnen wir den Raum I3, als Klement
eines Raumes von 4 Dimensionen anschen, Der Raum von 4 Dimen-
sionen B, wird von einem Raume R, und von cinem beliebigen Punkte
R, ausser ihm erzeugt, indem man alle- Punkte des Raumes R, mit
B, verbindet. Wie die Ebene in 2y von einer Geraden nur in einem
Punkte geschnitten wird, insofern die Gerade nicht in der Kbene liegt,
so wird auch ein I; in I%, von einer Geraden nur in einem Punkte
und von einer Ebene in einer Geraden geschnitten, wenn die Gerade
oder die Ebene nicht selbst in dem E; cnthalten ist. Wenn man
diese Erzeugung der linearen R#ume *) fortsetzt, so sieht man, dass
der Raum von # Dimensionen R, durch einen Raum R,_, und einen
ausser ihm liegenden Punkt erzcugt werden kann. Man sieht auch,
dass der Raum R, durch # -+ 1 beliebige Punkte, die in keinem
niedrigeren Raume 'gelegen sind, bestimmt wird. Es ist auch aus
dem Vorhergehenden ersichtlich, dass in dem Raume von # Dimen-
sionen IR, oo® Punkte enthalten sind, und dass, wenn ein Raum 1,
p 1 beliebige Punkte eines Raumes I, enthiilt, wo m > p ist,
R, ganz in It, enthalten ist.

Zwei beliebige Riume I¢, und I,m, dic respective durch m - 1
und m® 4 1 Punkte bestimmt sind, gehdren dem Raume R, 4,041 an,
der durch die m -+ m® 4- 2 Punkte bestimmt wird. Die Riume I, und
R, schneiden sich im Allgemeinen nicht, d. h. sie haben keinen
Punkt gemein. Haben sie aber z. B. einen Punkt 4, gemein, so werden
wir, um R, und B, zu bestimmen, ausser A, noch m und »® Puankte
willkiirlich annelmen, und daher werden die beiden Riiume in einem
Raume R, ., enthalten sein. Haben sie allgemein einen Raum R, ge-
mein, d. h. @ -4 1 beliebige Punkte, so liegen sie in einem Raume
-Rm—)—m —ar

Wir betrachten als I'undamentalrawm wnserer Operalionen  den
Raum von % Dimensionen. Setzen wir daher B qpnh_a .- "R, so
sehen wir, dass zwei beliebige Riume I, und R,m in R, in cinem
Raume R, sich schneiden, wo ¢ == m -+ m® — » ist. Wenn a =0
ist, so haben sie einen einzigen Punkt gemein; ist dagegen a negativ,
S0 haben sie kein Blement gemein. Ist m > m®, so ist klar, dass

*) Weiterhin nennen wir die linearen Riume cinfach Riume.
11*
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@ hichstens = m® sein kann, in welchem Falle R, in R, ganz
enthalten sein wird. '
Zwei Riume R, und R, schneiden sich, wie gesagt, in einem
Raume R,, wo:
a=m-+ m® —n
ist. Der Raum R, wird von einem dritten beliebigen Raume E,® in
einem Raume E, geschnitten, wo:

(1) a1=a+m(2)——n=9n+m(1)+m(?)_—27;
ist. Der Raum R, wird von einem beliebigen vierten Raume E,® in
einem Raume R,, geschnitten, wo

2) Uy = ay - m® — n = m 4 m® + m® 4 m® — 3n
ist, u.s. w. Endlich der Raum R, , wird von einem (s 4 1)t be-

liebigen Raume R, in einem Raume R, , geschnitten, wo

(3) Qs == Os—2 + M — 5 = E mé — sn

£==0,...8
ist, so dass s 4 1 ganz beliebige Riume R, R0 - -+ Bu» in R, in
einem Rapyme R, sich schneiden, wo:

p = _S_ md — sn
i=0,% ..8
ist. Schneiden sich aber R,, und R, anstatt in einem Raume R, in
einem Raume R,.;, so muss man in (2) anstatt a, a + d setzen, so
“dass R, R,m, R, in einem Raume R, 4. sich schneiden werden.
Schneiden sie sich statt dessen in einem Raume R, 4444, s0 werden sich
R,, R, R,®, R,® in einem Raume R 444q schneiden und all-
gemem werden sich s 4~ 1 Riume R, R,w, R, -+ Bu¢ in R, in
cinem Rawme R, schneiden, wo:

q=2 mtd - Edkﬂs'n
1==0,1...8 k=0,1,..8—2
ist und einige oder alle d verschwinden kinnen®).

2, Um den Parallelismus der Riiume zu definiren, denken wir
uns, dass jede Gerade in R, einen unendlich fernen Punkt (im
Euklidischen Sinne) hat, d. h. wir nehmen an, dass der Raum R, einen
upendlich fernen Raum R, _; hat, so dass die Réume B, R,, - -+ R,
von R, den unendlich fernen Raum in einem R,, R,, --- R,_»
schneiden. Wir sagen: Zwei Rdaume IR,, R,m, wo m® > m ist,

*) Ueber die Bedingungen, dass mehrere Rdume von verschiedenen Dimen-
gionen sich schneiden, sehe man Jordan: ,Essai sur la géométrie & n dimen-
sions, Bulletin de la Société mathématique de France 1876° und D’Ovidio: ,Le
Funzioni metriche fondamentali etc. R. Accademia dei Lincei 1877 (oder auch
Math, Annalen XII).
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sind eimander parallel, wenn der unendlich ferne Raum B,_, von R,
m dem unendlich fernen Rauwme R,y_, von R, enthalten ist.

Aus dieser Definition geht hervor, dass man durch einen Ranm
R, einen parallelen Raum R,,,0n zu einem beliebigen gegebenen
Raume E,n legen kaun, wenn m -+ m® < n ist; in der That, die
unendlich fernen Réume R, 1, B, _; liegen ganz beliebig und daher
bestimmen sie einen Raum R, ., _,;, welcher der unendlich ferne
Raum von unendlich vielen Réumen R, ., ist, die den beiden
Réumen R, und R, parallel sind. Durch einen beliebigen Punkt
von I, geht ein solcher Raum, und wenn dieser Punkt in R,, fillt, so
wird der Raum R, . durch R, gehen, da er den unendlich fernen
Raum I2,,_; von R, enthilt. Wenn m--m®>nd h.: m4-m®—n=q
ist, so schneiden sich die unendlich fernen Riume R,_;, R, in
einem Raume R,_;, und da sie im Allgemeinen in R,_; ganz beliebig
liegen, ohne in einem niedrigeren Raume enthalten zu sein, so kann
man durch B, keinen parallelen Raum zu R, ziehen. Wenn die
beiden Riume R,_,, R,®_y in einem Raume R,_,_, liegen, so kann
man durch den Raum R, einen parallelen Raum R,_, zu R, ziehen.
— Aus dieser Definition folgt noch, dass zwei parallele Réume
Ay, By, von zwel parallelen Riumen A,._n, Ba-n in zwei Paaren von
Punkten geschnitten werden, die ein Parallelogramm bilden.

3. Aus Nr. 1. geht hervor, dass zwei Riume R, in einem T3,_»,
drei in einem R, s u.s. w., % in einem R, sich schneiden. Wie n
beliebige Punkte einen Raum R, ; bestimmen, so bestimmen n be-
liebige Réume R,_; einen Punkt. Wir nennen daher den Punkt und
den (n — 1)-dimensionalen Raum duale Riume in R,. Wihrend
m -+ 1 beliebige Punkte einen Raum R, bestimmen, so bestimmen
m -+ 1 beliebigen R,_; einen Raum R, ,,; I, und R, ,—; sind
auch dual. — Wir schen also, dass zwei Riume R,, B, dual sind,
wenn m + mW = n — 1 ist. — Wenn » ungerade ist, d. h. = 2m 4 1,

so ist der Raum R, sich selbst dual.
2
4. Wird ein Punkt nach einem algebraischen Gesetze sich stetig

bewegen, so dass er von seiner Anfangslage nur in zwei Richtungen
(vorwirts und riickwirts) fortriicken kann, so beschreibt er einen
Raum von einer Dimension. Derselbe ist von der m'» Ordnung, wenn
er von einem R,_; in R, in m Punkten geschnitten wird. Kinen solchen
Raum nennt man eine Curve m* Ordnung*). Eine Curve m'* Ordnung

*) Die Erzeugung der linearen Mannigfaltigkeiten von mehreren Dimen-
sionen durch Bewegung eines Elementes findet man bei Grassmann, Aus-
dehnungslehre p. 13 etc. 1844, Sie ist auch spiter von Riemann gebraucht
worden in der Abhandlung: ,,Ueber die Hypothesen, die der Geometrie zu Grunde

liegen. 1854,
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kann nur in einem R,, R;, - - - R, enthalten sein*). Denn wire eine
solche Curve in einem I?,y enthalten, ohne einem niedrigeren Raur@
R, zu gehoren, so konnten wir sie mit einem Raume R, der “dle
Curve nur in m Punkten ireffen kann, schneiden, und durch diese
m Punkte und einen andern Punkt der Curve einen Raum IR, hin-
durchlegen. Dieser Raum wird dann die Qurve in mehr als m Punkten
schneiden, was nicht mdglich ist. Wenn man die Tangenten,
Schmiegungsebenen, Schmiegungsriume R,, Ry, « - - Ba—1 der Curve
betrachtet, so bilden die Tangenten die 2-dimensionale Developpable der
Curve (mit Riicksicht auf die Zahl der Punkte), die, wie man sieht,
in einen R,, R,, --- R, entwickelbar ist**). — Die Schmiegungs-
ebenen der Curve sind Tangentialebenen der Lliche, wihrend die
anderen Schmiegungsriume der Curve auch Schmiegungsriume ihrer
2-dimensionalen developpablen Fliche genannt werden konnen.

Die Schmiegungsebenen bilden aber eine 3-dimensionale deve-
loppable Fliche, die in einen R, R,, - .- R,—» entwickelbar ist. Die
Schmiegungsriume R, der Curve sind Tangentialriume ihrer 3-dimen-
sionalen Developpablen u.s. w. Endlich bilden ihre Schmiegungsriume
R,_s eine (n — 1)-dimensionale Developpable, die in einen R, ent-
wickelbar ist. Die Schmiegungsriume R, ; der Curve sind Tangential-
riume dieser Developpable. — Wir sehen also, dass einc Curve in
B, n— 2 developpable Flichen besitzt.

Wenn eine Curve sich stetig in zwei entgegengesetzten Richtungen
bewegt, so wird sie einen 2-dimensionalen Raum erzeugen, der von
der m'» Ordnung ist, wenn er von einem beliebigen Raume R, ; von
R, in einer Curve (™ geschnitten wird, Kinen solchen Raum nenne
ich eine 2-dimensionale Fliche m*r Ordpung Fy». Man beweist in
analoger Weise, wie bei den Curven, dass eine solche Fliche nur in
Réumen R,, R,, .- LK,4, enthalten sein kann, ohne gleichzeitig
niedrigeren Rdumen anzugehtren. Eine solche Fliche hat » — 3 Deve-
loppablen, respective von 3, 4 ete. (# — 1) Dimensionen, die respective
in einen R,, B,, --+ R,9; R,, B, - -+ IR, 5 ete. B, » entwickelbar
sind. - Man sieht ohne Weiteres, wie man fortzufahren hat, um die
3,4+ (n—1)-dimensionalen Flichen m' Orduung Fy, F» ... F»
zu erzeugen. Wir finden mit leichter Miihe folgende Sitze:

Eine p-dimensionale Fliche m'*" Ordnung Fy» wird von einem
beliebigen Rawme R,_y in einer (p — 1)-dimensionalen Fliche m' Ord-
nung Fm - geschuitten.

*) Clifford. Phil. Transactions 1878, On the Classification of Loci, p. 663,

**) Wie zwei Réume B, ,in R, zur Deckung gebracht werden konnen,
werden wir spiter nach der Definition der Perpendicularitit der Riume kennen
lernen (Nr. 21.).
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Eine Fliche F kann i in cinem Ry, Rpyay «+ vy Ryjpon_y,
d. h. in m—1 verschiedenartigen Réiumen enthalicn sein, ohne in
niedrigeren Riwmen 2u liegen.
] Die Flichen 2r Ordnung von irgend einer Dimension sind also
nur in einem bestimmien Rauwme enthalten.

Die I besitet w — p — 1 Developpablen.

5. Betrachten wir jetzt einen Punkt B, und einen zu ihm dualen
Raum X, _,, der nicht durch R, geht. Wenn wir von R, irgend eiue
Curve C™ von X, _, projiciren, wo natiirlich m <# — 1 ist, so bekom-
men wir um &, eine einfache unendliche Mannigfaltigkeit von Geraden,
die einen Ry-Kegel von wzwei Dimensionen und von der m'» Ordnung
bilden, da er von irgend einem Raume R,_, in einer Curve m* Ord-
nung geschnitten wird. Wenn man von R, eine p-dimensionale Fliche
F,™ von ZX,_, projicirt, «die nicht in einem niedrigeren Raume als
2, -1 liegt, so erhalten wir um R, einen (p -+ 1)-dimensionalen R,
Kegel mtr Ordnung. So kann man alle R,-Kegel crhalten, indem man
von einem fest angenommenen It, aus die Curven und Flichen eines
Raumes R, _,,_; projicirt, der R,, nirgends schneidet. Wir sehen auch,
dass die Angahl der Dimensionen eines R,,-Kegels m--2 bis m—1
betragen kann¥)

Wenn eine 2-dimensionale Fliche F,» einen Doppelpunkt R, hat,
so wird sie von allen Rdumen I, durch R, in Curven ' Ordnung
mit einem Doppelpunkte in R, geschnitten; analog wenn es sich um
einen f-fachen Punkt handelt. Wir sehen auch, dass alle in einem
Doppelpunkte osculirenden Geraden einen R -Kegel 2t Orduung bilden,
und dass alle Geraden, die im %-fachen Punkte £ ~~ 1 Punkte mit der I,
gemein haben, einen 2-dimensionalen R -Kegel k** Ordnung bilden.
Im Allgemeinen, wenn eine Fliche F,™ in R, einen k-fachen Punkt
R, hat, so bilden alle Geraden, die mit der Iy i Ry k -+ 1 Punlte
gemein haben, einen p-dimensionalen By-Kegel &' Ordnung. Hier kann
man verschiedene Arten von Doppelpunkten oder k-fachen Punkten
unterscheiden je nach der Natur des p-dimensionalen I -Kegels. Wenu
man eine (# — 1)-dimensionale Fliche m'c Ordnung in IR, betrachtet,
so sicht man, dass sie von allen ihren Tangentialriumen in einem ihrer
Punkte R, in Flichen niedrigerer Dimension mit einem Doppelpunkte
in R, geschnitten wird. —

Die hiermit in der Einleitung gegebenen Sitze sind einfache Ver-
allgemeinerungen von bekannten Sitzen der 3-dimensionalen Geometrie,
sie werden uns aber spiter sehr niitzlich sein.

%) Wenn eine Gerade oder irgend ein Raum R, in R, sich stetig in zwei

Richtungen fortbewegt, so erhiilt man eine 2-dimensionale gerade Fliche (B
Fliche; Regelfliiche) oder eine m - 1-dimensionale K -IF'ldche.
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Abschnitt 1.

Configurationen aus einer endlichen Anzahl von linearen Riumen.

§ 1.
Perspectivische Figuren.

6. Es seien N beliebige Punkte 1,2,3 - - - N in R, gegeben, wo
N >n-1ist. Sie bestimmen

NN—1) p NN—1(N—2
T2 T 2 -

By, -—(inf:l:l)!

NN —1)- - (N—(n+1) R NN—1) - (N—ntr—1) p

(n_ 7'+ l)! N —T) (’l’b O T+ 2)' n—r+1-..
und e
NN —1 — 1
( ) . n -+ 1) Ro_i.
. N—2) N—
Durchjeden B,  gehen (N—2) R, ,- -~,~(-——~(2m__(1), —m) R,,--
N—3 N—
”» ” Rz ”» (N"3) Ra: t ( (7:,_;)' ) -Rm)
N—r—1 N—
» » Br »  (N—r—1) By, ( \ Ir(m-)-fr)(l " Ry

” »w Ba—r (N_(n“”"‘l"l)) Borp1 00,
WN—(n—r41)(N=n+1 p

(r—1n)! n—13
) ) Rn—r—(—l »” (N—(%—7‘+2)) _Rn_r_,_g,...,
(N—(n—r+2)- - (N—n-+1) R

(r—2)! n—1}
» w  Ba—rgz (N—‘ (”—‘7"[‘3)) By vys,e-,
(N—(n—7r438) - (N—n-+1) R,
(r—3)!
» ” Rn—-2 1Y) (N"—n—l“ 1) Rn—lo
Jeder R, enthilt 2R,

» 'R2 ” 3'R07 SRI’

» BE . +DR, WCEUR, TCEDE-D B
(r+1) By

w Bar (n—r~+1) Ry, (m—r+41) Rueyy

n -Rn—r+1 ”» (n——-r—f—?) -R())"'} (”“7"""2) Rn—ri
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Jeder B, enthalt (n—r-3) Ry, -, ("—r+2>2<n~ri§g R

(m—r-+ 3) Burps H
» Rn——2 2 (’VL — 1) RO) ------- s @_:U(T_(f;;rtg) an”
(n ——1)(;1%#};@ B yoe,
@:}H)_—f’i—ﬁ Rn*r—l-%' )

(’}’&-— 1) 1{71.-“3;
13 Rn-—l »» 7 RO?‘“ ERLERREEN Z@,{@f])_;sygt?+l) R

nn—1)---m—r42)

n—17ry

(r—1)! Burir
n(n—1)---(n— 3
—Mf)?:(% !_L‘tl Byt e,
n Rn_g .

Schneiden wir jetzt die Figur mit einem Raume R,. Ein I, schneidet
die Réanme It,_, der Figur in Punkten, die Riume 1!, .., in Geraden
u. s. w., die Réume R,_, in Réumen RB,_,. Somit erhilt die Schnittfigur
so viel Punkte, Geraden ete. R,_;, als Riume R,_,, B, etc. Ry
in der vorigen Figur enthalten sind. Da jeder Raum R,_, derselben
durch eine Combination der N Punkte (w—r-+2) zu (n—r-2) ge-
bildet wird, und jeder Raum R, ,; durch eine Combination der
N Punkte (n—7-2) zu (n —r-42) ete., so kinnen wir diese Com-
binationen zur Bezeichnung der Punkte, Geraden, Ebenen u. s. w. der
Schnittfigur benutzen. — So seben wir z. B., dass durch den Punkt
1283...(n—7r) (m—r-+1) alle Geraden gehen, deren Symbole das
Symbol des Punktes enthalten, wie z. B. die Geraden:

123..-(n—r+1)(n—r+2),123. .- (n—rf1) w—r-43),---
123... (n—r+ 1) (N—(n—r+1)).

Auf jeder dieser Geraden liegen ausser dem Punkte 123-.-(n—r+-1)
noch (n—#--1) Punkte; sie entsprechen den Combinationen der
(n—r-2) Zahlen des Symbols der Gevaden, n —r 41 zu » —7» + 1.
So z. B. liegen in der ersten Geraden die n Puukte

128..-(n—r) (n—r—+2), 23-.-0—r—1)(n—r-41)(n—r+2), -
in der zweiten
123 ..+ (n—7r) (n—r+3), 28...(n—r—1)(n—r+1)(n—r-43), -

Wenn wir die Punkte in derselben Verticallinie verbinden, so erhalten
wir wieder Geraden der Schnittfigur, némlich:
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128.-(n—~r)(mw—r+4+2)(n—r-+3),
23.-.m—r—1m—r-+1)(n—r-+2) @®m—r-+3) ete;

diese zwei Geraden treffen sich in einem Punkte der Figur, nidmlich
23-..tn—7r—1)(m—7r-+2)(n—r-3). Durch jeden Punkt,
z.B.123...(n—7) m—r 1), gehen N— (n—r - 1) Geraden
der Schnittfigur und in jeder derselben liegen ausser ihm noch n—7r-}-1
Punkte. Wir kdnnen mit ihnen"s —# 41 Pyramiden von N —(n—7 1)
Ecken bilden, die respective in jenen N — (n — » - 1) Geraden liegen.
Eine solche Pyramide ist von denjenigen Punkten gebildet, deren
Symbole » — » Zahlen gemein haben, wie z. B.

123..-m—r)w—r—4+2), 123...m—r)(n—r—43);
123..-(n—7) (N — (n—r -+ 1).

Man kann sich nun fragen, ob die Figur dieser n — r 4 1 Pyra-
miden eine allgemeine Figur sein kann oder nicht, d. h. ob eine all-
gemeine Figur in R, von # — # 4 1 solchen Pyramiden, deren Kcken
respective in N — (n — r - 1) beliebigen durch einen Punkt gehenden
geraden Linien liegen, auch als Schnitt einer Configuration von N
Punkien in R, betrachtet werden kann. Dies st in der That der
Fall. In der That, denken wir uns die N — (» — 7 4 1) Geraden
durch einen Punkt 123 ...(n — » 4+ 1) und die darauf liegenden
Ecken der Pyramiden in R, ganz beliehig gegeben, und bezeichnen
wir sie mit denselben Symbolen wie vorher. Von dem Punkte
123...(m—7)(n—r - 1) zichen wir einen beliebigen Raum R,_,
und in diesem Raume nehmen wir » — » 4+ 1 ganz beliebige Punkte
,2,3,--,n—7r-4+1 an. Wir verbinden dann die Ecken, die in
der Geraden 123 ... (n — r -+ 1) (0 — » -+ 2) liegen; z. B. die Ecke
123..-(n—1r)(m—r 4 2), mit den Punkten 1,2,3,.., n — 7
von R, ,; so erhalten wir fiir alle Ecken der Geraden, n — r 4 1
Réume R,_,, die in einem Raume R, .., enthalten sind, nimlich in
dem Raume R, ,y;, der durch den gewiihlten Raum R, , und die
Gerade 123 ... (n—r -+ 1) (w — r 4 2) geht, da diese Geraden den
gewihlten B,_, in dem Punkte 123 - .. (» — r 4 1) schneidet; daher
werden sich alle R,_,, die durch die Punkte der Geraden gehen,-in
einem Punkte n — r 4 2 schneiden. Wenn wir diese Operation fiir
alle Geraden durch den Punkt 123 -.-(n—7)(n —7 4 1) aus-
fithren, so erhalten wir in der That N — (n — » 4 1) Punkte, die
mit den gewdhlten 1,2,3, .., % — r 4+ 1 Punkten N Punkte liefern,
aus deren vollstindiger Figur diejenige von R, als Schnitt hervor-
geht. Diese Umbkehr ist aber dqusserst wichtig, denn so konnen wir dic
Sditze tiber allgemeine perspectivische Figuren einfach durch Schneiden
oder Projiciren erhalten. Also:
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Wenn in einem Rauwme R, dic p Fcken von g — 1 Pyramiden,
respective in p Geraden, durch cinen Punkt liegen, und man setst
g=n—r+2, p=N—(n—r+1),
so  bestimmen  sic durch das Durchschneiden ithrer Kanten, Seiten-
ebenen, -« - -, Seitenviume R,_, eine Figur von
NN—1- - (N—n-7) b
n—1r 1) 0
NN—=1) - (N=n+1 R, YD Nend)op
(% — 9 <} 2)! n! =t
(N— (n o—[—l))( - (- 1-}«‘7)

Durch jeden R, gehen N— (n—r--1) R, By,
( —(oz—¢+1)) (N——n—{—l
r—n! Ly,
N—(n—r4-2)) - (N—n4-1)
” pw By N—(n—r+1) Ry, -, S q(, ,_)«))1 S L,y

» ”» Rr~2 b2 N— (”" 1) R,-__| .
Jeder R, enthilt (n — » + 2) R,,
: _(“n:;f—}-j{)é(ﬂ—‘?'-i"ﬁl) By, n—r+3 L,
1) (1 - —p49 R
., B N nn—1) (n—r4-1) n n{n-—1) (n ~7+2) ]

7! v’ (r—

Diese Figur ist im gewissen Sinne syﬁmwtwsch in Dezug auf jeden
threr Rawme derselben Dimension.  Zum Deispiel hat man von eincm
belicbigen Punlite der Lligur ausgehend g — 1 neue DPyramiden wvon
p — 1 Leken, dic respective ¢ — 1 su ¢ — 1 in p Geraden durch den
Punkt lz’cgen, und die zu derselben Figur fiihren.

Diese Figur kann nun als Schnitt des Raumes R,, in welchen:
sie liegt, mit einer vollstiindigen Figur von N Punkien im Raume
B, angeschen werden, und wmgekehrt aus einer solchen Configuration
von N Punkten in I, bekommé man cime dev vorigen dlmliche Figur
m B,.. dJede solche Figur in I, kann auch als Projection von einer
Configuration in einem hoheren Rawme crhalten werden.

Wenn wir von dem Punkte 123 ... (n — r -+ 1) ausgehen, so
werden wir zu dem Raume (n — # + 2y (N—m—r—+1) ge-
fihrt (wepn dies auch das Symbol eines Raumcs der Figur ist, siehe
die Beispiele des § 2.). Wir nenuen den Punkt und den Raum, da ihre
Symbole sich zu N erginzen, zu einander complementir, und iiber-
haupt nennen wir zwei Ridume der Figur complementir, wenn ihre
Symbole sich zu N erginzen.

7. Die einfachste Pyramide in I, ist durch » -4 1 beliebige
Punkte gegeben, wir wollen sie als Fundamentalpyramide des Raumes
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R, bezeichnen. Wenn man den Punkt des Raumes R, durch # - 1
homogene Grossen (Coordinaten) ; - - - #,4. bestimmt denkt (dem ent-
sprechend, dass der Raum R,., wie wir in Nr. 1. gesehen haben, oo” Punkte
enthiilt) und wir setzen alle diese Grossen bis auf eine gleich null, so
bekommen wir eine Fundamentalpyramide von 7 -} 1 Punkten, deren
Coordinaten bis auf eine null sind. Wenn man die Coordinaten
@, - -« Tr41 mit einander vertauscht, so geht die Pyramide in sich iiber;
deshalb nenne ich sie reguliir, obgleich dieses Wort nicht wie im gew6hn-
lichen Sinne zu verstehen ist.

Betrachten wir zwei solche Pyramiden in R,, deren Ecken paar-
weise in geraden Linien durch einen Punkt O liegen, so ist:

g=38=n—r+2, p=r+1=Nu—r+1),

n=r-+4+1, N=r-4 3.
Somit st die vollstindige Figur von zwei solchen Pyramiden
der Schwitt einer Configuration von r -+ 3 beliebigen Punkten cines

Raumes R4, .
Wenn wir im Satze der vorigen Nummer fiir N und #» ihre neuen
Werthe einsetzen, so sehen wir, dass die Zahl der Riume R,_, der

Figur d. h. _(1__—]:_2_)2_(1—};_3_1 gleich ist der Zahl der Punkte derselben,

d. h.

d. h. die Figur ist also zu sich selbst dual; iiberdies sind ibre comple-
mentéiren Rdume zu einander dual. Wir konnen die Punkte der Figur
durch die Symbole 12, 13, etc. die Geraden durch 12 3, 12 4 ete. und
die R,_y durch die Symbole 1234 ... (r 4 1) bezeichnen, so dass
z. B. der Raum 34...( + 3) und der Punkt 12 complementir
sind. — Wird der Punkt O als 12 bezeichnet, so kbnnen wir die
Ecken der beiden Pyramiden durch die Symbole
13,14, -, 1(7'-—]—2),
23,24, .-, 2(r+2)
bezeichnen; die Kanten der Pyramiden sind daher
134,135,...,145,146, u s. w.,
234,235,---,245,246, ---..
Die Schnittpunkte der entsprechenden Kanten

134,234 oder 34,
135,235 , 35
gehoren dem Raume 345...(r 4+2) (r + 8) an, der 12 entspricht.
Also:
Wenn die Ecken von zwei Fundamentalpyramiden in R, paarweise
n Geraden durch einen Punkt O liegen, so schneiden sich ihre ent-
sprechenden Kanten, Ebenen, . . ., Riume R,_, in Punkten, Geraden,
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Ebenen ete. e_ines Raumes R,_;, der dem Pm'spcctivitdtscentmm 0 ent-
spricht. — Die wollstindige Figur ist der Schnitt mit ciner Configuration
von v 4 3 Punkten cines Rawmes R,.y. Sie enthilt

(r+2) (r+3) (r41 2 3 .
etButd g, ,;tl(L;?})(H' YRy, <¢+2)2(r+3) R

Vor jedem Ry gehen v + 1 R,, -“i;t.l)_ R, - l’ﬁ%!)_ R,

?

» B, r R, rir—1) R,
Jeder R, enthdlt 3 R,,
w By ,, 6Ry, 3R, de.

Wir nennen in diesem Falle die beiden Pyramiden perspectivisch.
Im Allgemeinen nennen wir zwei Figuren perspectivisch, wenn nicht
nur ihre Ecken paarweise in durch einen Punkt gehenden Geraden
liegen, sondern auch wenn ihre Kanten, BEbenen u. s, w. in einem
Raume R,_; (Collineationsraum) sich schneiden.*)

Mit dieser Methode erhiilt man also nicht nur zum Beispiel den
Beweis des Satzes der perspectivischen Dreiecke in der Ebene oder der
perspectivischen Tetraeder in R,, sondern erhiilt man auch die vollstin-
dige Figur derselben.

8. Betrachten wir wieder zwei perspectivische Fundamentalpyramiden
in R,, deren perspectivisches Centrum 12 ist. Wir bilden mit 12 und
mit den Heken von einer der gegebenen Pyramiden z. B. 13,14,...,
17 + 2 eine (r 4 2)-eckige Pyramide, niimlich 12,13,...,1 (r42),
und betrachten auch die duale Pyramide 84 .--(r43), 245...(r4+3),---
23... (r41) (r+3). Wir sehen dann, dass diese beiden Pyramiden
keinen Raum gemein haben, denn alle Symbole der Riume der ersten
enthalten die Zahl 1, wihrend 1 nicht in den Symbolen der Riume
der zweiten vorkommt, Wir.sehen aber zugleich, dass z. B. die r-}-2

Ecken der ersten und die M-":f"g;(r tY Ecken der zweiten zusam-
mengenommen die (r_—l—%(jj—_g)_ R, der vollstindigen Figur bilden.

Solche Gruppen von zwei dualen Pyramiden giebt es ebensoviele als
Zahlen in den Symbolen der Riume der Figur, d. h. » 4 3. Also:

Die Figur von zwei perspectivischen Fundamentalpyramiden in
etnem LRaume B, zerfillt in v 4 3 Gruppen von z2wei dualen Pyramiden
2u je r + 2 Kcken, respective von v -+ 2 R, 1, die keinen Raum der
Figur gemein haben und die susammengenommen die vollstimdige Figur
bilden.

*) Der zweite Theil dieser Definition ist eben in Folge unseres Satzes fiir
zwei Fundamentalpyramiden in 1, nicht nothig.
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9. Wir konnen auch andere Figuren in R: finden, die mit sich
selbst dual sind. Es muss dann immer die Zahl der R, gleich der
Zahl der Riume R, ;, d. h.

NN—1- - (N—n+7 _ NN—1- - (N=nt D

m—r 41! n!
Diese Gleichung konnen wir nur befriedigen, indem wir setzen
N—n+tr=n+1 odlr N—nAl=n—1r-+42
d. h.
N=2n—r-41.
Soll die Figur in R, des Satzes der sechsten Nummer dual zu sich
selbst sein, so muss N =2n — r -+ 1 semn. .
Es ist auch leicht, folgenden Satz zu beweisen:
Wenn eine solche Figur mit sich selbst dual ist, so erhilt man sie
als Schwitt einer Configuration i R,y und zugleich als Projection der
dualen Configuration in Ry

§ 2.
Specialfille » = 2, 3.
10. Aus dem Satze der Nr. 6. haben wir fiir r = 2
g=n, p=N-—-n-+1.

(1) Der einfachste Fall ist ¢ = 3 und p = 2, dann wird N =4,
d. h. man erhilt in der Ebene ein Vierseit.

@) ¢=3, p=3, N=5.

Wir erhalten in der Ebene die vollstindige Figur von zwei perspec-
tivischen Dreiecken, d. h. wir erhalten 10 Punkte, die drei zu drei in
10 Geraden liegen. Aus dem Satze (Nr. 8.) geht hervor, dass diese
Figur Hmal in ein Viereck und in ein Vierseit zerfillt, die keine
Kcke und keine Seite gemein haben und die zusammengenommen die
ganze Figur bilden.*) Man erhiilt diese Figur als Schnitt einer Ebene
mit der vollstindigen Figur eines Fiinfecks in 1.

®) g=4, p=3, N—6.

In diesem Falle bekommt man 20 Punkte, die vier zu vier in 15 Ge-
raden liegen, die drei zu drei durch 20 Punkte gehen. Die Figur

*) Ich habe in meiner Abhandlung tber das Hexagrammum mysticum (Atti
della R. accademia dei Lincei 1877) bewiesen, dass die 60 Pascal’schen Linien
6 solche Figuren bilden, wobei die 10 Punkte Kirkman’sche Punkte sind; ich
habe ebendort bewiesen, dass die Figur polar reciprok von sich selbst ist im
Bezug auf einen Kegelschnitt ». Das Viereck und das Vierseit einer beliebigen
der fiinf oben erwihnten Gruppen sind polar und polarreciprok in Bezug auf den
Kegelschnitt =. (Siehe Abschnitt III, § 5.)
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trennt sich in zehn Paaren von Punkten, z. B. 123, 456 ete., wo
123, 456 complementiir sind, Diese Figur ist analog der Figur,
welche von den zehn Paaren der Steiner’schen Punkte in dem Hexa-

grammum mysticum gebildet wird.
) gq=4, p=4, N=1,
In diesem Falle haben wir drei Vierecke:
124, 125, 126, 127; 134, 1385, 136, 137;
234, 235, 236, 237,
deren Ecken paarweise in der Geraden:
1234, 1235, 1236, 1237
durch 1 2 3 liegen.
~ Die Seiten der drei Vierecke sind:
1245, 1246, 1247, 1256, 1257, 1267,
1345, 1346, 1347, 1356, 1357, 13671,
2345, 2346, 2347, 2356, 2357, 2360671,
Die entsprechenden Seiten treffen sich in den Punkten
145, 146, 147, 156, 157, 167,
245, 246, 247, 256, 257, 261,
345, 346, 347, 356, 357, 367,
die drei zu drei in den Geraden:

1456, 1457, 1467, 15671,
2456, 2457, 2467, 2567,
3456, 3457, 3467, 3567

liegen, welche drei zu drei in den vier Punkten 456, 457,467, 567
sich schneiden, die in der Geraden 4567 liegen. Die Gerade 4567
entspricht dem Punkte 123, Die Figur besteht also aus 35 Punkten,
die vier zu vier in 35 Geraden liegen, welche vier zu vier durch die
356 Punkte gehen. —

Fiir die dualen Figuren in der Ebene muss man haben:

N=2n—1
d. h.
p=mn, g=mn.
11. Nehmen wir jetet r = 3.
In diesem Falle hat man:
g=n—1, p=N-—n-|2.
(1) Es sei: '
g=3, p=4 d h n=4, N=6,

Wir bekommen die Figur zweier perspectivischer Tetraeder, d. h. 13,
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14,15,16;23,24,25, 26, deren Ecken paarweise in den vier
Geraden 123, 124,125, 126 durch den Punkt 12 liegen. Nach
dem Satze (Nr. 7.) treffen sich die entsprechenden Kanten und Ebenen
in Punkten und Geraden einer Ebene. Die Figur besteht aus 15
Punkten, die drei zu drei in 20 Geraden liegen und sechs zu sechs in
15 Ebenen, welche drei zu drei durch die 20 Geraden gehen. Durch
jeden Punkt gehen vier Gerade, und in jeder Ebene sind vier solche
enthalten. Einem Punkte 12 entspricht die Ebene 3 45 6. Hierzu
ist zu bemerken:

Da zwei perspectivische Tetracder immer polarreciprok in Bezug
auf eine einzige Fliche zweiten Grades in Ry sind (wie wir spiter
Abschnitt ITI, § 5. schen werden), so ist die ganze Figur polarreciprok
von sich selbst in Bezug auf die Fliche zweiten Grades. Nach dem
Satze (Nr. 8.) zerfillt die Figur in sechs Paare, die je aus cinem
Fliinfeck wnd Fiinfflach bestehen, die polar wnd polarveciprok in DBesuy
auf die Fliche zweiten Grades sind ,*)

@ g=4,p=5, d h.n=5, N=28§,

Man erh#lt in diesem Falle 56 Punkte, die vier zu vier in 70
Geraden liegen, die funf zu fiinf durch jene Punkte gehen und finf
zu fiiuf in 56 Ebenen liegen, d. h. man erh#lt eine mit sich selbst
duale Figur. Dem Punkte 123 z. B. entspricht die Ebene 45678.

Wir werden spiiter auf diese Figuren bei den Polarfiguren in Bezug
auf die Flichen zweiten Grades (Abschnitt 111, § 5.) zurtickkommen.

$ 3.
Allgemeine Configurationen.

12. Betrachten wir jetzt % 4 1 beliebige Punkte in einer Ebene
IR,, die natiirlich nicht alle in gerader Linie liegen sollen, und pro-
jiciren wir sie aus einem heliebigen Raume E,_s, der die Ebene n irgend-
wo trifft; so erhalten wir » 4 1 von R, s ausgehende Riume R, s,
die in keinem Raume R, ; liegen. Wir konnen daher in den n -}- 1
Réumen R,_» # -+ 1 Punkte so wihlen, dass sie in keinem
niedrigeren Raume als R, liegen; sie bilden dann eine Fundamental-
pyramide von R, (die in unserem Sinne regulir ist). Das heisst: jede
belicbige Configuration von n 4+ 1 Punkten der Ebene, die nicht alle
in einer Geraden liegen, ist die Projection von oo vielen Fundamental-
pyramiden des B,. Man versteht noch besser den dualen Satz. Wenn
néamlich » 4 1 Gerade in K, gegeben sind, die nicht alle durch einen
Punkt gehen, so konnen wir durch sie % 4 1 beliebige Riume R, _;

#) Dieser Figur begegnet man auch bei der vollstindigen Klein’schen Figur
von sechs linearen Complexen in Involution. (Siehe meine Abhandlung ,,Sopra
alcune notevoli configurazioni ete.* Memoria II, Nr, 34, Atti della R. Accademia
dei Lincei 1881.)




Princip des Projicirens und Schneidens. 177

ziehen, die eben eine solche Fundamentalpyramide in R, bilden. Es
ist leicht zu sehen, dass derselbe Beweis noch fir jede Configuration
von # -+ 1 Punkten oder von » 4+ 1 Riumen R,_; in einem Raume
R, gilt, wenn 7 < » ist. Man sieht auch, dass aus einer Fundamen-
talpyramide in R, nicht nur alle Arfen von Configurationen von » - 1
Punkten oder von # 4 1 I,._; in R, durch Projiciren oder Schneiden
erhalten werden, sondern auch alle Configurationen von s Elementen,
wo r < s<n-1ist. Unter den verschicdencn Arten einer Con-
figuration von m Punkten verstehen wir die verschiedenen Lagen, welche
die m. Punkte in der Configuration annehmen konnen, ohne dass sie
theilweise zusammenfallen, und ohne auf die metrischen Beziehungen
Riicksicht zu nehmen. Also:

Jede Configuration von n - 1 oder weniger als n 4~ 1 Punkten in
einem Rawme R, dic wicht gleichzeitiq in einem niedrigeren Rauwme als
R, legen, kann als Projection von oo viclen Iundamenialpyramiden in
R, oder als Schwitt oo wvicler IFundamentalpyramiden eines hiheren
Raumes als R, angesehen werden. dJede solche Configuration Lann in
eben solcher Weise aus unendlich vielen Fundamentalpyramiden beliebiger
hoherer Riume als Projection oder als Schwitt erhalten werden. Umge-
kehrt Lbann man aus eimer Fundamentalpyramide in R, dwrch Projiciren
(oder Schneiden) alle Arten von Configurationen von n -+ 1 oder weniger
als n 4 1 Punkten (oder Riumen R,_.) eines wiedrigeren Raumes R,
crhalten.

Da wir die Theorie des Imaginiiren von Staudt als bekanut voraus-
setzen, so sehen wir, dass der Satz auch fiir imaginiire Configarationen
gilt, indem wir, mit Staudt, zwei imaginire HKlemente durch eine
elliptische Involution bestimmt denken.*)

Das Studium der Configurationen einer endlichen Anzahl von Punkten
oder Geraden in der Ebene; von Punkten, Ebenen in I, etc. gewinnt mit
diesem Satze an Einfachheit und Anschaulichkeit. Um ein Beispiel der
Wichtigkeit dieses[Satzes zu geben, betrachten wir die wohlbekannte Con-
figuration von sechs Punkten eines Kegelschnittes. Die sechs Punkte be-
stimmen zwei zu zwei 15 Gerade D), die sich noch in 45 Punkten P
schneiden, welche drei zu drei in 60 Pascal’schen Linien p liegen. Diese
treffen - sich drei zu drei in 20 Steiner’schen Punkten und andrerseits
drei zu drei in 60 Kirkman’schen Punkten. Sie bilden sechs Figuren
z von zehn Geraden p, die sich drei zu drei in den 10 entsprechen-
den Kirkman’schen Punkten schneiden und daher sechs Kegel-
schnitte z bestimmen. Ich habe auch in meiner citirten Arbeit be-
wiesen, dass die 60 Kirkman’schen Punkte nicht die duale Figar
der 60 Pascal’schen Linien bilden, und dass es unendlich viele

*) Man kann alle diese Theoreme natiirlich auch sehr lcicht analytisch beweisen.

b)
Mathematische Annalen. XIX. 12
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Systeme [Zz] von 60 Punkten Z und 60 Geraden z giebt, welche die
analogen Eigenschaften des Pascal’-Kirkman’schen Systems be-
sitzen, die aber nicht durch sechs Fundamentalpunkte eines Kegel-
schnittes bestimmt werden. Die ganze Kigur ist zuniichst durch die
sechs Fundamentalpunkte bestimmt; sie kann aber auch durch die 45
Punkte P oder durch die 60 Kirkman’schen Punkte % oder durch
60 Punkte Z eines Systems [Z#], nicht aber durch die 20 Steiner’-
schen Punkte bestimmt werden. Die sechs Fundamentalpunkte der Ebene
ergeben sich als Projection einer sechseckigen Pyramide in Eg; die 45
Punkte P werden aus einer 4b-eckigen Fundamentalpyramide in R,
mittelst geeigneter Projection in der Ebene efhalten; es giebt also in
R, Figuren von 40 Punkten, die weiter von einem gewissen Punkte
A, projicirt, die Figur der 45 Punkte P in der Ebene ergiebt. Rine
solche Kigur ist eben von Cremona mit Hiilfe der Geraden einer Fliche
dritter Ordnung mit einem Doppelpunkte studirt worden.*)

Der Doppelpunkt ist in diesem Falle jener gewisse Punkt 4, von
welchem man die Projection in der Ebene machen muss, um die Figur
der 45 Punkte P zu erhalten.

Wir kénnen aber die Figur des Hexagrammum auch aus den 60
Kirkman’schen Punkten bestimmt denken; dann kann sie als Pro.
jection von einer 60-eckigen Fiundamentalpyramide eines Raumes R,
angeseben werden. Hier kbnnen wir wieder bemerken, dass in L,
Figuren von 00 Punkien existiren miissen, die aus einem gewissen
Punkle projicirt die Figur der 60 Kirkman’schen Punkte liefern,
Figuren, unter die auch die von Cremona behandelte gehort. Wenn
man aber die Figur des Hexagrammum durch 60 Punkte Z bestimmt
denkt, so muss sie auch aus der Fundamentalpyramide in R,, als
Projection erhalten werden.

Andrerseits ist das Hexagrammum durch die 15 Geraden D be-
stimmt; diese konnen als Schnitt der Ebene mit einer 15-eckigen
Pyramide in R,, betrachtet werden, so dass in R, Figuren von 15
Ebenen existiren, die von einer gewissen Ebene geschnitten, die Figur
der 15 Geraden D liefern. Analog mit den 60 Pascal’schen Linien
p oder mit 60 Geraden .

Es ist also die Existens von verschiedenen Figuren in R, bewiesen,
aus welchen durch Projiciren oder Schneiden aus bestimmien Punkten oder
mit bestimmien Ebenen die Figur des Hexagrammum erhalten werden
kann.

Es wiire eine sehr interessante Aufgabe, diese verschiedenen Figuren
in' B, in der Weise, die ich angedeutet habe, wirklich zu finden.

*) Teoremi stereometrici dai quali si deducono le propietd dell’esagrammo
di Pascal. Atti della R. Accademia dei Lincei 1877.
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Abschnitt IT.
Grundgebilde.

§ 1.
Classification der Grundgebilde — Projectivische Zuordnung.

13. Im Raume I}; hat man, wie bekannt, drei Grundgebilde be-
ziiglich von der ersten, zweiten und dritten Stufe, im Ranme I, da-
gegen hat man, wie man sofort sieht, »n Grundgebilde respective von
der lten, 2ten, ..., nten Stufe. Das Grundgebilde mter Stufe ist
der Raum I, selbst. Die anderen Grundgebilde haben entweder einen
Ravm als Twdger oder als Awxe, d. h. entweder liegen sie ,,in einem
Raume* oder sie gehen durch ,einen Raum¢. Es ist klar, dass zwei
duale Riume, wie z. B. R, und R,_,—;, Triiger und Axe von zwei
dualen Gebilden derselben Stufe sind, weil den Punkten von B,,, oder
den Réumen R, ; durch R,, die Rdume R,_; durch B, ., oder die
Punkte desselben entsprechen,

Wir nennen zwei Grundgebilde derselben Stufe, welche beide einen
Triger oder eine Axe besitzen, gleichartig, wenn sie von demselben
Elemente erzeugt werden, ungleichartig, wenn sie durch duale Elemente
erzeugt sind. Wenn das eine der Grundgebilde einen Triger S, und
das andere eine Axe S,_,,_; hat, so nenne ich sie gleichartig, wenn
das uzweite den Triger des ersten in einem zu diesem gleichartigen
Gebilde schneidet. Analog fiir ungleichartige Gebilde.

Wenn zwei gleichartige Gebilde derselben Stufe, das eine aber in
einem Triiger, das andere um eine Axe, gegeben sind, und die Elemente
des zweiten durch die Elemente des ersten hmdurchoehen S0 sagen
wir, dass die Gebilde perspectivisch liegen.

14. Ehe wir zu der allgemeinen Definition der Projectivitit der
Grundgebilde iibergehen, wollen wir folgenden Satz vorausschicken.

Wenn zwei Gruppen von n--1 beliebigen Punktan W A4,@, .., A0+,
Ay M, A) @, L, AT in zwer Riwmen 2,y 21, ohne n mcdmgerm
Riwmen zu lzegen enthalten sind, so kann man sic durch successives
Projiciren und Schneiden aus n 4 1 Punkien A§),.. ., A/ (k) eines dritten
Raumes 3.1 erhalten und somit ineinander dber(iihren.

In der That, projiciren wir von A,"® A,® respective die Punkte
A, 40, 4D, AW, 4@, A+ in zwel Riume IR, _; durch
einen Punkt A4 {) der Geraden A, A,V der nicht in einen dieser
Punkte fallt; so bekommen wir in diesen Riumen R,—i, B,—i zwei
Gruppen von % Punkten 4 @, 4, ..., 4§15 A, Ay . Wir pro-

A((17)1+1)’

jieiren jetzt von A, A respective die Punkte 4, S
12*
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‘/J<1)(2)’ ceey A(’l)("+1) auf zwei neue Riume BM , IO, die durch A(g) und

durch einen Punkt 4 von A(g)aA('l)@) gehen, aber so dass die Pro-

. S , . -
jectionen 4D, ..., AGHD, A0, ..., A(Q)(ﬂ'H) in zwei Riumen R,_,

liegen, die sich in einem Raume R,_s schneiden, wihrend im Allge-
meinen zwei Riume R, o in R, in einem R, 4 sich schneiden. Zu
diesem Zwecke bemerken wir, dass die zwei Réume R, ,, die durch

- ’ 2 (3 J 1
die n Punkte 4,®,4,. .., 44D und AW, AP, A(”("“H be-

stimmt sind, in einem (% — 2)-dimensionalen Raum X, 5 sich schneiden.

Wir legen durch 4 und X, einen (n — 1)-dimensionalen Raum

Xni, der die Gerade 4B A in dem Punkte 4@ schneidet. Die
Gerade 4 A @ schneidet den Raum X,_s in einem Punkte X, da

W e
AP AL in X, liegt. Wir legen daher durch X zwei Réume
R,_,, die respective in den beiden Réumen A;® A® , .. A t+),
A® A/® . A'04D liegen, so dass sie sich in einem Raume

R, 5 von X, , schneiden. Verbinden wir dapn A 4[> mit

diesen beiden Riumen R, durch zwei Ridume BV , R’ ' (was mog-
lich ist, da die Gerade A(g) A(g) die beiden Riume R, s in X, schneidet),
so sind diese die zwei gewiinschten Réume.

Jetzt projiciren wir wieder von A4, ® 4,8 respective die Punkte
AP, A5 A('?f", cooy Ag™ auf zwei neue Riume B®, R0,
die durch 4 48 uud einen Punkt A der Geraden A4,’®A4,®

gehen, so dass die Projectionen A, ..., A,+0; AiW ., A et

in zwei Rédumen R, 5 liegen, die sich in einem (» — 4)-dimensionalen
Raume R,_, schneiden. Wir konnen diese zwei Riume E® | R,,’L‘fl’
in der analogen Weise, wie wir vorher RV R’'(® bestimmt haben,
bestimmen.

Wenn man so fortfihrt, so erhiilt man endlich zwei Riume

R0 B0 die durch n — 1 feste Punkte gehen, d. h. durch
(¢Y] (2) (n -1) 1 . ’ ’
Am Am,. *'*A(n"—n und respective durch AO@_U, A(gﬁl)), Am(j)l), A(n(—"l')'l)

. ~ ’ ’ . .
gehen, so dass die Geraden 4,5 A5 4 &y AyED in einem Punkte

S, sich schneiden. — Projicirt man endlich von S, aus auf einen Raum

L™, der durch die (% - 1) festen Punkte A&% A((22)) e A(ﬁ;":lly) geht,

so erhilt man in der That die » verlangten Punkte 4L, A9, .

ey A% AED, aus welchen riickwiirts dureh Projiciren und Schnei-
den die gegebenen Gruppen von -+ 1 Punkten erhalten werden
konnen.*)

¥) Fiir zwei Gruppen von vier beliebigen Punkten zweier Ebenen in R, ist

dieser Satz von Grassmann Bd. 49, Crelle bewiesen worden. Der Beweis aber
fiir diesen Fall ist viel einfacher als im allgemeinen Falle,
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15. Wir werden die Definition von Mobius iber collineare und
reciproke Gebilde des Rawmes Ry auch fiir die Gebilde im Rauwme R,
gebrauchen. Zwei m - dimensionale Réiwme S,, und S,, heissen also collinear
oder reciprok verwandt, wenn einem Punkte Ry von S, ein Punkt R,
oder cin Rawm Ry . von S, enispricht, so dass, wenn der Punkt R,
cin Gebilde p* Stufe in S,, beschreibt, das entsprechende Element das
entsprechende Gebilde p*r Stufe von S, beschreibt. — Es ist dann ohne
Weiteres klar, dass 4 harmonischen Elementen eines Gebildes 1ter Stufe
von Sn 4 harmonische Elemente des entsprechenden Gebildes von
S, entsprechen. Man kann auch leicht beweisen, dass, weun zwei’
collineare Riume S, S;, in einem Raume R,y liegen und alle Punkie
ihres Schnittraumes 5,1, oder auch, wenn sie ineinander liegen, alle
Puukte eines beliebigen in ilmen euthaltenen Raumes S,_;, ent-
sprechend gemein haben, so liegen alle entsprechenden Punkte von
S, und Sy, in Geraden durch einen Puukt S,, so dass also die 2 Gebilde
8, und Sy, perspectivisch liegen; S, ist dann das perspectivische Centrum
und Spu—1 der Collincationsraum einer m- dimensionalen DPerspectivitii.

Mar kann auch folgenden Satz beweisen. Zwei Riume S,., S,
konnen auf einander reciprok bezogen werden, indem man zwei Ge-
bilden (m — 1)t Stufe R® B® von S, zwei Gebilde (m — 1)t
Stufe B'®) R'®) von S, entsprechen lisst, so dass den R, ... R,
durch die Gerade B® R,® die Riume R, _5--- I, des Schnittranmes
R, s von R'® R'® entsprechen. Daraus folgt, dass zwei Riume
S,. S, durch m - 2 allgemein gelegene Paare von entsprechenden Kle-
menten R0, .. Rymwt2s R'® ... R'C+2 reciprok auf einander

bezogen werden kbnnen.

Wir sagen ferner, dass zwei Gebilde me Stufe um 2 Axen
Sp—m—t, Spem—y in R, collinear oder reciprok auf einander bezogen
sind, wenn sie von einem R, in zwei collinearen oder reciproken Ge-
bilden S, S, geschnitten werden; sie werden daher durch m -2
Paare entsprechender Elemente collinear oder reciprok auf einander
bezoger. Nur im Falle, dass R, eine Gerade ist, wenn also die Ge-
bilde Sp-mets Smm—1 erster Stufe sind, tritt eine Besouderheit ein.
Da ein Punkt der Gerade als duales Element in der Gerade den Punkt
selbst hat, so sehen wir, dass zwei projectivische Gebilde 17 Stufe in
R, gleichzeitiy collinear und reciprok sind. Dies gilt wur fiir Gebilde
1r Stufe. 7. B. zwei projectische Ebenenbiischel in R, kbnnen sowohl
als collineare, wie auch als reciproke Gebilde 1% Stufe betrachtet werden.

Aus dem Vorhergehenden folgt: Wenn zwei collineare Gebilde
S, und S, 3 Punkte eines geraden Gebildes, 4 Punkte eines ebenen
Gebildes u. s. w. entsprechend gemein haben, so haben sie das ganze
Gebilde entsprechend gemein.
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Wenn wir anstatt S, ein Gebilde S, i betrachten, das zu
S, collinear ist, so gilt der analoge Satz. Wenn z B. 4 Riume
S._,. von Sy_n_1 durch 4 entsprechende Punkte eines Ebenengebildes
von S, gehen, so liegen alle Punkte des Gebildes in ihren ent-
sprechenden Riumen S, Das gilt aber nicht mehr, wenn das Ge-
bilde S,_m—y reciprok zu S, ist, es gill dann nur, wenn Sp—mii €N
Gebilde 1% Stufe ist, da dann die zwei Gebilde auch als collinear De-
trachtet werden konnen. Ich mache auf diesen Umstand aufmerksam,
denn es scheint mir, dass derselbe auch in Lehrbiichern der projecti-
vischen Geometrie nicht gentigend beachtet ist.*)

16. Zwei collineare Riume B, in £, sind durch » -4 1 Paare
von Punkten bestimmt. Wir haben also nach dem Satze der Nr. 13.:
Zwei collineare Gebilde (n — 1) Stufe S, S® in R, lassen sich
durch fortgesetates Projiciven und Schmeiden mitlelst der Elemente cines
dritten Gebildes (n — 1) Stufe S® , in cinander diberfithren.

Das gilt durchaus nicht fiir reciproke Gebilde, denn aus Proji-
ciren und Schneiden kann man nur collineare Gebilde derselben Stufe
erhalten. Es gilt wieder nur fiir reciproke Gebilde 1' Stufe, da sie
auch als collinear angesehen werden kdnnen. **)

§ 2.
In einander liegende collineare Réiume.

17. Zwei collineare Riume X, %, in I, konnen nur » -+ 1
Punkte gemein haben, da sie darch ®n -+ 2 beliebige Paare ent-
sprechender Punkte bestimmt sind.***) Denken wir uns, es seien
AW, oo, A die w4 1 gemeinsam entsprechenden Punkte von
Z,, &, und betrachten wir den Raum AP, der durch die Punkte

*) Reye in der 2. Abtheilung seiner Geometrie der Lage p. 20 sagt: ,,Wenn
zwei collineare oder reciproke riumliche Systeme (im Raume R;) drei Elemente
eines einformigen Grundgebildes oder auch vier gleichartige Elemente eines
Grundgebildes der zweiten Stufe entsprechend gemein haben, so haben sie jedes
Element dieses Grundgebildes entsprechend gemein, was unserer obigen Bemerkung
widerspricht.

**¥) Man kann diesen Satz als Definition der projectivischen Gebilde 1%r Stufe
annehmen (wie z. B. in der projectivischen Geometrie von Cremona geschieht),
nicht aber fiir projectivische Gebilde 2tr oder 3ter Stufe, denn sie schliesst dann
die reciproken Gebilde aus und tiberdies muss man, wenn man in einem Lehr-
buche der projectivischen Geometrie diese Definition fiir die collinearen Gebilde
ter Stufe gebrauchen will, den Raum von 4 Dimensionen heranziehen.

*¥%*) Analytisch sieht man in der That, dass zwei collineare Riume z,z
m B, immer » - 1 Punkte entsprechend gemein haben, die theilweise oder alle

imagindr sein konnen. Der letzte Fall kann nur eintreten, wenn n gerade ist.
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4,0, -, 40("+1> bestimmt wird. Im Allgemeinen haben 3, 3, mit
AW nur die » Punkte 4,®, . ... 4=+ entsprechend gemein; haben
sie noch einen anderen Punkt in diesem Raume entsprechend gemein,
so werden sie alle Punkte von 4% ~gemein haben, und daher auch

das Gebilde (n — 1)r Stufe um A,™. Alle entsprechenden Punkte
P, P, liegen daher in Geraden durch 4,(V, wihrend die entsprechenden
Riume P, P,_; ete. in Riame P,y von AD | sich schueiden, d. h.
die Gebilde X, X, liegen perspectivisch. Man sieht auch leicht, dass
A,m Py Py und der Schnittpunkt dieser Geraden mit AWM - ein con-

stantes Doppelverhéltniss bilden, die als Charaliteristil; der #n-dimen-
sionalen Perspectivitit bezeichnet werden kanun. Ist die Charakteristik
= —1, so erhiilt man eine involutorische Perspeectivitiit oder Involution.
Wir wollen uns die n 4 1 Punkte A,®, ... A+) in zwei
Riume, bez. von einer und von (» — 2) Dimensionen, vertheilt denken, die
wirmit den Symbolen 4,'® und A2, bezeichuen. Haben diebeiden Gebilde
5. 2, mit dem Raume 4¢%, und mit der Geraden 4,4 mehr als n—1
respective 2 Punkte gemein, so haben sie die ganzen Gebilde 4(?, und

A, entsprechend gemein. Irgend zwei entsprechende Punkte PP,
liegen in einer Geraden, die 4,09 und A2, schneidet. Dabei ist das
Doppelverhiltniss Py Py 4,2 A, fiir zwei beliebige entsprechende
Punkte constant; dasselbe kann als Charakteristil: dicser Collineation
2tr Species bezeichnet werden. Wenn die Charaliteristi — 1 ist, so
haben wir eine nvolutorische Collineation 2t Species.

Wenn wir so fortfahren, so haben wir den Satz: Wenn n=2r —1
(oder m = 2r) ist, so gicbt es in R, r Collincationen beziiglich von
der 1ten) 2ten ... yten Speeies, indem respective alle Punlie zweier dualen
Réume, d. h. A,, Ap1y Ayy Au—s; -« -5 Arg, Aoy (odor 4,1, A,) den
beiden collinearen Riumen X, %, gemein sind. Die Gerade zweier ent-
sprechenden Punkte Py P, trifft die beiden Grundriume z. B. in S, Ry,
und die vier Punkle Py Py S, R, bilden ein constantes Doppelverhdléniss,
die Charalteristit; der Collincation.

Ist die Charakteristit — 1, so ist die Collincation inrolutorisch.
Ist sie gleich einer men primitiven Einheitswurzel, so st dic Collineation
eine cyklische der Ordnung m™).

18, Es ist bekannt, dass im Raume R, das Doppelverhiiltniss
der 4 Schnittpunkte einer Geraden mit den Seitenfliichen eines Tetraeders

*) Die verschiedenen Fille, die fiir zwei in einander liegende collineare Ge-
bilde vorkommen konnen, konnen erschopfend mit Hiilfe der sogenannten Elemen-
tartheiler von Weierstrass behandelt werden (Weierstrass, Monatsber. der
Berliner Akad. 1858, 1868); die DBeispiele des Textes geben nur die wich-
tigsten Falle,
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gleich ist dem Doppelverhiltnisse der 4 Ebenen, die durch die Gerade
und die Ecken des Tetraeders gehen. Ein analoger Saiz findet in
jedem Raume Rjni1 statt. Man hat nimlich:

Jeder Raum R, schmeidet eine (2m -+ 2)- eckige Pyramide in By,
in einer Configuration, die reciprok der Configuration ist, welche durch
die Projection derselben Pyramide aus R, entstcht.™)

Abschnitt ITI.

(n — 1)-dimensionale Flichen 2 Grades: F?_,.

§ 1.

Erzeugung einer F2  durch zwei ineinander liegende reciproke
Gebilde nter Stufe.

19. Es seien zwei reciproke Gebilde nir Stufe X,, ," in R, ge-
geben, so beweist man leicht, dass alle Punkte (P, @,"), die in ihren
entsprechenden Riumen P, ; oder ¢, ;. liegen, eine (» — 1)-dimen-
sionale Fliche F2_| erfiillen, welche Polfliiche der 2 reciproken Gebilde
genannt werden kann. Die Réume P,_, oder @, umbhiillen dann
eine andere (n — 1)-dimensionale Fliche 2t Classe, die als Polar-
fliche hezeichnet werden mag.

Wenn die reciproken Gebilde eine Involution oder ein sogenanntes
Polarsystem bilden, d. h. wenn jedem Punkte P;in R, derselbe Raum
P,_;in X, wie in X, entspricht, so hat man in jeder Geraden g,
eine Involution, anstatt zweier allgemeinen projectivischen Reihen,
wie im allgemeinen Falle; und die Doppelpunkte derselben gehoren
der Polfliiche an. Zieht man aus einem Punkte P, alle moglichen
Geraden, so schneiden dieselben die Polfliche in zwei Punkten und
der vierte harmonische Punkt P von P, in Bezug auf dieselben er-
filllt den Raum P,_;, den wir als Polarraum des Punktes P, in Bezug
auf die Polfliche bezeichnen konnen. Die Beriihrungspunkte der von
Py an die Polfliche gehenden Tangenten liegen natiirlich auch in
dem Polarraume P,_{, und da dieser Raum die Polfliiche in einer
(n — 2)-dimensionalen Fliche F'2_, schneidet, so sehen wir, dass alle

n—2
Tangenten durch P, an die Fliche einen (# — 1)-dimensionalen

P, -Kegel 2¢v Ordnung bilden. Die Begriffe Polfliche und Polarfliche

¥) Man kann diesen Satz beweisen, indem man eine Reciprocitit bestimmt,

bei welcher den Ecken der Pyramjde die gegeniiberliegenden Riume R,,, ent-

sprechen, und so, dass den Punkten von R, die durch B, hindarchgehenden
2m-dimensionalen Riume eindeutig entsprechen.
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fallen daher zusammen, d. h. eine (n — 1)-dimensionale Fliche 2er Ord-
nung ist auch der zweiten Classe. Man sieht auch leicht: Fin Raum
R, schneidet die (n — 1)-dimensionale Iliche 2 Grades F I
einer Tliche %, in welchem die F2_ | von dem entsprechenden (n—1)-
dimensionalen Iy _1- Kegel 2%7 Ordnung des Polarraumes Ry von
R, berihré wird. Man beweist ebenfalls, dass jeder Tangential-
raum Rn_y der liiche F2_  dieselbe in cinem (n — 2)-Kegel 2 Ord-
nung schmeidet, dessen Scheitel der Deriilrungspunkt ist. Alle Ebr-
zeugenden des Kegels gehiren der Fliche I'?_, selbst.*)

Man muss natiirlich beweisen, dass wirklich 2 reciproke Gebilde
X, %, ein Polarsystem bilden konnen. Is ist aber leicht zu sehen, dass
ein Polarsystem durch % 4 1 Kcken einer Fundamentalpyramide in
R, AW, -+ -, 4D und deren Riume AW , ... A0+D, wo z B,
AW == 4,0, . A™ D st und noeh durch ein beliebiges Paar
entsprechender Elemente P und P,.; bestimmt wird.

20. Eine Pyramide, wie sie soeben betrachtet wurde, nenuen
wir in Bezug auf die, Kernfliche 2'» Grades Z2_| des Polarsystems
conjugirt.

Wenn man einen Punkt P, und seinen Polarraum P, in Bezug
auf I'2_ betrachtet, so schneidet P, die J*2_| in einer I2_; jede
n-eckige conjugirte Pyramide von I'2 , giebt mit P, verbunden eine
conjugirte Pyramide im Bezug auf 172 . Wir haben daher in P,

n Kanten der Pyramide, die ein FEntupel conjugirter Geraden in Bezug
auf die I'2_ bilden, indem wir als Conjugirte einer gegebenen Geraden
g, diejenigen bezeichnen, die den Polarraum &,_: von g, schneiden.

Wir haben also um P, so viele Entupeln conjugirter Geraden,
als es n-eckige conjugirte Pyramiden in Bezug auf die #2_, giebt.

Wenn insbesondere P, der Pol des unendlichen fernen Raumes
P,_, ist, so wird er das Centrum der Fliche sein, und die Entupeln
conjugirter Geraden um P, nennen wir dann Enfupeln conjugirter
Durchmesser der F?_. Binem Durchmesser g, der Fliche entspricht
ein Raum @,_,, der ganz im Unendlichen liegt.

Man sieht auch, dass zwei parallele Riume %, die I'}_ in &hn-
lichen (m — 1)-dimensionalen Flichen 2t Grades schneiden.

* Ich halte diese Erzeugung als Definition dor Fliiche 2t Grades fiir besser
als die durch 2 reciproke Gebilde (n — 1)'er Stufe SV, 8, denn so ziehen wir
auch die imagindren Fi_l heran, Wir werden aber spiter auch die Krzeugung
der Fi__l durch 2 beliebige reciproke Gebilde mter Stufe, wo m <n ist, kennen lernen.
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§ 2.
Die (n — 1)-dimensionale Kugel und die Definition der Perpendicularitiit.

91, Wenn alle Durchmesser einer F'2 | einander gleich sind*),
so nennt man die F2_ eine (n — 1)-dimensionale Kugel und das zu-
gehorige Polarsystem kann als ein - dimensionales sphdrisches DPolar-
system bezeichnet werden. Die (n — 1)-dimensionale Kugel bestimmt
im Unendlichen ein (# — 1)-dimensionales sphirisches Polarsystem,
das eine imaginire (n — 2)-dimensionale Fliche 2\ Grades bestimmt,
die wir als die unendlich ferne imagindre Kugel J2%_, benennen wollen,

So sieht man, dass jeder Raum R, durch das Centrum, und daher
auch jeder Raum I, der zu diesem parallel ist, die (» — 1)-dimen-
sionale Kugel in einer (m -— 1)-dimensionalen Kugel schneidet, deren
Polarsystem durch das Polarsystem der ersten mitbestimmt ist.

Jetat geben wir folgende Definition der Perpendicularitit der
Réume:

Wenn zwei Riume R, und B, in keinem niedrigeren Rauwme als
R, gegcben sind, so bestimmen sie im Unendlichen des R, zwei Riume
By, L1, die in Bezug auf dic imagindire Kugel J?_, des R, zwei
Polarriiume Ry—m—1, Bo_my haben. Die zwei Riume IR, und 12, sind
2u esnander senkrecht, wenn der Raum I,_, in dem Roume R,_, .
enthalten ist oder durch ihn geht. Wenn dagegen I, und B, in einem
wiedrigeren Raume B, als R, gegeben sind, so gilt die entsprechende Defi-
nition fir R,, indem man das unendlich ferne sphdirische Polarsystem
von Ry betrachtet.

Wenn man ein Entupel conjugirter Durchmesser der (n — 1)-
dimensionalen Kugel betrachtet, so sieht man aus der vorigen Defi-
nition, dass sie zu einander senkrecht sind, und dass jeder Raum R,
der durch m conjugirte Durchmesser eines Entupels der Kugel geht,
und jeder Raum R,, der durch eine belicbige Anzahl der ibrigen
n — m Durchmesser bestimmt wird, zu einander senkrecht sind.**)

*) Ich nehme die Definition der Linge der gewthnlichen Geometrie in der
Ebene oder in Ry an.

*¥) Bemerkung., Wir konnen mit Hiilfe der Perpendicularitit auch die
Umkluppung von zwei Réumeuw B, ,, R’ | in R, ausfiilhren. Es geniigt, von
einem Puvkte Py von R, ,, die senkrechte Ebene P, zu dem Schnittraume
K, ,von R, ,, R/ | zu zichen, die B, _, in einem Punkte R, trifft. Wenn
wir das fiir alle Punkte des R/ _; machen, und wir lassen diese Punkte in den
entsprechenden senkrechten Ebenen P, in einem Kreise mit dem Radius R, P,
sich gleichformig bewegen, so sagen wir, dass der Raum R/ ,um B, _, sich
dreht. Schliesslich, wenn einer der Punkte P, des R/, in R
Raum R, in R, ; umgeklappt.

1 fallt, so ist der ganze
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§ 3.

Biischel von (n — 1)-dimensionalen Flichen 172 , speciell von einer
I? , mit einer Kugel K? .

22. Es ist leicht zu beweisen, dass im Allgemeinen zwei Polar-
systeme des Ii, eine conjugirte Pyramide gemein haben. Die beiden
F? der beiden Polarsysteme kénnen verschiedene Lagen gegen ihre

conjugirte Pyramide haben. Wir betrachten nur die allgemeinen Fiille*)
und haben:

Wenn die (n — 1)-dimensionalen Flichen ziweiten Grades ziceier
Polarsysteme zwei reciproke Rdume A2 Afrtloent Ghyer con-
gugirten Pyramide in densclben (m—1) und (n—m— 2)-dimensionalen
Flichen zweiten. Grades schweiden, so Laben sic auch die (n — 1)-dimen-
sionalen  Berihrungskegel, deren Scheitelrivme  AL%-m Aldd, - onkh)
sind, gemein. Sie haben noch unendlich wvicle conjugirte Pyramiden
gemein, deren Lclen respective in den  Deiden  Iidumen A2---m,
Al ont ) epthalten sind.

Im allgemeinen Falle schneiden sich die beiden Flichen zweiten
Grades in einer (n -— 2)-dimensionalen Fliche vierter Ordnung. In
dem durch zwei Flichen bestimmten Biischel giebt es (1 4 1) R -Kegel
von #—1 Dimensionen, deren Scheitel in"den Ecken der conjugirten
Pyramide liegen und deren Erzeugenden die I} , in zwei Punkten
schneiden.

Wenn in zwei Riumen R,y zicei (n — 2)-dimensionale Flichen
zweiten Grades liegen, die eine (n — 3)-dimensionale Fliche i dem
Schnittraume R,y der gegebenen Réume I._i gemein haben, so
geht durch sic ein DBiischel von (n — 1)-dimensionalen Flichen zweiten
Grades. ¥¥)

#) Nach dem Bezout’schen Theoreme weiss man, dass zwei (n—1)-dimen-
sionale Flichen ¥, , F,", sich in einer (n — 2)-dimensionalen Fliche Fry

. . Al 1 Al 2 Y
schneiden. Man findet auch, dass, wenn s Flichen I Zé(l)) I Z‘é)) R Zé? gegeben

sind und die beiden ersten einem Rauwme R, ,, dic drei ersten einem Raume
B, 4 W S . angehoren, 80 schneiden sic sich in einer Fliche von: X+ P

— sn Dimensionen und von der Ordmung m® -m® . m® ... ;¥ wo einige d
verscluwinden konnen und wo5=1,2, ...s und L =0, 1,...s — 3 zu nchmen ist,

#) Bemerkung. Die Zah! der Punkte, die eine J)" ; in I, bestimmen, ist
m4Hmt2)mtn
n! = Y(m)*

Fir die Fliichen zweiten Grades ist

A nety)

Gog=-——3 " —1="73
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23. Wir betrachten jetzt eine 772 und eine mit ihr concentrische
Kugel K? . Da ihre unendlich fernen Polarsysteme eine m-eckige
conjugirte Pyramide gemein haben, so sehen wir, dass die F'?_ | im
Allgemeinen ein Entupel, aber nur ein Entupel senkrechler conjugirter
Durchmesser besitet. Diese Durclinesser nennen wir die Azen der T2,
und die Riume, die durch sie gehen, Hauptriume der Fliche.

Die F?_ und die Axen derselben kinnen aus emcin Entupel con-

Jugirter Durchmesser, die tn Grisse wund Richtung durch das Centrum
C, der Fliche gegeben sind, construsrt werden.

Denn es gentigt, zu jedem Raume R,_; durch das Centrum C, der
Fliche den conjugirten Durchmesser I, und die senkrechte Gerade
N, zu ziehen, dann bilden I, und N, um C, zwei Gebilde (n—1)%r
Stufe, welche n,Straklen gemein haben, die eben die Azen sind. Wie
man leicht sieht, ist die Beziehung dieser zwei Gebilde um C, mit
Hiilfe des gegebenen Entupels von conjugirten Durchmessern in der
That bestimmbar.

24. Die unendlich ferne Fliche F2 , und J2 , der F?  und der

K?  haben eine Fliche I't , gemein, Jede im Unendlichen gelegene
Gerade, die diese Iliche zweimal schneidet, ist die unendlich ferne

Gerade von oco"? Ebenen des I,, welche F'2_ | in Kreisen schneiden.

Da die F*  von den n-Ecken der conjugirten Pyramide von F?_,
und J? , durch Geraden projicirt wird, die sie zweimal schneiden, so

sehen wir, dass alle Ebenen, die durch jede Azc ciner allgemeinen
(n — 1)- dimensionalen Fliche F? | gehen wnd diese in cinem Kreisc

schneiden, einen (n — 1)-dimensionalen Kegel zweiter Ordnung wm-
hiillen.

Die im Unendlichen gelegene F'* _ kann im Besondercn zerfallen,

und aus den verschiedenen Fillen, die entstehen kbonnen, erhiilt man
(n — 1)-dimensionale Flichen zweiten Grades, deren metrische Eigen-
schaften verschieden sind.

25. Wir betrachten als Beispiel die I',2 in B,.

Sie schneidet den uuendlich fernen Raum in einer F,?, welche
die imaginire Kugel J,2 in einer Curve (% trifftt. Im Allgemeinen
also giebt es keinen Laum Ry des Iy, der die I'\? in einer Kugel
schneidet.

Die C* kann aber auch in zwei Kreise zerfallen. Dann giebt es
nur zwei Kegel zweiter Ordnung, die beide Kreise enthalten; ihre
d. h. gleich der Anzahl der Punkte, die eine Curve nter Ordnung in der Ebene
bestimmen. Allgemein findet man so auch

G et Hmt2)---mgm)

(m) m!

1.
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Scheitel M, M, liegen in der conjugirten Geraden der Schnittlinie der
Ebenen der beiden Kreise im Bezug auf J,2 oder F,2 — In diesem
Falle beriihren zwei Axen der Fy? die Fliche selbst im Unendlichen,
wihrend die beiden andern Axen durch M, M, gehen.

Lis gicbt also einc By in Ry, dic vier Azen a, a,® a,®a,® hat,
von denen zwei a,"M a,® dzc Fliche im Unendlichen beriihren. Ts giebt
zwer Richtungen von Réiwmen 1y, welche die F,* in Kugeln schuneiden.
Die beiden Lliwme By, welche durch das Centrum der 1! und parallel
zu den genannten Richtungen verlaufen, bilden wmit den beiden Haupt-
rimmen I, die als ¢,V a@a,®, a®a,®qt zu bezezc]mcn sind, einc
harmonische Gruppe.

Die F,* und die J,® konnen sich auch lings eines Kreises be-
rithren; sie haben dann unendlich viele Polartetracder gemein. In
diesem Falle ist die F,? eine Rotationsfliche zweiten Grades um cine
Aze ay: um die Axe, die den Mittelpunkt von I mit dem Scheitel
des gemeinsamen Beriihrungskegels von F,* und J,? verbindet.*)

Die Flichen F,* und J,® konnen sich auch in einem windschiefen
Vierseite schneiden, Dann haben sie wieder unendlich viele Polar-
tetraeder gemein, deren licken in zwei Geraden It; R’ liegen, d. h.:
in den iibrigen Kanten des Tetraeders, das durch das Vierseit bestimmt
wird. In diesem Falle ist dic Fy2 cine Rotationsfliche zweiten Grades
n Bezug auf 2wer zu cinander senkrechte Lbenen Iy R, deren unendlich
ferne Geraden 1,1, sind. Wenn man die Rotation um Ity ausfiilut,
so beschreibt jeder Punkt cinen Kreis, dessen Tbene durch 1), geht, und
umgekehrt.

Die F,? und J,? kbnnen sich auch in einer Geraden und in einer
C3 schneiden, was wir nicht ndher unternehmen.

§ 4.
Anzahl der linearen Réume, die in einer (» — 1)-dimensionalen F2 |
enthalten sind. Erzeuguug derselben durch reciproke Gebilde.

26. Wir wollen jetzt die Anzahl der Riume bestimmen, die in einer
(n— 1)-dimensionalen Fliche zweiten Grades liegen kinnen. Zu diesem

*) Die Bewegung um einc Axe ay oder um eine Ebene f, in K, kann mit
Hiilfe der Perpendiculantiit ausgefiibrt werden, Wir ziehen durch einen Punkt
P, den senkrechten Raum R, zu a,, der a, in eincm Punkte P trifft. In der
Bewegung um @, wird P, eine 2-dimensionale Kugel mit dem Centrum P, be-
schreiben, die in R, enthalten ist — oder weun es sich um die Rotation um
eine Ebene FE, handelt, so beschreibt der Punkt P, einen Kreis, dessen Centrum
Py in E, liegt und zwar in dem Schnittpunkte der senkrechten Ebene, die man
von P, zu E, ziehen kann und die mit L, nicht in dem Raume P, K, liegt; und
dessen Ebenc die senkrechte Ebene selbst ist. —
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Zwecke brauchen wir die stereographische Projection, d. h. wir projiciren
die F2_ aus einem ihrer Punkte P, in denjenigen Tangentialraum
—

Sn_1, der zu dem Tangentialraume in P; parallel ist.*)

Betrachten wir zuerst eine F,? in R, und projiciren wir sie von
einem ihrer Punkte P, auf den Tangentialraum S, der zu dem Tan-
gentialranme P, in P, parallel ist. S; und P, schneiden sich in einer
unendlich fernen Ebene, welche die F,? in einem Kegelschnitte X2
trifft. Verbinden wir die Punkte dieses Kegelschnittes mit P;, so be-
kommen wir einen 2-dimensionalen Kegel zweiter Ordnung, dessen
Erzeugenden in der F,? selbst liegen. Dieser Kegelschnitt. kann nicht
in zwei Geraden zerfallen, denn sonst wire die unendlich ferne Ebene
Tangentialebene an die Fliche, was nicht moglich ist. Jede Gerade
g, von F;* wird aus P, in eine Gerade g, von S; projicirt, die
den Kegelschnitt K> trifft. Denn die Kbene durch P, und g,
schneidet die F,? in einer andern Geraden, die durch P, geht und
die parallel zu g, ist. Umgekehrt jede Gerade g," in S;, die K2 trifft,
ist die Projection einer und nur einer Geraden der F,% die nicht durch
P, geht. Zweien solchen Geraden g,', die sich in einem endlichen
Punkte A" von Sy treffen, entsprechen zwei Geraden von Fy2, die sich
in einem Punkte 4, schneiden. Wir sehen also, dass dic Geraden der
L2 eine oo-fache Mannigfaltigheit bilden.

Wenn drei beliebige Geraden der F,? gegeben sind, die nicht in
einem X, liegen und sich nicht schneiden, so haben sie nur eine
Transversale, die auch in der Fliche liegt. In der That, der Raum
Ry, der durch zwei derselben bestimmt ist, trifft die dritte in einem
Punkte 4;, und wenn wir von diesem Punkte die Transversale zu den
beiden ersten ziehen, so ist eben diese die gewiinschte Gerade. Man
hat also:

Wenn ein Quadrupel von vier belicbigen geraden Liwien einer F,?
derart gegeben ist, dass sich dic Geraden zu zwei wnd zwei nicht
schneiden wnd auch wicht zu drei und drei in cinem Raume R, liegen,
so bestimmit dasselbe vier Transversalen, die auch in der F,* liegen wnd
die das zu dem ersten complementire Quadrupel bilden. Wenn fiinf be-
lichige Geraden der Fy® gegeben sind, so kamn man in dieser Weise

belichige viele andere Geraden der F,2 construiren.
FUSE. S ——

*) In verschiedenen Aufsitzen der Comptes Rendus (siehe z. B. t. LXIX
pSur une nouvelle série de systdmes orthogonaux algébriques), sowie in seinem
Buche: ,,Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces algébriques (Paris
1873)¢“ hat Darboux die stereographische Projection der F?, in einen
B, , fir melrische Geometrie benutzt; desgleichen Lie in den Gottinger
Nachrichten 1871, 1872, sowie Klein im V. Bande der mathem. Annalen
(Ueber Liniengeometrie und metrische Geometrie), oder Gottinger Nachrichten
1872 (Geber eincn liniengeometrischen Satz).
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Da {eine Fy* in R, durch 14 beliehige Punkte bestimmt wird
(siche Bemerkung Nr. 24.), so kann man 12 von diesen Punkten drei
zu drei in vier beliebigen Geraden wihlen. Das Quadrupel dieser Ge-
raden hat ein complementires Quadrupel von vier Geraden, die auch
in der Iy* liegen. Somit sind die acht Geraden zweicr complementiren
Quadrupel der vollstiindige Durchschwitt von drei Flichen Fy2.

%7, Wenn wir jetzt eine F\? in R, stereographisch von einem
ihrer Punkte P; in den Tangentialraum S, projiciren, der zu dem
Tangentialraum P, in P, parallel ist, so bekommen wir im Unend-
lichen eine F,? (d.h. in dem Schnittraume von S, und P,), die kein
Kegel sein kann. Hieraus schliessen wir, dass die J'\? keinen Raum
R, enthilt.*) ‘

Wenn wir die zwei Systeme von Geraden vou F,* mit P, ver-
binden, so erhalten wir die zwei Systeme von Kbenen des 3-dimen-
sionalen Kegels P, der zur Kliche F,? gehort. Jede Gerade g, von
Fz? wird in S, in eine Gerade g, projicirt, welche die unendlich
ferne Fliche F,? schneidet, und umgekehrt. Kine Ebene G, von I?
wird von P, in eine Ebene G, von S, projicirt, die durch eine Gerade
der F,* geht. Umgekehrt, jede Ebene G,” von S;, welche die F,? in
einer Geraden schneidet, ist die Projection einer einzigen Ebene G,
von F?, die nicht durch I’) geht. Zwel Ebenen G, von S,, die sich
in einem im Endlichen gelegenen Punkte A, treffen und iiberdies die
F,? in zwei Geraden desselben Systems schneiden, entsprechen zwei
Ebenen G, der I'%, die sich nur in einem Punkte 4, schneiden;
dagegen zwei Ebenen @,, die sich in einer Geraden schneiden (und
also die 7% in zwei Geraden von verschiedenen Systemen treffen),
entsprechen zwei Kbenen der 1,2, die eine Gerade gemein haben. Die
Zahl der Ebenen durch eine Gerade in I, ist 0o® und die Zahl der
Geraden von F,? ist 200!, daher besitzt die I7,? zwei Systeme von
oo Ebenen. *#)

Wenn wir eine Fy? in R, betrachten, so haben wir im Unend-
lichen eine ZF? die oo® Gerade hat, und da die Zahl aller Kbenen
durch eine Gerade I}, oo® ist, so hat die 1?2 oo%? = oo’ Bbenen.
Sie kann keinen hoheren Raum enthalten.

Das Gesetz ist evident, und wir konnen daher sagen:

Im Allgemeinen enthilt die (2m — 1)-dimensionale I'liche zweiten
Grades in R, e System von

#) Das Studium der projectivischen Eigenschaften der ¥? in R, ist nach
Klein (Mathem. Annalen V, p. 263) ohne Weiteres fiir Liniengeometrie za ver-
werthen und also fiir projectivische Geometrie des gewdhnlichen £y sehr wichtig.

* ##) Cayley hat diese zwel Systeme von Kbenen der F? bereits in einer
Note: On the superlines of a Quadric surface in five- dimensional space. Quartely XII,
1873, betrachtet,
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003 . o84 B lm—D)n
Réumen Bo—1, dagegen die 2m-dimensionale Fliche zweiten Grades in

Ro s 2wei Systeme von
oot . apdd..mm—1)

Riiumen R, . Diese Ilichen Ekinnen keinen hiheren Rawm enthalten,
olme in einen Kegel auszuarten. Viir m = 1 hat die F,? nur 200! R,
wie bekannt.

Man sieht auch aus dem Vorhergehenden, dass ein R;-Kegel
zweiter Ordnung in 7%, und von drei Dimensionen zwei Systeme von
Ebenen, ein 4-dimensionaler I-Kegel zweiter Ordnung in IR, nur
Ebenen und zwar oo® besitzt u. s. w.

Im Allgemeinen hat ein (2m — 2)-dimensionaler I -Kegel zweiter
Ordrung wm Raume Rg,_y oder ein (2m — 1)-dimensionaler R Kegel
sweiter Ordnung in s, nur Rdume I, andernfalls artet er aus.

28. Wir wollen tiber die Krzeugung der F2 , durch reciproke
Gebilde nur die Sitze mittheilen.

Betrachten wir zwei projectivische Biischel von Réumen B, ; um
S®,, 8@, . Diese konnen sowohl als reciproke wie auch als collineare
Gebilde angesehen werden. Wir haben:

Zwei collineare (oder reciproke) Gebilde erster Stufe, deren Axen
awei Raume SV, , 8@, sind, erzeugen einen (n — 1)-dimensonalen Kegel
zweiter Ordnung, dessen Scheitel ein Rawm S,_y ist.

Wenn wir zwei beliebige reciproke Gebilde nehmen, deren Axen
S, 8 sich nirgendwo schneiden, so haben wir folgenden Satz:

Die (n — 1)-dimensionale I'liche zweiten Grades wn R, wird durch
zwer beliebige  reciproke Gebilde erzeugt, deren Azen SM, 8@ sich
nirgendwo schneiden und ibrigens ganz beliebig in der Fliche liegen

(p < 3:2—}_ oder g’g — 1)-
Wenn cine cinzige Gerade der I'ldche reell ist, so sind alle Rdume
R, Ry, ..., Byy oder By, ..., R, | der Fliche reell.
- -
Wenn die zwei Azen S}g”, Sp‘m wn einem Raume S, sich schneiden,
so erzeugen die beiden reciproken Gebilde einen (n — 1)-dimensionalen

S,-Kegel zweiter Ordnung. —

§ 5.
Polarfiguren in Bezug auf eine (v — 1)-dimensionale F2 .
%9. Betrachten wir eine (n 4 1)-eckige Fundamentalpyramidg in

R,. Wir konnen die Ecken und die gegeniiberliegenden Riume R,_:
als entsprechende Elemente eines Polarsystems ansehen. Es giebt dann
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oo reelle Polarsysteme (in denen jedem reellen Elemente ein reelles
entspricht), die die Fundamentalpylamide als conjucrirt o'emein haben.

Es sei dagegen eine Pyramide von N Riumen I, , N, wo
N < 2n ist, gegeben , SO nennen wir sie polar in Bewg a,uf eine Kliche
F2 , wenn jedem Punkte der Pyramide z. B. 1,2,3, ..., %, ein
Polarraum entspricht, der durch den Raum geht, in welchem sich die
itbrigen Réume n 4 1, ..., N schueiden. BEs ist dann leicht, fol-
genden Satz zu beweisen:

Es giebt m — 1 Polarfiguren cines Rawmes I, dic aus einer
Fundamentalpyramide der Réume R,yi, Ruas, . . ., Rou_y durch
Schnciden mit R, entstehen. Sie sind Polarfi figuren in Bezu g auf oottt
®m+2 <o oo2m—1 _Z«’”ZL—I

30. Es sei wieder eine (n + 1)-eckige Pyramide in 1%, gegeben.
Schneiden wir sie mit einem Raume S,_y, so erhalten wir in S,_,
wie es aus Nr. 6. hervorgeht, wenn man N=mn 41, r=n —1
setzt, eine Figur von

2ot g, 2D g 20D R 1 R,

so dass in dieser Figur jeder Punkt einem Raume I2,—3 complementiir
ist. Durch jeden R, gehen n —1 R, ...,

m—1):(n—m) n=1Hr—2 p

U (T sy B—1 Tuy.

In jedem R, liegen 3 R, etc., in jedem 12, »@:J)Tz(’i:m R,

Nun schneiden wir mit S, auch alle co* F2_, in Bezug auf welche

die Fundamentalpyramide in 2, sich selbst conJuglrt ist. So erhalten
wir in S,y oo I'?_,, welche die Schuittfigur 4 als Polarfigur haben.
Greifen wir eine solche I7? , heraus und bezeichnen wir die n -1
Riume 12,5 der Figur 4 mit den Zahlen 1, 2, ..., % -+ 1. Der Punkt
R,, der durch die Riume 1, 2,..., n — 1 bestimmt wird, hat in
Bezug auf die gewiihlte Fliche I'?_, einen Polarraum I, ¢, der durch
den Schnittraum 12,5 geht, der in der Figur 4 zu dem Punkte
1,2,...,% — 1 complementir ist, d. h. durch denjenigen Raum 12, _g,
der durch die iibrigen Rinme 1¢, 5, vimlich » und » 4 1, gegeben
ist. Wenn wir das fir alle Punkte B, von 4 machen, so erhalten
wir die polarreciproke Kigur von A in Bezug auf F? ., die also aus

ﬁ%ﬂ R,_s besteht, welche eine (n - 1)-eckige Pyramide in Sy
bilden. Die # -4~ 1 Ecken liegen natiirlich in ﬂ%ﬂ Geraden, die

den Riumen R,_s der Figur 4 entsprechen. In dem Raume n, n4-1

Mathematische Annalen, XIX, 13
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z. B. liegen, nach dem Vorhergehenden, _(%_—_1)_2_(1_:@_ R, der Figur 4.
Die Polarriume R, o dieser Punkte in Bezug auf F?2 , gehen durch
die Polargerade des Raumes R,_s:n, n -1, welche zwei Hcken
der reciproken Figur verbindet, die wir als #, - 1 bezeichnen. Die
(_nj_Q;L—:L) R, liegen aber auch in dem Polarraume R,_; des
Punktes 1,2,3, ..., n — 1 der Figur 4. Dieser Punkt muss daher
in der Geraden n, n -4 1 liegen.

Die f(i;_l-_l)_ Geraden der reciproken Figur gehen also respective

durch die n(”;"——ll Punkte der Figur A. Die Pyramide aus » 41

Riumen R,_; und die reciproke in Bezug auof F? ,, die aus n -1
Ecken besteht, bilden zusammen eine Figur von

'"m;" . +n+1 ={i——t—ll§3i—?)— B, und ebensovielen I, ;.

Diese Punkte R, liegen drei zu drei in

n(n—1) n41) + nm+1) _ w4142
2.3 2-3 2-3
Geraden, die # zu n durch jeden Punkt R, gehen.

Wie aus Nr. 7. ersichtlich ist, ist dies die Figur von zwei per-
spectivischen n-eckigen Pyramiden in S,_;; es geniigt, im Satze Nr. 7.
r =mn — 1 zu setzen. Das perspectivische Centrum der beiden Pyra-
miden hat als Polarraum in Bezug auf ¥, den perspectivischen Raum

R,—s. Somit haben wir folgenden Satz:*)

Zwei perspectivische Fundamentalpyramiden 13, 14, ..., 1 (n+41);
23,24,...,2(m+ 1) im R,, die das perspectivische Centrum 12 haben,
sind in Besug auf eime und nur cine (n — 1)-dimensionale Iliiche
aweiten Grades F?_| einander polarreciprok, so dass der Punkt 12 den

Rawm 34, ...,n+ 1 als Polarraum hat.

Jeder Punkt der Figur (Nr. 1.) kann als Centrum von zwei solchen
in Bezug auf F? | einander reciproken Pyramiden angeschen werden,
deren Ecken zu der Figur selbst gehiren; d. h. die ganze won zwei per-
spectivischen Pyramiden gebildete Figur ist in Bezug auf F, 2 | sich
selbst reciprok.

Aus Nr. 7. geht ferner hervor:

Fiir eine jede der n 4+ 3 Gruppen, die aus der vorigen Figur ent-
stehen, sind die (n+2)-eckige Pyramide und die duale Pyramide in Bezug

1

*) Ich spreche den Satz fiir zwei perspectivische Fundamentalpyramiden des
R,, statt des B»—1, aus,
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aouf die F?_, sich selbst polar und einander polarreciprok. Die Gleichungen
der F? | bezogen auf die n 4 3 (n 4 2)-eckigen Pyramiden oder
auf die n~+ 3 dualen Pyramiden enthalten daher wur die Quadrate
der Variabeln.*)

Abschy """ TV.

ar.eul.

§ 1.
Charaktere der Curven in B, und die zwischen ihnen stattfindenden
unabhingigen Gleichungen.**)

31. Kir eine ebene Curve m' Ordnung und % Classe mit D
Doppelpunkten, I Spitzen, d Doppeltangenten und « Inflexionstan-
genten hat man folgende drei unabhiingige Pliicker’sche Gleichungen:

h=k(k —1)—2D—3R, k=nn—1)— 2d — 3w,
w— R =3k — n);

man hat ferner aus diesen Formeln

ps_(ﬁ_—__l)‘z_(ﬁ—_?lﬁ-p_zgs (k—”z("—i) —d—w.

Eine Curve C™ in I, hat im Allgemeinen ncun Charaktere und
zwischen ihnen bestehen zwei Gruppen von drei unabhéingigen Cayley-
Pliicker’sche Gleichungen.

Man erhdlt die erste Gruppe aus den Pliicker’schen Gleichungen
derjenigen ebenen Curve, die durch Projection der Raumcurve von
einem beliebigen Punkte in eine beliebige Ebene entsteht; die zweite
Gruppe aus den Pliicker’schen Gleichungen der Schnittcurve der zur
Raumcurve gehorigen Developpable mit einer beliebigen Ebene.

Betrachten wir jetzt eine C™ im Raume R,. Wir bestimmen ilre
Charaktere, indem wir zuerst die Curve C™ von cinem beliebigen Punkte
O in einen Raum von drei Dimensionen S, projiciren und nachher die
Developpable der C™ mit einem 3-dimensionalen Raume I, schuneiden.

Es sei ;O™ die Projectionscurve in S; und ;€™ die Schuitteurve
von R, mit der Developpablen. Um die Charaktere der ;U™ zu erhalten,
projiciren wir sie einmal von einem Punkte O’ von §; in eine beliebige
Ebene S, von S;, und schneiden sodann ihre Developpable mit einer
Ebene S,

*) Der Beweis vereinfacht sich fiir zwei perspectivische Dreiecke in der
Ebene oder fiir zwei perspectivische Tetraeder in R; betriichtlich.
#*) Vergl, meine Notiz im 18. Bande dieser Annalen, p. 448.
13"
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Um die Charaktere der ,0,® zu erhalten, projiciren wir sie aus
einem Punkte O, von R, in eine Ebene R, von It; und schneiden
iibrigens ihre Developpable mit einer Ebene R,. Es ist klar, dass
das Schneiden der Developpable von O mit der Ebene S," und das
Projiciren der ,C,™ in eine Ebene #quivalente Operationen sind, d. h.
die Curve in S, und die Curve in I, liefern dieselben Charaktere der ',

Wir haben also fiir die O™ nur drei Gruppen von unabhingigen
Gleichungen.

Wenp man in dieser Weise fortfihrt, so sieht man, dass man fiir
eine C™ in einem n-dimensionalen Raume It, (wo 2 >%) n—-1 Gruppen
von drei unabhiingigen Gleichungen erhilt.

Die erste Gruppe bekommen wir durch successives Projiciren. Wir
projiciren die C™ zunichst von emem Punkte O aus in einem (n—1)-
dimensionalen Raum S, in ,_;C™, dann projiciren wir die ,_C=
von einem Punkte O® von S,_; in einen Raum S,_,; ete.; endlich
projiciren wir die ,C™ aus einem Punkte O®—% von S, in eine Ebene
S, als Curve ,0™; d. h. wir projiciren die O™ selbst in S, von dem
(n — 3)-dimensionalen Raume aus, der durch die » — 2 Punkte 0, OV, ..
.., 0=3 bestimmt wird.

Die weiteren Gruppen erhalten wir, indem wir die Developpable
der O™ und aller Projectionscurven ,_,C™, ,_sC", ete., ,C™ re-
spective mit Ebenen schueiden, die in S,_1, Sy—q, ..., S; enthalten
sind. Die Schnittcurven seien ,_C,»"™®, , ,C=" .. om0,
Es ist nicht schwer zu sehen, dass die » — 1 ebenen Curven ,C7,
w OB 201“) gentigen, um die Charaktere und die Glei-
chungen aller Curven zu bestimmen, die aus der O™ durch Schneiden
und Projiciren entstehen konnen.

3%, Wir wollen jetszt die Charaktere der C mittelst der oben-
genannten Curven finden.

Um dies auszufithren, fangen wir mit der ebenen Projectionscurve
,C™ an, deren Charaktere m, k, w, D, B, d sein mdgen. Wir inter-
pretiren sie fiir die O,

m lefert die Ordnung m aller Projectionscurven und der O™ selbst.

k »  den ersten Rang k der Developpable der (™ und aller Pro-
Jectionscurven, d. h. k ist die Zahl der Tangenten der C™,
die einen Raum IR, , schneiden;

w ., fir die Gy~ die Classe, fiir die ,C" die Zahl der Schmiegungs-
ebenen, die eine Gerade schneiden, fir die ,O™ die Zahl
von Schmiegungsebenen, die eine beliebige Ebene treffen
u. 8. w., und endlich die Zahl der Schmiegungsebenen der
Cm, die einen beliebigen Raum R,_; schneiden. Wir nennen
w den zweiten Rong der O™  Also:
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Die  Schmiegungsebenen der C™ bilden eine einfache
Mannigfaltigheit, die cine 3-dimensionale I'liiche w'e Ordnung
bilden.

R liefert die Zahl der Spifzen der O™ selbst und aller ihrer Pro-
Jectionscurven;

D die Zabl der Riume R, 5, die durch den Projectionsraum
O0n—3=0,00, ..., 0= gehen und dic Curve € zweimal
schneiden

d ” die Zahl der Riume R,_; durch O,_;, die zwei nicht auf-
einanderfolgende Tangenten der (= enthalten.

Hat die O™ D, Doppelpunlte wnd d, Doppeltangenten, so ver-
mchren sich D und « respective um 1), und d,. —

9

Anstatt nun die verschiedenen Curven 0", .. . . =Y
einzeln zu betrachten, wie wir es jetszt fiir die ,C gemacht haben,
wollen wir jeden Charakter bei allen Curven zugleich fir die C» inter-
pretiren. Es seien

m(l), 7%(2), R n@(n—m; /‘;(1), ]l;(g), R k(n—?); fw(l), /w(‘ﬁ), R fw(’l'?);

RO, RO, ..., Ro=2; DO, DO ... D=2 q0 qo, . de-2

die Charaktere dieser Curven. Dann folgt zuniichst:

Die Ordnungen we® e, o m D sind alle gleich k.

Die Inflexionstangenten w® der ,(/»" liefern die stationiiren Ebenen

der ,C», die Classe der ,C*, und fiir die

folgenden Curven O, (O, ..., C™ die Zahl
der Schmiegungsriiume Iy, welche cine Gerade,
eine Bbene, u. s. w., einen beliebigen Raum

R,._s schneiden. Wir nennen w® den diitien

Rang der O™, wie auch ihrer Projectionscurven

"_1Cm, cey 5C1n.

Wir kénnen also sagen:

Die Schiviegungsriwme Ity der C™ bildew cine

einfache Mannigfaltigheit von Riwmen Iy wnd

erzeugen susammengenommen eine 4-dimensionale

Fliche whier Ordnung.

Dic Inflexionstangenten w® der ,C,»? liefern die stationiiren Riume
1y der ,C, die Classe der ;C, dann ferner
fir die ,Cm, die ,Cm ete,, die Zahl der
Schmiegungsriume R,, die eine Gerade, eine
Ebene u. s. w., schneiden. Wer nennen w®
den vierten Lang der C™ c¢benso von »-1C™, ..
oy (O Alle Schmiegungsriuwme B, der C*
bilden eine H-dimensionale Fldche w® e Ordnunyg.
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Das Gesetz der Bildung der Ringe der O™ und ihrer Projections-
curven ist hiernach klar; insbesondere giebt w9 die Classe der Cm
und w™—? die Zahl ihrer stationiren Riume R,—;. Die C™ kann noch
w, Inflexionstangenten, w,(") stationéire Schmiegungsriume R, 5 haben,
die dann auch respective bei den Projectionscurven vorhanden sein
werden. — Die O™ hat also n — 2 Ringe k, w, w®, ..., w®4, ynd
wir konnen sagen:

Die Schmiegungsriume R, der C™ (p > 1< m— 2) bilden eine
cinfache Mannigfaltigheit von Riumen R, emer (p -+ 1)-dimensionalen
Fliche der we=2tr Ordnung. Fir p =1 hat man w1 =1F.

Die fernere Uebersicht iiber die Singularitdten unserer Curven ge-
staltet sich folgendermassen:

1) Die Classen

E®  von L0 st = w,

@)
k@ ” 301m »n = w(l),
k=2 2 n~101m(n_2) »y = w3},

2) Die Zahl der Spitzen

R®  von ,0"" st gleich der Ordnung von ,C™ d. h. — m,
&)
ke, 5O ”

(8) —
R® ”» 401”‘ n oo » n Wy 5Cm »n =W,

, dem Rangek , ,Cm , =k,

R(n——z) » n-—lolm(n—z) » 9 ) 9 w(”“‘i) der Om == 1/0("—4).

3) Doppelpunkte.

) Dic Zahl der Doppelpunkte D® von 0" liefert die Zahl der
Paare von nicht aufeinanderfolgenden Tangenten der ,0™, die
sich in einem Punkte einer festen Ebene schneiden. Insofern
man die C™ aus dem Raume O,_, = 0, 00, ..., 0@ projieirt,
liefert sie also die Zahl der Paare von zwei nicht consecutiven
Tangenten der C™, die einen beliebigen Raum R,_; (niimlich
den Raum der durch 0,4 und die Ebene der Curve ,Cm"
bestimmt wird) in zwei Punkten einer Gerade schneiden,
welche einen beliebigen Raum O, in R, trifft. Hat die
C™ d, Doppeltangenten, so vermehrt sich DO ersichtlich wm d, .

b) Die Zahl der Doppelpunkte D® von ,C"®. In analoger Weise,
wie fiir D®, sieht man, dass D® die Zahl der Paare von
nicht aufeinanderfolgenden Schmiegungsebenen der C liefert,
die einen beliebigén R, _; von R, in zwei Punkten einer Geraden
schneiden, welche einen beliebigen festen Raum O,—s von R,_s
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triftt. Hat die C™ d,") Doppelschmicgungsebencn, so vermchrt
sich D@ wm d,™.

Das Gesetz der Bildung dieser Charaktere ist hiernach evident.

Schliesslich kommt:

Die Zahl der Doppelpunkte D=2 yon ,_,C*® lefert die Zahl
von Paaren nicht aufeinanderfolgender Schmiegungsriume R,_;
der O, die sich in einem Punkte einer festen Ebene schneiden.

D=2 st also die Ordnung der (n — 2)-dimensionalen
Doppelfliiche derjenigen Developpable, die aus den Schmiegunys-
raumen R,_y der Cm gebildet ist, ebc.

Hat die C™d -2 doppelte Schmvicgungsriiume 1,5, so
vermehrt sich D= wm d,v—2.

4) Doppeltangenten.

a) Die Zahl der Doppeltangenten d® von ,0m" liefert die Paare
von nicht aufeinanderfolgenden Schmiegungsebenen der ,Cn,
die sich in einer Geraden einer festen Ebene schneiden, d. h.
d® liefert die Zahl der Paare von nicht aufeinanderfolgenden
Schmiegungsebenen der C», die einen Raum R, ; in zwei Ge-
raden schneiden, welche mit einem festen Raume O, von
R,y in einem Raume R, o liegen. Hat die C™ d\(") doppelte
Schmiegungsebenen, so vermehyt sich d¥ wm d,O efc.

b) Die Zahl der Doppeltangenten d®—* von 21O liefert die
Zahl der Paare von nicht aufeinanderfolgenden Schmiegungs-
riumen R,_; der O™, die sich in einer Geraden einer festen
Ebene schneiden.

33. Jede der n — 1 Curven ,Cm, ,C"M, .., a1 O™ De-

sitzt sechs Charaktere. Fiir die O™ ergeben sich also zunichst 6n—6
Charaktere. Wir haben aber gesehen, dass:

:)n(U = ) == =2 =— k’ k) == W, k@ = w(l)’ e ,k(7¢—4)=w(“"'3);
RO =m, R® =k, RO = 1w, ..., R0 = w2,

Bs sind also 3n — 6 der 6n — 6 Charaktere respective anderen
gleich. Daher hat die O nur 3n allgemeine Charaktere; sie kaun
iiberdies nmoch # — 2 verschiedenartige, stationiire Elemente respective
in der Anzahl w,, w,®, -+, w,® und » verschiedenartige Doppel-
elemente D,, d,, d;', - ¢, nimlich D, Doppelpunkte, d,
Doppeltangenten etc., d,=2 Doppelschmiegungsriume fi,_( besitzen.

Wir haben also folgende (n — 1)-Gruppen von 3 Gleichungeu:

h—=mm—1) — 2[D+ D] —3R;
(1) m=kk — 1) — 2[d + d] — 3w + wy);
w4+ w, — B =3k — m);
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w—k(k — 1) — 2[DW + d,] — 3(m + w,);
@ | k= w(o — 1) — 2[d 4 40T — 3(w® + w¥);
m 10 — (0 + 20,00) = 8k — w);
w = w(w — 1) — 2[DA 4 d,V] — 3(k 4 w,®D);
(3) w = wO (@D — 1) — 2[d® 4 d,®] — 3(w® + w,®);
b4 0,0 — (00 0,®) = 310 — wi);
W) = =) (g =9 — 1) — 2[ D=2, 0=9]-— B (=D -0, )
(')’&———- ]) w(n~ 4) — w(n—?)) (w(n-—-S) . 1) — 2 [d(n—2) + dlln~2)] . 3 ZU(n—?) 3
?/(1(”—5) ,_|_ wl(n—!}) _ w(ﬂ—2)= 3 (w(’n—-/ﬁ — w(n——S))

Fiir das Geschlecht aber erhilt man 2(n — 1) Gleichungen:

p=m=D=2) __py pl1—R=L=DE=D_ 544

2 2
- (W—I—w1),
—1)(k— 1) (w—2
5____@.__122&”-?1 — [D® 4 4] — (m+ w,) = ,_(?LQQ_(’_"#Q

— (@ 4,0) = (@ + w,®),

(w1 — 1) (o= —2)

g - — [De=2 L dﬁ"_?’)] — <w(n—2>+w(n-3))
_ (w(n~3)_1)2(w("—3)_~2) — (A8 - d0-D) — e,

Wir haben also die Siitze:

Eine Curve O™ in cinem n-dimensionalen Roume B, hat 3n all-
gemeine Charaktere, zwischen welchen n — 1 Gruppen von 3 unab-
hingigen Gleichungen bestchen.

Sie kann noch n — 2 Arten von stationiren und n Arten von
Doppelelementen enthalten. ‘

Wenn Doppelelemente vorhanden sind, so treten sie in den voraus-
gehenden Gleichungen wwr in den eckigen Klammern ouf, d. h. wir
konmen alsdann die Summen [D + D], [d 4 d,] etc. als 2(n — 1)
Charaktere betrachien.

Man sieht zugleich aus dem Vorliergehenden, dass die Projections-
curven und die Schnittcurven mit ihren Developpablen oder mit den
von C™ selbst dasselbe Geschlecht p besitzen, wie es sein muss.
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Ich sage nun {iberdiess:
Wenm 3 Charaktere  gegeben  sind, so kann man die iibrigen
berechnen.
In der That aus dem Ausdrucke
s e UL AR
hat man

[-D+.D1-]+R m—l)(?'b-—"z _2)7
und aus den Formeln (1), @), -+ (n—1) folgl:

k=2(m — 1) — R + 2p,
w=3(m — 2) — 21 — w, 4 6p,
wh) = 4('}1’6 —3)— 31 — 2?0] — wl“) —[— 121)

w(n~4}———m 1)(m~n—|—2) (n——Z)h——[(n——‘S)wi—{—(n——z LS S
10,09+ (n— 1) (n—2)5,

W= =n(m—-nd-1)—n—1)R—[(n-2)w~ - 4w, Jnn—1)p,

wrN=(n+1)(m —n)—nR—[(n—T)w,+- . +]F+nmn-41)p.

Diese Gleichungen geben uns aber das Mittel um die Riinge, die Classe
und die stationdiren Réume R, der (), zu berechnen, wenn das Ge-
schlecht p, die Ordnung m, die Zahl der Spitzen und dic andern
stationiiren Elemente gegeben sind, was zu beweisen war.

34. Die Projectionscurven der C* des I, in die niedrigeren
Réume IR,_y, By—s, - -+, L, R, werden, wie wir wissen, erhalten,
indem man von einem Ry, It,, - - -, I,_3 respective projicirt. Wenn
wir specielle Lagen der Projectionsriume I8y, Ii,, - - -, I,_g betrachten,
so bekommen wir Curven der m'e oder mniedrigerer Ordnung, deren
Singularititen von der specitllen Lage der Projectionsriume abhiingen.

Ein Raum I?,_s; kann z. B. einen Punkt A0 mit der Curve geniein
haben. Daunn legen wir durch die Tangente in 4, an die Curve einen
Raum R,_;, der die Curve O™ mnoch in % — 2 Punkten schueidet.
Daher wird [D - D,] sich um m — 2 vermindern; wund allyemein,
wenn IR,_s 1,@- Punkte mit der C™ gemein hat, so vermindert sich
[D+ D um m— n

Wenn der R,—; eine Tangente schneidet, so erhiélt die ebene
Projectionscurve der C™ eine Spitze, dasselbe geschieht fiir die Pro-
jectionscurve in einem Raume R, (p < #), wenn der projicirende Raum
R,—p—1 von einer Tangente der U™ getroffen wird. Trifft der Raum
R,_,—1 eine Schmiegungsebene der O™ in einem Puukte, so erhilt die
Projectionscurve in R, eine Inflexionstangente; wemn R, ,_; einen
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‘hmiegungsraum R, der Curve schneidet, (s <), S0 bekommt die
-ojectionscurve einen stationiren Raum R,

Wir sehen also, dass die verschicdenen Singularitdter dc’f‘ r 4 ojections-
rve der C™ aus den werschicdenen Lagen der Projectionsriume
0 R“ BN Rn—-3 gegen die O™ entstehen. Analoge Betrachtu%gen
wn man nativlich auch mit der Developpablen der C™ machen.  So
kenmen wir, wie wichtig das Princip des Projicirens und Schneidens
r das Studium der Singularititen der Curven und in analoger Weise
ich der Flichen sein muss.

Wir werden das besser in den folgenden Paragraphen durch Bei-
iele verstehen.

§ 2.
Einfachste Anwendungen.

35. Wenn wir in den letzten Formeln Nr. 33. p=0, w0, =w,N=...
s w9 =0, R =0, n = m setzen, so haben wir die Riinge, die
asse und die stationiiren R,_; der allgemeinen rationalen Curve O
ir finden:

k=2n—1), w=3n-—2),. .., wrY=2(n—1),
W= = g =9 = 0,

Die Rationalcurve C= in I, hat also die Ringe 11 und (n—2)n,
m und (n — 3)'* Grades w. s. w. respective einander gleich. Sie hat
e Classe n und hat keine stationdren oder Doppelelemente.

Nun werde fiir das Kolgende verabredet:

Wir nennen zwei Curven derselben Art, wenn sie dicselben Charaktere
sitzen.

Fiir jede C» des R, ist das Geschlecht p nothgendig gleich null,
id die Zahl der Spitzen sowie der wirklichen Doppelpunkte auch
1, denn sonst miisste sie in einem R, i enthalten sein. Daher folgt:

Alle C» des R, gehorven zu derselben Art. Wir wollen sie daher
tionale Normalcurven des Rawmes I, nennen. Die rationalen Normal-
rven des Raumes R, haben keine stationdren und keine Doppelelemente.

Fiir die elliptische Curve C"*+!(p = 1), mit

w; = wl(ll e p— wl(n_i”) = 0
t man:
k=2n—1+2, w=3n—2)46, ... wor-9=p2 -1,
w3 =n(n 4 1), w3 = (n 4 1)

Eine einfache Ueberlegung lisst nun folgenden Satz sehen:

Die elliptische Curve C*+' des R, hat keine doppelten oder statio-
ren Elemente, sie hat nur (n 4 1)* stationdre Riume R, .. Alle
iptischen, Curven Cm+! in R, gehdren also zu derselben Art, —
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Wir nennen die C™t' daher die elliptische Normalcurve des R,.

Sie hat die Classe n(n 4 1) und shre Riinge sind respective
k=2n—1)4+2, w=3n—2)+6, -+, w9 =n? —1,

36. Wir wollen jetzt die Charaktere einer Curve bestimmen, die
den vollstindigen Schnitt von n — 1 (n — 1)-dimensionalen Klichen
ist, deren Ordnungen respective u®, u®, ... u®=Y betragen, und
zwar setze ich zuerst voraus, dass sie keine Doppelpunkte und keine
Spitzen besitzt. Ich verallgemeinere zu dem Zwecke die Methode, die
in der Salmon-Fiedler’schen Geometrie des Raumes (Bd. 2, Art. 83.)
angewandt ist.*¥)

Es sei ein Raum R,_, durch folgende Gleichungen bestimmt:

a4 oA GaprZapr =0, bz + -+ -+ bupaZapr =0,
und es selen
v —__—-O, w2 = 07 ceey, w1 = 0

als Gleichungen der n — 1 Flichen gegeben. Wir bilden folgende
Determinante:

a, Ay v OGpp
b1 b2 e b"+1
1
(1) ul( ) u2(2) - u;‘-)i-l — 0’

1 _g) " —
ul(ﬂ ), M2(n 2) ... u;";ll)

WO W, w, @, « o w5 O g, @ gD ete. die exsten Diffe-
rentialen von #® - .. u"=D respective nach w»,, z,, -, Zn4a sind.

Die Determinante (1) stellt eine (n — 1)-dimensionale Fliche dar,
die der Ort derjenigen Punkte P, ist, deren Polarriume I, in Bezug
auf die » — 1 Flichen u in einer Geraden p, sich schneiden, die den
gegebenen Raum R, trifft. Fiir die Punkte Iy, in denen die Fliche
(1) der Durchschnitteurve der n — 1 Flichen begegnet, ist die Gerade
p, eine Tangente derselben in P, und da die Fliche (1) von der
Ordnung

u® - @® oo gD — (n— 1) ___.Z’ym_ n+ 1
i=1,..,(n—1

ist, so wird oy

b= 0@ . W‘”(Z al — 1 1)
sein.

Nunmebr kénnen wir aus der Gleichung

*) Man sehe auch den synthetischen Beweis von Cremona: ,»Theorie der
Oberflichen®, p. 99, fiir die Durchschnittcurve zweier Flichen in R,.
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k= m(m — 1)——217
D bestimmen. Wir finden:

9D = u“)y«(?) NN y(”_l) [”(1)41,(2) . p(""” —_ 2 y,(i) + n — 2] .

Hieraus ergiebt sich sofort der Werth des Geschlechtes. Wir
haben 1in
p= (m — 1)2(m-—2) D

fiir m und D ihre Werthe einzusetzen, Dann folgen alle anderen
Singularititen aus den Formeln des vorigen Paragraphen.

Haben zwei der (» — 1)-dimensionalen Flichen u® eine einfache
Berithrung, so hat ihre Durchschnittsfliche von # — 2 Dimensionen
einen Doppelpunkt R,, und daher wird auch die vollstindige Durch-
schnitteurve der # — 1 Fliichen u; an der betreffenden Stelle einen
Doppelpunkt erhalten. Alle Geraden, welche in I, mit der Schnitt-
fliiche 3 Punkte gemein haben, bilden nach Nr. 5. einen (» — 2)-dimen-
sionalen RR,-Kegel 2t Ordnung. Zerfillt dieser Kegel in zwei Riume
R,_2, so bleibt I, fiir die Durchschnittcurve noch immer ein Doppel-
punkt; fallen die beiden Riume zusammen, so sagen wir, dass die
zwei (n — 1)-dimensionalen Fliichen w® sich stationdr beriihren. In
diesem Kalle ist I, eine Spitze der Durchschnittcurve der n — 1
Flichen u®. Es wird daher:

e u®) .. H("“”(Z wd — n 4 1) — 2D, — 3R
sein, wenn D, einfache Berithrungen und Z stationire Berithrungen
stattfinden. Daraus folgt:

2D — 0 @ (o — DT 0 o 2) — 2D,

und

p=i’"_;llé(l”_*_?l~p_p1_3,

Wenn also die vollstindige Durchschniticurve der n — 1 Flichen
w® D, Doppelpunkte und I Spitzen erhdlt, so vermindert sich das p
um D, -+ R.

Uebrigens sind ihre Charaktere, wie wir sehen, vollstingig be-
stimmt,

Als Beispiel nehmen wir 3 beliebige 3-dimensionale Flichen in
R,; sie schneiden sich in einer C% Somit kommt:

n=28, k=8, D=16, p=25, w=48, w® =32, w® = 120,
Die wvollstindige Durchschwittcurve von 3 belicbigen 3 - dimensionulen
Flichen 2 Ordnung in I, hat den 1" Rang = 8, den 2'e» = 48;

sie hat dic Classe 32, das Geschlecht 5, und 120 stationdre Riume I, —
Welche Lage haben diese 120 Réume?
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37. Wir wollen jetzt annehmen, dass die Durchschnittscurve der
(n — 1)-Fliichen «® in zwei Curven der Ordnung m und m’ zerfillt
und wollen unter dieser Annahme D berechnen, indem wir voraus-,
setzen, dass weder Doppelpunkte noch Spitzen vorhanden sind.

Die Schnittpunkte eines I?,_s mit der Durchschnittscurve , welche
sie zweimal trifft, konnen entweder auf einer oder auf der andern
Curve, respective auf beiden Curven liegen. Wir benennen diese drei
Fille wmit den 3 Zahlen D, 1, ). Wir haben gesehen, dass im
allgemeinen Falle

9D = ul) . .. o) [M“’ N 2 ) d-m — 2]

ist. HEs giebt dann eine (n — 1)-dimensionale Fliche der Ordnung

(w0 - - . gon-1 _2 w4 1 —2),

welche die Curve in denjenigen 2D Punkten schneidet, die mit einen
bestimmten Raume I,_; (welchem die Fliche entspricht) verbunden,
die D durch 12, 5 hindurchlaufende Riume R,_s liefern, die die Curve
zweimal schneiden®). Dieselbe Fliche muss jetzt in den 2(D -+ D'+ D")
Punkten schneiden. Daher miissen wir haben

m M(l)...H<n—1)m2u(i)+n_2)=2p+ D,

(w0 -+l — 2 W fn—92)=2D'+ D"
Daraus folgt:

2D — D)= (m — m) (u® - - - =) — 2 i 4 m —2).

Wenn also die Charakiere der einen Curve bekannt sind, so kann
man die der zweiten berechnen.

Wir denken uns nun, dass die % — 1 Flichen »® in einer festen
Curve O™ sich schneiden. Sie schneiden sich dann im Allgemeinen in
einer andern Curve O™, die im Allgemeinen keine Doppelpunkte oder
Spitzen besitzt. Wenn jetzt zwei Wlichen u® eine einfache oder eine
stationire Bertthrung in D, respective It Punkten bekommen, so wird
die C™ D, Doppelpunkte und I¢ Spitzen erhalten, und es folgt dann,
dass D um D, sich vermehrt, und dass p um D, + It sich vermindert.

Da man eine beliebige Curve in R, als (vollstiindigen oder unvoll-
stiindigen) Schnitt von # — 1 Fliichen «® betrachten kann, so schliesst
man allgemein: Wenn eime Curve C™ vom Geschlechte p B, ge-

*) Man siebt dies, indem man die Gleichung des (n— 1)-dimensionalen
Kegels bildet, welcher aus einem Raume R, 5, der mit der Curve einen Punkt
gemein hat, die Schnittcurve der m — 1 Fliichen u projicirt. Man sebe auch
den synthetischen Beweis von Cremona, L ¢ p. 101, fiir den Fall n =3,
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geben ist und sie erhélt noch Dy neue Doppelpunkte und R Spitzen, so ver-

mindert sich ihr Geschlecht p wm D 4 R.
Als Beispiel betrachten wir drei 3- dimensionale Flichen 2ten Grades

F*in By:

1) Schneiden sich die drei Flichen in einer C% eines R,, so
schneiden sie sich im Allgemeinen noch in einer C®. — Wir haben also:
D=1, m=3, m=2>5,

daher:
D=5, p=1

Wir bekommen also die elliptische Normalcurve des R,, die
(m + 1)? = 25 stationéire Riume R; hat*®).

Wenn sich zwei der Flichen in einem Punkte beriihren, so wird
die C® einen Doppelpunkt erhalten, d. h.

D=6, p=0

sein,

2) Schneiden sich die F,? in einem Kegelschnitte, so schneiden
sie sich weiter in einer CS:

D=0, W =2 m=S6,
D=8, p=2

3) Schneiden sie sich in einer Geraden g,, so schneiden sie sich
weiter in einer C7. Man hat fur letztere:

D= 0, w=1,
D =12, p=23.

Diese C7 hat also das Geschlecht 3.

Die Gerade g, ist eine dreifache Secante der C7. (Uebrigens die
einzige dreifache Secante.)

In der That, man betrachte, um Letzteres nachzuweisen, drei
3-dimensionale R,-Kegel 2t Ordnung in R,  Dieselben schneiden
sich im Allgemeinen in einer C%. Haben sie aber eine erzeugende g,
gemein, so erzeugen sie eine C7, die durch die Spitzen der 3 Kegel
geht. Ueberdies gehen durch die C7 und die g, oo? F,2. Oder auch
so: Die 3 Kegel konnen so liegen, dass 3 Ebenen derselben sich in
einer Geraden g, schneiden. Dann legen wir durch g, einen Ry; er
wird die 3 Kegel in drei F,? schneiden, die durch g, gehen und daher
noch 4 Punkte gemein haben, Die Gerade g, ist also in der That
eine dreifache Secante der C’.

*) Klein hat in einer kurzen Note dieser Annalen, Bd. XVII, die elliptische
Curve C™*! des Raumes R, als Vertreterin des elliptischen Integrals 1ter Gattung

angenommen, — Die €3 in R, ist in diesem Sinne von Dr. Bianchi in dem-
selben Bande studirt worden.
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In dem Netze von .drel beliebigen F,2, die sich in einer C7 und
einer Geraden g, schneiden, giebt es unendlich viele It,- Kegel, die
dem Netze zugehOren, und zwar liegen ihre Spitzen in der Jacobi’-
schen Fliche des Netzes. Daher ist unser Satz allgemein bewiesen.

§ 3.
Rationale Curven.*)

38. Wir haben in § 1. gesehen, dass irgend zwei rationale
Normaleurven C* des I, dieselben Charaktere besitzen; sie sind von
der nter Classe und haben keine stationiiren Riume.

Das ergiebt sich auch aus der Thatsache, dass zwei rationale
Normalcurven C», C'* des 13, 00% oft sich linear in einander transformiren
lassen, wie wir jetzt beweisen werden. KEine rationale Curve C* des
R, kann durch # projectivische Biischel von (#n — 1)-dimensionalen
Rédumen

A, ABR, =0, - A, 4B, =0

erzeugt werden (wie wir im néchsten Abschnitte niher erliutern wollen).
Es geht aus dieser Construction der C'* hervor, dass die Coordinaten
jedes ihrer Punkte bei Einfiilhrung eines passenden Coordinatensystems
sich folgendermassen darstellen lassen:

) Lyt @y i @gir i By == AP s AR A2 e
wo A ein Parameter ist. ‘
Betrachten wir nun eine andere Curve C'*. Wir konnen dann

die Coordinaten ihrer Punkte bei Festhaltung des Coordinatensystems
durch rationale ganze Functionen von 4 darstellen:

@) w i@ et =) (R 1 f5(A) 1 faa (D),

Hier Jassen sich £}, f3, - +* fut1 linear durch 47, A==, ... 1 zusammen-
setzen, so dass wir zwischen den x; und 2/ folgende Transformations-
formeln haben werden:

(3) Qx,', = (i1 %1 + Aig X2 + LR + Qin Tny

wo die a;; die Coefficienten der Function f;(4) sind.

Aus (3) geht hervor, dass nicht nur einem Punkte z; der C” ein
Punkt der C’# projectivisch entspricht, sondern auch dass jedem Punkte
des Raumes R, ein anderer Punkt des I, in projectivischer Weise
entspricht, d. h. wir haben zwei collineare Riume S,_y, S;-1 in R,
bei welchen die Curven C#, C*" sich projectivisch entsprechen. Wenn wir
nun beachten, dass derselbe Schluss bestehen bleibt, indem wir in (2)

*) Siehe auch Abschnitt V, § 3.
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A durch '3‘%‘17?‘ ersetzen, so sehen wir in der That, dass die beiden
Curven, die auch zusammenfallen konnen, durch oo?® lineare Trans-
formationen in sich libergehen,

39. Betrachten wir jetzt eine Normalcurve C™ des Rn Wenn wir
sie aus einem ihrer Punkte in einen Raum R,_1 projiciren, so ex-
halten wir eine Curve C»-1, die auch eine rationale Normalcurve des
Ro_i ist. Verfahren wir in derselben Weise mit der C"*u.s w., so
bekommen wir folgenden Satz:

Jede vationale Normalcurve Cm des Ry (m < m) kann durch Pro-
jection der C* des R, won einem R, . aus, der n — m belichige
Punlte mit der Curve O gemein hat, erhalten werden.

Betrachten wir jetzt eine Rationaleurve C'n m'® oder niedrigerer
Ordnung in R,,, so lassen sich die Coordinaten ihrer Punkte durch
rationale ganze Functionen 5 oder niedrigeren Grades eines Parameters
4 darstellen, d. h. wir haben:

(1) By i@yt gr = (A () 1 Fnrn (A).

Jetzt figen wir noch # — m Coordinaten n4z, + .., Tpgpr und
noch % — m rationale ganze Functionen ' Grades von 4 hinzu, so
erhalten wir eine rationale Normalcurve des I,, aus welcher die ge-
gebene Curve mittelst Projection entsteht. Die Curve (1) mag also
Singularititen haben, welche sie will, sie wird immer als Projection
einer Normalecurve C” des R, erhalten, und da alle rationale Normal-
curven des Ii, projectivisch sind, so sehen wir, dass durch geeignete
Projection einer und derselben C# des I, alle Arten von Rational-
curven 7' oder niedrigerer Ordnung in den Riéumen von weniger als
7 Dimensionen erhalten werden kionnen.

Dieser Satz ist dem friiher aufgestellten Theoreme analog, dass
man aus einer Fundamentalpyramide des ], alle in niedrigeren
Riumen gelegene Arten von Configurationen von n -+ 1 oder weniger
als % -~ 1 Punkten durch geeignete Projection erhiilt. Wir haben also
den folgenden Satz:

Jede belichige Rationalcurve ' oder nicdrigerer Ordmung in IR, ,
., ..., R,y ist immer die eindeutige Projection einer Normalcurve
O des I, Und wmgckelwt aus einer Rationaleurve der nie» Ordnung
i R, Eann man durch geeignele Projection jede Art von Rationalcurvern
der m'coder niedrigerer Ordnung in den Riwmen By, R, 5, . .., Ry, R,
erhalten.

Analog kommt:

Jede rationale Curve n'r oder nicdrigerer Classe in Ry, Ry, ... Ry
kann immer durch geeignetes Schmeiden aus der developpablen Flicl.e
einer C* in R, erhalien werden, und umgekehrt.

Also kbnnen wir auch sagen:
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Wenn eine Rationaleurve in Ry, ... R,_y von der mten Ordnung
und von der m' Classe ist, wo m = n + q sein mag, so kann man Sie
durch Projection aus der Normalewrve Cv+1 des Bar, oder durch
Schneiden der zugehirigen Developpabeln erhalten.

40. Aus den Formeln der 33. Nummer finden wir fir p=0 und m=n

DHR=0=D0CZD 349 ap,

so dass die Maximalzall der Spitzen einer Rationaleurve s Orduung
in R
2

3
(1) By =[5 (0 —2)]
ist.
Sind % Inflexionstangenten vorhanden, so kommt entsprechend
) CR=[{e-9—F]

Fiir die rationalen Curven in R, ergiebt sich als Maximalzahl der
Spitzen:

@ R=[50—3)],
und wenn (¥ stationire Ebenen und w, Inflexionstangenten vorhanden
sind, so ist:
3) R=[§ (w— 3) — —2?;@01—3;«(1)].
Allgemein erhilt man fiir die Rationalcurve C* in R,, die Maximal-

zahl der Spitzen
B ["E 0 —m),

und wenn w, Inflexionstangenten, w,® stationire Kbenen u. s 'w.,
w—2) stationire Réume R,_, vorhanden sind, so ist:
w (m—2)

B [E ) =" e P ]

m

Wir werden jetzt sehen: Dass die C* in R, wirklich das be-
treffende Maximum errveichen kann, dass dberdies auch alle anderen
Falle wirklich vorkommen.

Betrachten wir zu dem Zwecke die O des R, und projiciren wir
dieselbe zuniichst von einem allgemein gelegenen Raume 1,5 auf eine
Ebene, so hat man fiir die Projectionscurve allgemein:

D;_—-(n—‘l) (n—2).
2

Nun ist ein R,_3 in R, durch % — 2 Punkte bestimmt; der R, s
hiingt also von 3(n — 2) unabhiingigen Constanten ab. Wenn z;®,
2®, ..., z»? die Coordinaten der # — 2 beliebigen Punkte von

Mathemalische Annalen. XIX, 14
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R,.3 sind, so haben die Coordinaten jedes Punktes dieses Raumes

die Form:
AW ) - 4@ g2 . A(n—2) 2D,

Wenn eine Ebene
W/ L 0@ g/® L 4@ g/

den Raum R, 3 schneiden soll, so muss eine Bedingung erfillt werden,

néimlich es muss folgende Determinante verschwinden:
’ ’ —2)
L2, ®, 2/ 2O 2O ge ., g0
’ ’ 4 —2)
2,0 1@ 2B g0 2@, 2,™
(1) .2 ’ 2 2 2 2 2 =0.

' (1) (2) ’(3) a 2) (n—2)
xn—i-l’ xn-{—l’ x,;_f_p x”+’1 xn(-i—l e X iy

Dagegen miissen zwei Bedingungen erfiilllt werden, wenn eine
Gerade den Raum R, 5 schneiden soll, denn statt einer (n — 1) glied-
rigen Determinante (1) haben wir eine Matrix mit % 4 1 Zeilen und
n Columnen, Also:

Wenn [—231 (n — 2)] belicbige Geraden oder 3(n — 2) Ebenen in R,
gegeben sind, so giebt es wenigstens einen R,_s, der sie alle trifft.®)
Wenn man jetzt die [—i— (n — 2)] beliebigen Geraden als Tan-

genten der (' annimmt und die C* von einem Raume 1i,_;, der diese
Tangenten trifft, projiciren, so erhilt die Projectionscurve in der Ebene

wirklich I:% (n— 2)] Spitzen. Die ebene Rationalcurve n'r Ordnung

erreicht dann also die Maximalzahl der Spitzen, wnd wmgekehrt sehen

wir, dass es keinen Raum R,_s giebt, der mehr als l:g (n — 2)] Ton-

genten der C* schneidet.
Wir kénnen einen Raum R,_s nach Belieben natiirlich auch so

wihlen, dass er weniger als [% (n — 2)] Tangenten der C» schneidet.

Die C* in R, kann also R=0, 1,2, - .- [2 {(n — 2)] haben, wie be-

hauptet wurde.

Wenn ein B, 3 eine Schmiegungsebene der (» trifft, aber nicht
die Tangenten in ihr, so erhilt die C” eine Inﬂexmnstangente Soll
nun ein R, w Schmiegungsebenen der C* in einem Punkte treffen,

so kann man noch so iiber ihn verfiigen, dass er [5(” - 2) — 5}

*) Durch Ueberlegungen, die ich hier nicht ausfithre, kann man sich in
aller Strenge tiberzeugen, dass die Zahl der betreﬁenden R, s immer > 0
sein muss.
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Tangenten trifft; diese Zahl stimmt mit der Maximalzahl der Spitzen der
ebenen Rationalcurve, wenn w Inflexionstangenten vorhanden sind,
tiberein. Da 3 (n — 2) beliebige Ebenen in R, immer von einem R, s
respective 1n einem Punkte geschuitten werden, und im Allgemeinen
fiir die ebene Curve
w=3(n—2)

ist, so sehen wir umgekehrt, dass ein R,_s in R, nur 3(n—2)
Schmiegungsebenen der C™ schneiden kann, dass dies im Allgemeinen
aber auch wirklich geschieht,

41. Wir projiciren jetzt die C* von einem Raume R, , in einen
Raum B,;. Der Raum R, 4 hingt von 4(»n — 3) Constanten ab, und

3

Ebenen, oder 4(n — 1) Il;, in I}, wenigstens von einem R,_; in
Punkten geschnitten.

Wenn wir so fortfahren und die niimlichen Schliisse ziehen, die wir
vorher fiir die ebenen Curven gezogen haben, so sehen wir, dass eine
Curve n' Ordnung in einem Raume R, die Maximalzahl der Spitzen, In-
flexionstangenten u. s. w. stationiren Réume R, wirklich erreichen
kann.

Nun iiberlege man sich, dass, wenn die stationéren Elemente ),
w,Y, ..., w,"Y gegeben sind, man die anderen Charaktere durch das
Geschlecht p, die Ordnung m und Zahl der Spitzen berechnen kann.

Man beachte ferner, dass, wenn ein System positiver ganzer
Losungen der 3(m — 1) Gleichungen, die zwischen den Singularitiiten
der Curven in R, bestehen, gegeben ist, auch B ganz und positiv
sein muss, zugleich aber auch das Maximum von R nicht iiber-
steigen kann. Somit haben wir folgenden Satz:

Alle ganzen positiven Liosungen der 3(n — 1) Gleichungen einer
Cm in R, (daher auch der Pliicker’schen Gleichungen in der Ebene
und der Cayley- Plicker’schen Gleichungen in Ry) sind fiir p =0
Charaltere wirklich existirender Curven. —

Andere Eigenschaften der Rationalcurven mittelst des Projicirens
und Schneidens werden wir im néchsten Abschnitt keunen lernen.

daher werden I:é— (n — 3)] beliebige Geraden, oder 2(n — 3) beliebige

§ 4
Elliptische Curven und Curven von beliebigem .

42. Elliptische Curven.

Man hat auch fiir die elliptischen Normalcurven das Analogon
desjenigen Satzes, den wir fiir die rationalen Normaleurven der Riume
R,, Ry, -+ R,_1 in Nr. 38. gegeben haben, d. h. dass die elliptischen
Normalcurven der Riume R,, Ry, -+ Rn1 durch Projection der

14%
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Cnt1 des R, hervorgehen, in derselben Weise wic die rationalen Normal-
curven derselben Riume aus der C* des I, entstehen.

Die Coordinaten der Punkte einer elliptischen Normalcurve Cn+1
des R, lassen sich als elliptische Functionen (n 4 1)*» Grades eines
Parameters darstellen, welche identische Periodicititsmoduln @, o'
besitzen.*)

Die Coordinaten einer elliptischen Curve C? in einem Raume
R, wo m < n ist, lassen sich auch als elliptische Functionen eines
Parameters darstellen, so dass man durch Hinzofiigung von % — m
Coordinaten und betreffenden elliptischen Functionen mit identischen
Periodicititsmoduln @, " eine Normalcurve in R, erhilt, aus welcher
die gegebene Curve in 2, als Projection entsteht.

Wir haben gesehen, dass alle elliptischen Curven C7»t! des R,
dieselben . Charaktere besitzen und also zu derselben Art gehdren.
Somit:

Jede elliptische Curve der (n - 1) oder wiedrigeren Ordnung in
einem R,,, wo m < n ist, kann als eindeutige Projection einer elliptischen
Normaleurve des Rauwmes R, angesehen werden. — Und wmgekehrt, aus
der eincelnen elliptischen Normaleurve C*+' in R, kann man alle Arten
von elliptischen Curven wvon der (n - 1) oder niedrigeren Ordnung
in den Riaumen Il,, Ry, -++, R._y ecrhalten, dic bei demselben Modul
moglich sind.

Es gilt natiirlich der duale Satz, aber nicht in derselben Form
wie bei den Rotationalecurven, denn die Classe der C* in R, ist auch
n, wiahrend die Classe der elliptischen Curven C»*+! in R, gleich
n(n + 1) ist (Nr. 36.).

Dass bei allen diesen Projectionen der Modul der elliptischen
Functionen (der fir die Curven ein Doppelverhéltniss bedeutet) un-
geiindert bleibt, erliutere ich im Texte der Kiirze halber nicht. Der
Hauptzweck meiner Arbeit ist der, das Studium der projectivischen Eigen-
schaften eines geometrischen Gebildes eines Raumes R,, durch Pro-
jection oder Schneiden eines allgemeineren und einfacheren Gebildes
des R, zu erleichtern, und in diesem Sinne z. B. die verschiedenen
Arten von Curven und Flichen nach ihren Singularititen zu studiren,
wie ich schon in der Einleitung betont habe. Daher werde ich die-
jenigen Sitze der Theorie der algebraischen Functionen als gegeben
betrachten, die mich zu meinem Ziele fithren.

43. Curven von beliebigem Geschlechte p.

Man unterscheidet auf einer ebenen Curve F'(s, #) =0 Punktgruppen,
durch welche keine adjungirte Curve (n — 3)'r Ordnung ¢ hindurch-
geht und Punktgruppen (Specialgruppen), bei denen dieses der Fall

*) Siehe Clifford 1. c. und Klein, Math, Annalen Bd. XVII L e,
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ist.*) Wenn wir in irgend einer Curve F(s, 2) = 0 der Ordnung n
und dgs Geschlechts p, m Punkte nehmen, die eine Gruppe der ersbten
Art bilden, so geht durch sie keine ¢, aber wohl eine adjungirte
Curve C*', wo w' > n — 3 sein wird. Dann sind genau p der nw’
Schnittpunkte der beiden Curven durch die iibrigen bestimmt. Daher
gehen durch sie m — p 4 1 unabhiingige Curven FW, Fei |
Fm—p+1),

Setzt man jetzt

Zyiytenel Bp_pyy = Fo . Fe .. . . F(m—p-}—l),

so hat man eine C™ in R,,_, mit dem Geschlechte p, und eine solche
C™ kann nicht in einem hoheren Raume als 1!, enthalten scin, ohne
in einem Y, zu liegen.™) Wir sehen also: Dass die C* in I, noth-
wendig p==0, die C"*' hdchstens p=1 etc., die C**+", wo r <5 ist, hoch-
stens p = » hat. Fiir die C*t* hort das Gesetz auf, weil Punktsysteme
Qe Art auftreten. Die O"t" kann hochstens das Geschlecht n - 1
haben, wie z. B. die C* in der Ebene das Geschlecht 3 erreichen kann.
Solche Curven kann man Curven 2'** Art des beziiglichen Raumes nennen.
Wir werden aber fiir unsern Zweck nur Curven 1'¢r Art betrachten,
denn wir kénnen immer in einem hdheren Raume Curven 1l Art mit
einem bestimmten p finden. So z. B. ist die 07 in I2* eine Curve
lter Art mit p = 3, wie die allgemeine C*¢ in der Ebene, die eine
Curve 2ter Art ist.

Die C»t" des R,, mit p =7 < n, kann keine Doppelpunkte
oder Spitzen erhalten, denn nach unseren fritheren Untersuchungen
(Nr. 37.) wiirde das p sich dann vermindern.

Sie kann aber stationiire Elemente erhalten. Daher zerfallen die
C»+ in R, mit p =7 in verschiedene Arten von Curven, die wir
alle Normalcurven des Geschlechites p = r < # in Ii, nennen.

Wenn man eine soleche C»+ von einem Raume R, _,_, in einen
R,y projicirt, der mit der (" % — m — le Punkte gemein hat,
so erhilt man in R,y eine Normalcurve (?m+! desselben Geschlechtes
7, und welche die letzte Normalcurve des It,., ist, wenn man als
erste die rationale Normalcurve bezeichnet. Projicirt man aber die
(" yon einem Raume I, ., der mit C*t" n — m Punkte gemein
hat, in einen R,, so erhilt man eine (27, die in R, keine Normal-
curve, in unserem Sinne, ist; nur die rationalen und elliptischen
Normalcurven des R, haben die Eigenthiimlichkeit, dass sie von einem
beliebigen solchen Raume I2, .1 in einen I, projicirt, eine rationale
oder elliptische Normalcurve des I, liefern. Also:

*) Bril_l und Néther: ,Ueber algebraische Functionen und ihre An-

wendung in der Geometrie,' Math. Annalen Bd. VII, p. 269.
*) Diesen Satz hat Clifford ). c. mit Hiilfe des Abel’schen Theorems

bewiesen.
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Jede Normaleurve C+ mit dem Geschlechte p ==1r < n ergicht,
durch gecignetes Projiciren, Normalcurven desselben .Geschlechtcs m den
Réiumen Itn_1, Buog, -+, Brgr.

44, Projiciren wir jetat eine Normalcurve O+ des B, von einem
beliebigen Raume R,_,,—; in Ii,, so erhalten wir eine Curve C'*+" des
R,, von dem Geschlechte p = » und von der Ordnung % - 7, sofern
Ryn—y die O nirgendwo schneidet.

Projiciren wir jetzt weiter die C™+ in eine ebene Curve ,C"™+. Diese
Curve ,C'»+ und die Curve F'(s, ) = O der vorigen Nummer, die uns
zur Bestimmung der O+ gedient hat, sind auf einander transformirbar,
daber kann man die 0'®+" auch durch algebraische Functionen eines
Parameters darstellen, dic nach Riemann®) mit denjenigen der
Normalcurven O+ des IR, zu derselben Classe gehiren.

Umgekehrt kann man von jeder Curve (n - 7)'™ oder niedrigerer
Ordnung zur Normalcurve C**+ des I, aufsteigen. Also:

Wenn man alle Normalcurven eines Geschlechtes p < n in R, in
allen moglichen Weisen projicirt, so erhilt man alle Arten von Curven
der (n -+ p)'e oder wicdrigeren Ordnung in den wiedrigeren Rdiumen
als R,, und umgekehrt:

Jede belicbige Curve der (n -+ p)e oder wniedrigeren Ordnung in
R, (wo m < n ist) vom Geschlechte p kann als eindeutige Projection einer
Normalcurve des Geschlechtes p des Raumes R, erhalten werden.

45. Ob die ganzzahligen Liosungen der 3(n — 1) unabhiingigen
Gleichungen, welche fiir die Singularitdten einer Curve in R,, p > 0,
bestehen, die Charaktere existirender Curven sind, bleibt zu unter-
suchen. Man muss zusehen, welches das Maximum von Tangenten,
z. B. der elliptischen Normalcurve ist, die von einem R,_; ete. ge-
schnitten werden kénnen. Man bekommt dann in der Ebene u.s. w.
die Maximalzahl der Spitzen der Projectionscurve der Ordnung n -+ 1.
Jedenfalls lassen sich die Betrachtungen, die wir fiir die rationale
Normalcurve des E, in Nr. 40. gemacht haben, ganz ebenso fiir die
anderen Normalcurven des R; anstellen und daher gewinnen wir fol-
genden Satz:

Eine Curve in R,, Ry ete. der (n 4 p) Ordnung mit dem Ge-
schlechte p kann wenigstens 0,1, -+ -, %(n — 2) respective 0, 1, -+, %{n—?))

ete. Spitzen cte.; 0,1, - - -, 3(n — 2) respective 0, 1, + - -, 2(n — 3) cte.
Inflezionstangenten und eine Curve i R, efc. 0, 1, -+, 4(n — 3)
stationdre Ebenen cte. ervhalten.

*) Theorie der Abel'schen Functioren; sieche Riemanns Werke, p. 112.
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Abschnitt V.

Erzeugnisse durch collineare Grundgebilde.

§ 1,
Doppelerzeugung derselben.

46. Die Erzeugnisse durch collineare Grundgebilde in der 3-dimen-
sionalen Geometrie besitzen cine doppelte Erzeugung.

Zum Beispiel wird die C3 in der Ebene durch zwei lineare Systeme
2wer Stufe von collinearen Geradensystemen erzeugt. Die F,* in I,
lisst sich durch zwel lineare Systeme 2 Stufe von collinearen Ebenen-
biindeln erzeugen, deren Scheitel auf der I’ selbst liegen. Diesen
zwel Systemen entsprechen zwei Systeme von Curven 3' Ordnung der
Fliche, wie es bekannt ist.*)

Ehe ich zu den Erzeugnissen des Ii, iibergehe, die ich spiter
behandeln will, schicke ich den allgemeinen Beweis ihrer doppelten
Erzeugung voraus.

Es selen p,@, p,®, - .-, p m Riume, die ein Gebilde S
(m — 1)t Stufe bestimmen, und in analoger Weise p/®, p®, - - ., p
(wo i=1,2, ..., m ist) andere s— 1 Gruppen von m Riumen
R,_., welche die Gebilde S@ , S® ... S®  bestimmen. Um die

ldeen besser zu fixiren, schreiben wir die s Gebilde in folgender Form:
AW p,® 4 A@ p 0 L A0 p = 0,
A p© 4B p,0 o AP =0,
Das Erzeugniss dieser Gebilde wird dann durch das Verschwinden
folgender Matrix dargestellt:
pl(l), p2(‘), cee pgl) {
201(3)) pz(\?), cey 1)?(;:) !
Wenn wir uns nun folgende m collineare Gebilde M = (s — 1)
Stufe gebildet denken, ndmlich

@)

*) Herr Dr. Schur hat sich in seiner Habilitationsschrift, Math. Annalen,
Bd. XVIII, 1. Heft, mit der doppelten Erzengung der C* in der Ebene und in
R,, der Fy, einer F,' und der C¢ vom Geschlechte p =3 des Ry beschiftigt.
Lr giebt aber fiir jeden Fall dieser Erzeugnisse einen Bewels, obgleich er in der
Vorrede bemerkt, dass ihre Doppelerzeugung aus den einfachsten Determinanten-
eigenschaften hervorgeht.
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’ H“)P 0 + y(z)pp) + _|_ H“)Px(’) =0,
(1) | ' '
M(l)p(ml) + #(2) ‘2J + _|_ M(S)p@) 0
so sehen wir, dass sie die niimliche Fliche (2) erzeugen. Denn der
Uebergang von (1) zu (1') kommt darauf hinaus, die Zeilen mit den
Columnen der Matrix zu vertauschen.

Wenn wir jetzt aus dem linearen System (1) s beliebige collineare

Gebilde S,_, herausgreifen, z. B.
6, (A p,® 4 o - ALPW) - v - G, (AD @ oo A A ) = 0
ete.,
und diese vermdge der ¢ collinear beziehen, so erzeugen sie wieder
dieselbe Fliiche, da die Matrix (2) unveréindert bleibt; denn das kommt
darauf hinaus, fiir das erste geschriebene Gebilde die Columnen
respective mit A0, 4®, ... 10" zu multipliciren und zu der ersten
zu addiren.

Dasselbe gilt natiirlich auch fiir das System (1). Liegt ein Raum
S® —oder ein M® -der zwei Systeme (1) und (1') in der Fliche, d. h.
gehiren alle seine Punkte der Fliiche an, so liegt offenbar jeder solche
Raum S,_,, oder M,_, in der Fliche.

Wir wollen die zwei Systeme (1) und (1) conjugirt nennen.

Man hat also folgende allgemeine Sitze:

Ist eine Fliche F' von irgend einer Dimension und Ordnung durch
s collineare Grundgebilde (m — 1) Stufe SO , S@ . «.., SO  er
zeugbar, so ist sie es auch durch m collineare Grundgebilde (s — 1)er
Stufe M, M® , ..., M. Die s collinearen Gebilde S® — und
die m Gebilde M®P (wo 1=1,2,...8; k=1,2, ... m ist)
bilden zwei conjugirte lineare Systeme respective der (s — 1y und
(m — 1)er Stufe. s belicbige collineare Gebilde des 1% oder m des
2en erzeugen ebenfalls die I'liche I, insofern sie wicht zu einem linearen
Systeme niedriger Stufe gehiren. Wenn die Réiwme S @, oder Mn(’f_)s
wm der Fliche I liegen, so werden auch alle S, oder M,_, der beiden
linearen Systeme in der Fliche enthalfen sein.

Man hat auch selbstverstéindlich den Satz:

Wenn irgend s oder m entsprechende Réume der s Gebilde SO

Nt

oder der m Gebilde M® in einem Raume R, sich schneiden, der ent-
weder in dor Fldche liegt, oder ein Secantenraum R,*) derselben ist;

*) Es sei eine Fliche FI des B, gegeben (m < n—1); ein beliebiger Raum
E, schneidet im Allgemeinen die F,l in einer (m - s — #)- dimensionalen Fliche
g Ordnung. Schneidet aber R, die FI in einer (m 4 s — n -} p)- dimensionalen
Flache gtor Ordnung, so nenne ich R, einen Secantenraum der I
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so kann man die Riwme R, der Fliche auf die Punkte cines Raumes
LRy oder R,y cindeutig abbilden.

Greift man aus der Matrix (2) eine Determinante mit s oder s
Zeilen heraus, so stellt sie, gleich Null gesetzt, eine (n — 1)-dimen-
sionale Fliche vor, die offenbar die Fliche (2) enthilt. Also:

Die Fliche I' liegt in allen denjenigen (n — 1)-dimensionalen
Flichen m'= oder s'v Ordnung, die durch m collincare Gebilde S,—.,
oder durch s collincare Gebilde M,_, der beiden linearen Systeme (1)
und (1') entstehen.

47. Unter den Flichen, welche durch das Verschwinden einer
Matrix dargestellt werden, sind in erster Linle dicjenigen bemerkens-
werth, bei denen sich jene Muatrix (2) auf eine einzelne Determinante
reducirt, Fiir sie insbesondere hat man folgende Eigenschaften:

Alle Flichen I'™ in R,, dic durch m collincare Gebilde (m — 1)t
Stufe erzeugt werden, besitzen 2 Erzeugungssysteme (m — 1)« Stufe,
welchen zwei Systeme von Flichen tiedrigerer Dimension, als F  ent-
sprechen, die ganz i I'" | licgen wund unier cinander gleichberechliyt
sind.

Zwer Fliichen M, M’ derselben Ordnung und Dimension, die nicht
2w demselben System gehdren, licgen in ciner bestimmiben Iliche N,
die dieselbe Ordiumg und Dimension fir  jedes DPaar wvon Ildchen
M, M hat.

Wenn m < n + 1 dst, so sind die Azen der m collincaren Gebilde
Riwme S,—.,., dic «in der Fliche sclbst liegen. Dic Lldume S,—, der
I kimnen cindeutig auf dic Punkte cines Lluumes Ly bezogen
werden. *)

§ 2.
Einige Specialfalle.

48. Ich will in diesem Paragraplen einige der wichtigsten Special-
falle betrachten, die ich im Folgenden zu gebrauchen habe.

1) Zwei projectivische Biischel S®,, S®, in I!, crzeugen einen
(n — 1)-dimensionalen S,_s-Kegel 2 Ordnung, drei solche projee-
tivische Biindel erzeugen dagegen einen (n — 2)-dimensionalen Kegel
3ter Ordnung, und allgemein:

*) Wenn pl(”, ce pl("; SR pm, cee, pﬁ;") statt lineare (» — 1)-dimensio-

m
nale Riume (n—1)-dimensionale Flichen respective der Ordnung @ u® e wm

bedeuten, so gelten, wig man sieht, einige analoge Siitze,
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m projectivische Biischel SV,, S®y, « -+, 8™, in R, erzeugen eine
(n — m - 1)-dimensionale Fliche m' Ordnung, dic auch ein Kegel
sein kann, wenn nimlich SO, -+, 8, in emem Rawme R, sich
schneiden.

2) Zwei, drei, vier collineare Gebilde 2 Stufe in der Ebene
erzeugen, wie man,weiss, respective 3 Punkte, eine C? und 6 Punkte,
so dass zwei, drei, vier Biindel im Raume R, respective eine (O3, F,3
und eine allgemeine C'® vom Geschlechte p = 3 erzeugen. )

Dementsprechend finden wir folgende Sitze:

n, w4+ 1, n-42 collincare Gebilde n' Stufe i IR, erzeugen
2nt1)
. . —_ 2 . .. . ..
respective eime Fliche F,—s , cine Fliche FrM und eine Fliche
fntD) (n42)

I, ? , und daher:
n—1, n, n 4+ 1 collineare Gebilde (n — 1) Stufe S, erzeugen
nn—1) nGtD)

oo y 2 . n . y 2
respective eine Fldche F,_s , eine I'liche F,_1, eine Fliche I,y

Um die ersten Sitze zu beweisen, nimmt man sie fiir den Raum
Ra—y als richtig an; dann betrachten wir % collineare Gebilde n'et Stufe
20, x®, ... 30 des B,. Esseien S, 8§, .. S® n ent-
sprechende Gebilde (n — 1)t Stufe derselben; sie erzeugen -eine
Fr . Bewegt sich nun S in einer Geraden gV, so werden sich
auch die entsprechenden Punkte S,®, - - ., S, in Geraden g,®, ..., g,®
bewegen. Die beztiglichen Flichen F* , bilden daher ein Bischel;
. n(n—1)
sie schneiden sich aber in der Fliche Fn_; , die durch die » colli-
nearen Gebilde (n—2)ter Stufe g,(), g,®, ..., g,® nach den obigen Sétzen
erzeugt wird. Daher schneiden sich die '» ausserdem noch in einer

nm—1)  nan+41).
2 o 2
die das Erzeugniss der » collinearen Gebilde 3,0, X,®, ... X,® ist.

(n—2)-dimensionalen Fliiche von der Ordnung n2—

In der vorigen Nummer haben wir gesehen, dass » - 1 solche

-

*) Die Haupteigenschaften der (¢ lassen sich aus den vorhergehenden
Sitzen ableiten, Da sie vom Geschleche 3 ist, so gehen durch jeden ihrer Punkte
8 dreifache Secanten derselben. -

Diese C® und verschiedene Fille, bei welchen sie zerfillt, sind gleichzeitig
von Cremona (Rendiconti del R, Istituto Lombardo, Mai 1871 und Math, Aunalen
Bd. 1V, ,,Ueber die Abbildung algebraischer Flichen“) und von Ndther, ,Ein-
deutige Raumtransformationent, Math, Annalen Bd. III, p. 845 untersucht worden.
Man findet sie auch in der citirten Abhandlung von Scbur.
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Gebilde eine Fn”_"'l1 erzeugen; und wenn man n - 2 solche betrachtet,
dD) ot
so findet man in der That, dass sie eine I, _, ? erzeugen.
Da die Sitze fiir » — 1 = 3 richtig sind, so sind sie es auch fiir
ein beliebiges =.

§ 3.
Rationalcurven.

49. Ich habe im vorigen Abschnitte bewiesen, dass die C* in
R, eine Normaleurve ist, aus welcher man durch geeignetes Projiciren
oder Schneiden alle Arten von Rationalcurven in niedrigeren Riumen
erhalten kannj es ist desshalb iusserst wichtig, die Eigenschaften der
Cn zu studlren.

Nach dem Vorhergehenden Lisst sich die O durch n Biischel
SW,, 8A,, «+- S, bestimmen, z B.

n—2
,ul)plm _|_ 1”’101“” =0,

(1) .
A(l) Pa® + A0 pn(m =0,
d. h. sie ist durch das Verschwinden einer Matrix der folgenden Art
gegeben:

»® p®
(2) E .. . == Oo

PV p,®

Daraus ist ersichtlich, dass die C* auch durch zwei collineare
Gebilde S,0, S,® (n — 1)ir Stufe erzeugbar ist, niimlich:

y(l)pi(l? + o + y,(”)pn(l) i ()’
{ y,(i)plw) + oo - M(ﬂ)pn(‘z) = 0.

Nun sehen wir, dass die Axen S, der Gebilde des Systems (1)

(1)

mit der C* n — 1 Punkte gemein haben; daler nennen wir sic Sccanlen-
réume der C».

In der That, wenn wir z. B. S®, mit den iibrigen entsprechenden
Gebilden Sn@_)z, . ++ S schneiden, so erhalten wir in S, » —1
Biischel S®,, - -+, 8, die nach dem Vorhergehenden » — 1 Punkte
bestimmen, Welche natiirlich in der C'» liegen. Man hat ferner:

Eine G—cmde R,, eine Ebene By w. s. w., ein Raum Bn kinnen
mit der C™ hichstens respective 2, 3 u. s. w. m -1 Punkte gemein
haben. Hitte z. B. ein Raum R,, m - 2 Punkte mit der O gemein,
so konnten wir durch ihn und durch andere n — m — 1 Punkte einen
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R,_, legen, der die Curve in n + 1 Punkten schneiden wiirde; was
nicht moglich ist, ohne dass die » in R, selbst liegt.

Wir haben also n — 2 Arten von Secantenrdumen zu belrachien,
néimlich Secantengeraden, Secantencbenen w. s. w., Secantenriume S, _s.

Wir haben auch:

Ist die Curve durch swei Gebilde (n — 1) Stufe S0, S)® er-
zeugt, und schneiden sich 2 entsprechende Riuwme S®, S® in einem
Raume S,_y, so ist dieser Raum ein Secantenraum der Curve.

In der That, die projectivischen Gebilde in den Riumen S, S®),
welche zu den Gebilden (n —1)te Stufe S,, S, gehdren, schneiden
Sm—y in zwei collinearen Gebilden (m — 1)t Stufe, die m Punkte
gemein haben, welche wieder der Curve O angehdren.

50. Nehmen wir jetzt einen Punkt 4, in I?, und legen wir durch
Ay und S, eine Gerade S;®. Dieser Geraden entspricht eine Gerade
S8,® durch S,®, die im Allgemeinen nicht durch A, geht; durch S,®
und A4, geht aber eine Ebene S,®, welcher eine Ebene S, durch
S,® entspricht. Die zwei collinearen Gebilde (n— 3)t Stufe S, S,@
erzeugen einen 3-dimensionalen A,-Kegel (n — 2)' Ordnung. Ist
A, ein Punkt der Curve, so schneiden sich in ihm die beiden Strahlen
S,®, S,® und daher sind die Secantenrdume durch ihn Secantenriiume
eines 2-dimensionalen 4,-Kegels (n — 1)** Ordnung. Also:

Alle Secantenriaume S,_o der C*, die durch einen Punkt A, gehen,
sind die Secantenriwme eines 3-dimensionalen A,-Kegels (n — 2)tr
Ordnung.

Alle Secantenrdume S,—q, die durch einen Punkt A, der C* gehen,
sind die Secantenriume eines 2 - dimensionalen A,- Kegels (n — 1) Ord-
nung , ndamlich des von A, ausgehenden die Curve projicivenden Kegels.

Betrachten wir jetzt eine Gerade A, und verbinden wir sie mit
S,0 durch eine Ebene S,, so entspricht derselben eine Ebene S,®
durch S;@, die 4, im Allgemeinen weder trifft noch enthilt.

Es geht aber durch S,® und A4, ein Raum S,®, welchem ein
Raum S,® durch S,® entspricht, und daher sind alle Secantenriume
Sy—s, die durch 4, gehen, Secantenriume eines 5-dimensionalen Kegels
(n—4)ter Ordnung.

Wird dagegen 4, von S,® in einem Punkte geschnitten, so geht
durch 4, von S,® ein Raum S,®, welchem ein Raum S, durch
S,® entspricht; in diesem Falle sind daher alle Secantenriume S,
durch A; Secantenriume eines 4-dimensionalen A, -Kegels (n — 3)\r
Ordnung. Endlich wenn die Ebene S,® durch 4, geht, d. h. wenn
die Gerade A, eine Secantengerade der C» ist, so sind alle Secanten-
rdume S,—p durch A4, die Secantenriume eines 3-dimensionalen A;-
Kegels (n — 2)tr Ordnung, ndmlich des von A, ausgehenden, die
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Curve projicirenden Kegels. Man sieht, wie man_fortzufahren hat, um
folgenden allgemeinen Satz zu beweisen:

Durch cinen beliebigen Laum A, geht kein Secamtenraum S, o der
Ccr, wenn 2m + 3> mn + 1 ist. Dem Laume S, A, entspricht in

dem collinearen Gebilde S,® e Lauwm S® . Liegen S®), und A, in

cinem Raume LRy, wo s > m -1 < n ist, so sind alle dwrch A, hin-
durchgehenden Secantenriuine S, s Secantenviume eines (s -~ 1) -dimen-
sionalen A,,-Kegels (n — s)™ Ordnung.

Ist speciell m = # — 3, so geht durch A, s entweder kein
Secantenraum S,_, oder einer. Ist m =mn — 4, so geht durch 4,
entweder kein Secantenraum S, g, oder einer, oder oo!, die einen
(n — 1)-dimensionalen 4, _s-Kegel 2'r Ordnung bilden. Wir erkennen
auch, dass keine anderen speciellen Lagen von Réumen A, 3, 4,4
gegen die Secantenriume S, der C" vorkommen kidnnen.

51. Wir haben im vorigen Abschnitte (Nr. 39.) gesehen, dass
von den verschiedenen Lagen, die ein Raum A4, ,_; gegen die Curve
C» annehmen kann, die verschiedenen Arten von Rationalcurven m'er
oder niedrigerer Ordnung im Raume R, abhiingen. Je nach der Lage
des projicirenden Raumes A,_..—1 gegen dic Secantenyiume S,—o der C
bekommen wir in R, wverschiedene Houptarten von rationalen Curven
C», die wir Species nennen wollen.

Aus der vorigen Nummer wissen wir, dass ein Raum 4,_; zwei
verschiedene Lagen in Bezug auf die Secantenriume S,_, haben kann.
Entweder nimlich geht durch ihn ein Secantenraum S,_p oder keiner;
daher sind die Rationalcurven n* Ordnung in der Ebene von 2 Species,
entweder haben sie einen (n — 1)-fachen Pumkt oder wicht, wobei
natiirlich ausgeschlossen ist, dass die Curven zerfallen.

Die einzigen Ausnahmefille sind der Kegelschnitt, der keinen
Doppelpunkt haben kann, ohne zu zerfallen, und die rationale Curve
3t Ordnung, die immer einen Doppelpunkt oder eine Spitze besitzt.

Wir sehen ferner, dass ein Raum A,_; 3 verschiedene Lagen
gegen die Secantenriume S, , der C* haben kann. Entweder geht
durch ihn kein Secantenranm S,_s, oder einer, oder einfach unendlich
viele, die einen (n — 1)-dimensionalen 4,_,-Kegel 2\ Ordnung bilden.
Daher sind die Rationalcurven n' Ordnung i R, von 3 Species:
entweder haben sie keine (n — 1)-fache Secantengerade, oder eine, oder
einfach unendlich viele, die dann einem Hyperboloid angehiren, das
als Schnitt des Ry mit dem A, .- Kegel 2t Ordnung erhalten wird.

Die einzigen Ausnahmefille davon sind die rationalen Curven
3t und 4'e Ordnung, die nur von einer Species sind, und die von
der 5%» Ordnung, welche nur in 2 Species vorkommen. Die Curven
funfter Ordnung der einen Species haben nur eine vierfache Secante,
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die der zweiten haben deren einfach unendlich viele, die einem Hyper-
boloid angehdren, wie es bekannt ist.

Desgleichen findet man nach den Siitzen der vorigen Nummer,
dass die Rationalcurven nr Ordnung des R, von m Species sind. Dei
der ersten hat dic Curve keinen (n — 1)-fachen Secamtenraum It
bei der sweiten nur cinen, bei der dritten einfach unendlich wviele, die
einen (m — 1)- dimensionalen I, _,- Kegel 2t Ordnung bilden etc., und
bei der sten, wo s < m ist, eimfach unendlich viele, welche die Secanten-
riiume S,—g eines (n — s -~ 2)-dimensionalen IRy —ss10- Kegels (s — 1)er
Ordnung sind, der cine gewihnliche Fliche (ohne Kegelspitze) sein
wird, sobald m — 2s ++ 2 eine negative Zahl ist. Wir finden auch:

Bei den Rationalcurven wer Ordnung in R, kinnen auch (n — 2)-
fache Secantenriume Rz, (n — 3)-fache Sccantenrdume R -5 u. s. w.
(n — m 4 2)-fache Secantengeraden auftreten, da ndmlich der proji-
cirende Raum A,_,_; in einem Secantenraum S,—3, Sp—s etec. S,ps
der C» liegen kann. Daher hat man bei m > 3 noch Unierspecies,
die wir nicht weiter studiren.

52. Fiir die Entstehung der Singularititen der Rationalcurven
in niedrigeren Réumen als R, will ich folgende Beispiele fiir die
rationalen Curven C* und C° in I, und I, geben. Analoge Be-
trachtungen werden auch fiir solche Curven gelten, die ein hoheres
Greschlecht besitzen.

1. Beispiel. Die Rationalcurven C*.

Es geht aus der 50. Nummer hervor, dass alle Secantenebenen
der C* in I, (welche die C* in 3 Punkten schneiden) eine 3-fach
unendliche Mannigfaltigkeit bilden, und dass alle Secantenebenen durch
einen beliebigen Punkt 4, von E, ein einfach unendliches System
von Hbenen eines 3-dimensionalen A,-Kegels 2t Ordnung K,? bilden.
Daher wird die C* von einem beliebigen Punkte 4, des It in einen Raum
S, nach einer Curve C'* projicirt, welche mit den Geraden -eines
Systems von Hrzeugenden eines Hyperboloids (Schnitt von §; mit dem
Kegel K,?) 3 Punkte gemein hat. Die C’4 ist also eine allgemeine
Curve 4 Ordnung, wie sie gewbhnlich von der 2t» Species genannt
wird, die aber in unserem Sinne der 1'*» und einzigen Species an-
gehtrt, die fiir die rationalen C! in R, existirt.

Der Kegel K, hat auch ein zweites System von Ebenen, und da
zwei Ebenen von verschiedenen Systemen in einem R, liegen, so st
klar, dass die Ebenen des zweiten Systems von K,? die Curve G* aes
I, nur in einem Punkte schneiden.

Liegt nun der Punkt 4, in einer Secantengeraden oder in einer
Tangente von C4, so erhilt dic C'* einen Doppelpunkt oder eine Spitze.

Liegt A, in einer Schmiegungsebene der C4, so erhilt die O'*
eme Inflexionstangente. Zwei nicht aufeinander folgende Schmiegungs-
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4

ebenen de}’ C* schneiden sich in einem Punkte A, projiciren wir die
C* von 9l?sem Punkte aus, so erhiilt die O zwes Inflexionstangenten.

Projicirt man ferner die C* von einer beliebigen Geraden A4, in
eine Ebene S,, so erhilt man in S, eine "4 mit drei Doppelpunkten.

Eine belicbige Gerade A, von R, schneidet also diei Secantenge-
raden der C*. R

Neh_men wir umgekehrt drei Secantengeraden der .C*, so giebt es
immer eine Transversale 4,, die sie alle drei schneidet (Nr. 26.); wenn
eine, zwei oder alle drei Secanten Tangenten sind, so erhilt die ¢
eine, swet oder drei Spitzen.

Liegt 4; in einer Secantenebene der €4, so erhdilt dic C”* einen
dreifachen Punkt mit getrennten Tangenten.

Beriihrt die Secantenebene die Curve, so erhdilt die O”4 im drei-
fachen Punkie eine Spitze.

Liegt endlich 4, in einer Schmiegungsebene der 4, so erhiilt dic
0" cinen dreifachen DPunkt mit lauter susammenfallenden Tangenten.

Diese Arten der rationalen Curven vierter Ordnung in R, und
R, sind alle bekannt; wir sehen auf unserem Wege, wie leicht und
anschaulich sie aus einer einzigen Quelle erhalten werden kinnen.

Zweites Beispiel. Die Rationalcurven C5.

Wir wollen jetzt nur die verschiedenen Arten der rationalen C°
in R, hervorheben. Man muss zu diesem Zwecke die C'® des Iy, von
einer Geraden 4, in R, projiciren. Im Allgemeinen geht durch cine
Gerade A, nur ein Sccantenraum Sy dor C° daher bekommt dic Pro-
jectionscurve C'° in Ry im Allgemeinen nur cine vierfache Secante. Es
kann aber auch geschehen, dass durch A, unendlich viele Secanten-
rdume S, gehen, die dann einen 4-dimensionalen Kegel zweiter Ord-
nung bilden. Daher erhilt dann die C"® unendlich viele vierfache Secanten-
geraden, dic eine Regelschaar in Ry bilden.

Liegt A, in einem Schmiegungsraume R, der (%, so erhdlt die
C'5 eine dreifache beriihrende Tangente. Die C'° zweiter Species kann
zwei solche Tangenten haben, weil zwei nicht folgende Schmiegungs-
riume R, der C° in einer Geraden A, sich schneiden. Schneidet A,
eine oder zwei Secantengeraden der C°, so erhdll dic C'° einen oder
zwei Doppelpunkte; wenn eine dieser Geraden oder beide Tangenten
sind, so erhilt die C'° eine oder zwei Spitzen.

Liegt A, in einer Secautenebene der C?, so erhill dic 'S cinen
dreifachen Punlt mit zusammentallenden Tangenten. ‘

In analoger Weise kann man natiirlich die verschiedenen Arten
der rationalen Curven 6%, Tr Ordnung u. s. w. in R, und R, ete.
studiren.

Ich bemerke auch, dass, wenn in einer Curve oder in einer Fliche
F,, F,, F,, ..., Fnydes R, Configurationen von Punkten, Geraden,
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R,, ..., Rn cxistiren, die gewisse projectivische Bezichungen zu
jener Curve oder Fliiche haben, dicselben durch die DProjection in einen
niederen Raum R, wnichi zerstirt werden kinnen. .

P § 4.
Die in einer Ebgne eindeutig abbildbaren 2-dimensionalen Linienflichen.*)

53. Die in eine Ebene eindeutig abbildbaren Linienflichen bilden
die einfachste Classe von den eindeutig abbildbaren 2-dimensionalen
Fliachen, von denen wir in der Anmerkung sprechen. Sie sind alle die
Projection einer ,normalen Linienfliche, welche selbst eine Projection
der in der Anmerkung genannten ,Normalfliche® ist.

Die F,»—! in R, ist die 2-dimensionale Fliche niedrigster Ord-
nung des Raumes IR, (Nr.4.); sie wird von irgend einem Raume
R,_; in einer Normalcurve C»! geschnitten.

Wir wollen insbesondere diejenige 2 | in R, betrachten, die

# Alle 2-dimensionalen Flichen des Raumes B, , deren Schwiticurven mit
den Riumen R, von B, durch Curven nier Ordnung in einer Ebene eindeutig
abbildbar sind, sind immer die Projectionen einer einzigen Normalfliche der Ord-

nung n® des Baumes R, 5, deren Punkte folgendermassen sich darstellen lassen:

) x1:w2:x3:x4:x;,:-~-:00,,(n+3l+1= BB B B T T 6"
2

Die Glieder rechter Honmd sind die verschiedenen Potenzen der drei homogenen
Coordinaten &, £, &5 Die Parameter &, &,, £, als die Coordinaten eines Punktes
der Ebene angesehen, liefern die eindeutige Abbildung der Fliche (1) in der
Ebene. Man sieht, dass die Schwittcurven der IFliche (1) mit den Riumen
Rg(n +3)_, des ij_ﬁ durch Cusven wnter Ordnung sich abbilden, die FLeine
2 2
Punkte (I'undamentalpunkie) gemein haben.
Projicirt man die Fliche von einem ihrer Punkte in einen Raum R, (3
e ]
B
so erhiilt man eine Fliche der Ordnung %? — 1, die sich evident durch Curven
nter Ordoung abbildet, welche einen Fundamentalpunkt gemein haben. Und all-
gemein, wenn man die Normalfliche durch einen Rawm R, (n—1y _» der mit shr
mrt 2
2
rnr—1)

) Punkte gemein hat, in einen Rawm R, projicirt (da B, (n— und
2R g

1)

2
B, duale Riume in R, , g sind), so erhilt man in R, eine Fliche der Ordnung

2
n(n -1 . . ,
e ‘+- ). > deren Schnittcurven mit den Riumen R, _, des R, durch Curven nter

2
Ordnung sich abbilden, welche nn—1) Fundamentalpunkte gemein haben.

2

Eine solche Fliche des R, wird durch m collineare Gebilde zweiter Stufe
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durch » — 1 projectivische Biischel oder, was dasselbe ist, durch zwei
collineare Gebilde (n — 2)'er Stufe §,®, S,® erseugt wird. Es seien

(1) l(l)p‘(l) —}_ e _|. A(""E)z)]("—l) P O’
A(l)})z(l) ..’_ e + 1(11“2)1)2(71'“1) = ()

die zwei collinearen Gebilde S\, §,®@ (n — 2)r Stufe.
Die Fliche ist dann:

2, .., pl
P, ., pl

2) = 0;

sie wird also zugleich von den » — 1 Biischeln

M, -y 8 oder durch drei collineare Gebilde (n — 1)ter Stufe S;®, §,® | 8,®
erzeugt. Wir schreiben die conjugirten Systeme der Fliche folgendermassen:

§4° +5BY + & 00 =,
0 £4% + B 4 £ 09 =0,
§A® + 5B + 50" =0,

2D 4 et am 40 0,
(1" A BW ) g,
A o 4+ A o™ — o,

Die Coordinaten der Punkte dieser Fliche aus dem System (1) lassen sich folgen-
dermassen darstellen:

(2) wﬂ:""“':xn-f-l
1
§1a(2)+§2bg)+§3°§l)v 51“3(1)+§2 b:(sl)“"gs":(;l)"":gl “211+52b}e14,-1+§3c§;14)-1

2 2 2 2 2 1 2 &4 2
8D E B e, a8 0P B, 80l 50T EP

£ a4 £, 600+ £ycl?, & a{0 £, D Egel? o B alt) B0 el

oder
Lyt 1 &gy = IGTEIR D ERERE fn+1(§u & £9)s

WO f}, -+, f,4q homogene rationale Functionen nter Grades in &, &, & sind.
Betrachtet man wie vorher &,,&,, &, als Coordinaten eincs Punktes der Ebene, so findet
man in der That, dass die Schuittcurven der Fliiche (2) mit den Riumen XK, ; des

E, durch C" sich abbilden, welche Mé—_ll Fundamentalpunkte gemein haben.

Die Normalfliche (1) spielt fiir die eindeutig in eine Ebene abbildbaren Fidchen

die analoge Rolle wic die rationale Normalcurve C* fiir die rationalen Curven.
Ich wiinsche das Studium dieser Flichen zu vervollstindigen und werde bei
einer andern Gelegenheit meine betreffenden Resultate publiciren.

Mathematische Annalen, XIX. 16
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M(l)pl(l) _I_ H(z)pz(l) — O,
(1) :
M(lipl(n -1) + H(Q)pz(n‘l) =0

erzeugt. Diec I'liiche hat ecinfuch unendlich wicle erzeugende Geraden,
wie aus (1) ersichtlich ist, daher bezeichnen wir sic mit dem Symbol
R, — Fyr-1.

Betrachten wir die Erzeugung der Fliche durch die zwei Gebilde
S, 8,® . Die Geraden S;V, 8, sind zwei Erzeugenden der By —IFy—1)
und daher auch nach Nr.46. alle Axen der Gebilde des Systems (1).

Zwei entsprechende Réume SO, 8® darch 8™, S,® schneiden
sich in einem Raume S,_,, der die F"~! in einer Curve C"~? trifft;
denn die collinearen Gebilde S,®, §,® in S® , 8 schneiden S, ,
in zwei colinearen Gebilden (#n — 3)tr Stufe S,®, S®, die eine C»-2
der I,»~1 erzeugen. Wir nennen S,—o einen Secantenraum der Fliche
R, — Fy»=. Diese Secantenvéume sind an Zahl 0o™=2, und schneiden
die Fy=t in rationalen Normalcurven Cm2.

Schneiden sich zwei entsprechende Riume S(“ S @ duarch S;®, §,®

in einem Raume S,, o <m — 1 <n — 2, so swht man in analoger
Weise wie vorher, dass S, a + 1 Punkte mit der F,»~! gemein hat.
Wir nennen S, cinen Sccantenraum evster Art. Derselbe hat mit der
Curve @ + 1 Punkte gemein, withrend im Allgemeinen ein Raum R,
die R, — F,»~! nirgendwo schneidet.

Schnelden sich die beiden entsprechenden Riume S®, §® in

einem Raume S,_;, so beweist man in derselben Weise, dass dieser
Rauwm die R, — IF,»=* in einer Normalewrve (™' schneidet. Wir
nennen emmen solchen Raum einen Sccamtenrauwm S,,—1 zweiter Avrt.

Es ist nicht néthig eine solche Unterscheidung fiir die Secanten-
riume S,_z zu machen, da jeder beliebige S, die I',*~! in n — 1
Punkten schneidet.

Aus der Construction der Fliche hat man schliesslich noch folgen-
den Satz:

Wenn man n — 1 beliebige Secantenriiume S,—o mit den Pumkien
der Iy — Fy—* verbindet, so erhilt man n — 1 projectivische Diischel,
welche die Fliche erzcugen.

54. Betrachten wir jetzt einen Punkt 4, des R,, und verbinden
wir ihn mit S;® durch eine Ebene S,V; so entspricht derselben eine
Ebene S,® durch §,®, die im Allgemeinen nicht durch 4, geht. Bs
geht aber durch §,® und durch 4, ein Raum S,®, welchem ein Raum
83 durch S, entspricht. Die zwei collinearen Gebilde (% — 4)tr Stufe
S;™, 8,® erzeugen also co”*Secantenriume S,_» der R, — F,», welche
Secantenrdume eines 4-dimensionalen 4,-Kegels (n— 3)r Ordnung sind.
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<

Geht die Ebene S,® durch 4,, so ist A4, ein Punkt der F,—!
selbst, denn ein R, ; durch A4, schneidet die B, — F,»—! in einer
durch 4, hindurchlaufenden C»—1, Also:

Die By — F,»= ist der Ort aller derjenigen Punlte, in dencn sich
zwer entsprechende Lbenen von zwei collinearen Gebilden des Systems
(1) schneiden. ,

Durch emen  belichigen Punkt A, des R, gehen oor -t Secanten-
riume S, 2, welche Sccantenriume eines 4~ dimensionalen A, - Kegels
(n — 3)Y Ordnuny sind.

Liegt A, in der Ildche, so gehen durch ihn con=% Secantenrdume
S,—2, welche Secantenyiume cines 3-dimensionalen Kegels sind, ndmlich
des von Ay ausgehenden projicirenden Kegels der B, — Iyt

Betrachten wir jetzt eine Gerade A4,, so finden wir:

Alle durch eine belicbige Gerade hindurchgehenden Secantenydume
S, 2 bilden cine oo™S-fuche Mannigfaltigheit, welche dic Secantenriume
cines 6-dimensionalen A,-Kegels (n — b)er Ordnung sind. Die Gerade
A, kavn auch so liegen, dass durch sie oco"=5 Secantenriume S,_y hin-
durchgehen , welche die Secantenriume eines b-dimensionalen A,- Kegels
(n — 4) Ordnung bilden.

Ist endlich die Gerade A, eine Secantengerade der R, — Iy,
d. h. trifft sie die R, — I',;"~! wn zwer Punkten, so gehen durch sic
cor* Secantenrdvwme S,—o, welche dic Secantenriume cines 4-dimen-
sionalen A,-Kegels (n — 3) Ordnung sind, nimlich des von A, aus-
gchenden projicirenden Kegels der I8 — 1021,

Aus dem letzten Satze geht auch hervor:

Line Gerade A, kann mit der B-Fliche hichstens zwei Punkte
gemein haben, ohne ganz in der Fliche enthalten 2w sein.

Ist allgemein ein Raum 4,, gegeben, so findet man:

Verbindet man A, mit SV, so erhilt man einen Raum S

m~32?
) ; J (@ Y (2 ; ; J
welchem ein Raum S jrg durch S,® entsprichd. Liegen A, und b,j,{i )

in cinem Rawme Ry, wo s <<m -—1>m - 2 ist, so sind «alle Secan-
tenrdume Sn—e der R, — Iyt durch A, dic Secanlenriwme  cines
(s + 1)-dimensionalen. A,-Kegels (n — sy Ordnung.

Im specicllen Falle geht durch cinen A,y kein Sccantenraum Sz,
oder nur einer.

Man findet aus diesem Satze:

Ein Raum R, ist entweder kein Secantenrawm, oder ein Sccanten-
rawm erster oder zweiter Art der I8, — Iy =1

55. Wir konnen eine Parameterdarstellung der R, — 17,»~ leicht
aufstellen. Zu dem Zwecke schneiden wir sic mit zwei Riumen R,_;.
Wir haben dann zwei Normalcurven O, deren Punkte durch rationale
Functionen (1 — 1)tn Grades eines Parameters 4 sich darstellen lassen.

Die Fliche hat einfach unendlich viele geradlinige Erzeugenden, die
5%
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auf beiden Curven zwei projectivische Punktreihen ausschneiden. Ein
Punkt der R, — I',*~* kann daher in der Form:

) o = i (1) + woi (1) .

geschrieben werden. *)

Umgekehrt kann jede B,-Fliche, fiir welche die Formeln (1) bestehen,
durch n — 1 projectivische Diischel evzeugt werden. Diese Fliche ist
daher auch durch zwei collineare Gebilde (n — 2)'* Stufe S;®, § @
erzeugbar. :

Die zwei Axen S, 8,® kionnen keine specielle Lage unter einan-
der haben. Denn treffen sie sich in einem Punkte Ly, so wird die
R, — F,»'¢in Ry-Kegel, und diesen Fall haben wir hier nicht niiher
zu betrachten. Die speciellen Lagen aber, die zwei entsprechende Riume
R,, R, ..., R, der beiden Gebilde S, S, @ im einzelnen Falle haben
mogen, kommen nothwendigerweise auch bei allen andern Fiillen vor.
Daher miissen alle eigentlichen I, — F,»~* des R, projectivisch gleich-
berechtigt sein.

Wir nennen die R, -- I'y"~ daher die in eime Ebene eindeutiy
abbildbare Noymal R,-Fldche des R,.

Wenn man jetzt in irgend einem Raume R, eine Linienfliiche
(m — 1)t oder niedriger Ordnung hat, so kann man die Coordinaten
ihrer Puukte in der Form (1) darstellen; wir haben also:

Jede Normal- By — F,»=t des R, (m < n) kann durch Projection
der Normalfliiche By — F,»~1 des R, von einem R,_,,—1 aus, der n—m
beliebige Punlte mit der R, — Iyt gemein hat, erhalten werden.

Jede beliebige in eincr Ebene emdeutiy abbildbare Linienfliiche 32
Ry, By,..., R,y von nicderer als der w'» Ordnung ist immer dic cirn-
deutige Projection einer Normalfliche Iy — I'y»=1 des R,. Und umgckehrt
aus ciner solchen Normalfliiche Lann man durch geeignete Projection jede
Art won in einer Ebene cindeutig abbildbaren I'lichen der (n — 1)ten
oder wiedrigerer Ordnung erhalten.

Beispiele vou der Wichtigkeit dieser Siitze geben wir im nichsten
Paragraphen.

56. Wie bei den rationalen Curven (Nr.51.) kann man bei unseren
Flichen ebenfalls eine Unterscheidung in Species machen, je nach der

*) Biehe Clebsch, Mathem. Annalen Bd, I. Ueber die geradlinigen Flichen
vom Geschlechte p = 0 (in R;).

Die Abbildungsgleichungen sind also oa, = &, - 9, (88) + & - v, (& &), wo

1 = ..éi, y_—_-%?-, und &, &, & die Coordinaten eines Punktes der Ebente
3 3
andeuten.

Die Schnitte der By — Fy*~! mit den Riumen R, des R, bilden sich also
als Curven mter Ordnung ab. Dieselben haben einen (n — 1) fachen Punkt bes
£1=0, &5==0 und einen einfachen Punki bei & = 0, & = 0 und daher ausser-
dem noch n — 1 einfache Fundamentolpunkie gemein.
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Lage des projicirenden Raumes gegen die Secantenriiume S,_, der
Fliche R, — F,»~1; und in Unterspecies je nach der Lage des pro-
Jicirenden Raumes gegen die anderen Secantenriume derselben. s
ist nicht schwer zu sehen, dass die Linienfliichen (p = 0) in By (< n)
von m — 1 Species sind.

Im Lawme R, sind sic speciell von swei Species, entweder haben
sie, nach Nr.54., keine (n — 2)-fache Gerade, oder muwr ecine.

In analoger Weise kann man die auf einen Raum R, eindeutig
abbildbaren F,, studiren.

§ 5.

Die Flichen I)% I.5 I'* des R,, die durch collineare Grundgebilde
erzeugt werden.*)

57, 2-dimensionale I'lichen dritter Ordnung 17,3,
Wir betrachten zwei collineare Gebilde zweiter Stufe S,(V, 8,@, d.h.

}(,(l)pl(l) -+ ,1(2)192(1) -+ },(3)]93(1) — O’
(1) {1(1)171(2) -+ ,‘[,(2)132(2) -+ 1(3)173(2) = 0.

Sie erzeugen eine I7,3, nimlich:

pi(l) P p0
() D p,® .
»® p py®

die auch aus den drei folgenden projectivischen Biischeln 8,1, S,®, §,®

b

*) Wenn man eine Fy™ in R, von einem beliebigen Punkte 4, in einen R,
projicirt, so erhilt man in R, eine 2-dimensionale Fliiche F, ™ derselben Ordnang.
Man kann die Charaktere der ¥,™ durch diejenigen von F, ™ bestimmen, und
umgekehrt kann man die Singularititen der Fj * durch die F,” studiren. Ich
will nur einige Charaktere hervorheben.

Eine Gerade durch 4,, welche die Fliche F,” in zwei Punkten B, , C,schneidet,
liefert einen biplamaren Punkt B, —= C, der F, ™. DieTangentialebenen in B, und
C, an die F,™ werden in die beiden Tangentialebenen, welche in B, Fy ™ be-
riihren, projicirt.

Liegen die zwel in B, und C, construirbaren Tangentialebenen in einem
Raume R; durch 4,, so erhalt die lem in B, cinen wniplanaren Punkt,

Liegt 4, in der Tangentialebene von By, so erhiilt die Fy ™ cinen Doppelpunkt,
bei welchem der osculirende Kegel aweiter Ordnung sich auf eine Gerade reducirt,
néimlich auf die Schnittlinie der Tangentialebene in By mit Rg.

Bin conischer Doppelpunkt der F,  muss also durch einen conischen Doppel-
punkt der F,™ selbst hervorgerufen sein.

Ein Raum S,, welcher durch die in B, berithrende Tangentialebene hindurch-
geht, schneidet die F,™ in einer Curve mit einem Doppelpunkte in B, deren
zwei Tangenten in der Tangentinlebene liegen.

Aus einem parabolischen Puukte der &, ™ erhilt man zwel unendlich nale
Tangentialebenen der F,™, die in einem R, liegen, der durch 4, geht, d. h. die
in einem Schmiegungsraume R, der F,™ liegen.
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uOp,® 1 u®p @ =0,
(1) wOp, 0 + u@p,® =0,

pWp,® 4 4@p,@ =0
construirt werden kann.

Aus dem vorigen Paragraphen geht hervor, dass dic I cine
Linienfliche Ry — Ty ist, und dass sie 0o* Sccantenebenen besitzt, dic
sie in einem Kegelschnitte schmeiden, wihrend jede andere Ebene dic
R, — F,% in drei Punkten schneidet.

Die entsprechenden Ebenen von zwei collinearen Gebilden des Systems
(1) schneiden sich je in einem Punkte, der der Fliche angehirt.

Betrachten wir jetzt drei Erzeugende der F,%. Dieselben konnen
sich nicht wechselseitig schneiden; denn durch einen Punkt der F,3
geht nur eine Erzeugende derselben, wie aus der zweiten Erzeugung
ersichtlich ist. Sie konnen auch nicht in einem I?; liegen, weil eine
Gerade, welche drei Erzeugende trifft, ganz in der Fliche enthalten
ist, und daher das durch die drei Erzeugenden bestimmte Hyperboloid
zur I3 gehren wiirde, die F,3 also in eine Ebene und ein Hyper-
boloid zerfallen wiirde. Aber drei beliebige Erzeugende der I, haben
eine Transversale gemein (Nr. 26.), die natiirlich alle anderen Er-
zeugenden trifft, da sie in F,? selbst liegt. Wir haben also folgen-
den Satz: ‘

Alle Erzeugenden der F,> haben eime und nur eme Transversale
d, gemein, die wir als Directrizgerade d, bezeichnen.

58. Indem wir die erste Erzeugung unserer Fliche niher betrachten,
sehen wir, dass man die Ebenen der beiden collinearen Gebilde
S,®, 8,® oder die Punkte der F,* auf die Punkte einer Ebene X,
abbilden kann. Wir haben:

Die I3 ist Punkt fiir Punkt in einer Ebene X, abbildbar. Den
Geraden von Z, entsprechen die Kegelschnitte der I3, den Raumcurven
C3 dor I')® entsprechen Kegelschwitte von X,, die durch einen Funda-
mentalpunkt gehen, welehem die Directrizgerade d, der F,* cntspricht.

Wir finden auch folgende Sitze:

Sind vier belicbige Gerade in R, gegeben, die aber cine gemeinsante
Tramsversale d, haben, so ist durch sie cine I3 bestimmt. Denn nimmt
man zwei von diesen Geraden als S,®, §,® an, so kann man die
zwei collinearen Gebilde S,@, S,@ mit Hiilfe der iibrigen zwei Geraden
in nur einer Weise bestimmen.

Durch ewei Kegelschnitte in zwei Ebenen S,0, 8,@, die sich in
dem Schwittpunkte der beiden Ebenen schneiden, und durch eine dritte
Ebene 8,9, ist eine und nur eine Iy bestimmt, die S,® als Secantere-
ebene hat, und durch beide Kegelschwitte hindurchgeht.

59. Aus dem vorigen Paragraphen geht hervor, dass durch einen
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belicbigen Punkt A, von R, nur cine Secantenchene der T,* geht; wenn
aber der Punkt A, in I,® selbst liegt, so bilden alle Secantenebenen
durch ilm das System von Ebenen eines 3-dimensionalen A,- Kegels
aweiter Ordnung.

Dureh einen beliebigen Punkt 4, geht also nur eine Secantenebene E,.
Es giebt ausser dieser Ebene keine Gerade, die durch A, geht wnd dabei
die Fy3 in zwei Punkten schneidet. Denn ist eine solche Gerade vor-
handen, so lege man durch sie und durch eine Gerade von Z,, welche
durch 4, hindurchgeht, eine Ebene. Diese Ebene hat dann vier Punkte
mit der I',® gemein, sie ist also nach dem letsten Satze der Nr. H4.
eine Secantenebene der F,% d. h. durch den Punkt A4, gehen zwei
Secantenebenen der F,*, was nicht moglich ist. Zichen wir jetst
dureh A4, in der Secantenebene F, eine Gerade, die den Kegelschnitt
K? derselben, der zu der I,* gehort, in zwei Punkten X, Y, schuneidet.
Dureh X,, ¥, gehen zwei Erzeugende X,, ¥, der F,3 welche die
Directrix in zwei Punkten X', Y, schneiden. Dieselben liegen also
mit d; in einem Raume R, der natiirlich durch 4, geht. Drehen wir
die Gerade X, ¥, um 4, in FE,, so bilden X, Y, eine Involution in
K?, und daher auch die Punkte X, ¥, auf d,. Also:

Alle Riwme Ry, welche durch die Directriz d, und einen beliebigen
Punkt A, des R, hindurchgehen, schneiden dic F,* in Paaren von Er-
zeugenden, die eine Involution bilden. Man hat auch:

Die Directrizgerade d, schneidet keine Secantenebene der I,

60. Jetzt projiciren wir die It,> von einem belicbigen Punkic A, in
allen moglichen Weisen in einen Raume Sy; so erhalten wir in Sy nach
den Sdtgen der Nr. 55 alle Avten wvon Linienfliichen dritten wund
aweiten Grades.

Wir bekommen im Allgemeinen in Sy eine Linienfliche dritten
Grades F,’3. Alle Erzeugenden der I,° werden von A, in die Er-
zeugenden der F,'® projicirt, und da alle Erzeugehiden der F,3 den
Kegelschnitt K2 von E, schueiden, so sieht man, dass die F,’? eine
Doppelgerade ¢, hat, die von allen Erzeugenden geschnitten wird. Die
Directrix d, der F,® wird in eine Gerade d," der I3 projicirt, die
alle ihre Erzeugenden schneidet. Das Biischel von Riunien I, die
durch A4, und d; hindurchgehen, bestimmt in S; ein Biischel von
Ebeuen R,, die durch d," hindurchgehen, und welche die F,)'® in zwei
Geraden z,’, y,” schneiden. Diese Geraden treffen sich offenbar auf
der Geraden ¢,. Und da 2,, y, eine Involution bilden, so bilden auch
x,, y," eine Involution.

Liegt A4, ausserhalb des Kegelschnittes K2, so kann man durch
ihn an K2 zwei Tangenten ziehen, welche die swei in e, gelegenen
Cuspidalpunkte der F')® ausschneiden, Liegt dagegen 4, innerhalb von
K2, so fallen diese Tangenten und mit ihnen die Cuspidalpunkte fort.
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Wenn 4, in einer Ebene liegt, die durch d; und eine beliebige
Erzeugende von F,3 geht, so entsicht in S, einc I3, fiir welche die
Doppelgerade e, mit der Directriz d," zusammenfallt.

Projicirt man die F,* von einem ihrer Punkte A4, so erhilt man
in S, eine Linienfliche zweiten Grades. Das System der Directricen
derselben wird durch die unendlich vielen durch 4, hindurchgehenden
Secantenebenen veranlasst.

Diese verschiedenen Arten der Linienflichen dritten Grades des
R, sind lange bekannt, aber wir sehen hier, wie man sie alle aus
einer einzigen Fliche durch Projection erhalten kann. Zugleich erkennt
man an diesem Beispiele, wie man in andern Fillen zu verfahren hat,

61, 2-dimensionale LI'ldchen T,%, die durch drei collincare Gebilde
dritter Stufe S\, S,@, 8,® oder durch vier collincare Gebilde zweiter
Stufe S,®, 5,®, §,®, S\ erzeugt werden.

Ich theile hier iiber diese Fliche nur die Sitze mit:

Sie geht durch alle Scheitel S, der Gebilde des ersten Erzeugungs-
systems, und sie hat alle Axen S, der Gebilde des zweiten als dreifache
Secantengeraden.

Ein beliebiger Rauwm R, des R, schneidet die F,5 in einer allge-
meinen C8 vom Geschlechte p = 3.

Aus der ersten Erzeugung der I',° geht hervor:

Die F,% hat oo® dreifache Secantengeraden. Durch cinen beliebigen
Punkt des R, geht nur eine solche Sccante hindurch; und die dreifachen
Secantengeraden durch einen Punkt I, der F,% selbst bilden einen
2-dimensionalen Ry-Kegel dritter Ordnung.

Aus der zweiten Erzeugung haben wir:

Bezieht man eime Ebene X, auf wvier collincare Gebilde zweiter
Stufe des R,, welche dem zweiten Irzeugungssystem gehiren, so ent-
spricht jedem Punkte bez. jeder Geraden von X, respective cin Punkt und
eine rationale Normalewrve C* der F,5. Zwei solche Normalcurven
schmeiden sich tmmer wn cinem und nur in einem Punkie.

Den Schnittcurven C® aller Ry des R, mit I7,® entsprechen in %,
Curven vierter Ordnung des Geschlechies p = 3, die zehn Iundamental-
punkte geméin haben, welche im Allgemeinen béliebig licgen.  Den letzteren
entsprechen zehm Geraden der F,b. — Diesclben schneiden sich wechsel-
weise wicht, —

Den zehn Curven dritter Ordnung durch neun der zehn Fundamen-
talpunkte in X, entsprechen zehn ebene Curven dritter Ordnung Z3
der I8,

Den 45 Verbindungslinien der zehm Fundamentalpunkte entsprechen
45 Kegelschnitte der F,S.

Den Geraden, die durch cinen Fundamentalpunkt hindurchgehen,
entsprechen Rawmcurven C3 der F5,
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Je zwei Kegelschnitten in X,, die respective dureh die zelm Funda-
mentalpunlkte gehen, entsprechen cin Paar von Raumecurven O3 der I8
die i einem Ry liegen. Es gicbt 120 solche Puaare.

EBiner Curve vierter Ordwung in %, die einen I undamentalpunkt als
Doppelpunkt hat und durch die ibrigen lindurchgeht, entspricht eine
C? der IS, dic-in einem Ry licgt, welcher durch cine Gerade dev Fliiche
hindurchgeht.

Den 45 C* von X, die zwei Fundamentalpunlte als Doppelpunlte
haben und dwrch die dibrigen Lindurchgehen, entsprechen Cwrven Q1
der F,5, dic respective in den 45 Riawmen 1Y, liegen, welche dureh die
gelm Geraden der IS zicei zu zwei bestimmt werden.  Allen C* durch
acht der  zehm  Fundamentalpunkte  in 2,  entsprechen  Curven O
der IS, deven Réwme Iy durch den Kegelschnitt gehen, welcher dem
verbindenden Strahle der zwer iibrigen Iundamentalpunkte etitspricht.

62. Projiciren wir jetzt dic 17,% von einem beliebigen Punkte A,
des I, in einen Raum S,, so erhilt man cine I')S, welche, wic man
leicht sieht, cine Doppelcurve sicbenter Ordnung besilzt. Da durch A4,
eine dreifache Secantengerade der I,° geht, so hat die I,% cinen
triplanaren Punkt, der in dic Doppeleurve selbst fiillt., ’

Die I)¢ hLat zehn Geraden, wnd ¢s gicht zehn Ibenen (die den
Curven Z3 der F,° entsprechen), welche die )% in zwei Curven dritter
Ordnung schimeiden.

In analoger Weise findet man fiir die F,’® die entsprechenden
Siitze zu allen andern Sitzen der vorigen Nummer.®)

Man kann die 7% insbesondere aus einem ihrer Punkte projiciren.
Man erhdlt danu in S, eine F,'%, welche eine Doppelcurve dritter Ord-
nung besitzt, wie aus der vorigen Nummer hervorgeht.

Andere interessante Flichen erhilt man in S,, wenn man den
Projectionspunkt in verschiedenen andern Lagen gegen die 7,6 annimmt.

Wenn die Lrzeugungssystenic der I',S speciell sind, so bekommi
man speciclle F,%, F,, It des By, und durch Projection erhdilt
man Sy speciclle in einer  Lbene cindeutiy  abbildbare Flichen
s, Iy I 4 F)%, die ich der Kiirze halber nicht weiter studiven will.

63, IBndlich wollen wir etwas tber die In' des [i,, ddie durch
vier collineare Gebilde dritter Stufe erzeugbar ist, mittheilen.

Die F,! ist Punkt fir Punkt in einen Raum 2 abbildbar uud
man erhiilt folgende Sitze:

Vier collincare Gebilde S\, .. ., S dritter Stufe in R, erzeugen
eine 3-dimensionale Fliche F,2. Sie besitzt zwei conjuyirte Iorzeugungs-

*) Es scheint mir diese Fliche Iy'¢ des R, ganz neu zu sein, obgleich
Clebsch, Cremona und Nother mit anderen in einer Ebene eindeutig abbild-
baren F,'¢, welche auch 10 Geraden besitzen, sich beschiiftigt haben.
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systeme dritter Stufe, welchen zwei Systeme von Normalcurven C' und
zwei Systeme von IS entsprechen. (Nr. 47.)

Zwei Flichen IS, die verschiedenen Systemen angehiren, liegen in
einer I3,

Line C* und eine I, desselben Systems treffen sich in einem wnd
nur in einem Punlte, sofern die C* nicht selbst in I7% liegt. Zwei IS
dessclben Systems schneiden sich in einer C*.

Die zwei Systeme der IS und der C* sind glezchberecktzgt

Die Iyt hat oo wviele Geraden, die den Punkten ciner C des
Bildrawmes Xy entsprechen.

Es giebt oo wiele Ebenen, welche die Fy* in zwei Kegelschwitten
schneiden.

Ich habe in dieser Arbeit die niichtstliegenden projectivischen Be-
ziehungen zwischen den R#umen von verschiedenen Dimensionen
behandelt; es bleiben aber viele interessante Fragen nicht nur fiir den
Raum von #» Dimensionen, sondern auch fiir den gewohnlichen Raum
zu erledigen.

Leipzig, im Sommer 1881.



