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Ueber die angeniherte Darstellung der Irrationalzahlen durch
rationale Briiche.

Von
A. Hurwirz in Konigsberg i. Pr.

Man kann bekanntlich jede Irrationalzahl ¢ durch eine unbegrenzte
Reihe von rationalen Briichen
Ty X2 X

) AR

derart anndhern, dass, abgesehen vom Vorzeichen,
z 1

2 60— —— (m=1,2,3,.-.

( ) yn < yz ( 2?5 % )

ist. Dieser Satz ergiebt sich unmittelbar aus der Lehre von den
Kettenbriichen; er ldsst sich aber auch durch andere sehr verall-
gemeinerungsfihige Methoden beweisen. Ich erinnere insbesondere an
die Methode von Hermite*), welche insofern bemerkenswerth ist,
als sie ein weitergehendes Resultat liefert.

Die Methode von Hermite ergiebt nidmlich zu jeder Irrational-
zahl ¢ eine Reihe (1) von rationalen Briichen, fiir welche an Stelle
der Ungleichung (2) die folgende tritt:

3) e— 2l m—=1,2,3,....

Es erhebt sich nun die Frage, ob der Factor /3 durch eine
noch grossere Zahl ersetzt werden kann, ob also zu jeder Irrational-
zahl « eine Reihe (1) herstellbar ist, welche die Zahl « noch stiirker
annihert, als die Reihe, welche sich nach der Methode von Hermite
ergiebt. Diese Frage erledigt sich (und zwar im bejahenden Sinne)
durch die nachstehenden Sitze, welche ich im Folgenden beweisen will:

Satz I. Jede Irrationalzahl e ldsst sich durch eine umbegrenzte
Reihe von rationalen. Briichen

Ly Xy X
AR A
derart anmdhern, dass, abgeschen vom Vorzeichen,

u-'”"<VZ (n=1,2,3,-°)
ist,

*¥) Jourpal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 41, pag. 195.
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Satz II. Bedeutet A eine Zahl, die grosser ist als ¥Y'5, so gieht
es Irrationalzahlen o, welche sich durch eine unbegrenzte Eeihe von
rationalen Briichen

/T T T
' o’ Y’
nicht derart anndhern lassen, dass, abgesehen vom Vorzeichen

.’L'n 1 - ‘
0“"?7;<Ty3, (””“'1:2:37"')

ist.

Der zweite Satz bildet eine wesentliche Erginzung des ersten,
insofern er zeigt, dass in dem Ausspruch des ersten Satzes V5 nicht
durch eine grossere Zahl ersetzt werden kann.

Um den Satz I. zu beweisen, entwickeln wir die Irrationalzahl «
in einen Kettenbruch. Wir setzen also
©) “*’—‘M'{“@,‘l{l" 0‘1=!‘2+“;;: ) “n—-lzx“n'}"‘é:? Tt
indem wir allgemein mit p, die grosste in «,_; enthaltene ganze Zahl
bezeichnen. Die Entwicklung von « in einen Kettenbruch, welche
sich aus den ersten % Gleichungen (4) ergiebt, wollen wir zur Ab-
kiirzung durch die Gleichung
(5) @ = (81, fizs + -+ Un, Ca)
andeuten, und wir wollen ferner den n'> Niherungsbruch mit

D,
(6) -q::=(‘u,“ oy oy 5‘“)

bezeichnen, Es ist nun bekanntlich

D +1 +
i o — 2 = =2 S
( ) 4y 9 (angn + qn—l) Ty q" ?

N
wenn wir Kiirze halber

ot

it

Qn._
(8) 1n=0an+ qnl = (@ut1, Untzy **°) T 0, ny Ha—1y - -+ o)

setzen. Offenbar geniigt es nun zu zeigen, dass fiir unendlich viele
Indices # die Ungleichung

9) . 72 > VH

stattfindet. Denn, der Gleichung (7) zufolge, werden die diesen Indices

entsprechenden Briiche —Z;l eine Reihe bilden, welche die in unserem

Satze angegebene Beschaffenheit besitat.

Um nun die, Existenz von unendlich vielen Indices # nachzuweisen,
fiir welche die Ungleichung (9) erfiillt ist, miissen wir mebrere Fille
unterscheiden. :

1. Fall: Unter den Zahlen g,, u,, @,,... giebt es unendlich

viele, welche grosser als 2 sind.
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Da nach Gleichung (8) 7, > wat1 ist, so giebt es in diesem Falle.
unzdahlig viele Indices %, fir welche 7, > 3, also um so mehr
ra > V5 ist.

2. Fall: Von einer gewissen Stelle ab kommt in der Reihe

Yoy W3y Uy, - - . Keine Zahl mehr vor, welche grosser als 2 ist,

In diesem Falle kann man also den Index % so bestimmen, dass.

jede Zahl der Reihe

(B) Uy Urtr, Witzy o - -
entweder den Werth 1 oder den Werth 2 besitzt, Hier unterscheiden
wir nun zwei Unterfille. Nimlich:

2a. In der Reihe (R) tritt die Zahl 2 unendlich oft auf.

Es giebt dann unendlich viele Indices # >k, fiir welche g,y =2,
also -

Ta == (2, nt2, Puts) -+ -) + (0, Bay Bamay o oo 1y o o oy fo)
wird. Wir vergleichen diesen Werth von 7, mit

7m=(2,2,1,2,1,2,1,...)4(0,2,1,2,1, . ., et - - 4 )

Offenbar ist
(10) ‘ Va 2= Ta3
denn der Werth eines Kettenbruches wird verkleinert, wenn man die
Theilnenner ungerader Ordnung durch grossere, die Theilnenner gerader
Ordnung durch kleinere Zahlen ersetzt.

Der periodische Kettenbruch (0,2,1,2,1,...) besitzt nun den

Werth V§2-1

, und hieraus ergiebt sich leicht

Iimr;=2+2-~1{§;1 =¥34+1>5.

Von einem bestimmten Index n ab ist also bestindig 7, > Vb
und es giebt daher, zufolge der Ungleichung (10), auch unendlich
viele Indices %, fir welche r, > ¥/5 ist.

Wir haben run noch den zweiten Unterfall zu betrachten:

2b. In der Reihe (R) tritt die Zahl 2 nur endlich oft auf.

Dann diirfen wir annehmen, dass alle Glieder der Reihe (R) den
Werth 1 besitzen. Denn andernfalls konner wir dieses dadurch er-
reichen, dass wir einige Anfangsglieder der Reihe (R) fortlassen, oder,
was dasselbe ist, den Index % durch einen geeignet gewihlten grosseren
Index ersetzen. Da nun alle Glieder der Reihe (R) den Werth 1 be-
sitzen, so ist fir jeden Index # > %:

ra=(1,1,1,..04+0,1,1, ... ety - o Ba)

Fiir den Grenzwerth von », findet man

’ Iim Yy = 1/5 3

R=H=L



282 A. Hurwirz

und zwar liegen die Werthe von r, abwechselnd iiber und unter /3, so

dass es unzihlig viele Indices n giebt, fiir welche 7, > /5 wird. —
Wir sehen also, dass die Ungleichung (9) in jedem Falle fiir un-
endlich viele Indices # erfiillt ist. Hieraus geht, wie wir schon oben
bemerkt haben, die Richtigkeit des Satzes 1. unmittelbar hervor.
Zum Beweise des Satzes II. betrachten wir diejenigen Zahlen,
deren Kettenbruchentwicklung mit der Periode (1,1,1,...) endigt.
Wir wollen zeigen, dass jede solehe Zahl « die in unserem Satze be-
hauptete Eigenschaft besiizt. Diese Eigenschaft lisst sich aber offenbar
so aussprechen: Es giebt entweder iiberhaupt keinen oder doch nur
eine endliche Anzah! von rationalen Briichen % , welche der Bedingung
z 1
(11) €= < Fr
geniigen, wo 4 eine Zahl grosser als /5 bedeutet.
Um dieses nun zu beweisen, bemerken wir zunichst, dass nach
einem bekannten Satze von Lagrange®) sich jeder Bruch, welcher
der Ungleichung (11) geniigt, unter den Nzherungsbriichen

(12) P P2 P

. @’ e’ g’
der Zahl « befinden muss. Setzen wir nun, wie oben,

%a Ty Qi ’ .
so ist lim 7, =5, und da 4> }/5 ist, so wird von einem be-
n=—=0w
stimmten Index n ab 7, bestindig kleiner als 4, also
P 1
«— o 2
% )'gn

sein. Es giebt also in der That in der Reihe (12), wenn iiberhaupt,
nur eine endliche Anzahl von Briichen, welche der Bedingung (11)
geniigen. ’

Unter den hier betrachteten Zahlen « ist die einfachste die Zahl

14-V5
o= _(1,1,1,.0),

und es ergiebt sich aus einem bekannten Satze*¥) unmittelbar, dass
alle anderen Zahlen « der Zahl ¢ #quivalent, d. h. in der Form
ao-+b

ce+d .
enthalten sind, wo a, b, ¢, d ganze Zahlen bedeuten, welche der
Gleichung ad — be = -+ 1 geniigen.

O ==

* Vgl Serret, Cours dalgébre supérieure (éaris 1877) Bd. 1, pag. 19.
*#y Serret, Cours d’algdbre supérieure (Paris 1877) Bd. I, pag. 34.
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Wir wollen pun an die vorstehend bewiesenen Sitze noch einige
Bemerkungen ankniipfen.

Es sei « irgend eine Irrationalzahl und es sei ferner

i W S B
Y v’ Y’
eine unbegrenzte Reihe von rationalen Briichen, deren Grenze die
Zabl ¢ ist. Wenn nun A eine “positive Zahl bezeachnet so kann
man die Frage erheben, ob jene Reihe so bestimmt werden kann,
dass abgesehen vom Vorzeichen
Ty 1
@ — =< 0
ist. Betrachten wir das System aller Zahlen 4, fiir welche diese Frage
zu bejahen ist! Zu diesen Zahlen gehtren nach Satz I. stets die-
jenigen Zahlen, welche )5 nicht iiberschreiten. Ueberhaupt leuchtet
ein, dass, wenn 4, irgend eine zu dem Systeme der Zahlen 4 gehorige
Zahl bedeutet, auch jede Zahl, welche kleiner als 4, ist, zu dem
Systeme gehort. Um alle Zahlen 1 angzben zu konnen, braucht man
hiernach nur die obere Greunze dieser Zahlen zu bestimmen. Wenn
namlich g diese obere Grenze bezeichnet, so wird das System “der
Zahlen 2 aus allen positiven Zahlen bestehen, welche g nicht iiber-
schreiten (wobei indessen moglicher Weise die Zahl g selber aus-
zuschliessen ist).

Die Zahl g ist durch die Irrationalzahl « offenbar vollstindig be-
stimmt; es gelten von ihr die nachstehenden Sitze:

1) ,,Wenn in der Kettenbruchentwicklung von « unendlich viele
verschiedene Theilnenner auftreten, so ist die zu « gehorige Zahl g
unendlich gross“.

2) ,,Wenn in der Kettenbruchentwicklung von & nur eine endliche
Anzahl versehiedener Theilnenner auftreten, so besitzt die Zahl g
einen endlichen Werth, welcher folgendermassen naher bestimmt
werden kann:

Es sei, wie oben, « = (g,, u,, 43, ...), sowie

¥n = (y‘u-i-la HBat2s < ) + (O: Yny a1y <« o 5"’2)‘
Man bilde nun die Hiufungsstellen der Werthemenge
T4 72y 135 -

Dann wird die obere Grenze dieser Hiufungsstellen die zur Zahl
gehorige Zahl g sein.

Infolge des letzteren Satzes fithrt die nihere Untersnchong der
Zahlen g auf Betrachtungen, wie sie sich in dem Aufsatz von Herm
Markoff ,,Sur les formes quadratiques binaires indéfinies*) finden.

¥) Mathematische Annalen, Bd. 15, pag. 381, Der Zusammenhang, in welchem
die Untersnchungen des Herrn Markoff mit der vop uns behandelten Frage

(n=1,2,3,...)
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Um die hauptsichlichsten Resultate, zu welchen die Untersuchung
der Zahlen g fithrt, in einfacher Form aussprechen zu konnen, wollen
wir eine Eintheilung der Gesammtheit aller Irrationalzahlen in Classen
vornehmen. Und zwar soll diese Eintheilung nach der Massgabe ge-
schehen, dass zwei Zahlen « und ¢ stets und nur dann in dieselbe
Classe gerechnet werden, wenn sie dquivalent sind, d. h. wenn zwischen
ihnen eine Gleichung der Gestalt

, aa+b
= %a¥a
besteht, wo a, b, ¢, d vier ganze, der Bedingung ad — be=+1
geniigende Zahlen bedeuten. Dies vorausgeschickt bestehen nun die
folgenden S#ize, deren Beweise man leicht den Markoff’'schen Be-
trachtungen entnimmt:

1) Irrationalzahlen, welche in dieselbe Classe gehOren, entspricht

dieselbe Zahl g.

2) Jede Irrationalzahl e, mit Ausschluss der zu —liy; dquiva-

lenten Zahlen, lisst sich durch eine unbegrenste Reihe von rationalen
Briichen

& Ty B
7 %’ Y’
derart anndhern, dass, abgesehen vom Vorzeichen,

i’ <7—3—, n=1,2,3,..)

o —

ost.

3) Ist die Zahl 4 grosser als V5, so lisst sich jede Irrationalzahl a,
mit Ausschluss gewisser Irrationalzahlen, durch eine unbegrenzie Reihe
von rationalen Briichen

Ty Ay Xy
AN
derart annihern, dass, abgesehen vom Vorzeichen,

(rn=1,2,3,...)

yn ly2

ist. Die auszuschliessenden Irrationalzahlen bilden eine endliche Anzahl
von Classen, wenn A < 3 ist; sie bilden unendlich viele Classen, wenn
A>3 st

Konigsberg i./Pr.,, 16. Juni 1891,
stehen, erklirt sich anus dem Umstande, dass diese Frage auf die Untersuchung

der Werthe hinausliuft, welche die quadratische Form y(ey — 2) fiir ganzzahlige
Werthe der Unbestimmten 2,y annimmt.



