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pw In Vorbereitung fiir den Teubnerschen Verlag:

HERMANN GRASSMANN,
GESAMMELTE MATHEMATISCHE WERKE,

. HERAUSGEGEBEN AUF VERANLASSUNG DER
KGL. SACHS. GESELLSCHAFT DER WISSENSCHAFTEN ZU LEIPZIG.

3 Binde. gr. 8. geh.

8% Ende Februar erscheint in gleichem Verlage:

ABRISS
GEOMETRISCHEN KALKULS,

NACH DEN WERKEN HERMANN GRASSMANNS
BEARBEITET VON

FERDINAND KRAFT,

PRIVATDOZENT AN DER UNIVERSITAT Zi'RICH.

[XII u. 255 8.] gr.8. 1893. geh. n. J 6.—

Durch diese kurze Darstellung des geometrischen Kalkiils beab-
sichtigen wir die mathematische Welt in das Verstindnis der Werke
des genialen Mathematikers Hermann Grafsmann auf leichtem Wege
einzufiihren, Das Werkchen, ein Abrifs bereits an der Universitiat Ziirich
gehaltener Vorlesungen und eines schon durchgeschriebenen Lehrbuches
des geometrischen Kalkiils, beschiftigt sich lediglich mit dem drei-
dimensionalen Raume, in ihm werden die Rechnungen mit geometrischen
Grofsen so weit entwickelt, dals es miglich ist, nach seinem Studium,
welches keine besondere Miihe verursacht, Abhandlungen auf den
Gebieten der Geometrie und der theoretischen Mechanik, die sich auf
den geometrischen Kalkiil stiitzen, zu verstehen.

Der zu behandelnde Stoff wurde in folgender Weise eingeteilt:

Einleitung: Entstehung der geometrischen Gebilde. Grundziige der
allgemeinen Formenlehre. — Erstes Kapitel: Die Summation von Strecken,
Punkten und Punktgrofsen. — Zweites Kapitel: Der Drehungsfaktor
(Einfiihrung des Winkels). — Drittes Kapitel: Die dulsere Multiplikation
von Strecken, von Punkten und Punktgréfsen. — Viertes Kapitel: Die
Multiplikation geometrischer Grofsen hoherer Stufe. 1) In der Ebene
als Liniensystem. 2) Im Raume als Liniensystem. 3) In der Ebene als
Punktsystem. 4) Im Raume als Punktsystem. — Fiinftes Kapitel: Die
mittlere Multiplikation (Quaternionentheorie). :

Jedem Abschnitte sind Anwendungen der vorgetragenen Lehren
beigegeben, sodafs sich der Leser einige Ubung im Rechnen mit geo-
metrischen Grofsen aneignen kann. :

Spéterhin sollen sich kurzgefalste Lehrbilicher der synthetischen,
der analytischen Geometrie und der theoretischen Mechanik, ebenfalls
in Abrifsform, an diesen Abrifs schliefsen, welcher mit Ricksicht auf
das Bediirfnis der Formeln in der Geometrie und der Mechanik zu-
sammengestellt wurde, denn auf diesen Gebieten wurden bereits um-
fangreiche Arbeiten mittelst des geometrischen Kalkiils durchgefiihrt.

Der polydimensionalen Geometrie, der Rechnung in einem Systeme
beliebig hoher Stufe soll ein weiteres kleines Buch gewidmet werden,
welches die Grundlage fiir die moderne Algebra bilden wird, weshalb in

~den in Rede stehenden Abrifs die algebraische Multiplikation nicht
hineingezogen wurde. . ‘ ) '

Damit wird sodann volle Wechselwirkung zwischen der heutigen
Mathematik und der Auffassung derselben durch Grafsmann hergestellt
sein, welche uns wesentliche Erleichterung verschafft.
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Ueber Realitatsverhiltnisse bei der einem beliebigen Geschlechte
zugehorigen Normalcurve der ¢.

Von

Ferix Krewv in Gattingen.

Man kann die Wechselbezichung zwischen algebraischen Curven
und Riemann’schen Flichen unter einem doppelten Gesichtspunkte
auffassen. Das GewoOhnliche ist, dass man die Flichen nur subsididr
benutzt, um den im complexen Gebiete vorhandenen ,,Zusammenhang®
des Gebildes, die aus ihm hervorgehende Periodicitdt der zugehdrigen
Integrale, etc. besser verstehen zu kinnen; als Definition der Curve
bleibt dann in herkdmmlicher Weise die algebraische Gleichung oder
eine mit ihr #Hquivalente ,, geometrische Counstructionsvorschrift be-
stehen. Dementgegen betrachtet die andere Auffassungsweise die
Riemann’sche Fliche als das zunsichst Gegebene und ldsst aus ihr erst
die verschiedenen',,zugehdrigen’ Curven entstehen, mag man die Fliche
nun mehrblattrig tiber der Ebene ausgebreitet, oder frei im Raume
gelegen oder irgendwie als , Fundamentalbereich‘‘ gegeben denken.
Indem der Riemanw'sche Existenssatz z. B. bei der iiber der Ebene
ausgebreiteten mehrblittrigen Fliche in Geltung bleibt, wie immer
man auch die Verzweigungspunkte der Fliche gegen einander ver-
schieben mag, hat man bei diesem zweiten Ansatze die Willkiir, welche
in den Moduln des Gebildes liegt, ganz anders in der Hand, als bei
dem iiblichen Ausgangspunkte, und kann darum die auf sie beziiglichen
Probleme viel eingehender behandeln als sonst, Ich bezeichne hiermit
diejenige Untersuchungsrichtung, zu der ich mit meiner Schrift diber.
Riemann 1881 den Anstoss habe geben wollen®). Indem ich im dritten
Abschnitte daselbst den Begriff der ,,symmetrischen Riemann’schen
Fliche entwickelte und bald darauf durch Hrn. Weichold die.
Periodicititseigenschaften der zugehdrigen Normalintegrale erster Gattung

#) Ueber Riemann’s Theorie der a.lgebraisohet; Functionen und ihrer Infe«
grale, — Eine Ergiinzung der gewshnlichen Darstellungen, — Leipzig, Teubner, 1882,

Mathematische Annalen, XLII, 1



2 F. Kiprx. '

untersuchen liess*), glaubte ich insbesondere fiir die Discussion der be;
den algebraischen Curven stattfindenden allgemeinen Realitéitsverhiilinisse

« neue Grundlagen gewoonen zu haben. Inzwischen hat noch Niemand,
so viel ich weiss, die hier gegebene Fragestellung seither a.ufgegrlffen,
und ich nehme also an, dass es nicht unniitzlich ist, wenn ich nach-
stehend auf die Sache zuruckkomme und die beziiglichen Resultate mit-
theile, welche ich in einer Vorlesung des letzten Sommersemesters in
ausfiihrlicher Form eutwickelt habe. Es wird kaum der Rechtfertlgung
bediirfen, wenn ich dabei unter allen ,,Curven*, die aus einer Rie-
mann’schen Fliche erwachsen, insbesondere die Normalcurve der ¢
herausgrelfe Ich erreiche dadurch insbesondere den Vortheil, dass
sich meine neuen Entwickelungen unmittelbar an diejenigen anreihen,
welche ich in Bd. 10 und 11 dieser Annalen 1876 iiber ebene Curven
‘vierter Ordnung gegeben habe. Alle die Continuitétsmethoden und die
ganze Art des Ansatzes, welche ich damals fiir den besonderen Fall
» = 3 entwickelt habe, erscheinen hier auf den Fall eines beliebigen
Geschlechtes ibertragen. Und die Moglichkeit dieser Uebertragung
ruht, — um noch einmal auszusprechen, was mir an diesen Dingen
das Wesentlichste ist —, durchaus darauf, dass jetzt mit den Riemann’-
schen Fldchen als solchen begonnen wird. Ich hatte 1876 den Aus-
gangspunkt unmittelbar von den Curven genommen, Das war bei p =3
mbglich, wo ich zahlreiche geometrische Vorarbeiten, insbesondere
diejenigen des Hrn. Zeuthen in Bd. 7 der mathematischen Annalen **),
benutzen konnte, Aber eben dieses Augangspunktes halber wollte mir
damals die Uebertragung auf beliebige p mnicht gelingen, so einfach
die Theoreme sind, um die es sich schliesslich handelt.

§ 1
Von den verschiedenen Arten der symmetrischen Riemann’schen Flichen,
inshesondere im Falle der hyperelliptischen Gebilde.

Reelle algebraische Curven ergeben symmetrische Riemann’sche
Flichen und kdnnen umgekehrt allgemein giiltig von letzteren aus
definirt werden, das ist der hier fundamentale Satz, den ich auf
p- 728 meiner Schrift entwickelte. Ich bezeichne dabei eine Rie-
mann’sche Fliche als symmetrisch, wenn sie durch eine conforme
Abbildung zweiter Art von der Periode 2 in sich ibergefiihrt wird
(i. e. durch eine conforme Abbildung, welche die Winkel umlegt).

*) Ueber symmetrische Riemann’sche Flichen und die Periodicitdtsmoduln
der zugehdrigen Abel’schen Normalintegrale erster Gattung (Leipziger Dissertation
1883, abgedruckt in Bd, 28 von Schlomilch’s Zeitschrift).

*#*) Sur les différentes formes des courbes planes du quatridme ordre.



Ueber Realitdtaverhtiltnisse bei der Curve der ¢. 3

Die symmetrischen Riemann’schen Flichen eines gegebenen p zerfallen,
wie ich ebendort angab und Hr. Weichold 1. ¢. eingehender ausgefﬁhrt

hat, nach der Zahl und Art ibrer ,,Symmetrielinien* in [_&gl‘_ﬁ} Arten,

Wir haben erstlich [ 252 Arten orthosymmetrischer Flachen bez. mit

p+1,p—1, p—3,... Symmetrielinien; das sind solche symme-
trische Flichen, welche, lings ihrer Symmetrielinien zerschnitten, in
zwei (zu einander symmetrische) Hilften zerfallen; — das einfachste
(zu p="0 gehirige) Beispiel ist eine Kugel, welche durch ,,orthogonale*
Projection auf sich selbst bezogen ist. — Wir haben ferner (p 4 1)
Arten diasymmetrischer Flichen bez. mit p, p —1,..., 1, 0 Symmetrie-
linien; das sind Flichen, die lings ihrer Symmetrielinien zerschnitten
gleichwobl noch ein zusammenhiéingendes Ganzes vorstellen; — man
vergleiche, bei p = 0, die durch eine ,,diametrale“ Projection auf sich
selbst bezogene Kugel. — Dabei bilden die Flichen derselben Art
jedesmal ein zusammenhiéngendes Continuum: es ist moglich von jeder
_Fliche einer Art zu jeder anderen Fliche derselben Art continuirlich
flberzugehen, ohne aus der Art herauszutreten. Hierin liegt, dass es
gewsigt, die hernach in Betrackt kommenden Realititsverhilinisse
smmer nur bei einem beliebtg gewdhlten Reprisentanien der einselnen
wArté su untersuchen; die Resultate gellen dann okne weileres fiir
alle Flichen derselben Art. Dabei kann die Reihenfolge, in der man
die Symmetrielinien der einen Fliche den Symmetrielinien der anderen
Fliche zuweist, beliebig gewahlt werden. Wir driicken dies aus, indem
wir die verschiedenen Symmetrielinien als gleichberechiigt bezeichnen.
Als besonders einfache Repréisentanten kommen hier die Ayper-
elliptischen Flichen in Betracht*). Aber dieselben reprisentiren nicht
die simmtlichen vorgenannten Arten und es hat mit ihnen {iberhaupt
eine besondere Bewandtniss. Eine symmetnsche hyperelliptische Fliache
wird in der Art zweiblittrig tber der 2-Ebene ausgebreitet werden
konnen, dass zu ihr eine Gleichung gehort:

(1) § = er_;-;@; .
in welcher f,1o ein Polynom (2p-2)tea Grades von & mét reellen

Coefficienten ist. Nun beachte man, dass die Fliche durch die con-
forme Abbildung ,,erster Art¢:

S: §e=—g, #=2¢p
in sich tibergeht. In KFolge dessen geht sie immer gleich durch zwei
.Abbildungen zweiter Art in sich tber, die ich % und X, nenne®®):

*) Wie ich dies fiir p==3 bereits in Bd. 11 benutzte, entgegen der sonst ver-
breiteten Auffassung, welche die hyperelliptischen Falle wesentlich als Ausnshme-
falle angesehen wissen wollte.

*#) In den Formeln bedeuten ¥ und 7 bez. die conjugirten Werthe von s und 2.

1'



4 F. Kuem.

Z: §= 3, 4=35%,
Z,: "= —35, =7,

ist also immer in zweifachem Sinne symmetrisch. Bei X, bilden die-
Jenigen Curven der Fliche die Symmetrielinien, welche gleichzeitig reelles
# und reelles s besiteen, bei X, diejenigen Curven, deren Pumkte reelles
2 und rein imagindres s aufweisen. Man betrachte nun zuniichst die
Fille, wo wenigstens einige, sagen wir 2v, der 2p 4 2 Verzweigungs-
punkte f3pys(2) =0 reell sind. Wir werden dann sowohl bei X, als
bei Z, 7 Symmetrielinien der Fliche erhalten, die beide Mal in der-
selben Weise gegen einander liegen: die Fldche gehort, migen wir X,
‘oder X, auswdhlen, beide Mal au derselben Art symmetrischer Flichen.
Und zwar ist diese Art fiir v = p 4 1 selbstverstindlich orthosym-
metrisch, fiir v < p 4+ 1 aber diasymmetrisch. In der That: zer-
schneidet man die Fliche lings der ¢ Symmetrielinien, so wird sie fiir
T < p-+ 1 immer noch ein zusammenhingendes Ganze vorstellen.
Seien nun 'aber simmtliche Verzweigungspunkte imaginir. Das Polynom
fapte(¢) ist dann definit, und ich will der Bestimmtheit halber (hier
wie weiter unten) annehmen, dass es positiv definit sei. Es werden
dann bei X, alle Punkte der Fliche festbleiben, welche reelles z haben,
bei X, aber iiberhaupt keine Punkte. Wir sehen: sofern wir X, zu
Grunde legen, haben wir eine orthosymmetrische Fliche, bei =, aber
eine diasymmetrische. Und dabei ist die Zahl 4 der auftretenden Sym-
metrielinien bei X, natiirlich 0, bei X, aber (wie man sofort sieht,
wenn man die Figur macht) 2 oder 1, jenachdem p ungerade oder
gerade ist. Dies stimmt damit, dass die Differenz (p4+1—21) in den
orthosymmetrischen Fillen immer gerade ausfillt. Wir werden kurz
sagen diirfen, dass wir im Falle lauter imaginirer Verzweigungspunkte
eines reellen hyperelliptischen (Gebildes entweder den niedrigsten dia-
symmetrischen Fall oder den mniedrigsten orthosymmetrischen Fall des
in Betracht kommenden Geschlechts vor uns haben. Nehmen wir dann
ferner alle Falle hinzu, wo einige oder alle der Verzweigungen reell
sind, so erhalten wir Bespiele fiir die simmtlichen vibrigen diasym-
metrischen Fille und den hichsten orthosymmetrischen Fall. Das macht
bei p =0, 1, 2, 3 noch alle Arten symmetrischer Flichen, die es giebt,
und hierin liegt z. B., dass man bei p = 3 nach alle hier in Betracht
kommenden Realitéitsfragen von den hyperelliptischen Fillen aus discu-
tiren kann, wie ich in Bd. 11 angab. Bei p = 4 zum ersten Male existirt
eine Art symmetrischer Flichen, welche keinen hyperelliptischen Re-
prisentanten zulésst: das sind die orthosymmetrischen Flichen mit 3

Symmetrielinien. Solcher Arten giebt es allgemein [p ;2] .




Ueber Realititsverhitltnisse bei der Curve der g. 5

§ 2.
Von den Normalcurven der ¢, die zu den symmetrischen Fldchen
gehdren.

Wir definiren jetzt die Normalcurve der ¢ in iiblicher Weise

durch die Formeln:

P @i i @Qp=dw :dw,: . :dw,,

unter ,, w,, ..., Wy irgend p linear unabhiingige iiberall endliche
Integrale der Fliche verstanden®). Dabei konnen wir vermoge der in
meiner Schrift 1, ¢. gegebenen Ueberlegung die dw jedenfalls so aus-
suchen, dass ihre Verhiltnisse in symmetrischen Punkten der Fliche
conjugirt imaginire Werthe annehmen. Solcher Weise haben wir dann
- der symmetrischen Fliche entsprechend eine reelle Curve der @. Zu-
gleich ist ersichtlich, dass diese Curve abgesehen von reellen Collinea-
tionen, denen man sie unterwerfen mag, bei gegebener Riemann’scher
Fliche vollig bestimmt ist, Den A Symmetrielinien der Fliche ent-
sprechend hat sie 4 reclle Ziige. Man tiberzeugt sich leicht, dass dieselben
alle paaren Charakter besitzen. Ueberhaupt sind sie alle gleichberechtigt.
Wir nennen die Curve orthosymmetrisch oder diasymmetrisch, jenachdem
es die zugehdrige Riemann’sche Fliche ist.

Beispielsweise éntstehien bei p = 3 sechs Arten von ebenen Curven
vierter Ordnung (wie das mit der von anderer Seite bekannten Theorie
dieser Curven stimmt): zwei orthosymmetrische Arten mit 4, bez. 2 und
vier diasymmetrische Arten mit 3, 2, 1, O reellen Ztigen. Es kann nur die-
Frage sein, welche der zwei bekannten zweitheiligen Curven vierter
Ordnung die orthosymmetrische ist, die ,,Giirtelcurve* oder die andere,
deren zwei Ovale aus einander liegen. Hier entscheiden die Riemann’-
schen Flichen, die ich in Bd. 10 zu den einzelnen Curvenarten hinzu-
construirt habe**). Nehmen wir etwa den Fall der Giirtelcurve. Zer-
schneiden wir die dort gegebene, zu ihr gehdrige Riemann’sche Fliche
lings der beiden Ziige der Curve, so zerfillt die Fliche in zwei Stiicke.
Die Giirteleurve st also orthosymmetrisch. Das gleiche Resultat ent-

: *) Was diesen Uebergang zur ,,Sprechweise der analytischen Geometri¢* "
und die Einfihrung der ,,Curve der p* insbesondere angeht, so darf ich den
Leser, der damit nicht vertraut ist, vielleicht auf die Darstellung verweisen,
welche hieriiber in meinen von Hrn. Fricke bearbeiteten Vorlesungen ibet
elliptische Modulfunctionen in Bd. I, p. 556—572 gegeben ist. S

*#) Ich hebe gern hervor, dase ich ebenda in Bd. 10 beim n#hern Studiun
meiner ,neuen* Riemann’schen Flachen (auf pag. 416) zum ersten Male,m;:.;_ﬂn%'ér-
scheidung der reellen Curven in orthosymmetrische und diasymmetrische, gefiihrt
worden bin, an die ich dann freilich damals keine weiteren Folge;‘u;igén an-
zuschliessen wusste, weil mir zur Zeit der Riemann’sche Existencsatz thd die ganze
von ihm beginnende- Betrachtungsweise noch unbekannt war. -~ ‘
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steht, wenn wir die hyperelliptischen Fille heranziehen (wegen deren
ich hier, wo es sich um p = 3 handelt, auf die Darstellung in Bd. 11
verweisen darf). Wir haben da als Normalcurve der ¢ einen doppelt-
zihlenden eintheiligen Kegelschnitt, auf dem wir so viele ,,Scheitel*
anzubringen haben, als f=0 reelle Verzweigungspunkte liefert. Ist
diese Zahl wieder gleich 27z, und nehmen wir = vorab > 0, so zerfillt
der Kegelschnitt durch besagte Scheitel in 27 Segmente, die man dann,
um zu einer allgemeinen Curve vierter Ordnung iiberzugehen, ab-
wechselnd wegnehmen, beziehungsweise in schmale Ovale verwandeln
wird. Ist aber z = 0, so werden wir beim Uebergang zur allgemeinen
" Curve vierter Ordnung entweder den ganzen Kegelschnitt wegnehmen
miissen [was die nulltheilige Curve vierter Ordnung ergiebt] oder ihn
nach seiner ganzen Erstreckung in zwei reelle Ziige spalten miissen
[wobei eben die Giirtelcurve entsteht]. Die Giirtelcurve entspricht also
dem hyperelligtischen Falle mit © =0 und ist eben darum orthosym-
metrisch.

Nehmen wir femaer p = 4. Die Normalcurve der ¢ liegt hier im
dreidimensionalen Raume und stellt sich als voller Schnitt einer Fliche
zweiten und einer Fldche dritten Grades dar. Aber die verschiedenen
Mbglichkeiten des genannten Schnittes hat man direct noch nicht
untersucht und wir sehen uns also, was die Discussion der moglichen
Curvengestalten betrifft, auf unsere eigenen Hiilfsmittel angewiesen.
Wir beginnen vielleicht vom hyperelliptischen Falle aus. Da haben wir
(als Beriithrungsschnitt eines Kegels zweiter Ordnung mit einer Fliche
dritten Grades) eine doppeltzihlende Raumcurve dritter Ordnung vor
uns und auf dieser jenachdem 10, 8, 6, 4, 2, O reelle Scheitel. Indem
wir dann genau so operiren, wie mit dem doppeltzihlenden Kegelschnitte
im Falle der Curven vierter Ordnung, erhalten wir zundchst Curven
sechster Ordnung, die aus 5, 4, 3, 2, 1 neben einander liegenden
Ovalen bestehen: nur die erste dieser Curven ist orthosymmetrisch,
die anderen sind diasymmetrisch. Ferner aber erhalten wir von der
doppeltzihlenden Curve dritter Ordnung aus, die keinen reellen Scheitel
trigt, einerseits die nulltheilige Cg [welche diasymmetrisch ist], anderer-
seits eine merkwiirdige eintheilige C,, deren einer Curvenzug sich
lings der ganzen Erstreckung der Curve dritter Ordnung doppelt hin-
zieht. Dies ist die eintheilige orthosymmetrische Cg. Es fehlt uns nun
noch die orthosymmetrische Curve mit drei reellen Ziigen, und diese
kann uns, wie wir wissen, vom hyperelliptischen Falle aus tiberhaupt
nicht geliefert werden. Gliicklicherweise giebt es einen anderen Ansatz,
welcher in einfachster Weise eine dreitheilige C, liefert, welche von
der gerade construirten dreitheiligen diasymmetrischen Curve durch
die Anordnung ihrer Ovale verschieden ist und daher nothwendig
orthosymmetrisch ist. Man schneide némlich ein Ellipsoid oder auch
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ein Hyperboloid durch drei Parallelebenen in drei Ellipsen und ersetee
dann die drei Parallelebenen durch eine in ihrer unmittelbaren Nihe
verlaufende eigentliche Fliche dritter Ordnung. Die entstehende Durch-
schnittscurve hat ersichtlich keine dreifachen Tangentialebenen, welche
alle drei Ovale der Curve gleichzeitig bertihrten, und eben hierin
werden wir bald eine Bestiitigung ihres orthosymmetrischen Charakters
erblicken.

§ 3.
Einfiihrung der Doppelpunktsmethode.

Die Ueberfihrung in ein hyperelliptisches Gebilde ist nur einer
derjenigen Continuititsprocesse, die wir beim Studium unserer reellen
Curven benutzen wollen. Wir stellen daneben die Ueberfithrung der
Curve in eine solche mit isolirtem Doppelpunkte. Wir denken uns
dieselbe in der Weise bewerkstelligt, dass wir irgend eine der Sym-
metrielinien der zugehdrigen Riemann’schen Fliche auf einen Punkt
zusammenziehen. Dies setzt natiirlich voraus, dass die Fliche iiber-
haupt eine Symmetrielinie hat: die nulltheiligen Curven bleiben also
von unserem Verfahren ausgeschlossen. Aber auch diejenigen ortho-
symmetrischen Fille missen bei Seite gelassen werden, welche nur
eine Symmetrielinie besitzen (was natiirlich gerades p voraussetat).
Ziehen wir néimlich bei ihnen die eine #berhaupt vorhandene Symmetrie-
linie zu einem Punkte zusammen, so zerfill! dabei die Fléche in zwei
Stiicke. Dementsprechend degenerirt dann die zugehorige Curve der
@ in einer Weise, die complicirt ist, und hier nicht weiter verfolgt
werden soll. Gliicklicherweise gehtoren die beiden hiernach aus-
zuschliessenden Fille zu denjenigen, die man hyperelliptisch degeneriren
lassen kann. Bei allen anderen Killen hat die Durchfiibrung des
genannten Processes und damit die Zusammenziehung eines beliebigen
Ovals der Curve zu einem isolirten Doppelpunkte keine Schwierigkeit.
Dabei entsteht dann eine Curve des Geschlechtes (p — 1), welche
ausser dem isolirten Punkte noch (A — 1) reelle Ziige hat, und iibrigens
orthosymmetrisch oder diasymmetrisch ist, je nachdem es die urspriing-
liche Curve war. Dieselbe ist nach wie vor von der Ordnung (2p —2)
und im Raume von (p—1) Dimensionen gelegen. Projicirt man sie
von ihrem Doppelpunkte aus auf einen Raum von (p —2) Dimensionen,
so entsteht in diesem eine Normaleurve der ¢ des Geschlechtes (p-—-!)
von der Ordnung 2p—4).

Sollen wir diese geometrischen Verhiltnisse durch Beispielé : e
legen, so nehmen wir vielleicht zunichst den Fall der Giirtelcurve
p=3. Hier bat es ersichtlich keine Schwierigkeit, das inmere Oval
auf einen Punkt zusammenzuziehen. Von diesem aus projiciren wir
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jetzt die Curve auf eine gerade Linie. Die Gerade wird dann nach
ihrer ganzen Erstreckung von den Bildpunkten doppelt iiberdeckt, so
zwar, dass dabei kein reeller ,Scheitel* auftritt. Das entspricht
in der That dem orthosymmetrischen Falle 2 — 1 des Geschlechtes
p» =2, Wie aber kann man das #ussere Oval einer Giirteleurve zu
einem isolirten Punkte zusammenziehen? Einfach so, dass man das-
selbe vorab durch das andere Oval hindurchtreten ldsst. Dabei wird
als Zwischenfall ein doppeltzihlender Kegelschnitt iberschritten, der
dem Geschlechte p = 3 angehort, d. h. der beziigliche hyperelliptische
Fall. — Man nehme ferner die dreitheilige orthosymmetrische Curve
des Geschlechtes p — 4, die wir vorhin als den Schnitt einer Fliche
- zweiter Ordnung und einer Fliche dritter Ordnung erzeugten. Hier
erreichen wir durch Abinderung der letztgenannten Flichen mit
Leichtigkeit, dass sich ein beliebiges Oval der Curve zum isolirten
Punkte zusammenzieht. Projiciren wir dann die Curve vom isolirten
Punkte aus auf die Ebene, so entsteht in letzterer richtig die ortho-
symmetrische Curve 4 —= 2 des Geschlechtes 3, ndmlich eine Giirtel-
curve vierter Ordnung. — :

Der Uebergang zum hyperelliptischen Gebilde und die hiermit
besprochene Einfilhrung eines isolirten Doppelpunktes sind die ein-
zigen Degenerationsprocesse, die wir bei unseren Curven in Betracht
ziehen wollen. Es hat ja keine Schwierigkeit, noch andere Processe
heranzuziehen. Wir konnten z. B. mehrere Ziige unserer Curve gleich-
zeitig in isolirte Doppelpunkte tiberfilhren. Wir konnten auch jeden:
einzelnen der erhaltenen Doppelpunkte vollends verschwinden lassen,
wodurch das Geschlecht wieder .auf p-steigt, die Ziigezabl und Art
ungerer Cuarve aber- eine. andereé wird. ‘Es ist besonders interessant,
bei-den sogleich zu gebenden Abzihlungen alle diese Moglichkeiten
ing Einzelne zu verfolgen. Doch wiirde es sich dabei nur um Be-
stitigungén der von uns zu machenden Angaben handeln, und. wir
lassen also alle diese Entwickelungen hier der Kiirze halber hei Seite.

. § 4' S . e ‘

Allgemeine Sitze iiber die zu unseren Curven gehdrigen ¢ und F,.
Unter einer ¢ verstehe ich fortan allgemein ein solches Gebilde

des Raumes der @, : ,:-.-: @,, welches durch eine lineare Glei-
chung zwischen den @, @, - - - dargestellt wird, -unter einer f, aber
ein Gebilde, welches durch eine Gleichung ur Ordnung gegeben wird.
Beriihren die ¢, f, unsere Curve tiberall, wo sie dieselbe treffen, also
in (p—1), bez. in p(p—1) Punkten, so nenne ich sie ®, bez. F,.
Die @, & sind also nichts Anderes als die f;, Fy, und es geschieht
nur wegen ihrer Wichtigkeit, dass sie mit einem besonderen Namen
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belegt sind. Der besondere Zielpunkt der gegenwirtigen Arbeit soll sein,
. die Realititsverhdlinisse darsulegen, welche die & wie die F, bei den
verschiedenen Arten reeller Normalcurven darbieten, die wir unterschieden
haben, und damit die Realititstheoreme, welche man wber die Doppel-
tangenten und sonstigen Beriihrungscurven der ebenen Curven vierter
Ordnung hat, auf belicbige p 2w ibertragen. Ich darf hier vorab die
allgemeinen Sitze von der Theorie der Abel’schen Functionen zusam-
menstellen, welche die Grundlage fiir jedes Studium dieser @, F,
bilden miissen :

Seien w,, w,, ..., wp irgend p zur Curve gehorige linear unab-
héingige Integrale erster Gattung, P, 1, ..., Pa,p die p ersten, Py y,..., Pap
die p zweiten Perioden von w,. Seien ferner z,, . .., Zzp—s die Schnitt-
punkte unserer Curve mit irgend einer @, 2 ein beliebiger fester Punkt
der Curve. Man hat dann die Gleichungen des Abel'schen Theorems:

(1) W w PP =K, (mod. Pog, Pup),

die umgekehrt ausreichen, nachdem man die K, an irgend einer be-
sonderen ¢ berechnet hat, um die @, ..., Z3,—s als volles Schnitt-
punktssystem der Curve flit einer ¢ zu charakterisiren, Man beachte,
dass die hiermit eingefiihrten Constanten K, ihrer Natur nach nur
big auf beliebige ganzzahlige Multipla der Perioden Pug, P,z definirt
sind.” — Wir betrachten ferner die Schnittpunktssysteme unserer Curve
mit einer f,. Wir erhalten als nothwendige und hinreichende Be-
dingung dafiir, dass die Punkte z,, ..., Z2,(p—1) unserer Curve ein
solches Schnittpunktssystem bilden, die Gleichungen:

(@) Yo WO =K (mod, Pag, Pap).

In (1) und (2) brauchen wir jetzt die Punkte 2 nur paarweise zusam-
menfallen zu lassen, um die Beriihrungspunkte einer ¢, bez. F, zu
erhalten Indem wir beiderseits durch 2 dividiren, erhalten wir 2ir
verschiedene Gleichungssysteme, nimlich erstens fiir die ®:

a3

IH

(3) w:n, + s + w:p—lﬂ

d. P, P,
zweitens fiir die F: (mo » )
b4
@) w4+ wau(p~x)»' +29ﬁ 2
(mod. P, P’);

hier bedeuten die gz, g3 2p Zahlen, welche nach Belieben gleich 0
oder 1 zu nehmen sind. Diese 227 Glewhungssysteme stellen uns eben-
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soviele Umkehrprobleme sur Bestimmung der &, bes. der F, vor. Aber
wir werden uns bei Discussion derselben zun#chst auf die Gleichungen (4)
mit g > 1 beschrinken miissen. Denn die Gleichungen (3) enthalten
nur (p —1) Unbekannte, sind also iiberzihlig, und es bedarf tiefer
gehender Untersuchungen, die erst durch die Theorie der Thetafunc-
tionen geliefert werden, um zu unterscheiden, welche der 2*# in (3)
eingeschlossenen Gleichungssysteme tiberhaupt Losungen zulassen. Fiir
p > 1 aber haben wir folgende Sitze:

1) Ein jedes der 2%# Umkehrprobleme hat sicher Ldsungen; es
giebt also 22# Schaaren von F,.

2) Was die Zahl der Liosungen angeht, so mfissen wir den Fall
p =2, gg =0, g = 0 vorweg nehmen, fiir den die Gleichungen (4)
mit den Gleichungen (1) zusammenfallen und bei dem es sich also
einfach um diejenigen co—! Punktsysteme 2, . . . 23,3 handelt, in
denen die ¢ schneiden (welche doppeltzihlend als uneigentliche F,
anzusehen sind).

3) In allen anderen Fillen hat man es durchaus mit ,,bestimmten
Umkehrproblemen zu thun, d. h. von den p(p—1) Punkien 2,...2u(p—y;
sind genau p(p — 1) — p willkirlich anzunechmen. lch werde dies kurz
wohl so ausdriicken, dass ich sage: die sugehirigen Schaaren von F,
sind [p(p—1) — p)-fach unendlich. Da sind denn alle F,, welche in
denselben Punkten x beriibren, nur fiir eine F, gezihlt, was ja
nattirlich ungenau ist, weil man bei hoheren Werthen von g aus jeder
F,, die in irgendwelchen Punkten 2 beriihrt, unendlich viele F,
machen kann, die in den namlichen Punkten z berthren, indem man
einfach’ diejenigen f., welche lings der Curve identisch verschwinden,
mit irgendwolchen Zahlenfactoren multiplicirt hinzuaddirt. Ich denke
aber, dass diese Ungenauigkeit keine Missverstindnisse zur Folge
haben wird. .

4) Ist u gerade und alle g4, ¢z gleich Null, so kann die Schaar
der F, allemal durch die Gesammiheit der doppeltgeaahlte» f « ersetst

3

werden. :
5) Ueberhaupt aber wird es ber geradem u niemals zweifelhaft
sein, welches Zahlensystem der gz, o3 man einer bestimmten F, zu-
ordnen soll, Denn es handelt sich in den Gleichungen (4) bei geradem
¢ rechter Hand um ganzzahlige Multipla der K,, und die K, sind
selbst, wie wir hervorhoben, his auf ganzzahlige Multipla der Perioden
Pop, Py bestimmt. Das Zahlensystem gp, o, welches einer F), gerader
Ordnung zugehort, nennen wir ihre Elementarcharakteristik.

6) Anders bei ungeradem g, insofern die dann rechter Hand

. K . . .
stehenden Grossen —2" von vornherein nur bis auf halbe Perioden
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bestimmt erscheinen. Die g4, o5 des einzelnen F), sind also keines-
wegs fixirt, nur die Differenzen s — 95, 0p — @ sind es, welche zu
zwei verschiedenen F,, F, gehoren. Wir haben da also zundchst
Leine absoluten Charakteristiken ¢, @, sondern nur relative Charakie-
ristiken (Elementarcharakteristiken).

Zur Erginzung dieser Sitze ziehen wir nunmehr die Theorie der
Thetafunctionen heran. Indem wir auf der Riemann’schen Fliche irgend-
wie ein ,kanonisches* Querschnittsystem construiren, fihren wir statt
der w, , w,, . ... wp, Normalintegrale j,s jy, - - -, Jp €in, deren kanonische
Perioden P, Pas in iiblicher Weise so lauten werden:

Pal -Pa2'-- Paﬁ P:;l -'°-Pc;p

jl 1 0 ... 0O Ty ce s Tip
®) Gl 0 1 L0 |7y .. Tey

dol 0 0 i 1 | Tpr .. Thy

Die P.s entsprechen hier der Ueberschreitung der 4,, die Pep der
Ueberschreitung der By. Ich will annehmen, .dass man dabei einfach
setzen kann:

(6) Py i@yt ci@p=_djiidjy:---:djp.

Unsere Curve ist dann auf ein Normalcoordinatensystem bezogen; fiir
jedes System kanonischer Querschnitte unserer Riemann’schen Fliche
wird es ein solches Coordinatensystem geben. Im Uebrigen definiren
wir jetzt die 222 Thetafunctionen durch die Reibenentwickelungen:

+o  tw
(D al‘,‘..,gp |(j17 cve2dpy Trrreees Top) =2'.' ' 'Z"pE)

Ap-cohy
wo

(sz Zp%(n.ﬁ +P) f;,e +z§i(na+ 2Y (gt 22 )

Hier haben die Zahlen g, . .. gy, A, ... by, welche die ,,Charakteristik*
der Thetafunction ausmachen, unabhiingig von einander die Werthe
0 und 1 anzunehmen, und die Thetafunction ist als Function der
Jy+-+Jp gerade oder ungerade, jenachdem g,k + - -4 gphpy =0
oder = 1 (mod. 2). Des Weiteren ergiebt sich dann:

1) Jeder Schaar von F, ungerader Ordnung ist eine bestimmie Theta-

in
== @

K
function zugeordnet. Die Definition der Grossen %i in den Formeln

(4) ldsst sich darauf so wihlen, dass die gz, ¢ gleich den hg, gp
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der zugehorigen Thetafunction werden. Die F, ungerader Ordnung
erhalten so absolute Charakteristiken, welche wir ihre Primcharakte-
ristiken nennen,

K
2) Nach der hiermit bezeichneten Fixirung der Grissen - ent-

scheidet sich die Frage, ob es den Gleichungen (3) entsprechend fir
bestimmte g, ¢ iiberall berithrende ® giebt, bez. wie viele solcher P
es giebt, aus der Potenzentwickelung des zugehtrigen & (nach an-
steigenden Pofenzen der j,, j, - - - jp)- Im Allgemeinen beginnt die
Reihenentwickelung der geraden # mit einem constanten Gliede, die-
jenige der ungeraden & mit einem linearen Gliede:

08\ . ;. .4 (22) .
a—jx—)o....oj‘! + + (3.7}, )0-'-0 Te
(wo die den Differentialquotienten beigesetzten Indices 0 ... 0 bede}lten
sollen, dass fir j,, ..., j, die Werthe O, ..., O einzutragen sind).
Dem geraden & entspricht dann kein ®, dem ungeraden & eines, welches,
auf das Normalcoordinatensystem bezogen, durch die Gleichung:

®) (&), ot + (5, =0

gegeben ist. In besonderen Fillen aber kann die Potenzentwickelung
eines geraden oder ungeraden & auch mit Gliedern hoherer Ordnung,
sagen wir der o' Ordnung, beginnen. Es wird dann eine (¢ — 1)-fach
unendliche Schaar zugehiriger d geben, deren Gleichungen aus dem Gliede
o' Ordnung der fiir das & geltenden Reihenentwickelung algebraisch.
abgeleitet werden kinnen. :

'8y Die Theorie der & gestaltet sich hiernach im speciellen Falle
vielfach anders, als im allgemeinen Falle. So ist es besonders bei den
hyperelliptischen Gebilden. Als Vergleichspunkt fiir Realititsfragen
muss dann nicht sowohl die Theorie der & selbst, sondern die Theorie
der & [speciell der ungeraden &) dienen.

§ 5.

Besondere - Angaben iiber die &, ¢, F, der hyperelliptischen Gebilde.

Moge das hyperelliptische Gebilde analytisch wieder durch die
Gleichung:
(1) $ = Vfapt2(#) :
gogeben sein. Es ist dann bekanntlich moglich, iiber die zugehdrigen
&, &, F, specielle Angaben zu machen, sofern man die einzelnen.
Factoren von f als bekannt ansehen will, so dass also ein Eingehen

auf die transcendente Theorie hier noch nicht erforderlich ist. Eg
gelten in dieser Hinsicht die folgenden Sitze: o
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1.- Fir die Theorie der & sind die Spaltungen von f in zwei

4
Factoren ¥,y1 20 - Zp+1+20 fundamental (wo o eine beliebige ganze Zahl
bedeuten soll, die >0 und < %—1— ist). Einer jeden solchen Spaltung

entspricht ein &, und umgekehrt. Das betreffende & ist gerade oder
ungerade, je nachdem es o ist.

2. Wir konnen hiernach die ®, welche es giebt, direct den Spal-
tungen von f in zwei Factoren der genannten Art zuordmen. Die
Sache wird dann die, dass nur bei solchen Spaltungen, deren ¢ = 0
ist, keine ® auftreten und dass tibrigens die zu der einzelnen Spaltung
gehorigen ® durch die Formel gegeben sind:

(2) . 1/6——" WYo1 * V¥pi1—20.

Hier soll ¥;_; irgend ein Polynom von 2z vom Grade (6 — 1) bedeuten.

8. Ein entsprechender Ansatz wird flir die F, ungerader Ordnung
gelten. Sei g =2v 4 1, s0 erhilt man die sémmtlichen existirenden
F,, wenn man den verschiedenen unter (1) genannten Spaltungen ent-
sprechend setzt:

@) VEFi=Yyotyro—t Vo130 + Xs(p-v-0—1 * V Int2420-

Hier bedeuten ¥, X wieder irgend welche Polynome von dem durch
den beztiglichen Index gegebenen Grade. Ferner hat ¢ alle seine
Werthe, die Null eingeschlossen, zu durehlaufen.

4. Fir die F, gerader Ordnung kommen in analoger Weise die
Zerlegungen von f in Factoren s, : fopt+a—20 in Betracht; das’ sind
dieselben Zerlegungen, die wir schon. betrachteten, wenn p ungerade,
aber andere Zerlegungen, wenn p gerade.

5. Indem wir p = 2v setzen, sind die F, gerader Ordnung den
einzelnen Zerlegungen entsprechend durch die Formel gegeben:

(4)  VF,=VYyp-1)-0 - V¥20 + Xo—1)(p-11t0-3 " V T2pte-20- —

Von diesen Sitzen aus kann man im Kalle des einzelnen reellen
hyperelliptischen Gebildes natiirlich sehr leicht die Realitit des einzelnen
® oder F, (oder auch der &) beurtheilen. Es wird vor allem darauf
ankommen, unter den Spaltungen von f in zwei Factoren ¢ .y die
mreellen” herauszugreifen. Reell aber ist eine Spaltung erstlich und
hauptséchlich, wenn die Factoren v, 1 einzeln reell sind, dann noch,
wenn die ¢, g conjugirt imaginér sind. Letazteres kann natiirlich nur
bei solchen f eintreten, deren simmtliche Wurzeln imaginir sind, und
such dann nur bei den Spaltungen in W41 - fp41. Statt lingerer Er-
lauterangen will ich Tabellen fiir p = 2, 3 geben, aus denen die hier
in Betracht kommende Gesetzmassigkeit am besten ersichtlich ist. In
denselben ist die Zahl der reellen Wurzeln von [ wieder mit 27 be-
zeichnet,
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\ »=2. Spaltungen von f.
a) Reelle Spaltungen der Form #pi1 26 . Ypt1+20-

2t = 0(2|4]|6

Reelle 9,7, |0 |2 |46
Reelle w5, 7, |0 |2 |4 |10
Conjugirte ¥, 2,/ 4 [0 |0 [ O
Reelle Spaltungen N
iiberhaupt 414|816

b) Reelle Spaltungen der Form s5. y2p42-20-
27 = 012|416

Reelle 9y, 2¢ |1 |1 |1 |1

Reelle #,, g, 313715

Reelle Spaltungen
iiberhaupt 4 |4 |8 116

Von hier aus ergiebt sich beispielsweise als Regel: Ist p gerade
und 2t die Zahl der reellen Factoren von f, so hat man fir v > 0
sowohl bei a) wie bei b) 2#+7-1 Spaltumgen in reelle Factoren, fiir
. %= 0 aber bei a) 22 Spaltungen in conjugirte Factoren, bei b) 27 Spal-
tungen i reelle Factoren.

»==3. Spaltungen von f;.
Reelle Spaltungen der Form 9pt1-20- Xpt120 = Y20 . X2p42-20-

2t = 02 |4]|6]|8
Reelle v,, g, 171111 1
Reelle v,, 2 | 4 | 4| 8 |1628
Reelle v,, 1, 3137 ]15(385
Conjugirte ,, z,{ 8 | 0 | 0 | 0 | O

Reelle Spaltungen
tiberhaupt. 16| 8 |16 | 32 | 64
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Von hier aus dann etwa wieder: Ist p ungerade und 27 die Zahl
der reellen- Wurzeln von f, so hat man fir v >0 2¢t=1 Spaltungen
in reelle Factoren, fiir v =0 aber 22 Spaltungen in conjugirte Factoren
und 22 Spaltungen in reelle Factoren.

An diese Realitdtsdiscussion der Spaltungen schliesst sich dann
zunichst, von Formel (2) aus, diejenige der ®. Ich will hier einen
zusammenfassenden Satz nur fiir diejenigen ® aussprechen, welche
ungeraden ¢ zugehdren; denn sie allein kommen in Betracht, wenn
wir hernach vom hyperelliptischen Gebilde zum allgemeinen Gebilde
iibergehen. Wir haben:

So lange © >0 und < (p + 1), ist die Zahl der verschiedenen hier
in Betracht kommenden reellen & gleich 27-++-2,

Fiir v =p 4+ 1 wird die Zahl gleich 27-1(22—1), fiir v = 0 bei
geradem p gleich O, bei ungeradem p gleich 221

Ferner aber die Realitdtsdiscussion der ¥,. Da sind die Gebilde
mit > 0 sofort erledigt, indem wir sagen:

Reclle Spaltungen von [ ergeben auch reelle Schaaren zugehiriger F,.

Dagegen ist der Fall 7 =0 in nihere Betrachtung zu ziehen.
Ich will fopye hier wieder als positives Polynom voraussetzen. Das
reelle hyperelliptische Gebilde kann dann noch in einer der beiden
Formen vorgelegt sein:

@) 5= Vfrpi2(8), B) s =iV spse(e);
im ersteren Falle ist es orthosymmetrisch, im letateren diasymmetrisch.
Wir nehmen nun erstlich p gerade und betrachten die Zerlegungen
von [ in ¥pt1-20 - Xp+1+20. Reell sind unter denselben nur diejenigen
mit 6 = 0, bei denen ¥ und j conjugirt imagindr sind. Wir setzen
nun nach Formel (3):

VEu=Ysp-1 . V¥pt'+ Xotp—-1 - Vilp1
und nehmen hier die ¥, X ebenfalls conjugirt imaginar. Indem wir
quadriren, erhalten wir einen Werth von F,, in welchen wir entweder,
vermbge «), das s, oder, vermége B), das s’ einfilhren werden. Wir
sehen:

I. Im Falle &) ligfert jede Spaltung von f in conjugirt imagindre
Factoren eine Schaar reeller F,, (ungerader Ordnung), im Falle B) aber
eine Schaar, die man pur insofern als reell bezeichmen kann, als in
thr neben der einzelnen imaginiren F, immer auch deren comjugirte
auftritt.

Wir betrachten ferner, bei geradem p, die Zerlegungen von f in
Factoren g, . f2p+2-20. Reelle Spaltungen entstehen hier nur .so,
dass man die @, 3 einzeln reell nimmt. Ausgehend von Formel (4):

VE =Yypt-0 - V20 + Xo—nis—tyto—2 - V Yapte-20




16 F. KuEin.

werden wir jetzt sowohl im Falle &) als im Falle B). reelle F), erhalten
konnen. Wir werden zu dem Zwecke im Falle «) die Ceefﬁc§enten
von ¥, X simmtlich reell nehmen, im Falle B) aber die Coefficienten
von ¥ reell, die von X rein imagindr. Also:

1. Eine jede der hier in Betracht kommenden reellen Spaltungere
von f liefert fiir @) wie fiir B) eine Schaar recller F, gerader Ordnung.

Wir nehmen endlich das p ungerade. Da haben wir neben ein-
ander 2¢ Spaltungen von f in conjugirt imaginire Factoren und eben-
soviele in reelle Factoren zu betrachten. Eine jede dieser Spaltungen
ergiebt F, von ungerader, wie von gerader Ordnung. Wir seben
. sofort:

111, Was dié¢ Realitit der F,, bei ungeradem p angeht, so haben wir
fiir comjugirt imagindre ¥, y einen Sate gans wie I, fir reelle ¢, X
einen. Satz wie 11

§ 6.
Die Realititstheoreme des allgemeinen Falles.

Aus der Realitit der &, F, der hyperelliptischen Fille werden
wir jetzt ohne Weiteres auf die Realitdt der beziiglichen Gebilde in
allen denjenigen Fillen symmetrischer Flichen schliessen diirfen, die
einen hyperelliptischen Reprisentanten enthalten; bei den & werden
wir dabei natiirlich, wie wir schon bemerkten, nur diejenigen mit-
zihlen diirfen, welche Zerlegungen von f in ¥p1-sq - Ap+1+20 Wit UD-
geradem ¢ entsprechen; denn nur diese gehdren zu ungeraden &. —

. In der That ist klar, dass sich die Realitét der einzelnen Schaaren
der, F,, wie der. ®, nicht &ndern kann (selbst wenn einzelne @
zwischendiirch einmal unbestimmt werden), so lange sich die sym-
metrische Riemann’sche Fliche nur innerhalb ihrer Art abandert. Denn
es konnen niemals zwei F, oder auch zwei ®, die verschiedenen
Charakteristiken angehtren, zusammenfallen, so lange man es tiber-
haupt ' mit einer Riemann’schen Fliche vom Geschlechte p zu thun
hat. — Aber wir konnen weiter gehen. Die Zahl der Beriihrungs-
punkte, welche eine reelle F, oder ® mit dem einzelnen reellen Zuge
unserer Curve gemein hat, kann offenbar, so lange sich die Curve
innerhalb ihrer Art, d. h. stetig, @ndert, nur um gerade Zahlen ab-
geiindert werden; es wird also eine bleibende Unterscheidung abgebern,
ob dieselbe gerade ist (die Null eingeschlossen) oder wumgerade. Wir
theilen unsere F,, ® dementsprechend bei jeder einzelnen unserer
Curvenarten in Classen je nach den Curvenziigen, welche sie ungerad-
2ahlig beriihren. Ich werde die Classen in der Bezeichnung so weit
zur Geltung bringen, dass ich die Zahl der ungeradzahlig beriihrten
Ovale durch einen dem F) oder ® oben zugesetzten Accent bezeichne,
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®©® z. B, wird eine ® heissen, wenn sie kein Oval ungeradzahlig be-
rithrt, wenn sie also moglicherweise iiberhaupt kein Oval berithrt
(entsprechend den ,,Doppeltangenten erster Art“ der ebenen Curven
vierter Ordnung bei Zeuthen). Bei geradem u wird es natiirlich nur
FO F® FP, ... geben konnen (da doch die Gesammtzahl der
reellen Berithrungspunkte bei diesen ¥, gerade sein muss]. Analog
gibt es bei ungeradem g, sofern p gerade ist, Fy), FY, ... dagegen,
wenn p ungerade ist, wieder F,(f”, Ff), -«. . Dasselbe gilt fiir die ¢.
Die einzelnen F\”, &) bezeichnen wir dabei als denjenigen o Ovalen
,zugehdrigt, die eben von ihnen ungeradzahlig berithrt werden. Natiirlich
kénnen nur solche F™, & existiren, welche, wie ich mich aus-
driicke, combinaforisch miglich sind. KEs soll dies heissen, dass erstens
o gerade oder ungerade genommen ist nach der soeben angedeuteten
Regel, dass zweitens (wie selbstverstindlich) @ < 4 ist, unter 1 die
Gesammtzahl der iiberhaupt vorhandenen Curvenovale verstanden. Und
min 'werden wir verlangen diirfen, bei jeder eincelnen wnserer Curven-

arten-die " Gesammizahl der verschiedenen Arten reeller F™, @ anoy-
geben, welche in irgend welche combinatorisch-migliche Classe gehoren.

Die so erweiterte Frage wird sich fiir die simmtlichen diasym-
metrischen Arten wie filr die beiden #ussersten orthosymmetrischen
Arten wieder ohne Weiteres aus dem Verhalten der entsprechenden-
hyperelliptischen Gebildé beantworten lassen; man hat bei der D!scussmuj
der letzteren nur noch mehr in’s Einzelne zu gehen, als wir im voriges.
Paragraphen gethan haben. Ich ziehe aber vor, die betreffenden Sitee;
bei denen sich die ,mittleren‘ orthosymmetrischen Fille von den tibrigew
Fillen schliesslich gar nicht abtrennen, sundchst einmal als solche ganz
* allgemein hinsustellen. Die Beweisgriinde sollen dann hinterher, soweit
sie sich nicht aus der elementaren Betrachtung der hyperelliptischen
Fille ergeben, in den folgenden Paragraphen entwickelt werden. —
Diese hier mitzutheilenden Sitze enthalten das eigentlich neue Resultat
der vorliegenden Arbeit¥*). Ich sage folgendermassen:

1) Was die ¢ angeht, so nehme ich natiirlich keine Notiz von.
den besonderen ¢, welche in einzelnen Fillen den geraden 9 ent-
sprechen mogen; auch driicke ich mich so aus, als wenn jedem un-
geraden & nur ein & zugehorte. Ich habe dann:

Man bilde sich bei den ® die sammtlichen combinatorisch moglw]ms;.
Classen , lasse dann aber in dem orthosymmetrischen Fillen die eine Classe’,
@ = A bei Seite. Jede eineelne dieser Classen wird dann in jedem .F’alle
genaw 221 yeelle © enthalten.

*) Das auf die ® beziigliche Resultat habe ich bereits in deh'Gottingér
Nachrichten vom Mai dieses Jahres (1892) bekannt gegeben.

Mathematisohe Annalen, XLII, 2
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Hiernach ist die Gesammtzahl der reellen ¢ im Falle 2 = 0
271 oder 0, jenachdem p ungerade oder gerade ist, in den diasymme-
trischen Fillen 2742 in den orthosymmetrischen Fillen 2r—1(24-1—1).

2) Bei den F, nehme man die Fille 4 > 0 vorweg. Man hat
dann:

Es gibt in diesen Fillen bei jedem u von jeder combinatorisch mog-
lichen Classe genaw 27 reelle Arten. -

3) Was endlich die F), im Falle 4 = 0 angeht, so hat man zwischen
geradem und ungeradem p zu unterscheiden. Bei geradem p hat man
wieder die geraden und die ungeradem g auseinanderzuhalten. Bei

geradem yu giebt es 2¢ Schaaren reeller F, (die natirlich als F\’ zu

bezeichnen sind), bei ungeradem w 2¢ Schaaren von F,, welche nur
insofern als reell zu bezeichnen sind, als sie zu jeder imagindren F),
die conjugirte enthalten (diese F, fallen aus der verabredeten Bezeich-
nung heraus; man konnte sie als [F,] benennen). Dagegen verhalten
sich bei ungeradem p die geraden und ungeraden u tibereinstimmend :

Es gibt bei jedem p 22 Schaaren reeller F und 22 Schaaren von [F,]. —
Hierzu dann etwa noch folgende Bemerkungen :

ad 1), Hier finden sich natiirlich die Zeuthen’schen Sitze von den
Doppeltangenten der ebenen Curven vierter Ordnung wieder und zwar in
der Form: allemal gibt es 4 Doppeltangenten ¢° und ausserdem, sofern
wir nur den Fall der Giirtelcurve bei Seite lassen, zu je 2 Ovalen,
die wir unter den vorhandenen nach Belieben herausgreifen mogen,
4 zugehorige Doppeltangenten ¢@. —
« Uebrigens mag man darin, dass bet thnen die Combination ®@
wegfillt, den geometrischen Unterschied der 2 -theiligen orthosym-
metrischen Curven von den mit gleicher Ziigezahl ausgestatteten dia-
symmetrischen Curven erblicken. So hat die dreitheilige orthosym-
metrische Curve des Geschlechtes 4 keine Tritangentialebenen ®© (wie
wir schon am Schlusse des § 2 bemerkten), die dreitheilige diasym-
metrische Curve dagegen wird 8 derselben besitzen (wie man eben-
falls aus der Figur ohne Weiteres ersieht).

ad 2,3). Unter den F, gerader Ordnung sind hier die doppelt-

zihlenden f, mitgerechnet. Insofern alle reellen Ziige unserer Curve
)

paaren Charakter haben, werden sie von jeder Fliche und also auch

jeder f, in einer paaren Anzahl von Punkten geschnitten werden.

2 .
Als F, betrachtet gehdren die f " daher zu den F”, Von dieser be-
2

sonderen Art der F\) muss man absehen, wenn man meine jetzige
Angabe mit derjenigen vergleichen will, welche ich selbst in Bd. 10
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der Annalen oder Crone in Bd. 12 daselbst fiir die Schaaren der

Bertthrungskegelschnitte der ebenen Curven vierter Ordnung gegeben
haben.

§ 1.
Die Weichold'schen Periodicitdtsschemata.

Ich werde den Beweis der vorstehend formulirten Theoreme, so-
weit er durch elementare Betrachtung der hyperelliptischen Gebilde
goftihrt werden kann, nicht weiter verfolgen. Insbesondere mag der
Fall der nulltheiligen Curven fortan durch den Verweis anf die ent-
sprechenden hyperelliptischen Verhiltnisse als erledigt gelten. Statt
dessen wende ich mich zu neuen Betrachtungen, welche gestatten
werden, den Beweis nach gleichférmiger Methode fiir die sammilichen
wicht nulltheiligen Curven zu erbringen*). Damit ist denn die Lieke,
welche der hyperelliptische Ansatz betreffs der , mittleren* ortho-
symmetrischen Fille liess, von selbst mit ausgefillt.

Die neuen Betrachtungen schliessen sich direct an die in § 4 ge-
gebenen :SEtze aus der Theorie der Abel'schen Functionen an. Sie
gehen darauf aus, durch Construction moglichst ,,symmetrischer«
kanonischer Schnittsysteme auf den symmetrischen Flichen mit 4 > 0
Normalintegrale j, festzulegen, bei denen man tiber die Realitdt der
Perioden 7,; otwas aussagen kann, um dann eine directe Realitits-
discussion derjenigen Umkehrprobleme, bez. Thetaformeln eintreten zu
lassen, durch welche man die F,, bez, die ® bestimmen kann. Die
erste Hilfte dieses Gedankenganges ist bereits in der in der Einleitung
genannten Weicho 1d’schen Dissertation zur Durchfithrung gekommen;
ich darf mich hier darauf beschriinken, iiber die beziiglichen von Hrn.
Weichold gefundenen Resultate zu referiren (wobei ich ausschliesslich
diejenigen Momente hervorkehre, welche fiir meine jetzigen Zwecke
von Wichtigkeit sind):

Wir setzten 4 > O voraus. Dementsprechend gibt es sicher
Symmetrielinien, und nun wollen wir irgend eine derselben bevorzugen
und als ausgeseichnete Symmetnehme zu Grunde legen. Die ilbrigen
(A — 1) Symmetrielinien benutzen wir dann in irgend einer Reihen-
folge als die Schnitte 4,, ... A, unseres kanonischen Schnittnetzes.
Ferner wihlen wir die zugehongen Schnitte B,, ... By so als sich
selbst symmetnsche Curven, dass jede derselben das ihr entsprechende

" A wie auch die ausgezeichnete Symmetrielinie einmal schneidet. Es
gilt jetzt noch, weitere Schnitte Aa, ... 4p, Bi, ..., By in geeig-
neter ‘Weise einzufithren. Hier muss mh wegen der Einzelheiten auf
Weichold's eigene Darstellung verweisen. In der That werden wir

*) Dies ist dieselbe Methode, welche ich in Bd. 10 insbesondere bei Unter-
suchung der ebenen Curven 4. Ordnung gebrauchte.
9%



20 F. Krem.

diese Einzelheiten weiterhin doch nicht in Discussion ziehen. Die
Festsetzungen werden so gemacht, dass die simmtlichen Normalintegrale
Je rein imagindr ausfallen. Wir setzen daraufhin 4j, = j;. Die
,reellen‘ Integrale j, zeigen dann bei Ueberschreitung der Querschnitte
A, B Periodicititsmoduln, die wir der Deutlichkeit halber hier aus-
fithrlich hersetzen:

4, 4, A, | B, | B, B,
e |0 0 {27y, |27y, 1T1p
Ji | 0| @ 0 137y | i7y 1Tsp
.jp' | 0 0 % ’l;‘tpl ifpg ?;‘t‘,p

Und nun §st die Sache die, dass man in allen unseren Fillen die
imaginiren Theile der hier auftretenden Grossen i7.p durch eine ein-
fache - Hulfsbetrachtung (die wir hier iiberspringen) angeben kann.
Besagte imagindre Theile sind im allgemeinen Null, nur in (p+1—2)
Feldern umserer Tabelle betragen sie jedesmal % Und zwar liegen
diese (p 4+ 1 — 4) Felder in den orthosymmetrischen Fillen rechter
Hand und linker Hand von den (p 4+ 1 — 1) letzten Feldern der
Hauptdiagonale, wie folgendes Schema aufweist:

B, Bi_y|Bi| Bay | B, . |B,
alol. 0 [0] O . 0 [0
it 0 0 |0] O 0 |0
a0 0 (0] & 0 |0
a0 0 5| 0 0|0
.y t
deal O 0 |0 O 0 |+

’ s
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in den diasymmetrischen Fillen aber riicken sie in die Hauptdiagonale
selbst hinein:

B, Bii| B | Baps B,.1| B,
il o 0 0 0 0 0
Jia O 0|0} 0 0 {0
., [
710 0o|%] 01 010
i 0 ool % 0o
deaf 0| 0lo]| o 210
js | O . o0jo0)o0 0|5

Dies ist Alles, was wir aus der Weichold’schen Dissertation ge-
brauchen. Ich darf aber folgende Bemerkungen zuftigen:

a) Weichold hat auch den Fall der diasymmetrischen Fliche ohne
Symmetrielinie behandelt und bei ihm ,,reelle Normalintegrale j, ge-
funden, deren Perioden 7,. reell sind, wihrend ihre ibrigen 7

simmtlich den imaginéren Bestandtheil % aufweisen. Dieses Weichold'-

sche Schema ist indessen tberfliissig. Ich sage, dass man fiir die dia-
symmetrische Fliche ohne Symmetrielinie immer dasselbe Schema auf-
stellen kann, wie fir die niederste orthosymmetrische Flédche; nur
sind bei ihr die zu diesem Schema gehdrigen j; als rein imaginir zu
bezeichnen, die j. selbst also als reell. Man fithre némlich die ge-
gebene diasymmetrische Fliche durch Continuitét in den zugehdrigen
hyperelliptischen Fall (mit lauter imaginiren Verzweigungspunkten) tiber.
Dis so gewonnene hyperelliptische Fliche gehort dann von selbst, wie
wir wissen, zugleich der niedersten orthosymmetrischen Art an.. Mah
ziehe auf ihr jetzt diejenigen Querschnitte, wie sie Weichold fiir diese
orthosymmetrische Art vorschreibt. Zugleich construire man &ié&en
Querschnitten zugehtrig genau dieselben Integrale wie im.-ortho-
symmetrischen Falle. Diese Integrale, welche im orthosymmetrischen
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Falle reell waren, werden eben desshalb jetzt als rein imaginir zu
bezeichnen sein. Denn diese Integrale haben alle die Gestalt:

Pp—1" ds
V' zpte
(unter @, ein Polynom (p — 1)'*» Grades von z verstanden) und
hier ist nun die Jfipys im orthosymmetrischen Falle gleich s, in
unserem diasymmetrischen Falle aber gleich ¢s” zu setzen. Endlich
gehe man von der hyperelliptischen Fliche durch Continuitdt zur
_urspriinglichen Fliche zurtick, indem man Sorge trigt, dass die Quer-
schnitte dabei fortgesetzt diejenige Symmetrieeigenschaft behalten,
welche sie auf der hyperelliptischen Flidche beziiglich der zugehdrigen
symmetrischen Umformung X, besessen haben. —

b) Lassen wir dem gerade Gesagten zufolge das besondere Schema
der nulltheiligen Curve bei Seite, so bleiben [ 22321 unabhiingige
Periodicititsschemata fiir die [p ;' 2] orthosymmetrischen und die p
von uns beibehaltenen diasymmetrischen Arten iibrig. Diese Schemata
konnen bei beliebigem p durch Abdnderung der Schnitisysteme unmoglich
auf einander reducirt werden. Von dem Schema -héngt ndmlich, wie
wir bald sehen werden, in einfacher Weise die jeweilige Gesammtzahl
der reellen ® ab, und diese Gesammtzahl ist bei jeder der genannten
Arten eine andere (ausgenommen den niedersten diasymmetrischen und
niedersten orthosymmetrischen Fall eines ungeraden p). — Da scheint
nun, auf den ersten Blick, ein Widerspruch vorzuliegen gegen ein
Resultat, welches Hr. Hurwitz in Bd. 94 des Journals fiir Mathe-
matik (1882). abgeleitet hat. Hr. Hurwitz untersucht dort von dem
Allgemeinbégriff recller 2p-fach periodischer Functionen ausgehend
deren Periodicititseigenschaften und bringt dieselben auf nur (p -+ 1) .
Schemata zuriick, die so construirt sind, dass die Perioden zweiter Art
entweder nirgends oder nur in einer Anzahl von Gliedern der Haupt-

diagonale den imaginiiren Bestandtheil ~;— aufweisen, sofern man die

Perioden erster Art in der Weise rein imaginir gewihlt hat, wie wir
dies bei den j," gethan haben. Das wire also unser oberstes ortho-
symmetrisches Schema zusammen mit unseren p diasymmetrischen
Schematen. — Aber der Widerspruch ist nur scheinbar, wie mir
Hr. Burkhardt bemerkt. Hurwitz sagt in der That nirgends, dass
er kanonische Perioden betrachten will. Und verzichtet man hierauf,
80 sind aus den orthosymmetrischen Schematen mit 4 < 2 -+ 1 natirlich
sofort diasymmetrische zu machen. Man hat nur die Colonnen B;
und Byyy, ..., Byy und B, zu vertauschen. —
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§ 8.
Directe Abzéhlung der reellen F, in den Féllen 4 > O.

Auf Grund der mitgetheilten Schemata erledigt sich nun die Ab-
zihlung der Schaaren reeller F, in den hier zu betrachtenden Fillen
A > 0 mit grosser Leichtigkeit. Wir werden zundchst Einiges tiber
die Werthe behaupten, welche unsere Integrale j,” annehmen, wenn
man sie von einem Punkte # der ausgezeichneten Symmetrielinie nach
einem anderen Punkte z der symmetrischen Fliche hinleitet. Die
Richtigkeit dieser Behauptungen ergiebt sich aus den jeweiligen geo-
metrischen Verhiltnissen sofort; wir brauchen dabei nicht zu verweilen.
Wir haben: '

1) Ist z selbst ein Punki der ausgeseichneten Symmeirielinie, so
sind simmiliche jo=* reell (d. h. bis auf beliebig hinsueufiigende Multipla
der Perioden reell).

2) Liegt dagegen z auf einer der anderen Symmetrielinien, sagen
wir auf Ag, _;o wird das jz=*, modulo der Perioden genommen, den

Bestandtheﬂ,—a— aufweisen; die anderen j’. %s sind wie ad 1) reell.

3) Ist z ein beliebiger Punkt der Riemann’schen Fliiche und % der
#u thm symmetrische Punkt, so wird jo** + J"’" bis awf Multipla der
Perioden allemal einer rwaen Grisse gleich semn.

Wir betrachten ferner irgend welches Umkehrproblem:

jimn - jime o - + = Ka(uod. Pag, Pip)
und fragen, wie hier die K, beschaffen sein missen, damit die 2,
soweit sie nicht den verschiedenen Symmetrielinien angehéren, paar-
weise symmetrisch ausfallen, damit also das Umkehrproblem eine reelle
Liosung zulasse, wie wir sagen wollen. Offenbar kommt:

Zu dem genamnten Zwecke it nothwendig und hinreichend, dass,

von Multiplis der Perioden abgeschen,
diejenigen K, deren Index > (A — 1) dst, reell sind,
digjenigen K, aber, deren Index < (A — 1) ist, entweder
reell sind oder den imaginiren Bestandtheil - aufweisen.

Und zwar werden wir, was die einzelne reelle L&sung des Um-
kehrproblems angeht, sagen diirfen:

Je nachdem das einselne Ko der letateren Kategome (<@ —1)
veell ist oder den imaginiiren Bestandtheil - bésitat, wird die Symmetrie-
linie A, ¥ine gerade oder ungerade Zahl begiiglicher Punkie x enthalten.

Damit ist denn zugleich gesagt, ob die ,,ausgezeichnete Symmetrie-
linie eine gerade oder ungerade Zahl der Punkte z triigt; dies wird
ersichtlich davon abhiéngen, ob die Gesammtzahl der gesuchten z von
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der Zahl der auf die 4,, ..., 4;_, entfallenden z um eine gerade oder
ungerade Differenz abweicht. —

So vorbereitet greifen wir jetzt auf die Ansitze des § 4 zuriick,
indem wir nur die damals zu Grunde gelegten beliebigen Integrale
erster Gattung w, durch die reellen Integrale j.’ ersetzen. Wir nehmen
dementsprechend zunichst die 2p — 2 Schnittpunkte @, 2y, . .., X355
unserer Curve mit irgendwelcher ¢ und schreiben:

§aT G A e it = hy (mod. Pug, Pl).

Mbge die @ hier insbesondere reell sein. Dann liegen die z, soweit sie
nicht pasrweise conjugirt imaginir sind, in gerader Zahl auf die ver-
schiedenen reellen Ziige unserer Curve vertheilt. Daher kommt:

Die k, sind bis auf Multipla der Perioden reellen Grossen gleich.

Dementsprechend mdgen wir uns fortan die k. als reelle Grossen
denken. Wir bilden uns jetzt die 2% Umbkehrprobleme, von deren
Auflosung die Bestimmung der F, (u > 1) abhingt:

¥ kx4 PR S, “k P ’
Gt et = By Bl S 4 Do

Welche dieser Umkehrprobleme werden reelle Ldsungen zulassen?
Indem wir die niheren Angaben iiber die P,s, Pqs heranziehen, die
wir im vorigen Paragraphen entwickelten, kommt:
Nur diejenigen Umbkehrprobleme, bei denen die Zahlen 97, 0it1y. .05
. verschwinden, ergeben reelle Losungen (und also Schaaren reeller F).
Von den 227 Umkehrproblemen sind dies 2#+4-1 in Uegberein-
istimmung mit unserer fritheren Angabe. Ferner aber:
- Von den zugehorigen Punkten x liegen auf der Symmetriclinie Ag
eime gerade oder ungerade Zahl, jenachdem og gleich Null oder Eins ist.

- Auf der ausgezeichneten Symmetrielinie findet sich eine gerade oder
-1

ungerade Zahl der Pumkle z, jenachdem wp(p — 1) — 2 0p gerade
1

P

’
@

9

4

B,

 oder ‘ungerade ist.

Alle F, gegebener Ordnung also, die in den g,... sy iber-
einstimmen, zeigen betreffs der Vertheilungsweise der Punkte z auf
die verschiedenen Symmetrielinien einen tibereinstimmenden Charakter,
sie gehdren im Sinne der friheren Benennung zu derselben Classe.
Wir sehen: : ‘ o

Drie einzelne Classe ist durch die Werthe der g,, .. . 01—y -bestimmt.

Hat man tber die @, ... i1 -irgend verfilgt, so konnen die

@1, --- @p und die @, ... @iy noch beliebig angenommen werden,
was 2?7 Moglichkeiten gibt. Daher:



Ueber Realititsverhiiltnisse bei der Curve der . 25

Jede combinatorisch mb‘gliche Classe existirt und enthdlt noch 2¢ ver- .
schiedene Arten von F,.

Damit haben wir in der That die simmtlichen fir die ¥, von
uns aufgestellten Sitze fiir die hier in Betracht kommenden Fa]le
(A > 0) zur Ableitung gebra.cht Wir haben aber noch mehr ge-
wonnen. In der That sehen wir, wie sich. die reellen F, von den
imaginiren und hinwieder die verschiedenen Classen reeller F, von
" einander durch ihre ,,Elementarcharaktenstlken“ 0p» p,; untetschelden
Von hier aus ist dann nur noch ein Schritt, um bei einer Curve, bei
welcher man die simmtlichen Arten reeller F), geometrisch beherrscht,
fir jede derselben die ganze Reihe der zugehongen 0p, 0 anzuschreiben.
Ich will annehmen, dass wir das Gleiche auch fiir die ,Primcharak-
teristiken‘¢ geleistet hitten, welche den F), ungerader Ordnung, bez.
den @ zuzuordnen sind; ich werde dariiber im folgenden Paragraphen
noch nihere Bemerkungen machen, Wir sind dann in der Lage, alle
die schonen Theoreme, die man iiber die Gruppirung der Charak-
. teristiken besitzt, was die reellen ¥, und die reellen ® angeht, in die
volle geometnsche Anschanung zu ﬂbersetzen Die Schwierigkeit liegt
hier nur im Vordersatz. Was gibt es fiir Curven der ¢, bei denen
man die simmtlichen Arten reeller F, wie ® auf Grund bestimmter
geometrischer Definitionen auseinanderhalten kann? Natirlich sind
die hyperelliptischen Curven in diesem Falle; bei ihnen sind ja die
simmtlichen F, wie die @ durch ihr Verhalten zu den Verzweigungs-
punkten des Gebildes algebraisch bestimmt, wie wir in § 6 des Niheren
ausfilbrten. Da hat es in der That keine Schwierigkeit jeder reellen
F, oder ® diejenige Charakteristik ¢4, g7 oder auch diejenige Prim-
charakteristik zuzusetzen, die ihr vermdge unserer Festsetzungen zu-
kommt. Von da aus beherrscht man dann durch Continuitét die reellen
F, und ® bei allen denjenigen unserer Curven, die eben aus den
byperelliptischen Féllen durch Continuitit hervorgeben, d. h. also in
den beiden #ussersten orthosymmetrischen und in den sdmmtlichen
diasymmetrischen Fillen (inclusive den Fall 4 = 0). Die verschiedenen
Schaaren der F, sind dabei nicht mehr algebraisch, sondern nur noch
durch Ungleickheiten getrennt, die in abstracto vielleicht schwierig
zu formuliren aber bei jeder ausgefithrten Figur unmittelbar zu ver-
stehen sind. Ich darf mich in diesem Betracht auf die Zeichnungen
berufen, die ich in Band 11 der Annalen fiir die viertheilige ebene
Curve vierter Ordnung gegeben habe (wobei ich gleich die Bemerkung
zufigen will, dass die Festlegung der dort fiir das hyperelliptische
Gebilde gebrauchten Primcharakteristiken vermdge der Regeln, welche
Hr. Burkhardt und ich iiber diesen Gegenstand in Bd. 32 der:Annalen
(p. 426, 358) entwickelt haben, wesentlich vereinfacht werden kann). —
Die Frage bleibt, wie man das Gleiche fiir die ,,mittleren?. ‘orthosym-
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metrischen Fille soll leisten kdnnen, welche dem hyperelliptischen
Ansatze unzuginglich sind. Vielleicht wird hier eine Ausbildung der
Doppelpunktsmethode im Sinne der dem § 3 beigefiigten Schluse-
bemerkungen niitzlich, —

) § 9.
Von der Realitit der ¢.

Sollen wir jetzt noch die Realitat der ¢ discutiren, so wollen wir
dabei, weil es keine Mithe macht, unsere simmtlichen Curvenarten,
auch die mit 4 = 0, gleichformig-neben einander behandeln. Be-
merken wir zungchst, dass in allen Fillen das ,,normale” Coordinaten-
system, das wir durch die Formeln definirten:

Priecc i Ppe=dji i eidfp,
insofern doch die dj. mit den dj; proportional sind, reell ist. In
Bezug auf dieses Coordinatensystem stellen sich nun die ® des all-

gemeinen Falles [und nur von diesen soll hier die Rede sein] bpach
Formel (8) des § 4 durch die Gleichung dar:

LA v (8% Lo =0
(8.7} oo Pt + + (6.7;, )0 o Pe i

& soll dabei der Reihe nach alle ungeraden @-Functionen bedeuten.
Wir werden hiernach die simmitlichen reellen ® erhalten, indem wir
unfer den ungeraden & jeweils diejenigen heraussuchen, bei denen sich

die Nullwerthe der Differentialquotienten —@—'&P, ... 98
8.71 a)p

n § T gegebenen Schemata der t.p wie reelle Grossen verhalien. Dies
ist eine ganz elementare Aufgabe, Wir finden sofort: dass bei Zu-
grundelegung der orthosymmeirischen Schemata reelle ® von denjenigen
ungeraden & geliefert werden, welche verschwindende gi, gitr, - - - gp
besitzen, im Falle der diasymmeirischen Schemata aber von den anderen,
deren ga, ity - .. gp gleich Eins sind. Hieran schliesst sich dann
folgende Abzihlung: ‘

In den orthosymmetrischen Fillen wird man, um reelle ¢ zu be-
kommen, die h, ...k, ganz beliebig annehmen konnen, dagegen die
91>+ 9r-1 und hy, ... hay der einen Bedingung unterwerfen miissen,
dass g;hy + - - - + ga—1ha_1 ungerade sein soll. Dies gibt

20241 21—-2(21—1 — 1) = Qo1 (21-—1 — 1)
reelle ®. Der Minimalwerth von 4 ist hier fir gerade p, wie wir
wissen, gleich 1, flir ungerade p gleich 2. Dies gibt fir die niederste
orthosymmetrische Curve beziehungsweise O und 2#-1 reelle ¢. Eben
diese Zahlen gelten dann auch fir die zugehdrige nulltheilige Curve,
wie aus den Angaben, die wir iiber deren Periodicititsschema machten,

vermoge der
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obne weiteres hervorgeht. Was die anderen diasymmetrischen Fille
angeht, so werden wir bei ihnen (um reelle ® zu bekommen) die
Grossen g,, - - - 9i—1, Ry, ... ha—1 beliebig annehmen diirfen und haben
dann die ha...hp, der einen Bedingung zu unterwerfen, dass

b+ - Fgahiat 44 hy

ungerade sein soll. Dies gibt ersichtlich 27+ reclle &, — Wir haben
damit die frttheren Angaben iiber die Gesammtizahlen der reellen ¢
saimmtlich bestdtigt. —

Das Problem ‘der @ ist jetzt fir alle diejenigen Curven bereits
erledigt, bei denen es hinsichtlich der ¢ nur eine combinatorische
Mboglichkeit gibt, insbesondere also bei der nulltheiligen Curve und
bei geradem p fiir die niedrigste orthosymmetrische Curve. Bei den
lbrigen Curven wird jetzt zu beweisen sein, was in § 6 iber die
Zugehorigkeit der verschiedenen reellen ¢ zu den einzelnen Ovalen
der Curven behauptet wurde. Hier gehe ich nun den Weg der vollen
“Induction, imdem ich die Doppelpunkismethode des § 3 heranziche (die
ja bei allen hier noch in Betracht kommenden Curven ohne Weiteres
angewandt werden kann), folgendermassen :

Wir ziehen ein beliebiges Oval der uns vorgelegten Curve Cip_s
des Raumes von (p — 1) Dimensionen zu einem isolirten Punkt zu-
sammen. Dabei verwandeln sich diejenigen reellen &, welche das
Oval ungeradeahlig bertihrten, indem sie paarweise susammenfallen,
in solche ®, welche durch den Doppelpunkt hindurchgehen; die anderen
reellen & erleiden keine besondere Aenderung, sie haben mit dem
Doppelpunkte nichts zu schaffen. Wir achten nun insbesondere auf
die ersteren ® und bemerken, dass sie bei der Projection vom Doppel-
punkte aus direct die ¢’ (wollen wir sagen) derjenigen Cj,—y des
Raumes von (p — 2) Dimensionen liefern, in welche sich unsere Csp—2
projicirt. Aber diese Cyp—s ist nichis anderes als die Normalcurve des
Geschlechtes (p—1). Daher werde angenommen, dass fiir sie unser Satz
tiber die Vertheilungsweise der reellen ¢ auf die verschiedenen Classen
bereits bewiesen sei, dass also bei den zugehdrigen @’ innerhalb jeder .
combinatorisch mdglichen Classe 27-* Individuen vorhanden seien, aus-
genommen die Classe @ = 4 — 1 der orthosymmetrischen Fille, der
keinerlei @' angehoren. Wir gehen jetzt zor urspriinglichen Caps
zurlick. Da spaltet sich denn umgekehrt jede reelle @’ in zwei reelle
®, welche das aus dem Doppelpunkte entstehende Oval ungeradzahlig
bertihren, und es entstehen so aus den 27-2 @ einer Classe 27!,
welche wieder einer Classe angehdren. Wir werden schliessen, dass
unsere Behauptung fiber die Anzahl der reellen ® in den verschiedenen
combinatorisch mdglichen Classen fir alle ¢ der urspriinglichen Carve,
welche das ausgeszeichnete Oval ungeradzahlig berlhren, richtig ist.
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Aber das ausgezeichnete Oval ist doch nur ein beliebiges unter den
tibrigen. Wir schliessen:

Ist unser Theorem fiir das Geschlecht (p — 1) richtig, so ist es
auch beim Geschlechte p richtig hinsichtlich aller derjenigen ®, welche
wenigstens ein Curvenoval o‘mgeradzaklig beriihren.

Daraufhin wird aber die Zahl 271 der @°, welche unserem Theoreme
zufolge bei ungeradem p auftreten sollen, jedenfalls auch richtig sein.
Wir brauchen, um dies zu sehen, nur die Gesammtzahl der reellen ®,
die wir vorhin bestimmten, heranzuziehen und von ihr die jetzt ge-
wonnenen Zahlen der verschiedenartigen ®®, &®), . .. zu subtrahiren.
Wir sehen: )

Unser Sate ist allgemein fiir das Geschlecht p richtig, sobald er
fir (p — 1) bewiesen ist, — :
und damit ist denn die Sache erledigt, da sie fir p =2 bekanntlich
stimmt.

Es eriibrigt, dass wir noch einiges Wenige tiber die Primcharak-
teristiken sagen, welche den reellen ®, wie den F, ungerader Ordnung,
zukommen. Wir bemerkten bereits, dass die gz, . . . gp der reellen
o alle gleich O oder 1 sind, jenachdem es sich um eine orthosym-
metrische oder diasymmetrische Curve handelt. Dies gilt gleichformig
fiir die F), ungerader Ordnung|, wie die Betrachtung der geraden &
zeigt. Aber auch die %, ... ki lassen sich fiir jede ® oder F,
sofort angeben. Die einzelne dieser Zahlen ist nimlich O oder 1, je
nachdem das mit gleichem Index versehene Curvenoval ungeradeahlig
oder geradeahlig beriihrt wird. Alle ® also, resp. F, welche derselben
»Classe® angehiren, siimmien in den iy, . . . ha—y diberein. Dabei haben
wir, wie Wir bér 1t'isﬁ~‘be;ineﬂ;:téti;;3ié b mit ‘den fritheren g5 (die gp
mit den gg) zu {Qxfgiéichen. Wir sehen dann, dass unsere Behauptung
gerade entgegengesetzt zu derjenigen ist, welche wir oben fiir die
‘Elementarcharakteristiken fanden: ¢z =10 bedeutete damals den gerad-
zahligen, @; =1 den ungeradzahligen Contact mit Ag. Ich kann
_ leider diese Angahe ilier nicht niher beweisen, weil ich zu dem Zwecke
das Verhalten der & bei der Curve mit Doppelpunkt noch ausfithrlicher
studiren milsste; man vergleiche hierzu die Entwickelungen auf p.59—63
von Bd, 36 der Annalen. Uebrigens aber schliessen sich hiex die Be-

merkungen vom Ende des vorigen Paragraphen an, auf die ich nicht
weiter zurtickkomme. ' '

Wir haben hiermit di¢ simmtlichen Entwickelungen durchlaufen,
welche in der vorliegenden Arbeit gegeben werden sollten. Wir konnten
Jja mannigfache Verallgemeinerungen anschliessen, unter Festhaltung
der methodischen Grundgedaspken,. Einmal wird man statt der f,
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welche unsere Curve tiberall berithren, solche f, heranziehen kénnen,
welche i@iberall osculiren, hyperosculiren ete. (wie ich dies zum Theil
schon in Bd. 10 fiir die dort behandelten ebenen Curven 4. Ordnung
gethan habe). Dann aber wird man die Betrachtung von der Normal-
curve der @ als solcher ablosen. Die Unterscheidung der symmetrischen
Flichen in orthosymmetrische und diasymmetrische gibt ein durch-
greifendes Eintheilungsprincip fiir sammiélicke reelle Curven. Und so
oft man bei einer solchen Curve eine Anwendung der Abel'schen

- Functionen zu machen weiss, sind wir in der Lage, eine vollstindige

Realstitsdiscussion der bei dieser Anwenduung in Betracht kommenden
Gebilde hinzuzufiigen.

Gottingen, den 2, September 1892.




Sui gruppi di sostituzioni lineari.
Nota di

Luter Braxcar a Pisa.

Le ricerche seguenti servono di complemento a quelle da me
pubblicate nel XL Vol di questi Annali. In quest’ ultima memoria
fu gid osservato che alcuni gruppi dei campi quadratici ivi considerati
e precisamente i gruppi*):

(14+y18)
f(c'VsT), Fuve) Fevm) f(-‘Vx‘s)’ F ?

sono suscettibili d’ulteriore ampliamento , essendo contenuti, guali sotto-
gruppi eccezionali, in gruppi pit ampi. Nella prima parte del pre-
sente lavoro si ricerca dapprima il modo generale di siffatti amplia~
menti e si determinano ulteriormente i poliedri fondamentali dei gruppi

(uy®)
I T s

E qui da osservarsi che i coefficienti delle sostituzioni dei gruppi
ampliati sono sempre bensi interi algebrici, ma appartengono a campi
di grado superiore al 2°; in ogni singolo caso, come si riscontra sui
poliedri fondamentali determinati, 'ampliamento conseguito & il massimo
possibile. Gli esempi trattati furono scelti soltanto fra quelli, in eui
le sfere di riflessione del gruppo dividono il semispazio rappresentativo
in una rete di poliedri alternatamente simmetrici e congruenti (nel
senso non-euclideo), con un npumero finito di faccie. Ove ¢id non
avvenga, si pud bensi coll’ impidgo di altri mezzi separare ancora un
poliedro fondamentale del gruppo; ma questo poliedro non offre pit
quella naturale determinatezza, che & propria del primo caso.**)

La seconda parte collega la teoria dei gruppi studiati e pid im
generale quella di tutti i gruppi discontinui di sostltuzmm lineari sopra.

*) Per le notazioni si confronti I'indicata memoria che verrd qui oxtata colla
segnatura (M).
*%) Cf. Klein-Fricke, Elliptische Modulfunctionen p* 231,
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una varishile, a coefficienti complessi, colla teoria delle forme quadra-
tiche quaternarie, reali.

1 noto come Poincaré nella sua memoria: Les fonctions fuchsiennes
et Varithmétique*) ha stabilito un notevole principio, che permette di
dedurre dalla teoria delle forme reali ternarie quadratiche una classe
di gruppi discontinui di sostituzioni lineari sopra una variabile a coeffi-
cienti reali. Del tutto analogamente si vedrd che, presa ad arbitrio
una forma reale quaternaria quadratica, riducibile con trasformazione
reale al tipo

2 + %, 2+ '“3 - uA ’

ad ogm gruppo dlsconhnuo quaternario, che la trasformi in 82 me-
desima, corrisponde un gruppo discontinuo di sostituzioni lineari
, of
8) 5 =755
sopra una variabile a coefficienti «, B, 7, 8 complessi. In particolare
al gruppo aritmetico riproduttivo di'una forma aritmetica (a coefficienti
interi) corrisponde un tale gruppo poliedrico**) e i coefficienti delle
sue sostituzioni risultano in tal caso numeri algebrici. Cosi i gruppi

FU¥D)  gindiati precedentemente, corrispondono nel senso ora indicato

ad un sottogruppo del gruppo aritmetico riproduttivo per la forma

quaternaria .
2,2 + Dag? — =y,

All' interesse aritmetico di siffatte ricerche una recente osserva-
zione di Klein aggiunge importanza analitica. Klein osserva infatti***)
che un gruppo poliedrico A) pure essendo impropriamente discontinuo
quando le sue sostituzioni operano sopra una sola variabile 7z, diventa
al contrario propriamente discontinuo, se queste si effettuano simultanea- -
mente sopra due variabili 3, ¢:

g @2 kB at+B

refad’ ° T yitd’

Vi corrispondono quindi funzioni awlomorfe F(s,t) di due varia-
bili, che si riproducono per quelle sostituzioni simultanee. Ci troviamo

*) Journal de Mathématiques Se IV, T. III, 1887,

**) Per brevitd di linguaggio mi sono permesso di introdurre in questa nota
alcune nuove denominazioni. Un gruppo A) che non abbia sostituzioni infini-
tesimali pud essere propriamente discomtimuo in convenienti regioni del piano s
ovvero dappertutto smpropriamente discontinuo. Nel 1° caso da luogo ad una
divisione del piano in una rete di poligomi e & dirh un gruppo poligonale. Nel 3¢
caso invece da luogo soltanto, nella rappresentazione geometrica di Poincaréd, sd
una divisione dello spazio in una rete di poliedri ¢ si dird un gruppo peléedrico.

#%*) Lezioni litografate sulla teoria delle equasioni dxﬁ'erenmh lineari di 2°
ordine, Sommersemester. 1891, p* 61,
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cosi nel campo delle funzioni éperabeliane di Picard. Gli studi del
Sigr Picard sulle funzioni e sui gruppi iperabeliani®) trovano anch’
essi il loro fondamento nella teoria delle forme quaternarie quadratiche
e precisamente di quelle che si possono ridurre con trasformazione.
reale al tipo w24 u,> — w2 —u,%. Il nuovo caso ora indicato sembra
pitt facilmente accessibile, come quello che ammette una pid semplice
rappresentazione geometrica, Spero che mi sia dato in seguito di
riprendere e sviluppare le presenti ricerche, di cui qui ho potuto sol-
tanto tracciare le linee generali. '

. Parte 12
1 gruppi quadratici ampliati e i loro poliedri fondamentali.
§ 1

I gruppi ampliati.
La possibilita di ampliare i gruppi [’ dipende da alcuni prineipii
generali, che & bene premettere. :
Supponiamo di avere upa serie infinita di numeri costituenti, nel
senso di Dedekind**), un modulo M, che goda delle proprietd seguenti:
12, Il prodotto di due numeri qualunque in M dia un numero
intero del corpo quadratico immaginario Q.

2, 11 prodotto di ogni numero in M per un intero qualsiasi di
Q dia nuovamente un numero di M.

-3% Il numero coniugato di ogni numero in M trovisi pure in
M*%),  Supponiamo di pid che esistano sostituzioni
' az + b
B) ¢ = ¢s 4+ ad

a determinante ad — bc=--1, i cui coefficienti @, b, ¢, d siano
numeri del modulo M. Se indichiamo col simbolo generico S le sosti-

*) Journal de Mathém,. 8¢ IV, T, I, 1885.
**) Ve il Supplemento XI alle lezioni sulla teoria dei numeri di Dirichlet
§ 165 (8* edizione).
**%) Nel caso nostro i moduli M saranno a base binaria
Y =1, p]
e per verificare le proprietd enunmciate basterd confrontare la. base di M colla
base [1, o] di Q. Cosi dovremo avere 1° che i numeri
22 2 2
sono interi in €, 2° i numeri A K .
ok, op

sono in M, 8° i numeri 1y, go coniugati-@i i, & sono in M,
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tugioni di ['®), col simbolo T quelle del tipo B), le proprietd supposte
pel modulo M portano per conseguenza che il prodotto di due sosti-
tuzioni 7' & una S, e il prodotto di una S per una T & nuovamente
una 7', onde le sostituzioni S, T' formano complessivamente un gruppo,
che contiene ['® quale sottogruppo eccezionale dindice 2. Inoltre,
per la 3* proprietd supposta, il nuovo gruppo @ alla sua volta per-
mutabile colla riflessione #’ =4, e associando alle sostituzioni dell’
ultimo gruppo le sostituzioni di 2* specie che risultano da queste,
cangiandovi # in #,, otterremo un nuovo gruppo che contiene T
come sottograppo eccezionale d'indice 2.

Consideriamo ora il caso in cui il complesso dei numeri interi nel
corpo quadratico Q ha la base [1, ¢/ D], essendo

D=2 o D= 1(mod. 4),

e indichiamo con m uno qualunque dei divisori di D). Vediamo subito

che il modulo o
w=lym iy Z)

gode, rispetto alcorpo Q, delle proprietd sopra enunciate. Se si ricorda
inoltre che il numero D & supposto privo di fattori quadrati e in

conseguenza i due numeri m, e‘,z-:—, sono primi fra loro, @ facile vedere
che esistono sostituzioni B) & determinante - 1 formate conm coeffi-
cienti appartenenti a M. E infatti si risolva p. e. in numeri razionali
interi @, b 1’equazione
mat2p— 41
e la sostituzione
a/ D
_ aVms -+ ib ]/-—’7{
e
apparterrd alla classe richiesta.
Osserviamo di pid che se

.q/ D ’ .o/ D

‘M=[ﬁa zl/_"?']’ M [VW, ZV—g,—]
sono due moduli della specie descritta, appartenenti a due diversi
divisori m, m' di D, il loro prodotto ® nuovamente un modulo della
medesima specie ed appartiene a quel divisore di D, che & composto
dei fattori primi di m,m’ non comuni ad ambedue questi numeri.
Ne risulta che se si fanno percorrere a m tutti i divisori di D e &i

considerano tutte le sostituzioni di 1* e 2¢ specie a determinante =41
. formate con numeri dei corrispondenti moduli 37, queste costitoiranno

un grappo che conterra il primitivo T¢¥? ¢ome sottogruppo eccezio-
Mathematische Annalen, XLLL 8 ’

’

2
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nale; il gruppo ampliato, nel caso D = 2(mod. 4), si indicherad con
G“YD, Per valutare Vindice di TY® rispetto a G¢¥® basta ora
Posservazione complementare che i due moduli

— /D D .-

[vm iV 2], [V 2, ivm]
non differiscono, pel nostro scopo, fra di loro; si ottiene cosi il risnl-
tato: Se n indica il numero dei fattori primi diversi di D, il gruppo
T¢YD) 4 contenuto in G¢Y?), quale sottogruppo eccezionale d’indice 271,

§ II.
Casi D=1, D=3 (mod. 4).

L'ampliamento di ¢"?) eseguito nel precedente § vale tanto per
D=2 come per D=1 (mod. 4); ma nell’ ultimo caso resta ancora
possibile un nuovo ampliamento. E invero al modulo

[1/2 1+¢V—]

competono allora le proprietd fondamentali enunciate al § I. Il pro-
dotto del modulo H per un modulo M appartenente al divisore m di

D & il modulo L
_ Va2
K = [V2m, -—-;/—5—._!‘__. ’
pel quale sono in conseguenza verificate le proprieta stesse Inoltre

constatigmio facilmente l'esistenza -di sostituzioni a determinante 41
formate cori numeri di H*), p. e. della seguente

1+zV_, D—1 V§

.. V2
b= VD —1
‘ — -
m+ -1,

Se procediamo quindi ad un nuovo amphamento del. gruppo ulti-
mamente ottenuto, associandovi le sostituzioni del modals- H, la com-
posizione di queste colle sostituzioni dei moduli M ci datd ‘sostituzioni
dei moduli X ed ® visibile che tutte le sostituzioni cosi ottenute

formeranno un gruppo pid ampio in cui P2 sira sontenato come
sottogruppo eccezionale d'indice 2%. 1l gruppo finale si indichera qui

nuovamente con G¢V?),

*) Nel caso D = 8 (mod. 4) il modulo H gode bensi delle stesse proprietd,
ma non emtono sostitnzioni corrispondenti,
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Consideriamo ora il caso D=3 (mod. 4) e il corrispondente gruppo
(x+i}"5

Y 2 7 i coefficienti delle cui sostituzioni sono interi del campo
quadratico [1’ Lt;@_]. Se m ¢ un divisore qualsiasi di D, il
modulo

.

_ D
V-2 ) — .
M= I}/,;’ ______21{_”‘_]

gode delle proprieta fondamentali del § 1. Con numeri di M possono
costruirsi sostituzioni a determinante 1, come p. e. la seguente:

ove i numeri razionali interi a, b siano determinati in guisa da rendere
D
a(m+7)“- bm==1,

cid che & sempre possibile essendo s, -ﬂ‘—?—- primi fra loro.

Ora il prodotto di due moduli M, M’ . appartenenti a due divisori
diversi m, m’ di D da, come al- § prects, un modulo della medesima
specie che appartiene al divisore di D composto dei fattori primi di
m, m’ non comuni ad ambedue. 8i osservi inoltre che due moduli M

corrispondenti ai divisori complementari m, — di D danno laogo

anche qui alle medesime sostituzioni. Dopo ¢id & chiaro che se ampliamo
-(H-x'l/ﬁ)

™ coll’ aggiunta di tutte le sostituzioni di 1* e 2° specie, a
determinante +- 1, formate con numeri dei moduli M, otteremo un
)
gruppo in cui T+ 2 sard contenuto come sottogruppo eccezionale
d’indice 27—, ove con n s’indica al solito il numero dei fattori primi
diversi di D. Pel gruppo ampliato adotteremo la notazione corrispon-

=2
dente G* °*

- . v ()
Osserviamo in fine che i gruppi ampliati reit V"’), G * 7, acui
siamo cosl pervenuti hanno manifestamente per coefficienti dei numeri
interi algebrici appartenenti a corpi di grado superiore. Cosi p. e. se

D & un numero primo della forma 4 -+ 1 e poniamo

f= 1+iVD
Vﬁ. ’



36 . L. Braxcar

il numero intero algebrico & soddisfa alla equazione biquadratica
F+@-ne+(EFY =0

e i coefficienti delle sostituzioni in G¢¥? sono numeri interi del cor-
rispondente corpo biquadratico *).

§ III.
‘Le nuove riflessioni nei grappi G®.

Allo scopo di separare i poliedri fondamentali dei gruppi ampliati
gervono i prineipii stessi della precedente memoria, in particolare quelli
gviluppati al § 10, che presuppongono la conoscenza di tutte le riflessions
contenute nel gruppo. Nei gruppi G, oltre alle riflessioni gia
esistenti nei sottogruppi f‘“’) (M. §7), se ne presentano delle nuove,
che, determinandosi coi noti processi (M. § 6), bastera semplicemente
enumerare.

Distinguendo i tre casi D=2,1,3 (mod 4) otteniamo i risultati
seguenti:

1° caso D = 2 (mod. 4). Fra le sostituzioni di 2* specie con
coefficienti del modulo M appartenente secondo il § I al divisore m
di D figurano le riflessioni dei due tipi seguenti

-

(“:V_ + i“x Z/‘I‘)— )“o + bi
Sostztuzwne g =
' ' c.tho+(- a +w=]/—-—)
Tipo I) 4 (4) ’”%2 + ’,‘,,“ “2 + mbye =1,
Sfera di riftessione (& — 2Y' + (1 — '“;”Vc:') 1 g
\ eVm )
*) Per convince;'sene basta osservare che le irra.éiona.lit&
, Ve, iVD
si esprimono razionalmente per § colle formole
VD =pt 25
Ve g+ 2EL.

2§
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( (a,Vﬁ-}-ia,l/% zo-l-ib,l/g

Sostituzione & = — ——,
, D
o) o+ (wh - imp/ 2 )

D D
(B) ma’+ - a®+ e =1,

Tipo 1)
Sfera di riflessione (g — —;':-'-)2 + (ﬂ + %‘%_1)2 4 g2

1 2
(7)
W om
I numeri @, a,, b, ¢; debbono essere razionali interi legati fra

loro nei due casi rispettivamente dalla equazione (A) o dalla (B). Da
queste ultime risulta che le riflessioni del tipo I) si presentano solo

se %Z— & residuo quadratico di m, quelle del tipo II) quando m sia

residuo quadratico di —'-”‘2-
20 caso D =1 (mod. 4). Olire alle riflessioni dell’ antico gruppo

FOVD o quelle dei tipi I), II), avremo qui riflessioni di altri quattro
tipi fra le sostituzioni appartenenti ai moduli H, K (§ II). Troviamo
infatti pei moduli H le riflessioni seguenti:

a4y + 'iag Vﬁ
Va
V22 +

2o+ b V2

—a;+iaVD '’
Ve

Til;o 111)* (C) a2+ Day2 4 4b,¢c, = 2, |
T s VD \?
Sfera di mfksszw (g___g;‘_)?_!_ (’I—E’Ec—,p’) + ¢
_ (1 \2
_'( °1V§)

( g S
31-:’:%,_‘;'—@ #+ 30, /2D

Sostituzione 2’ ==

Sostituzione 2’ = - ’
ie,V2D 2+ a_,—_;/_%,l/_ﬁ_ ‘
TipoIV) (D) a?+ Da?+ 4Dbic, =2,

Sfera di riflessione (5 —_ -2127)2 + (11 + _2_0.‘%;_?_)’ + ¢
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@y, ay, b, ¢, indicando nuovamente numeri.razionali int'eri, soggetti
alle rispettive condizioni (C), (D). Come si vede., le riflessioni del
tipo III) esistono in ogni caso, quelle del tipo IV) invece solo quando
2 @ residuo quadratico di D.

Corrispondentemente pol ai moduli X abbiamo in G“"P 1o nuove
riflessioni:

" — D
IZ ] —
ay 'm-"";‘“: l/ m o+ b,Vim
2
riflessione 2’ = =
—aim'*'ia!V%
e Vamz, 4+ V3

Tipo V)«
pe¥) (E) maxz+%“22+4”‘b1"!=2y

sfera di riflessione (E — ) + (n 2,“ ) + §2

2
= (o7
a,Vﬁ—}-ia,l/—Q zD
Vs 2 iby

riflessione 2’ =

"c‘

]/.__.-z a!V—_'a!V—— ’

Tipo VI) (F) ma? -+ -g' a,’ + 4 'g' biey =2,

sfera di riflessione (& - % ] + (17 + ’:’;'_D.)z + &?

(2

Per lesustenza delle nﬂessmm del tlpo V) richiedesi che 2 e
—5— abbiano lo stesso carattere quadratico (mod. m); per quelle del

tipo VI) che 2 e m abbiano lo stesso carattere quadratico (mod £)

3% caso D =3 (mod. 4). Fra le sostituzioni dei moduli M (§ 1)
troviamo le nuove riflessioni:
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ay V"Tl + iag ’/g
. 20+ b Vm
riflessione &' = 2 T =
o —ay V;i-{-ia, Vﬁ
Tipo VII) 1 & Vm 2+ 5
@) ma?+ 2 a4 dmbie, =4,
D 2
sfera di riflessione (’g’—-— +( ——0-;371:6) +§?=<c!;/a) ;
y V%'Fiaa}/g so k- ib I/D'
5 0 1 po
riflessione 2’ = 2 %L s
/D a, Vm —ia, l/;n—
Tipo VILI) e}/ 3ot 2
(H) mat+ 2 a2 4+42b¢ =4,
.. . 2 o
sfera di riflessione (Z; —_ —2‘—"&: -+ ('7 + 2::‘;'_13)2 4+ = (——;—-1_7)2.
¢y ';

Quelle del tipo VII) esistono se -g— ¢ residuo quadratico di m, quelle

del tipo VIII) se m & residuo quadratico di %l)-

§IV.
g, gorn, g, v, o)
I gruppi G¢VB), GGve) Gvm) Guve) @\" 3/,

I poliedri fondamentali dei rispettivi sottogruppi TGVs) Teve), .
sono gia stati determinati nella precedente memoria (§§ 14, 19); per
fissare quelli dei gruppi ampliati, che li contengono quali sottogruppi
eccezionali d’indice 2, procediamo come segue.

Il poliedro fondamentale di FGVs) (M. § 14) @ trasformato in se »
medesimo dalla riflessione

145 =
. -V—z——z—Vz
Vag + = 1-|V-_0V—

del tipo III), che ha la sfera. di riflessione

\ =) - o= |
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Questa divide-il primitivo poliedro in due parti equivalenti, delle quali

una ad arbitrio potra assumersi a poliedro fondamentale di GOY5), Qosi

possiamo definire quest ultimo pohedro come la porzione del semispazio
R, contenuta fra i quattro piani
£=0, §="", 7=0, 7?‘—'!‘6‘

esternamente alle due sfere
2 2
ptrte=1 -2 +0-2)+e=1

Il nuovo poliedrd P, oltre il vertice singolare all' infinito, ha i 6
vertici

7,=(0, 0, 1), —-(2, 0, V) V,= 2,2;, 1/3),

r= B 55), n=(0 B0 2). m=(o0 7 57)

tatti al di sopra del piano 7. B immediatamente visibile che non vi
ba nessuna sostituzione lineare ne di 12, né di 2* specie, che trasformi

P in s medesimo, onde si conclude che il gruppo GGV5) non @
suscettibile d’ulteriore ampliamento,

Nel caso D =6 il poliedro fondamentale di [‘V® (M §15) &
attraversato dalla sfera di riflessione del tipo III)

e+ (n-L) +e=1

e per poliedro fondamentale di GU“Y®) pud assumersi quello -racchiuso

i R dwg §§8¥&0\pmm
: VE

.esternamente alle due sfere

e+arte=1, g+ (-F)re—t

Oftre il vertico all’ mﬁmto, abbiamo qui i 6 vertici non singolari

ni=0,0,1,  7=(5 0 B), n=(} & )

=12, 1), n=( B35 n=(0 & 5

:J»
3

Un nuovo amplismento di G4V 3, come -si vede, impossibile. Del
tutto analogamente si utilizzerano, nei casi D =10, D =13, le
rigpettive sfere di riflessione
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g+ (n ) + 8 = ?

(=2 '+ () re-t

o si vedrd che i gruppi ampliati GUVI), GVB) non consentono ulteriore
ampliamento.
14 (V18

Nel caso D = 15, essendo (—2—) = (%)-a —1, il gruppo :
14 4V/18
non contiene altre riflessioni che quelle del sottogruppo f( * ) .

poliedro, limitato da sfere di rifiessione, definito al § 19 (M), @ tras-
formato in 83 medesimo soltanto dalle 3 sostituzioni (ellittiche s periodo 2):

—V34iVs Va4iVB

1+oV_ ' - 2 ot —y .
sty # V34iVs,  Vi—i¥s ’
—VB+;V3 %+Vi
V§+1V6 5+ Vs—;VS’
2

le quali, insieme coll’ 1dent1ta, formano un Vierergruppe.
I tre circoli fissi di queste sostituzioni ellittiche (dei quali il primo si
riduce alla retta normale al piano §7 nel punto l—"—'—i——V-]-—?-) escono, due

& due ortogonali, dal punto ¥V = ( T V:—b , —;7'.;) interno al poliedro.

A2 ~
A poliedro fondamentale del gruppo G\ * / pud prendersi una qual-
unque delle quattro parti in cui i piani dei due ultimi circoli dividono
il poliedro primitive. -
§ V.
Il gruppo GV30,
Nel gruppo GOYI0 4 presentano le sfere di riflessione dei quattro

0 (g a.Vu) - L '
a1’+14a,’+b,c'—l, PR

h) l(g__) ('I *cV*)+g2 , uc,“
@’ + 14a,? + 140, =15 -

tipi

a4
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) [0 e
" 24,7 + Tay? + 2by¢, = 13

ay 2a; \2 1
R RACRE SR
20,24 Ta,2 4+ Thye, = 1.

Quelle dei primi due tipi, che appartengono gia al sottogruppo
TV gono insufficienti a limitarne il poliedro fondamentale (M. § 20),

1+11/14

perch® il punto ——- ¢ esterno a tutte le sfere dei tipi a), b).

Si dimostra subito che questo punto non & nemmeno interno ad alcuna
sfera di riflessione dei nuovi tipi ¢), d); ma per esso passano due serie
di- tali sfere, le sfere di ciascuna serie ¢) o d) essendo tangenti fra
loro ed ortogonali a quelle dell’ altra serie.

Cid posto, consideriamo la porzione di prisma racchiusa in R fra
i quattro piani

DE=0, =1, =0, =112
esternamente alla sfera
5) g+ ot g = 1

e togliamone le porzioni interne alle quatto sfere dei rispettivi tipi ¢), d)
6) g (n— L) 4 p= L,
SR N Y N
Cy (=) o=,
9 e+(r- AT SR

che passano pel punto singolare l—“—"—'—;ﬂi éd ‘hanno i massimi raggi

fra le sfere delle due serie indicate. Dimostreremo che il poliedro P
cosi definito & il poliedro fondamentale di G¢Vid),

Il poliedro P ha 12 vertici, pei quali calcola.ndo le rispettive
coordinate troviamo

vV, =(0,0,1 intersezione delle faccxe 1) 3) 5),

v, E(Ot V2ﬁ —l_) » ” » 1) 4)6),

3
nz@zg_%). w19,
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VvV, = (0, Vi i) insersezione delle faccie 1) 6) 9),
5 0, —2—) » w  » 2)8)5),
ve=(% 1510 v, y . 2 4)6),
LAY . . . pe,
ve=(5 R L), 2689,

2 "8 15

V, = (g 141 %) ” w21 8);
V= (% e o) L s . 6)7)8)09),
va=(%, 221 b e e BT,
V. =(0, 0, ) » " w 1)2)3) 4,

di questi vertici soltanto i due V,,, ¥, sono singolari. Coi valori
delle coordinate dei vertici cosi date esplicitamente, ci assicuriamo nel

solito modo (Cf. (M) § 14) che nessuna sfera di riflessione di GUVER)

attraversa P; resta soltanto a vedersi quante sostituzioni di G(Vid)
trasformano P in s¢ medesimo. Qui conviene perd ricercare pil
generalmente tutte le sostituzioni lineari di 1* o 2¢ specie che cangiano

P in s2 medesimo, senza esigere che appartengano a GUV®), perche
in tal modo potremo decidere nello stesso tempo se 2 possibile un nuovo
ampliamento di GUV19,

Ora osserviamo che in una trasformazione di P in s& stesso i due
vertici singolari V,,, ¥V, debbono permutarsi fra loro o restare
singolarmente invariati. Poichd inoltre, fra diedri di P, i due agh
spigoli ¥, V,;, V¢V, hanno rispettivamente 'ampiezza di 60° e di 459,
mentre tutti gli altri sono retti, lo stesso dovra valere delle coppie di
vertici (¥, V;), (Vy, Vs). Dietro queste osservazioni dal semplice
esame delle formole di Poincaré (M. § 1) risulta subito che non esiste
alcuna sostituzione della specie cercata all’ infuori dell’ identitd, onde
concludiamo: .

11 poliedro P & il poliedro fondamentale di GGV®, Questo gruppo
non & contenuto quale sotfogruppo eccezionale in alcum gruppo pit
ampio.

Volendo ora il poliedro fondamentale del sottogruppo I'¢¥™# basterd
p. e. associare a P il suo simmetrico rispetto alla sfera: 6) Questo
nuovo poliedro ha i tre vertici singolari - :



44 L. Braxocsr.

V1e 14 4Vis
’ 3 3

corrispondenti alle tre forme quadratiche ordinarie

(1) 0) 14); (2; 0, 7); (31 ""1) 5)
a determinante — 14, le quali, i¥sieme alla opposta (3, 1, B) dell’
ultima, costituiscono un sistema completo di forme (ridotte) pel deter-
minante D = — 14, Ne risulta che nella rete di poliedri, che da la

divisione dello spazio corrispondente al gruppo IV, tutti e soli i
punti del piano &%, indici di numeri frazionarii del corpo quadratico

(1,4 y/14), figurano come vertici di poliedri della rete. Aggiungiamo,
senza pid farne oggetto di particolari considerazioni, che la medesimsa

circostanza si potrd constatare sugli altri gruppi '™, che passiamo
ora & considerare (Cf. (M) Prefazione).

§ VL )
I1 gruppo GGViD,
Nel gruppo attuale si presentano le sfere di riflessione dei

quattro tipi
2
(= %) + (- =5 +e =g
a4+ 17a,* + by = 1;

o) {(&J— ~——) +(n—— cl"x ) + 2= 1-,;. )
i a,‘+17a2 +17b,c,=1-

{68+ (- )
af-l—l’(a2 +4bic,-=2

—m\? 2 s L '
. d) ( 2%) + (f) ‘ZcJ/~ +: 3“{5 !
Rlspetto & quelle dei due prum tipi si presentava il punto singolare

1+cr

, pel quale passano due serie di sfere dei nuovi tipi c) d).

Si osservi di pid che il punto l-;;; ® alla sua volta esterno a tutte

-le sfere dei tipi ¢) d), mentre passano per esso due serie di sfere dei
tipi a) b). Scegliendo ciascuna volta nella serie le due sfere di massimo
‘raggio, definiamo un poliedro P racchiuso in R dai quattro piani
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)E=0, 2E=g, 3)9=0, Ppe—

esternamente alle 9 sfere

5) Btatg—1,

0 (=) (=22 + e
(=2 '+(n— )+c2
D (s =4+ (1 — 1)+ £ =
9 (¢—%) +(n—3 )+:2 55
10) (8 —+) +(n— ”"’) +c*==-§—1—,

S’

1

"

11) ’é’+( 3;/— o=
12) g +( eV’Tr +o— 612 )
13) g,_’_(” 3:’11) o —

Per le coordinate dei vertici di P trovismo col calcolo effettivo:
v, =(0,0,1) intersezione delle faceie 1) 3) 5),
7, =(% 0, ) noow ow 2)8)5),
7=(1 ;;-:., ) . w28,
v, —"(2’ 10 F%) ” oo 2D,
=540 . . . es,
A R T W)
=0, 45 ¢ T L)
Vo =(% ;5 s7m) »  m 1) 6)13).
7, =(o, %, L) , » o 1) 12)13),

_ Vit . ey
Vio =(0, 3 0) » ” » 1) 10) 11)"12),
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Vi E(O, LAY 1) intersezioni delle faceie 1) 7) 11),

BB

V,,E(o, 7/%’ ”Vir?) ., . LD,
Ve=(s, LT, 0) i w o 6)T)8)9),
ra=(% 28 15, ., &9,
V,,SE(%O, ;0-"’,-‘7__17 g%;;) , s 6)10) 13),
ne=(5 2,8 0, , , D9,
717E(§1§, 4L 1’;}) ., L. T)10) 1),
Te=(5 258, ., 1012)),
V.=, 0, + ) , y o 1)2)3)4).

Col solito metodo ¢i assicuriamo che nessura sfera di riflessione di
GGYT) attraversa P.

Ora, per facilitare la ricerca delle sostituzioni che cangiano P in
s¢ medesimo, osserviamo che fra i diedri di P ve ne sono due di 60°
agli spigoli

VZ VS’ V16 VIS
e quattro di 45° agli spigoli
) ,}73 Vo VsVey ViuViay VigVi,
mentre tutti gli altri diedri sono retti, In una trasformazione che
cangi P in #d- stesso i due vertici V5, ¥,;, come appartenenti
simultaneamente ai primi ed ai secondi spigoli, debbono manifesta-
mente permufarsi fra loro o restare ciascuno invariato. Nel 2° caso
dovrebbero pure restare invariati ¥,, ¥,, V,,, V,;; ma, esaminando
il denominatore delle formole di Poincarsé (M § 1), si vede subito che
tale sostituzione si riduce all' identitd. La sostituzione cercata deve
dungue produrre gli scambi .
(Vs Vis) (Vo Vi) (V2 Vi)

nd ve me possono essere due distinte chd altrimenti la lofo combinazione.
per quanto si & visto, dovrebbe condurre all’ identitd. Troviamo che
la sostituzione cercata esiste effettivamente ed 2 la ellittica a periodo &

iVit. 246

3z —iY17 '

appartenente a GV, che lasciando fisso ¥, produce sugli alir
vertici gli scambi .

) &' =
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Y

(V, Vs)( Vg V;s)( Vs V;s)( Vl VN) ( VS Vte) ( Vﬁ Vl'l) ( V7Vl 1)( VS Vlz)( Vio Vw)-

Per avere il poliedro fondamentale P’ di G(V1) bastera dunque dividere
P in due parti (equivalenti) con una sfera che passi pel circolo fisso
della sostituzione «), i cui punti d'incontro col piano £z sono

+ ._____1';"’/ 7§ prenderd ad esempio a questo oggetto la sfera
g4+ =2

e del poliedro P si considerera soltanto la parte esterna a quest’

ultime sfera.

§ VIL

=)
Il gruppe G\ *?

In questo gruppo, secondo i risultati del § III, si offrono le sfere
di riflessione dei quattro tipi seguenti:

a \* YA TR ST
(£ o)+ (n =22 ) + o=

8)

: G \? — L
(6= 2) (i) e
a.? 4+ 39a,? 4 156b,¢, = 4;

a \? as V89 \? 1
¢) (5—37‘1 +(""_ 8¢y )+§2=3—cf’
3a,> 4+ 13a,2 4 12b,¢, = 4;

_ % 2 34 ? A
8 (E 2c,) +("I 20‘}/:@) + §2'=' 3¢’
3a,? 4 13a,2 4 526y ¢, = 4.

Quelle dei tipi a) b), che gid appartenevano al sottogruppo I * 7/,
sono insufficienti a limitarne il poliedro fondamentale, a causa della

~ presenza del punto singolare l-"‘—'—i;-l/—s—i esterno a tutte le sfere di questi

due tipi. Per guesto punto passano due serie di sfere di riflessione
dei nuovi tipi ¢) d) e se in ciascuna serie scogliamo le due dei massimi
raggi, veniamo & definire un poliedro P racchiuso in R fra i quattro

piani
V3%

) E=0, 2 ==, 8) n=0, 4) 4=

esternamente alle due sfere del tipo a)
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B) Bt tp=1,

L, Braxonr

6) (e—+) +(n-

e alle quattro sfere dei tipi ¢) d)

0

?+(~

) (6-2)'+ (o

ah+@—-)+:

o (=2 + ()

9)

Per le coordinate dei vertxc; di P troviamo:

V7, =(0, 0, 1)

v, E('—z—, 0, K)
V= (2’ 2V/35°

Y E(‘;" “@’ ”})
Vs E(%’ 211_%?’ ":1;)

1 27

=1 i 7)
v, = “2"“!‘/‘32,’ 1)

7, =(0, ¥, 7

7, =(o, %,' )
V,og((),vm 1)
(0, Vi 1)

om0

V= (’i‘; f’;“» 0)
Vo =(0, 0, + x)

+g =

2
BE) +e =

intersezione delle faceie 1) 3) 5),

/%)

»

3

”

”

»

”

”

»

LY

T

2

R

N

»

»

»

n

»

2

”

»

e,

”

Nessuna sfera di rifiessione lo atfraversa e

(ellittica a periodo 2)

2) 3) 5),
2)5) 8),
2) 8) 10),
2) 7) 10),
2) 6) 7),

546,

1) 4) 6),

1) 6) D,

. b 7) 9,

1) 3) 9),

Vmwn%

) :"

1) 2, 3) 4).

la sola sostituzion
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g =—3 + _‘.#.V-g.’;,
che appartiene al gruppo, lo cangia in sd stesso. Dividendo P in due

parti col piano .
1 —§Y30 =0,
upa qualunque delle due pud assumersi a poliedro fondamentale di

)
§ VIII
I gruppl GUVaD, GUvw),

Per questi gruppi ci limiteremo & definirne i poliedri fondamentali,
che si determinano applicando gli stessi metodi.

A) Pel gruppo GUV®) i quattro piani di rifleesione
1) £=0, 2) E=mt, 3) =0, 4) ,,....V:Z

insieme alle sette sfere

5) Etrtt=1,
2 :

6 (t-3)'+(-B) +o=1t,

D e+(-5) o=,

[
8 (t—1)+(-13) +e=4,
-3+ (" 7R) +o—w
@

1\ 18 \? 1
3 W) + 8 =15
3
1y (5-3) +( L
limitano un poliedro P, non attraversato da alouns slirs sfers di
riflessione con due soli vertm singolari, I'uno all’ infinito e I'altro nel

punto lis'—t del piano-§y. Oltre alla identith, esiste ls sols
sostituzione (ellittica a periodo 2)
VitsVs , _ 83 '

B 5 =l
Visvs,_ Vigili’
vz Vs

che appartiene a GV, e cangia P in s stesso. 1I poliedro fonda-

mentale P’ di GUV3) i ottiene quindi dividendo - 1’ in doe parti

. ‘Mathematisobe Annslen. XLIL 4
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eqmvalentl con una sfera che passi pel circolo fisso de]la B), per
esempio colla sfera

=2+ (=25 o=

che lo contiene quale circolo massimo.

B) Pel gruppo GU¢V%) i quattro piani

1) £=0, 2 E=1, 3) g—0, 4 5y="12,

2 )

ingieme alle sette sfere di riflessione

5) B =1,

6) g+ (n—t2) +e=1,
) g4 (n—"10) =1,
8) et (n—"2) =1,
9 (t—3) +( ") 4e=1,
1) (5—4) +(n—12) +e=4,

1) (5-5)+(—%2) +e=g

limitano un poliedro P, con un solo vertice singolare (all’ infinito),
che non & attraversato du alcuna sfera di riflessione e non ammette
alcuna trasformazione in sé medesimo. KEsso & quindi il poliedro

fondamentale di G }’5—0) .
Nota.

Colla determinazione dei nuovi poliedri, eseguita in questa prima
parte, vengono altresi risoluti i problemi fondamentali della teoria
delle forme quadratiche di Dirichlet e di Hermite nei rispettivi campi
quadratici (M § 21 s.8.). A questo proposito non & inutile osservare
che insieme all’ ampliamento dei primitivi gruppi ™, 2 naturale
procedere ad un corrispondente ampliamento nel mgmﬁcato dell’ equi-
valenza di due tali forme. B chiaro infatti che, eseguendo sulle
variabili 2, y di una forma f di Dirichlet o di Hermite, a coefficienti
interi nel corpo quadratico Q, una sostituzione

) j{x=.“w"|"ﬂy'o .
8 ) , ,
y=ra +dy
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con coefficienti interi in Q, ovvero appartenenti ad uno dei moduli M,

H, K, che hanno servito all’ ampliamento di T la forma trasformata
f’ appsrterra alla stessa specie. Due forme f, f si diranno dunque

equivalenti se l'una si cangia nell’ altra con una sostituzione s) a
determinante - 1. I poliedri dei gruppi ampliati el compil'unnpf
nel nuovo campo dell’ equivalenza, lo stesso ufficio che i poliedri dei

sottogruppi T nell’ antico campo.

Parte 2°.
.Forme quaternarie.

§ IX.
Osservazioni fondamentali.
Sia
(n) o=, s —py—1
una sostituzione lineare a coefficienti «, 8, y, 8 arbitrarii (compiessi).
Consideriamo una forma quadratica di Hermite a variabili coniugate
E, 15 Eo» Mot

F =88 + (2 +i25)En + (%"‘“%jfﬂ‘ ZyMN Moy

ove Z,, %, 3, Z, indicano pel momento costanti arbitrarie reali.
Effettuando sulle §% la sostituzione

{ E=af' 4 7,
n=7p& + oy’
e contemporaneamente sulle coniugate la - sostituzione coniugata
{ B0 = a8y + Bono's
No==¥o8o + Sy
la F si trasforma in una forma F' della medesima_speéie

F' o= 2§ 8 + (00 +-825)E 0y + @ —i2)E) 7 + zq 1y,
1 cui coefficienti si esprimono per gli antichi colle formole
' @) = aayz; + ap, (T4i75) + aoy (@8, —iz) + ¥¥e%,,
Ty + 12y = afyz, 4 ady(z,4125) + By (®y—325) + p 0,2,
Ty — iy = a,fz, + @y 0(2, —izs) + Byo(2,+i25) + 1024,
2, = BBz, + 9, (B +125) + By 8 (2, —iz3) + 80,2, s

Ponendo in evidenza le parti reali, possiamo scrivere:
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z) = aeyz + (ap,+») 2, + i(ap,—ayp) T + y1 24,
2y = L @Byt 2B)z, + - (a8y+ a3+ Bro+ Bor) 7,

+ 5 (@8 —ay 0+ Bro— ByP) 55 + + (8o + 700,
&y = S (g B— o)t + & (o0 — a8yt By, —By7) 2,

+ 4 (@84 20— Bro — Bo?) 25 + 5 (o0 — 20y,
2, = B B,2, + (B, B,0)x, + i(B0,— B,0)x; + 00,x,.

I due determinanti di F', F’ sono eguali; si ha cio&

3) zyt 2 — 3w = 2 + 2t — w2,

Supponendo ora =z, #, £3 x, non pil costanti ma variabili reali e
trasformandole colla sostituzione quaternaria (2) in =z, z, ;" z,” ne
seguird, qualunque sia la sostituzione (1) l'identitd (3). Alla sostituzione
lineare (1) veniamo cosi a far corrispondere una sostituzione quater-
naria a coefficienti reali:

@

L) ’ oy, + oy ’ t(@yy—oyp) ) Y70
%(“ﬂo""“oﬂ)) %(“ao‘l'“oa"l'ﬂ?’o'l‘ﬂo?’); % (edy—ayd+4-By,—Bo?), % (¥9,+7,9)

%(“oﬁ"‘“ﬁo)a g(“oa_“ao'l'ﬁ?'o_ﬁo}’)’ %(“ao‘l‘“oa—ﬂ?o*‘ﬂo?’); % (70 —¥9,)
BB, Bd, + 9,0 , i(Bo, —By0) , 99,

e a determinante 4 1, che trasforma in sé medesima la forma reale
quaternaria
¢ =2, + 2* — 7,2,.%)

Due sostituzioni (1) differenti fra loro s, s danno luogo a due sosti-
tuzioni quaternarie (I) che indicheremo con S, 8’ pure differenti fra
loro, giacche risalendo dalla (I) alla (1) resta solo l'incertezza di un
cangiamento simultaneo di segno in «, f, y, &, il che non altera la
(1 (né la (I)). B importante poi osservare che al prodotto s's cor-
risponde, nel senso sopra fissato, la sostituzione quaternaria SS’.

Ne ‘risulta che se consideriamo una serie di sostituzioni s sopra
una variabile ¢ costituenti un gruppo, le corrispondenti sostituzioni
quaternarie S formeranno un gruppo isomorfo (oloedricamente) ed in-
versamente.

*) Si osserverd che ponendo
zl=“4+u‘, Xy = Uy — Uy, Ty= Uy, Tg==1WUy
la @ si riduce immediatamente al tipo
%+ t? Uy — ug?
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§ X.

Gruppo riproduttivo della forma quaternaria

2
z,! + xg* — 2%,

53

Ci proponiamo ora di dimostrare che, prescindendo da un cangia-
mento simultaneo di segno nei coefficienti, le sostituzioni (I) sopra
trovate sono le piu generali sostituzioni quaternarie reali a determinante
+ 1 che trasformino in s3 medesima la forma

— .2
¢ =" + 23* — 2 7,.

Cominciamo per cid dall' osservare che se

7))

Ty = ayy %) + A%y + a3 % + a2y,
Ty = Ay @) F A%y + A3y + ay 3,
Ty = @y, &) + A3 %y + 3375 + 0,2,
2, = a, % + 0% + @y + a2,

® una tale sostituzione, dovranno sussistere fra i coefficienti (reali)
aix le 10 relazioni

[3
209,80y, + 203,035 — @ @y — B30y = 0,
® 2ay, 0,5 + 204,05, — a,,0,3 — G304y =0,
. ¢ .
2ay ayy + 2agyay — @18y — 8,84 = — 1

2ay, Qg3 + 2050055 — G103 — Gy3ay, =0,

£
5" 209,054 + 28303 — Q3844 — G148y =0,
< .
20309, + 283305 — Aglyy — Gyy Byg = 0;

(6)

onde segue che

4 6

Zy = Byy @y — Lgy @y — 20y, %5 + G147y,
’ 1 1

“ Ty = — 5 Q%+ Oy, + a2y — 5 any,
*)

’ 1 1

Ty = — 5 O ®y + Gy T+ ¥y — g AT
’ - o

z, = @y % — 2002 — 20383+ A Tprin s

Ora 2 chiaro che

a2 + @y — a8y =0,
a3 + a3k — @pa, =1,
ais + a3s — Gy =1,
3 + a3 — @y 0, =0,

la sostituzione inversa della (4) & data da:

. o s ol .
se componiamo una sostituzione (4) cor ‘hia sosti-
tuzione della forma (I) Cie
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2" = by &y + b1y %, + byy 2y + by, 2y,
z)" = by @ + by @y + byg@s + by 2y,
Ty = by @ + b3, @y + b33 %5 + b3y %y,
)" = by ) + by @y + bgs @y + by 7y,
il risultato sard nuovamente una sostituzione del gruppo riproduttivo
di @. B facile vedere che disponendo in modo conveniente delle costanti
e, B, y, 0 colle quali le b;; sono composte, si pud fare in modo che
nella sostituzione risultante sia nullo il nuovo coefficiente a,,.
Basta per cid prendere «, y inguisa che si abbia

@y, @0y -+ Gy (@ + &%o¥) + a5, (@¥e— gy p) + a7y, =0
ovvero moltiplicando per a,,*) ed osservando la 4* delle (6)
{aye + (ay,—iay)y} {ay, o + (@ tiag)7,} =0.
A questa si soddisfa nel modo pid generale lasciando p arbitrario
(diverso da zero) e prendendo

$0y — Gy
LT
Dopo cid si potra ancora prendere § ad arbitrio e determinare d da
«ad — By =1.
Questo risultato preliminare ci permette evidentemente di ridurre

la dimostrazione del nostro teorema al caso in cui @, = 0. L’ultima
delle (6) da allora: ‘

o= Y.

Gy =0, ay =0
e conseguentemente, essendo a@,, diverso da zero,**) dalle due ultime
(5*) deduciamo anche
al2 == 0, a13 = 0.
Le rimanenti relazioni fra le a si riducono alle seguenti
Gty =1, ayay = an+ ay,
(M G4y By = 2(Gg) O+ 8, @y), Gy g3 = 2(ay Go3+ a5y 0g3),
g+ o =1, ap+ ass=1, Ggp Gog + gy G35 = 0.
Dalle tre ultime deduciamo
Gy = = Gpy, A3y = F Gy3;
Vincertezza del segno si toglie osservendo che il determinante della

sostituzione si riduce a

*) Qui suppone a,, 20 che altrimenti lo scopo che ci proponiamo sarebbe
gid raggiunto. -
**) L'ipotesi
‘ Oyg = Agq == Gy =Gy = 0
darebbe il valore sero pel determinante della sostituzione.
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@y Gy (@92 Gyy — Gag Og))
e deve eguagliare I'unitd positiva il che per le (7) dd
Gg3 = Ggy,  Ggg = — Qog.
Cosi indicando con ¢ un angolo reale avremo per le (7);

Qyy = Q33 = COS @, Ggg == — Gp3 == 81D @,
2 2
. .Y g = L,
41 T ay ’ 44 a“
gin @y4 COB @ — gy 8D
2a,,cos<p;l-au tp a43=2 a1 'Pa‘au P .
1 1

Se a,, © positivo bastera porre

’G

2
)
e=Vaye , B=

|8

Gn—doy ST ) =
LT Lo ¥ ’ Vay

per far coincidere la (I) coll attuale sostituzione. Quando poi ay,

fosse negativo basterebbe cangiare tutti i segni delle a, come appunto

Bl era asserito. -

§ XL
Applicazioni.

Nel gruppo totale continuo di sostituzioni (4) riproduttrici della

forma
P ="+ 2’ — 2, 2,
consideriamo un sottogruppo G discontinuo, privo ciod di sostituzioni
infinitesimali. Tutte le sostituzioni di G, per quanto sopra & dimo--
strato, possono porsi sotto la forma di una sostituzione ([) ovvero di
una tale sostituzione in cui siano cangiati simultaneamente i segni dei
16 coefficienti. Le corrispondenti sostituzioni
g 2t tB
r7Ex BT ‘

formano un gruppo isomorfo I, privo esso pure di sostxtuzwm ‘infinj-
tesimali, poiché se esistesse in I una sostituzione infinjtesimale sarebbe
pure infinitesimale la sostituzione (I) corrispondente in G. L’isomorfismo
di @, I' & oloedrico se G non contiene la Sostituzione

—1 0 0 O0f-
0 —1 0 0
0 0 —1 o Coe
0 0 "0' _L'I:"” e L
ed & invece meriedrico col gra.do m=2 di mqnedrm se questa sostituzione

¢ contenuta in G. Il gruppo discontinuo ' ’consente la rappresentazlone
geometrica di Poinearé ed & quindi un.'gruppo poRddrios. - v 107
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Dalla considerazione della speciale forma ¢ possiamo subito passare
a quella di una forma reale quaternaria qualunque

4
Y= 2 : CrsXrZyy
1

supponendo soltanto che essa sia riducibile con trasformazione reale

al tipo .
u? 4w+ ug? — u,t
E infatti la 9 sard aliresi trasformabile con una sostituzione reale T
nella forma ¢ ==2,® -} 2,> — 2,2, e ogni sottogruppo K, privo di
gostituzioni infinitesimali, che trasformi ¢ in s% medesima, dard tras-
formato con T, il sottogruppo TKT—! riproduttivo di ¢, privo di
Bostituzioni infinitesimali.

Per arrestarci ad un caso di particolare interesse supponiamo che
la forma 3 sia arifmetica, abbia ciod i coefficienti ¢,, interi e prendiamo
per. K il suo gruppo aritmetico riproduttivo di sostituzioni a determinante
4+ 1, i cui coefficienti siano ciod interi. E evidente che K non contiene
sostituzioni infinitesimali e da luogo quindi, nel mogdo superiormente
descritto, ad un gruppo isomorfo poliedrico ' di sostituzioni sopra una
variabile complessa. Fra i gruppi poliedrici I cosi ottenuti meriterebbero
uno studio speciale quelli che derivano da forme ¥ che non possono

annullarsi per valori nfer: (diversi da zero) delle variabili come p. e.
la forma

d) = $12 + x22 + 32?32 -— 6z42. .
Qui ci limiteremo per altro a dimostrare come i gruppi quadratici [®)
e i gruppi ampliati G® precedentemente studiati rientrino anch’ essi

" nella classe generale dei gruppi poliedrici, che provengono dai gruppi
aritmetici riproduttivi delle forme quaternarie.

Supponiamo che i coefficienti &, 8, 7, & della sostituzione ()]
percorrano i numeri inferi del campo quadratwo (1,%¥D) e poniamo
guindi

¢ = e+ ie,)D, ﬁ = B, +'552VD Y="" f"‘(i?zl/ﬁ;

6""61 +“’2V—san, . ' .
dove ay, @,, B, B,, 71, 72, 9y, 0, sono razionali interi, indi alla forma
di Hermite _ .

@£& + (@, + i VD)) kny + (2, — 3 YD 2g) B + 2477,
(essendo z, ¥, x4 2, costanti o variabili reali) applichiamo la sostituzione
{E = af 4 f1,
n=y& + d7.

. Col processo del §IX troviamo la corrispondente sostituzione quaternaria:
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o+ Doyt 2 (g 71+ Dergye) ’ 2D (eyys — eay1) » ¥+ Dy ,
(II) a1fit Dagfy, 308y tD (e detfaye), D(etydp— ety d3+Pyrye—Fav1)s 71¢’|+D%32:
wfy—afy , oadi—adst+Piye—Pevi 5 0 +Doyd—(fiyitDhaye), 7201—y10
B¢+ Dge* 2(B101+P20s) ) 2.D(fy 3 — B2 04) y 02+Dog
che trasforma in s& medesima la forma quaternaria
b = 2,2 + Dage— 2,2, .
B manifesto che nella (II) i coefficienti saranno numeri interi; ma si

vede facilmente che essi saranno ancora interi se (“’ (ﬁ)‘) % una di
b}

quelle sostituzioni, appartenenti ai moduli M, H o K, colle quali nei
§8 I, II abbiamo ampliato il gruppo M¢VD) fino ad ottenere il gruppo
GGvVD), .

Vediamo adunque che i gruppi ampliati G¢V?) corrispondono ad
un sottogruppo del gruppo aritmetico che riproduce la forma qua-
ternaria .

Pisa, Agosto 1892.




Ueber den Zusammenhang in Reihen mit einer Anwendung
auf die Theorie der Substitutionen.

Von

P. Hover in Schnepfenthal.

Die Betrachtung der Aenderungen, welche der Zusammenhang der
Blétter einer Riemann’schen Fliche in den Uebergangslinien erfiihrt,
wenn man die Uebergangslinien durch andere ersetzt, filhrt mit Noth-
wendigkeit dazu, Producte cyklischer Substitutionen, welche dem Werthe
nach gleich, der Form nach aber verschieden sind, auf diese Ver-
schiedenheit ihrer Form von gewissen Gesichtspunkten aus zu be-
trachten. Wenn man z. B. in der Arbeit des Herrn Liiroth ,,Note
iiber Verzweigungsschnitte und Querschnitte in einer Riemann’schen
Fliche“ (Bd. 4 d. Z.) und in der weiteren Ausfithrung hierzu von
Clebsch ,,Zur Theorie der Riemann’schen Fliche* (Bd. 6 d. Z.) von
der Anschauung der Riemann’schen Fliche abstrahirt, so behandeln
beide Arbeiten nichts anderes als diesen Gegenstand fiir ein identisches
Product von Transpositionen. Eine allgemeine Theorie der hier in
Frage kommenden Begriffsverkniipfungen, wie sie die vorliegende Arbeit
zu geben versucht, scheint indessen zu fehlen und mbéchte vielleicht,
ganz abgesehen von dem Nutzen, den sie bei der Behandlung auf die
Riemann’sche Fliche beziiglicher Fragen gewidhren kann*), auch fiir
sich einiges Interesse beanspruchen diirfen.

A. Ueber den Zusammenhang in Reihen.

§ 1.

In der Reihe 4,4, ... 4, moge jedes Glied als Gesammtvor-
stellung einer bestimmten Anzahl von Elementen, also selbst als Reihe
gedacht werden, wobei indessen die Anwendung des Wortes ,,Reihe®
den Fall nicht ausschliessen soll, dass die Anzahl der Glieder bez.
Elemente sich auf Eins reducirt. Unter diesen Elementen — wir be-
zeichnen sie kurz als ,,Buchstaben* und stellen sie in der Folge durch

*) Ich habe mich in dieser Beziehung auf ein kurzes Beispiel am Schlusse
beschriinkt,
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kleine Buchstaben dar — knnen sich gleiche finden, die demselben oder
verschiedenen Reihengliedern angehdren konnen und durch denselben
Buchstaben dargestellt sind. Es kann also auch derselbe Buchstabe
in verschiedenen Reihengliedern vorkommen, m. a. W. mehrere Glieder
konnen einen Buchstaben gemeinsam haben. Kann man aus mehreren
Gliedern der Reihe 4,4, ... 4, durch einmalige Aufnahme jedes
Gliedes eine Reihe A,A4,4, ... A,4; bilden, in der je zwei auf-
einander folgende Glieder wenigstens einen Buchstaben gemeinsam
haben, so soll eine solche Reihe 4,A4s ... Ax4: eine ,in der Reihe
A, A, ... A, enthaltene Reihenkelte* heissen. Gehoren zwei Glieder
oder zwei Buchstaben einer Reihe einer in ihr enthaltenen Reihenkette
an, so sollen sie ,eusammenhingend im Gebiete der Reihe (in der
Raihe)*“ heissen. Die Betrachtung der Reihen hinsichtlich dieses Zu-
. sampenhanges bildet den Gegenstand dieses Abschnitts.

«§ 2.

Man beweist zuniichst leicht den Satz: Hingen zwei Glieder resp.
Buchstaben einer Reihe im Gebiete der Reihe mit einem dritten zu-
sammen, so hiingen sie auch mit einander zusammen. Sucht man
daher zu einem beliebigen Gliede einer Reihe alle mit ihm jm Gebiete
der Reihe zusammenhiingenden Glieder auf, so wird dadurch aus der
gegebenen Reihe eine Reihe ausgeschieden, in der je zwei Glieder resp.
Buchstaben zusammenhangen, wihrend kein Glied oder Buchstabe
dieser Reihe mit einem der iibrigen Glieder resp. Buchstaben in ‘dér
gegebenen Reihe zusammenhingt. Werden nun ebenso zu einem der
letztéren Glieder alle mit ihm in der gegebenen Reihe zusammen-
hingenden Glieder aufgesucht, so enthdlt die hierdurch ausgeschiedene
Reihe kein Glied der zuerst ausgeschiedenen Reihe. Man wird daher
durch geniigende Fortsetzung dieses Verfahrens schliesslich simmtliche
Glieder der gegebenen Reihe in Reihen oder Gruppen geschleden er-
halten , welche von der Beschaffenheit sind, dass je zwei Glieder resp.
Buchstaben einer Gruppe im Gebiete dieser zusammenhangen, dagegen
_kein Glied einer Gruppe mit einem Gliede einer andern im Gebiete
der gegebenen Reihe zusammenhangt, sodass also auch keine zwei
Gruppen einen Buchstaben gemeinsam haben. Hs ist ferner leicht o
sichtlich, dass eine Scheidung der Glieder einer Reihe in Gruppen
dieser Beschaﬁenhelt nur auf eine Weise moglich ist, sofern Jede
Scheldung stets dieselben Gruppen liefert. Diese Gruppen sollen’ dis
in der gegebenen Reihe enthdltenen ,transitiven Gruppen oder ki
die transitiven Gruppen der gegehenen Reihe heissen*).

*) Eine Rgme mit nur emer trana:tlven Gmppe ist &a\mch selbst ale’ ﬁranm-
tive: Reilis' st Bezeibhnen, -~ - 7 oo R OTYUH I EITU NN ORI
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Zwei der transitiven Gruppe einer Reihe konnen keinen Buch-
staben gemeinsam haben. Es konnen aber zwei Reihen in der Be-
ziehung zu einander stehen, dass jeder transitiven Gruppe der einen
Reihe eine transitive Gruppe der andern entspricht, die mit ihr alle
verschiedenen Buchstaben gemeinsam hat, sodass also von zwei ent-
sprechenden transitiven Gruppen jede dieselben verschiedenen Buch-
staben enthdlt, wie die andere. Wir sagen dann, die transitiven
Gruppen beider Reihen ,stimmen in den Buchstaben iiberein. Eine
solche zwischen zwei Reihen A4,4,...4, und B,B,... B, statt-
findende Bezichung soll durch die Schrelbwelse A4,...4, =B B,...B,
ausgedriickt werden. Von dieser Beziehung gllt nun der Satz
(¢) Wenn
, 4,4,... 4,=B,B,...B,
und

An-}-l An+2 e Au—}-n, = Bm+1 Bm+2 . -Bm-l-m‘
ist, so ist auch
Ay, 4o, ... 4o, =D By, ... Biyi
Dabei bedeutet 4, 4, ... 4,, 4n> Tesp. B By, ... Bs . - eine aus
den Gliedern der Reihen 4,4, ... 4, und Ay Auis. .. Agin,, Tesp.
B\B,...B, wnd By Buys . . . Byym, zusammengesetzte Reihe.

Der Beweis ergiebt sich leicht daraus, dass zwei verschiedene

in einer der beiden Reihen A, 4,, ... 4., 4n, Und Bg Bg, ... Bg, .

zusammenhingende Buchstaben auch in der andern zusammenhingen.
Enthilt aber eine der beiden Reihen einen Buchstaben, der mit
" keinem von ihm verschiedenen zusammenhsngt, 80 ist’ dieser Buchstabe
auch in der andern Reihe enthalten und hangf ‘Her mit keiriem .Yon
ihm verschiedenen zusamiuen.

(B) Wahlt man aus einer transitiven Gruppe eines oder mehrere
Glieder aus, so giebt es unter den ibrigen Gliedern sicherlich eines,
das mit einem der ausgewihlten Glieder wenigstens einen Buchstaben
gemeinsam hat. Daraus folgt, dass man die Glieder einer transitiven

" Gruppe stets so ordnen kann, dass jedes mit der Reihe aller voran-
gehenden wenigstens einen Buchstaben gemeinsam hat und dass man
hierbei das Anfangsglied beliebig wihlen kann. Bei einer solchen
Anordnung der Glieder bildet dann die von dem Anfangsglied bis zu
einem beliebigen Gliede erstreckte Reihe fiir sich eine transitive Gruppe,
und umgekehrt ist auch jede dieser Bedingung gentigende Anordnung
von der Art, dass jedes Glied mit der Reihe aller vorangehenden
wenigstens einen Buchstaben gemeinsam hat.

§ 3.
(#) Es seien ay,, Gu,, . . . ax,, die in einem Gliede 4, einer Reihe
A A, ... A, enthaltenen gleichen und verschiedenen Buchstaben. Aus
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diesen Buchstaben denke man sich eine zweigliederige Reihe A, 4;"
gebildet, die jeden der Buchstaben ay,, ax,, ... a., einmal und nur
einmal enthélt, und denke sich diese zweigliederige Reihe an die Stelle
von A, in der gegebenen Reihe gesetzt. Das Bilden dieser zwei-
gliederigen Reihe soll dann ein ,,Spalten’ des Gliedes 4, in die beiden
Glieder A4,/, A,” heissen, und die durch die gedachte Substitution aus
der gegebenen Reihe erhaltene Reihe 4, 4, ... 4, 1A A, Ay, ... A,
soll aus der gegebenen Reihe durch diese Spaltung entstanden heissen.
Ist es nun unmoglich, eines der Glieder einer Reihe so in zwei Glieder
zu spalten, dass diese beiden Glieder in der durch die Spaltung aus
der gegebenen entstandenen Reihe zusammenhiingen, so nennen wir
die Reihe ,einfach esusammenhingend, sind solche Spaltungen aber
moglich, so soll die Reihe ,,mehrfach susammenhingend* heissen. Aus
dieser Erklirung fliessen die nachstehenden Folgerungen:

(8) Eine Reihe, welche sich aus einer einfach zusammenhiéngenden
Reihe durch Fortlassen eines oder mehrerer Glieder ergiebt (in ihr
enthalten ist) ist wieder einfach zusammenhingend,

(y) Kein Glied einer einfach zusammenhingenden Reibe kann
gleiche Buchstaben enthalten und mit einer der tramsitiven Gruppen,
welche in einer aus beliebigen der iibrigen Glieder gebildeten Reihe
enthalten sind, mehr als einen Buchstaben gemeinsam haben; und
umgekehrt, jede Reihe, welche diesen Bedingungen geniigt, ist ein-
fach zusammenhingend.

Hat niimlich irgend ein Glied einer Reihe gleiche Buchstaben, so
kann man dieses stets so in zwei Glieder spalten, dass diese beiden
Glieder einen Buchstaben gemeinsam haben. Hat aber irgend ein Glied
A, mit einer der transitiven Gruppen, welche in einer aus mehreren
der iibrigen Glieder gebildeten Reihe enthalten sind, die beiden Buch-
staben a,, g gemeinsam, so braucht man nur 4, in zwei Glieder
4y, A, zu spalten, von denen das eine a.,, das andere Qg enthilt,
um aus der gegebenen eine Reihe entstehen zu lassen, in der 4,, 4.
zusammenhingen. Dass auch die Umkehrung gilt, folgt aus

(6) Wenn eine Reibhe mehrfach zusammenhingend ist und keines
ihrer Glieder gleiche Buchstaben enthdlt, so enthélt die Reihe stets
eine Reihenkette A, 4,,... 4., von der Beschaffenheit, dass jedes
Glied 4,, derselben zwei Buchstaben aa,_,, aa, enthdlt, welche auch
in der von den tibrigen Gliedern der Kette gebildeten Reihe zusammen-
hiéngen, -

Denn der Voraussetzung zufolge kann man durch Spaltung wenigstens
eines Gliedes A4,, der gegebenen Reihe in zwei Glieder 4, , 4, aus dér
gegebenen eine Reihe entstehen lassen, in welcher 4, und 4g zu-
ssmmenhingen, In di¢ser Reihe muss somit eine Reihenkette mit den

"o
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Gliedern A4, und A; enthalten sein, die mindestens drei Glieder ent~
hal, weil A4g, A, keinen Buchstaben gemeinsam haben, und also
von der Gestalt sein muss: dg 4o, ... ds, A, WO Ao ... A, dex

gegebenen Reihe angehoren. Ist nun der Buchstabe a,, den Gliedern
Ag, 4,,, der Buchstabe a, den Gliedern 4,,, 4,, u.s.f., der Buch~ -
stabe a,,, den Gliedern 4, , A, gemeinsam, so wird man stets voraus-

setzen diirfen, dass je zwei aufeinander folgende der Buchstaben

Q45 Gujy v+ Ba,, VOD einander-verschieden sind, da man andernfalls

durchi* Fortlassen eines oder mehrerer der-Glieder A4 ,, A, ... 4a}
éitte Kette bilden konnte, die dieser Bedingung gendgt Alsdann ist
A,,‘A - 4q,, eive in der gegebenen Reihe enthaltene Re1henkette

von ‘der verlangten Beschaffenheit.

(6) Wie man_ daber auch die Glieder einer, mehrfa.ch zusammen-

hiingenden Reihe, in der kein Glied glelche Buchsta.ben enthalt, ordnen
mag, es findet sich stets wenigstens ein Ghed das mit der Relhe aller
" vorangehenden Glieder mehr als einen Buchstaben gemeinsam hat.
Ordnet man dagegen in einer einfach zusammenhingenden Reihe die
Glieder 80, dass die Glieder derselben transitiven Gruppe unmittelbar
auf elnander folgen und dass in jeder der transitiven Gruppen die
Anordnung der Glieder die in § 2 (B) angegebene ist, so hat jedes
Glied mit der Reihe aller vorangehenden hochstens einen Buchstaben
gemeinsam. Denn jedes Glied einer der transitiven Gruppen bat mit
der Reihe der .vorangehenden Glieder derselben Gruppe nur einen
Buchstaben gemeinsam, da diese Reihe fiir smh eine transitive Gruppe
'blldei; 82, §3 ), mit eingm Gliede der ubngen Gruppen aber
ﬂhqrhgnpt keifien_ Buchstaben gemeinsam.

k) Zleht ms.n von. der A,nzahl aller in elner Relhe enthaltenen,
glelchen u.nd verschledenen Buchstaben dle Anzahl der verschiedenen
unter diesen Buchstaben ab, o soll die erhaltene Differenz »die Wieder-
_holimg in der Reihe helssen., Mittelst dieses Begriffs Iasst sich die
Entscheidung dartiber, ob eine’ Réihé &infach oder mehrfach 2 zusammen-
hangend ist, in folgendem Satz zusemmenfasser:

‘Eine Rezhe mit n Gliedern und r transitiver* Gruppen ist einfach
oder mehrfach susammenhingend, je nachdem dw erderhohmg in der
Reihe w =mn—1r, oder >n —r ist. = -

Der Beweis dieses Satzes ergiebt sich als emfacha F‘olgerung aus
dem leicht zu beweisenden Hilfssatze: Die Wiederholung in einer aus
den Gliedern zweier Reihen zusammengesetzten Reihe. ist gleich der
Summe der Wiederholungen in den beiden Reihen vermehrt um die
Anzahl der verschiedenen, den beiden Reihen gemeinsamen Buch-
staben. Nach diesem Hilfssatze ergiebt sich, wenn mit w, die Wieder-
holung in der Reihe der ersten o Glieder, mit w, die Wiederholung



Zusammenhang in Reihen. 63

im ater Gliede selbst und mit &, die Anzahl der verschiedenen Buch-
staben bezeichnet wird, die das at* Glied mlt der. Reihe der voran-
gehenden gemeinsam hat

W= Wy, = @, '+‘ Wn—1 + Eny Wny == 0y, + Wn-ié + En_1,
Wn—g == Gp_2 + Wy-s ~|; Ep_o U. 'S.'.b f.. e

W= 2,04 + Zeéa. : :
Werden nun die Glieder der Reihe so, wie in (z) filr die emfach zu-
sammenhéingende Reihe angegeben wurde, geordret-vorausgesetzt, so
haben r der Zahlen ¢, den Werth Null, diejenigen ndmlich, welche
von den Anfangsgliedern der transitiven Gruppen herrithren, die‘tbrigen
n —r sind gleich 1, oder grosser als 1. Ist die Reihe einfach zu-
sammenhéngend, so sind alle von Null verschiedenen &, = 1, ausser-
dem alle @, = 0, mithin ist w e % — ». Ist die Reihe mehrfach
zusammenha.ngend, go ist entweder wenigstens ein ‘w, > 0, oder
wenigstens ein &, > 1, auf alle Fille daher w > x — .

Zusatz: Spaltet man jedes Glied 4, so in @, 4 1 Glieder), dass
eines dieser Glieder alle verschiedenen in A, entbaltenen Buchstaben
enthilt, darauf dieses Glied wieder so in &, Glieder*), dsss jedes dieser
Glieder einen der &, Buchstaben enthilt, die 4, mit der Relhe der
vorangehenden gemeinsam hat g0 sind im ganzen o

ety Zobg— (W —1) = w—(n=7p) "
Spaltungen der Art ausgeftibrt, dass die transitiven Gruppen der durch
. die Spaltungen entstehenden Reihen mit denen der gegebenen Reihie
in den Buchstaben iibereinstimmen. Mehr successive Spaltungen dieser
Art kann man nicht ausftthren, denn nach Ausfihrung von w—(n —1)
solchen Spaltungen ist fiir dle neue Reihe die Anzahl der Gheder

o =ndw—(n—7),

die Wiederholung w’ = w, die Anzahl der transitiven Gruppen 7’ =r,
gomit

mithin

.o\

w —(n —¢)=0,

die Reihe also einfach zusammenhiingend.
Die Differenz w — (n—1r) soll ,,der Grad des Ausammenhanges“
heissen. . .
§ 4
. Der Inhalt der §§ 1—3 ist zum Verstindniss des nachsten Ab-
schnitts vo]hg ausreichend. Mit Riicksicht auf spéitere Anwendungen
und um der Theorie des Zusammenhanges einen Abschluss zu.gebep,
mag es indessen gestattet sein, die bisher entwickelten Ideem xmoch
- %) Fir @, =0, g, =0, oder =1 bleibt das betr Ghed natdrh&r ‘un-

veréindert, . S PE N
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weiter auszufithren. Wir beschrinken uns dabei auf den Fall einer
Reihe, in der kein Glied gleiche Buchstaben enthilt.

Die Deutung, welche am Schlusse des vorigen Paragraphen die
als Grad des Zusammenhanges bezeichnete Differenz w — (8 — 7) er-
fahren hat, erschdpft die Bedeutung nicht, welche dieser Differenz fiir
die Theorie des Zusammenhangs zukommt. Diese Bedeutung ist eine
weitergehende, jene implicite enthaltende. Um indessen dies nachzu-
weisen, bedarf es einer Reihe von Begriffsbestimmungen, die im
Interesse der Exactheit erforderlich sind und zuniichst gegeben werden
sollen:

Man kann auf eine als bestimmt gegeben vorausgesetzte Reihe
andere Reihen dadurch beziehen, dass man sich die Buchstaben der
gegebenen Reihe, simmtlich oder zum Theil wiederholt und zu neuen
" Reihen vereinigt vorstellt. Dabei ist es statthaft, einen Buchstaben
der gegebenen Reihe beliebig oft (aueh in einer Reihe) zu wiederholen,
Solche Buchstaben, die also Wiederholungen desselben Buchstabens
der gegebenen Reihe sind, und nur solche Buchstaben, sollen dann
als ,, identische‘ bezexchnet werden, wahrend ,,gleiche‘‘ Buchstaben
sowohl identische, als auch Wiederholungen gleicher Buchstaben der
gegebenen Reihe sein konnen, und ,,verschiedene’ Buchstaben stets
Wiederholungen als verschieden vorausgesétzter Buchstaben sein sollen.
Durch a? soll ein Buchstabe dargestellt werden, der die Wiederholung

eines Buchgtabens des Gliedes 4,, der gegebenen Reihe ist; dabei
sollen 'die oberen Indices gleich oder verschieden sein, je nachdem die
Buchstaben in dem soeben angegebenen Sinne gleich oder verschieden
sind, sodass zur Da,rstellung identischer Buchstaben die oberen und
unterexr Indices gleich zu wihlen sind.
" . Dis in solchér Weise anf die gegebene Reihe bezogenen Reihen,
um die es sich hier handelt, sind nun Reihen von Buchstabenpaaren
at a2, in denen also die Buchstaben jedes Paares Wiederholungen von

Buchsta,ben eines Gliedes der gegebenen. Reihe sind. Wir stellen eine
solche Reihe dar in der Form

am,+ a"u a"o + m ’ls +

Dabe1 kdnnen dle oberen Indlces glemh oder verschleden sein. Um
eine solche Reihe durch einens einzigen Buchstaben darzustellen , be-
dienen wir uns in der Folge des Buchstabens P (bez. Py, P, . ..), und
verstehen unter einer Summe mehrerer solcher Reihen, P, P2+ Py,
eine Reihe, die aus den Paaren derselben zusammengesetzt ist, wobei
die Aufeinanderfolge der Paare gleichgilltig sein soll.

Zwei Paare heissen identisch, wenn die gleichstelligen Buchstaben
in ihnen identisch sind, entgegengesetsf, wenn der erste und letzte
Buchstabe des einen mit dem’letzten und ersten Buchstaben des andern
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identisch ist. Entsprechend heissen zwei Rethen P,, P, identisch, oder
entgegengeselzt, je nachdem die Paare der einen in irgend einer Reihen-
folge genommen mit deven der andern identisch, oder entgegengesetzt
sind. Durch denselben Buchstaben P (bez. P, P,,...) werden stets
identische, durch P und — P entgegengesetate Reihen dargestellt.

Versteht man unter & eine positive oder negative ganze Zahl oder
die Zahl Null, so soll unter dem Product kP, das durch Multipli-
ciren der Reihe P mit % entsteht, eine Summe verstanden werden,
die aus P und — P ebenso zusammengesetzt ist, wie k aus + 1 und
— 1. Danach versteht sich die Bedeutung der Summe %, P, 4k, P, ---
von selbst.

Eine Reihe P heisst eine ,,Null“ und wird durch das Zeichen O
dargestellt, wenn entweder sich jhre Paare so ordnen lassen, dass die
Reibe die Gestalt erhilt:

P2 "p—-l "p—1 fp
1. a+aa+aa + - +a +a. a’,

oder wenn die Reihe eine Summe von Reihen dieser Gestalt ist.

"Zwei Reihen P, uid P, heissen ,,gleich*, wenn die Summe
P, + (— P,) eine Null ist. Eine ,,Gleichung P, = P, endlich ist
der Ausdruck fiir die Gleichheit der beiden Reihen P, und P,.

(«) Damit sind diejenigen Begriffsbestimmungen gegeben, die fiir
die Weiterentwickelung der Theorie des Zusammenhanges erforderlich
sind. Es ldsst sich zeigen, dass man mit den soeben entwickelten Be-
griffen der Summe, des Entgegengeseteten, der Null und der Gleichung
ebenso operiren kanw, wie in der Algebra, sofern man sich beim
Operiren auf Addiren und Subtrahiren*) von Gleichungen und Multi-
pliciren derselben mit ganzen Zahlen beschréinkt. Der nihere Nach-
weis hierfir mag dem Leser iiberlassen bleiben, man bedarf dazu des
Satzes, dass man in einer Gleichung auf einer Seite beliebige Buch-
stabenpaare hinzufiigen oder fortlassen kann, wenn diese 0 als Summe
ergeben. ,

Wir verstehen daher jetzt, ebenso wie in der Algebra, unter
einer linearen Gleichung fiir die Reihen P,, P,, ... P, eine Gleichung
von der Form:

kP,+ kPt -+ kP =0,
in welcher indessen %, %,,...%,, die Coefficienten der Gleichung,
positive oder negative ganze Zahlen oder die Zahl Null sind. Je
nachdem eine solche lineare Gleichung, in der wenigstens ein Coeffi-
cient von Null verschieden ist, fiir die Reihen P, P,,... P, besteht,

*) Das Bubtrahiren einer Reihe P ist dann als glewhbedeutend mit dem
Addiren von — P anzusehen,

Masthematische Annalen, XLII. b
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oder nicht bestebt, sagen wir, diese Reihen sind linear abhingig von
. einander, oder linear unabhingig von einander, und zwar heisst P,
linear abbhingig von P, ... P,, wenn der Coefficient von P, von
Null verschieden ist; ist dieser Coefficient ausserdem gleich 1, so
heisst P, linear und ganzzahlig abbingig von P, ... P, Es ergeben
sich weiter die folgenden Sitze:

1) Sind # 4 1 Reihen P, P),. .. P, linear abhingig von »
Reihen Py, P,,... P,, so sind P/, P),... P,y linear abhingig
von einander.

2) Sind » Reihen P/, P), ... P, linear und ganzzahlig abhéingig
von » linear von einander unabbingigen Reihen P,, P,, ... P,
mittelst des Gleichungssystems:

.Pa"=k¢1.P1 +70agP2+' L -f—ka,,.P,. (a==l, 2, . .n),

so sind P, P),... P, linear abhingig, oder unabhingig von ein-
ander, je nachdem die Determinante des Coefficientensystems [k, 5] =0,
oder von Null verschieden ist, und P,, P,,... P, sind linear und
ganzzahlig abhéingig von P/, P,, ... P,/, oder nicht, je nachdem diese
Determinante den Werth 4 1 hat, oder nicht.

(B) Die Reihen P, welche uns im Folgenden beschiftigen sollen,
sind nun Reihen besonderer Beschaffenheit, die wir als ,,Cyklen be-
zeichnen und in folgender Weise definiren:

Eine Reihe P heisst ein Cyklus, wenn entweder ihre Paare sich
go ordnen lassen, dass die Reihe die Gestalt erhilt:

IL arf a”‘ + a:; a, + a an -+ a :;'21 :;—11 + a;’;’a - a:,z,
oder‘wenn die Reihe eine Summe von Reihen dieser Gestalt ist.

_ Die Elgenschaft einer Reihe P, ein Cyklus zu sein, soll in der
Folge durch P angedeutet werden.

Es ist nun klar, dass die Anzahl der Cyklen einer Reihe un-
endlich gross ist. Es lasst sich aber zeigen, dass sie simmtlich von
einer bestimmten Anzahl linear von einander unabhingiger Cyklen
linear und ganzzahlig abhiéngig sind, und diese Anzahl ist gleich dem
Grade des Zusammenhanges der gegebenen Reihe. Zum Nachweise
dieses sollen die ndchsten Sitze dienen: :

1) Jeder auf eine emfach zusammenhdngende Reihe besogene Cyklus
ist gleich Null.

Jeder Cyklus lasst sich némlich aus Reihen von der obigen Form
I1 zusammensetzen. Ist nun eine Reihe dieser Form auf eine einfach
zusammenhingende Reihe bezogen, so muss sich in ihr, wenn nicht
np == n, ist, ausser dem ersten Paar wenigstens noch ein Paar finden,
dessen unterer Index gleich m, ist. Wire dies n#mlich nicht der
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Fall, so wiirde durch Spalten des Gliedes A4, der gegebenen Reihe
in die beiden Glieder Ay, An,, von denen- A’ a7?, Ay, aj: enthielte,

aus der gegebenen Reihe eine Reihe entstehen, in der A4,, 4, zu-

. o RE—
sammenhingen wiirden. Sei nun a lam’; das erste unter den auf

n m .

a,. a, folgenden Paaren, dessen unterer Index my == m, ist. Alsdann
2] 1

muss fxp—y = %, sein, denn sonst wire

Rp] ™ ?12 ﬂ; ”k__g ﬂk_
am. a’m,+ My am,+ my m, + + My mk 1

ebenfalls ein auf die gegebene Reihe bezogener Cyklus von der Gestalt

IT, in dem sich ausser dem ersten kein zweites Paar mit dem unteren

Index m, finde, was, wie bewiesen, wenn 7, mcht = n, ist, un-

moglich ist. Nun ist wieder ~ s
'np nx nr “&‘-f—] . ”p—l 'np
Gy O -+ a'”k«+l S -+ + amp amp

ein auf die gegebene Reihe bezogener Cyklus von der Gestalt II, fiir
den man den ganzen Schluss wiederholen kann: Der Cyklus muss,
wenn nicht #, == m; ist, ausser dem ersten wenigstens noch ein Paar
mit dem unteren Index m, haben, und bestimmt man das erste dieser
Paare, so muss der obere Index des ersten Buchstabens desselben
gleich 7n; sein, Da aber die Anzahl der Paare endlich ist, so muss
man, in dieser Weise weiter gehend, einmal zu einem Paare mit dem
unteren Index m, gelangen, dessen letzter Buchstabe den obern Index
np hat. Dann bilden die erhaltenen Paare einen Cyklus von der Ge-
stalt II, in dem aber die simmtlichen unteren Indices gleich #, sind,
der also von der Form I, somit gleich Null ist. L#sst man diese
Paare aus dem gegebenen Cyklus fort, so ist auch die Reihe der iibrig-
bleibenden Paare ein Cyklus, in dem wieder irgend ein Paar mit anderen
zusammen Null ergeben muss, u. s. f.

2) Unter den auf eine gegebene Reihe besogenen Cyklen giebt es
stets eine, dem Grade des Zusammenhanges der Reihe gleiche Anzahl
linear von einander unabhingiger Cyklen, von denen jeder auf die Reihe
besogene Cyklus linear und gamedahlig abhiingig ist.

Wir beweisen zuerst, dass es eine dem Grade des Zusammenhanges
. gleiche Anzahl linear von einander unabhﬁngiger Cyklen giebt. Die
gegebene Reihe 4,4, ... 4, werde in der § 3 (p) angegebenen Weise
geordnet vorausgesetzt, sodass also die Glieder derselben transitiven
Gruppe unmittelbar huf einander folgen und jedes Glied, die Anfangs-:
glieder der transitiven Gruppen ausgemommen, wenigstens einen Buch-
staben enthilt, zu dem sich in der Reihe der vorangehenden Glieder
ein gleicher findet. Die Anzahl aller dieser Buchstaben ist, unter

6% -
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Beibehaltung der Bezeichnung in § 3 (), gleich 2,&, = w, da jetzt
@, =0 ist. Von diesen. Buchstaben wihlen wir aus jedem Gliede
einen nach Belieben aus, sodass die Anzahl der ausgewahlten Buch-
staben gleich # — » ist, und bezeichnen die fibrigen w — (n — 7),
entsprechend der jetzt angenommenen Bezeichnungsweise, durch

O, @ ...a:fa( =w~(n—r)),

wobei m, > ms sein soll, wenn & > f ist. Zu Jedem Buchstaben

a:" wird nun einer, der ausgewihlten Buchstaben, a " * gehdren, der

demselben Reihengliede A,, angehtrt. Zu diesen belden Buchstaben

g n' . . . .
am:, a,® werden sich fernet in der Reihe der dem Gliede 4., , voran-
a

gehenden Glieder gleiche Buchstaben finden, die im Gebiete dieser -
Reihe zusammenhéngen (§ 2 (8)). Daraus geht hervor, dass man immer

einen Cyklus mit dem Buchstabenpaare a::;‘z a:‘:; wird bilden kdnnen, der

ausser diesem Buchstabenpaare nur Paare mit kleineren unteren Indices
als m, enthilt. Ein solcher Cyklus wird daher auch keinen der Buch-

staben am"“:_ll a’;‘:i e a::: enthalten ; denn obgleich zwar unter diesen
Buchstaben sich noch solche finden kénnen, deren unterer Index gleich
m, ist, so findet sich doch unter diesen letzteren keiner, dessen oberer
Index gleich 7, oder m, ist. Wir stellen einen solchen Cyklus dar

durch .

" n y—1 1
IJ(g,am,g,am2 ce o m"_,a Oam""_*;_1 .Oa“),

mdem wn' allgemein einen Cyklus, der den Buchstaben a, ¢, mal,
den Buchstaben a, g, mal u.s.f enthalt, durch

?(gl “:,',rg‘z a”,,: o 9:“:8‘)

darstellen wollen. ,Man kann also $==w — (# — 7) Cyklen bilden
von der Gestalt: R .

'F(a;“, Oa:',;, Oay ... Oa:.“),
“"P_(g, a,, an, Oar . Oa::' )
_P—(g, Gy G2Omy G, Oap ... Oa:;i) .. ..
?(91 a::l) 92“:, SRR /S m.:‘ a;:S’

die wir kurz durch P, P,,... P, bezeichnen. Diese Cyklen miissen
nun linear von einander unabhingig sein. Denn in der Summe



Zusammenhang in Reihen. 69

8

D kP,

a==1
in der die Buchstaben k. positive oder negative ganze Zahlen bedeuten,

kommt der Buchstabe a;’. nur in P,, und zwar in dem Paare
a;‘: a:‘,:: vor. Je nachdem daher %, > 0, oder < O ist, ist diese Summe
gleich einer Summe die den Buchstaben a:"‘ in k, Paaren a;: a:i , oder
in —Fk, Paaren a¢ a enthélt und sonst nicht. Dann ergiebt also

. %, . .
sicher das Paar a.' am', bez. a}* @, nicht mit andern Paaren der
$ 3 8 S

Summe zusammen eine Null und die Summe kann dsher keine Nuil
und folglich- auch nicht gleich Null sein*). Soll also

sein, 80 muss %, = O sein. Dann ist

St~ ShE
a=1 a==1

Wiire nun ka_IEO, so folgt ebenso, dass das Paar a, to i a,’:“‘:ll bez.

a”‘—l a Re—1

Mgl My

nicht mit andern Paaren der Summe

Zk Z.

Null ergeben konnte, dass also auch %._;— O sein muss u.s.f. Die
Cyklen P, P, ... P, konnen daber keiner linearen Gleichung der Form

2k1’=0

’geniigen, in der ein Coefficient von 0 verschieden ist, d.h. P, P, ... P,
eind linear unabhéngig von einander.
Sei nun

?"(g, amy 920 - - gaa:’)

ein beliebiger Cyklus. a* a , sei eines der Buchstabenpaare desselbeq,

Ea

*) Dass nur dann eine Reihe P =0 sein kann, wenn P mit einer Null
identisch ist, geh¢rt mit zu den Sitzen, deren Bewexs dem Leser iberlassen
worden ist. .
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die den Buchstaben a:;: 'enthalten. Wir fiigen zu diesem Cyklus hinzu
die Summe

y By n ns n,
P+am'am-{— ’+a,“m,
und lassen aus der ganzen so erhaltenen Summe

) ns n g —
am +a, a +am‘am +a a 0

fort. Die hierdurch erhaltene Summe ist, wie man lelcht sieht, wieder
ein Cyklus, den man sich auch aus

P(oay .. g.0n)+ P
dadurch entstanden denken kann, dass man die Summe
’ " n LI A
a:a“ am" + am, am, ’
wo das letzte Paar als Paar 'von P, zu betrachten ist, durch
ay’ a " ersetzt, Da nun P, den Buchstaben a nuor einmal enthilt,

80 w1rd der ethaltene Cyklus den Buchstaben a nur g, — 1 mal ent-
halten. Man erhdlt daher, da auch die Summe

el ol ot = o

ist: . :

?(y, an ... g.a:' ) + P = ?(g,'a;" . gs'_la:":‘l, (gs—1) a;: ),
ey n
P(g1a" g.a )==—~P -|-P(g, g,_lam’ i( —l)a’).

Auf ganz. almhche Woeise ergiebt sxch wenn der Buchstabe a des
gegebenen Cyklus in einem Paare von der Form a a enthalten
vorausgesetzt wird, dass man stets _

-P(91a”' gla ) 'P + ‘P(gl '.:" g‘_lam‘ 1’ (g‘__])am,)
setzen darf. . Da man fiir S :

?(g,’a"‘ oot a;‘:‘i, (g.—- l)i'd"')
den gleichen Schluss wiederholen kann u.s. f., so erkennt man, dass

sich stets eine positive oder negative ganze Zahl %,, die a.uch Null
sein kann, muss bestimmen lassen, sodass

P(g, am’l ...g,am’) =k, P, P(k1 AN a,::1 Oan’) ‘

l’ m,

wird, wo &y, hy ... hey wieder positive ganze Zahlen sind.
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Nun enth#lt aber auch der Cyklus P, ; den Buchstaben a:; nicht.

Man wird daher auch folgern konnen, dass fiir eine gewisse positive
oder negative ganze Zahl &, sich

D g1 7
P(ay . - . hesay™, Oay )=

— e . ng_q ng_ n
ks Pooy + Piyal .. Gpa, ™, 06, 0al)
1 $

my_g? my_y?

muss setzen lassen. Durch Fortsetzung dieser Schlussweise gelangt
man zu dem Resultat, dass es eine Reihe positiver oder negativer ganzer
Zablen %, k,, ...k, (die auch Null sein kdnnen) geben muss, fiir
welche

P (91 .. .g,a;:) ==ch kaE—I-_F(Oa;‘l, Oay... Oa;‘:)

a=1

ist. Es ist aber leicht zu sehen, dass
P(0al, 0a% ... 0a) =0

ist. Denkt man sich nimlich aus der gegebenen Reihe die Buchstaben

y

By g y .
@y Oy -+ . @, fortgelassen, so kann ein Cyklus von der Form
D " Ry
P(Oaj ... Oa, )

auf die hierdurch erhaltene Reihe bezogen gedacht werden. Diese
Reihe ist aber einfach zusammenhingend und der Cyklus daher nach
dem vorigen Satz gleich Null. Es ergiebt sich also

Pt .. )= 3 E
und damit ist Satz 2 bewiesen. "

() Eine Gruppe linear von einander unabhingiger Cyklen, die
sich unter den auf eine gegebenme Reihe bezogenen Cyklen angeben
lassen, und von denen jeder andere auf die Reihe bezogene Cyklus linear
und ganzzahlig abhiéngig ist, soll ,ein primitives Cyklensystem der ge-
gebenen Reihe* heissen. Aus dem Vorangehenden ergiebt sich nun-
leicht der Satz: ' :

Die Anzahl der Cyklen eines primitiven Cyklensystems einer Reihe
ist gleich dem Grade des Zusammenhanges der -Reihe, und man erhilt
alle moglichen primitiven Cyklensysteme einer Reihe aus cinem beliebigen

unter ihnen P, P, ... P,, wenn man in dem Qleichungssystem

Po= Dl hpPy (e=1,2...9)
ﬁ‘-—--‘l
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den Coefficienten k.g alle moglichen positiven oder negativen ganzen
Zahlen beilegt, fiir welche die zugehirige Determinante des Coefficienten-
systems [k.p] = 41 ist.

Zunichst namlich kann die Anasehl der Cyklen in einem primitiven
System nicht grosser als der Grad s des Zusammenhanges sein, weil
je¢ s 4+ 1 Cyklen von den s Cyklen des in () ermittelten primitiven
Systems linear und ganzzahlig abhingig sind (8 (2)), folglich je s+ 1
Cyklen linear von einander abbiingig sein mussen («(1)). Ebensowenig
kann diese Anzahl kleiner als s sein, weil sonst die s Cyklen des in
(B) ermittelten primitiven Systems linear von einander abhingig sein
miissten. Ist nun P, P,... P, ein beliebiges primitives System, so
hat man fiir je s Cyklen:

ﬁ'=2k¢pE, (@=1,...9
f=1

wo die Coefficienten k. positive oder negative ganze Zahlen sind.
Hier muss («(2)) die Determinante [k,5] =1 sein, wenn P, P,... P,
linear und ganzzahlig von P,'P, ... P, abhingig sein sollen, und
ist [keg) =1, so ist auch P, P, ... P, und folglich jeder Cyklus
linear und ganzzahlig abhingig von P,, P, ... P/, und diese Cyklen
sind linear unabhéingig von einander. '

Zusatz: Zu Anfang dieses Paragraphen wurde bemerkt, dass
die Deutung, die der Grad des Zusammenhanges in § 3 (¢) erfahren
hat — als Anzahl der successive ausfihrbaren Spaltungen, welche die
Anzahl der transitiven Gruppen nicht- ndern —:implicite in -der Jetzt
ermittelten Bedeutung enthalten ist.” ‘Man. denké sich nimlich ein
primitives Cyklensystem so hergestellt, dass kein' Cyklus zwei Paare
nit glemhem unteren Index enthilt. Dann ist unmittelbar evident,
Jass eine Spaltung, welche zwei Buchstaben trennt, auf die ein Pa.ar
eines der Cyklen dieses Systems bezogen ist, immer eine Spaltung der
ewdhmten Art ist. Andererseits wird wber auch durch jede andere
Spaltung die Ansahl der transitiven Gruppen wm 1 vermehrt, denn das
primitive Cyklensystem der gegebenen Reihe bildet in diesem IFalle
gleichzeitig ein primitives System der durch die Spaltung entstandenen
Reihe, die somit den gleichen Grad des Zusammenhanges, wie die
gegebene hat. Man kann also sagen, dass man so oft nach einander
Spaltungen der ersten Art ausfiihren kann, als durch die Spaltungen
Reihen entstehen, die primitive Cyklensysteme besitzen, also, da durch
jede Spaltung mit dem Grade des Zusammenhanges zugleich die Anzahl
der Cyklen in den primitiven Sysiemen um eine Einheit sinkt, so
. oft mal, wie der Grad des Zusammenhanges angiebt.
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B Ueber Substitutionen.
§ 1.

Wenn man voraussetzt, dass in zweien oder mehreren Producten
cyklischer Substitutionen keine zwei Factoren desselben Products
gleiche Buchstaben enthalten, oder, wie wir in Zukunft sagen wollen,
dass die Producte aus ,,nicht zusammenh#éngenden“ cyklischen Factoren
bestehen, so konnen die Producte nur daun gleichwerthig sein, wenn
die Factoren des einen mit denen des andern in irgend einer Reihen-
folge genommen iibereinstimmen, sofern man in dem einen oder andern
etwa fehlende identische cyklische Factoren hinzufiigt. L#sst men aber
als mbglich zu, dass die Factoren eines Products Buchstabén gemein-
sam haben, so konnen die Producte bei gleichem Werthe verschiedene
Form besitzen. Die Ermittelung von Beziehungen zwischen diesen
verschiedenen Formen soll uns im vorliegenden Abschnitte beschéftigen.
Hierzu sollen uns die in A entwickelten Begriffsverkniipfungen dienen.
Indem wir uns dieselben auf ein Product cyklischer Substitutionen
angewandt denken, denken wir uns an Stelle des Products eine Reihe,
deren Glieder die Buchstabenreihen der einzelnen cyklischen Factoren
des Products sind. Dabei werden wir aber der Kiirze halber die in A
eingefiiheten Bezeichnungen einfach auf das Produet iibertragen, und
in diesem Sinne von einfach und mehrfach zusammenhingenden Pro-
ducten, den transitiven Gruppen eines Products u. s. w. reden. Da
ferner keine zwei der transitiven Gruppen einer Reihe einen Buch-
staben gemeinsam haben, so ist klar, dass man in einem Producte
cyklischer Substitutionen, ohne den Werth desselben zu éindern, die
Factoren stets so gegen einander vertauschen kann, dass die Factoren
derselben transitiven Gruppe unmittelbar auf einander folgen, nur
diirfen diese ihre gegenseitige Anordnung nicht &ndern. In dieser’
Form sollen daher der Einfachheit halber die Producte vorausgesetzt
werden, wenn von den transitiven Gruppen die Rede ist.

Wir wollen die Gesammtheit aller mit einem Product cyklischer
Substitutionen gleichwerthigen Producte eine Gruppe*) gleichwerthiger
Producte nennen. Da nun jede Gruppe gleichwerthiger Producte
durch eines ihrer Individuen vollig bestimmt ist, so bietet sich zunéichst
die Frage mach denjenigen Verfahrungsweisen oder Operationen dar;
welche es gestatten, aus einem Producte alle gleichwerthigen -zu1
erhalten. Es lisst sich nun zeigen, dass man zwei belighige gleich-
werthige Producte durch wiederholte Anwendung dreier Operationen in

*) Dasgs hier das Wort ,,Gruppe‘* nicht im specifisch gruppentheoretischen
Sinne gebraucht ist, bedarf wohl keiner weitoren Ausfiihrang.
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einander tiberfiihren kann: 1) Versetzen von Factoren, 2) Zerlegen und
Vereinigen cyklischer Substitutionen 3) Hinzufijgen oder Unterdriicken
identischer Producte. Von diesen Operationen werden die beiden ersten
im Verlaufe dieser Abhandlung niher charakterisirt werden, die dritte
ist fiir sich verstindlich. Denkt man sich nun die Producte einer
Gruppe dadurch in Classen geschieden, dass man je zwei Producte in
dieselbe Classe, oder in verschiedene Classen bringt, je nachdem sie
sich durch die beiden ersten Operationen allein in einander umwandeln
lassen, oder nicht, so findet zwischen zwei Producten einer Classe
ausserdem die Beziehung statt, dass die transitiven Gruppen derselben
in den Buchstaben und im Grade des Zusammenhanges tibereinstimmen,
wihrend anderseits auch diese Beziehung zwischen Producten ver-
schiedener Classen fehlt. Es wird also durch diese der Theorie des
Zusammenhanges in Reihen angehorende Beziehung die ganze Gruppe
gleichwerthiger Producte in dieselben Classen geschieden, wie durch
Jene auf substitutionstheoretischen Principien der Umwandlung beruhende
Scheidung. Wir werden dieses Resultat, welches das Schlussergebniss
der vorliegenden Abhandlung bildet, indessen in einer etwas andern
Form entwickeln, zu der man auf folgende Weise gelangt.

Nach A §3 (p) ist der Grad des Zusammenhanges einer Reihe gleich
w — (n—7r), wenn w die Wiederholung in der Reihe, n die Anzahl
ihrer Glieder und r die ihrer transitiven Gruppen bedeutet. Ist nun
N’ die Anzahl aller in der Reihe enthaltenen Buchstaben, N die
Anzahl der verschiedenen unter ihnen, so ist

w—m—-r)=N —N-~n—r)=N —n— (N—r).

Stimmen die transitiven Gruppen zweier Reihen in den Buchstaben
tiberein, so haben die Zahlen N und » fiir beide Reihen dieselben
Werthe, und es hat somit die Differenz w — (n —#) fiir zwei solehe
Reihen denselben Werth oder nicht, je nachdem dies von der Differenz
N’ — n gilt, oder nicht. Diese Differenz aus der Anzahl aller in einer
Reihe enthaltenen Buchstaben und der Anzahl der Reihenglieder soll
daher mit einem besondern Worte, als ,,Excess* der Reihe (bez. des
Products cyklischer Substitutionen) bezeichnet werden. Alsdann lisst
sich die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass zwei
gleichwerthige Producte cyklischer Substitutionen derselben Classe
angehdren, dahin aussprechen, dass die transitiven Gruppen des einen
Products mit denen des andern in den Buchstaben und im Excess
tibereinstimmen miissen.
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§ 2.
() Es sei
(4)(4y) - -« (Ar1)(4r) (Ar) - - - (4n) = TT*)

ein beliebiges Product cyklischer Substitutionen. Zu irgend einem
Factor (4;) desselben kann man immer zwei cyklische Substitutionen
(4Y), (4i") ermitteln von der Beschaffenbeit, dass wenn

T = (4))(4y) - . . (Ar) (4¥) (Ar—1) (Ar41) (Arya) - . . (4a),

T, = (4,)(4y) « . . (di—t) (Arp1) (45") (Aass) - - . (4a)
gesetzt wird, alsdann TT) =TT, TT, =TT ist. Dabei sind (4y), (4:")
dadurch bestimmt, dass die Buchstabenreihe 4;” durch die Wirkung
der cyklischen Substitution (Axy,) Ubergefubrt wird in 4,, und die
Buchstabenreihe 4, durch die Wirkung der cyklischen Substitution
(Ar—~1) Ubergefithrt wird in 4;. Diese Bildung eines neuen, dem ge-
gebenen gleichen Products bezeichnen wir als ein Umwandeln des ge-
gebenen Products durch Versetzen eines Factors um eine Stelle nach
rechts, bez, nach links, nimlich des Factors (4,—,) um eine Stelle
nach rechts und des Factors (d4i4;) um eine Stelle nach links. Wird
das gegebene Product cyklischer Substitutionen durch Versetzen eines
Factors um eine Stelle in ein zweites, dieses wieder durch Versetzen
eines Factors um eine Stelle in ein drittes u. 8. f. umgewandelt, so
nennen wir diese Bildung neuer, dem gegebenen Product gleicher
Producte allgemein ein Umwandeln des gegebenen Products durch
Versetzen von Factoren**). 'Man tiberzeugt sich nun sus der Bildungs-
weise der obigen beiden Buchstabenreihen 4y, 4;" leicht, dass man
immer im Sinne von A § 2 (¢) 4y A=A 1 4;und Ay Ay =4 4rs
setzen darf. Folglich hat man auch:

A Ay Ay A sy .. A,
= Ai .A.Q e Ak_gAk'Ak_l.Ab.H A
= A.‘ A2 cee Ab—lAk-H Ak" Ak.;_g .. 4.,

Ausserdem stimmen offenbar die in den Buchstaben iibereinstimmenden
transitiven Gruppen auch in der Anzahl der Buchstaben und Glieder,
somit im Excess tiberein. Gilt dies aber filr die Umwandlung durch
Veorsetzen eines Factors um eine Stells, so gilt es offenbar fiir die
Umwandlung durch Versetzen von Factoren iberhaupt, und man
erhiilt den Satz:

« %) Die cyklischen Substitutionen, welche die Factoren eines Products bi!dgn,
werden in der Reihenfolge von rechts nach links ausgefiihrt gedacht, Die cyklische
Substitution (4) = (abc...ef) soll die Buchstabenreihe abc...ef in be...efa
tiberfihren. .

*%) Es ist klar, dass das in § 1 erwhhnte Vertauschen der me<@m
den Begriff des Versetzens fullt, dieses Vertauschen also keine neue Operation

bedingt.
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Eann man swei Producte cyklischer Substitutionen durch Versetzer
von Factoren in einander umwandeln, so stimmen die #ransz’tw.e” .
Gruppen des einen mit denen des andern in den Buchstaben und @m%
Ezcess iiberein. )

(8) Bevor wir zur zweiten Operation tibergehen, soll hier noch
eines besonderen Falles der Umwandlung durch Versetzen von Factoren
Erwihnung geschehen, der fiir einen zur Theorie der Riemann’schen
Fliche gehorenden Satz von Wichtigkeit ist. Es ist klar, dass man
mehrere Factoren immer so versetzen kann, indem man sie wiederholt
um eine Stelle versetzt, dass sie in dem neuen Product unmittelbar
auf einander folgen, sofern man nur ihre gegenseitige Anordnung un-
verdndert ldsst. Hs ist aber hierbei der Fall, dass die zu versetzenden
Factoren am Anfange oder Ende des neuen Products anf einander folgen
sollen, insofern bemerkenswerth, als in diesem Falle das Versetzen
sich so ausfithren ldsst, dass die tibrigen Factoren des neuen Products
eine besondere, allen gemeinsame Form der Abhingigkeit von demn
dibrigen Factoren des gegebenen Products erhalten. Nennt man nam-
lich eine cyklische Substitution (4;) bez. (4;") die links, bez. rechts
adjungirte Substitution eines Factors (4) in einem Producte cyklischer
Substitutionen, wenn

(A1) (4s) - . . (A1) (A2) (i) - . . (4u)
= (4)(4))(4o) -+« (Ar1) (iya) - -+ (4n)
= (4)(4y) - - - (A1) (4as1) - + - (4a)(4x")
ist*), so kann man den folgenden Satz beweigen:.- |

Sollen mehrere Factoren eines Products cﬁ:hscher Substltutm en
so versetzt werden, dass sie am Anfange (zur Lmken) -oder Ende (zur
Rechten) des neuen Products unmittelbar auf einander folgen, so kann
dies in solcher Weise geschehen, dass an die Stelle der tibrigen Factoren
des gegebenen Products ihre vechts, bez. links adjungirten Sub-
stitutionen in umgekehrter Reihenfolge treten; in Formeln, wenn
(4r). (drgs,)-+ (Ak,.l_g,.*. chy) die zu versetzenden Factoren sind, dass

(A1) (Ao) oo (A1) (A2) (Arts) - (Ahcttms) (At (Aictitd) - (bt io—1)
G P R L) PYPY 0: DRRRE ! 0: AP [ : PAVIRSRTITS JOY 0 1
=="(-An) N : ATRRTIET) 10 ATETIRIPY) JON 0 CARICSIT) FON 0 TR ST T
o (i) (drmr) - (4)) (Ai) (Aitr) -« (Dbt ,,)
(Akl) (Arct) e (Abteetrn) - (An) o (it ) (D =) oo (Dl e, 1)
(k) - (Die) (i) (47)

wxrd

*) Der erste und letzte Fa.ctor sind dabei mit ibrer links, bez. rechts ad-
Jungirten Substitution identisch zu denken,
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§ 3. -

() Um die spdtere Darstellung nicht zu unterbrechen, mdgen
zundichst hier zwei Formeln Platz finden, die im Folgenden zur An-
wendung gelangen und sich leicht durch wiederholte Anwendung der
Formel ergeben, welche ausdriickt, dass ein Product zweier cyklischen
Substitutionen mit einem gemeinsamen Buchstaben einer einzigen
" cyklischen Substitution gleichwerthig ist. Diese beiden Formeln sind:

(1) (Fnctmat-- g 41 Onpnet ooty 42 * ** Cmpngeocony gy Gy B =+ B)

* (a"'1+1 Qg * * a"l+”2) : (a”1+4':+1 Anytnote * * ° a”l'*'”l"*'"l)

. (a7‘1+7h+ coetny_g1 A+t - tn._o42 " Ani 4 not-- - tn,_g4n._ l)
. (a’”x Ondny Anptngtng * ° ° Anpngt- - +"r——l) .
= (@1 8y * - On, Cnf1 * * * npony Ot * * * Dby B med *

* Amptngtevotnp g Anydngteo ooy 41 °° ° a"ri"‘:"l"""‘l‘"r—l'i‘"r)’

(2) (@n, Ontny Onytmtns ©  * Cmyngt o mp_g)

“(@n, By 1+ * * B na—1) (Bmptn, Bt * * * By my—1)

o (@bt mpg Cmpnrt e obmp_g 17 ** Onitmateopnp_g by —1)
" (@nitngt oy Cmtnate tnp_y 4100 Gnptngteemy, Gy Gy *  * Gni1)
= (@4 Gy -+ * On, Anpt * * * Oy Amfngt * ° * Ot myrtg Ot mt 1 *
" Ottty Ombnctobnp_g 1 Onpbmgbeong_g+n,) ¥

Riickwirts gelesen (indem man beide Seiten jeder Formel gegen
einander vertauscht) enthalten diese Formeln eine Darstellung einer
cyklischen Substitution als einfach zusammenhingendes Product
cyklischer Substitutionen. :

Zusatz: In diesen Formeln ist ferner der Satz enthalten:

Fiigt man einem Product nicht zusammenhingender (§ 1) cyklischer
Substitutionen zur Rechten oder Linken eine cyklische Substitution
als Factor hinzu, die mit jeder der Substitutionen des Products einen
und nur einen Buchstaben gemeinsam hat, so ist das ganze Product
einer einzigen cyklischen Substitution mit allen verschiedenen Buch-
staben gleichwerthig, welche die Buchstaben einer jeden der Substitu-
tionen in derselben cyklischen Aufeinanderfolge enthiilt, in der sie in
der Substitution vorkommen.

*) Sind mehrere der Buchstaben a, , @, 1, ,... in der cyklischen Substitu-

tion zur Rechten auf einander folgend, so enthalten die Producte zur Linken
identische cyklische Factoren, die man je nach Bediirfniss fortlassen kann,
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»  (B) Jede der transitiven Gruppen eines Productes cyklischer Sub-
stitutionen (§ 1) wird — als Product aller in ihr enthaltenen Factoren
gedacht — sich im- allgemeinen als Product mehrerer nicht zusammen-
hingender cyklischer Factoren darstellen lassen. Lésst sich daher das
ganze Product als Product von ¢ nicht zusammenhingender cyklischen
Factoren (die identischen mitgerechnet) und als Product von 7 transi-
tiven Gruppen darstellen, so muss ¢ >~ sein. Ist das Product ein-
fach zusammenhéngend, so ist stets ¢ ==r. Gesetzt ndmlich, dieses
gelte fir das Product (4,)(4,) .- (4n-1), so folgt es auch fiir das
Product (4,) (4,) - - - (4a-1) (44). Denn die Substitution (4,) hat,
da das Product einfach zusammenhiingend sein soll, mit jeder der
transitiven Gruppen von (4,) (4,) - - - (As—1), mit der sie Buchstaben
gemeinsam hat, einen und nur einen Buchstaben gemeinsam (A §3 (y)) .
Wird daher (4,) mit den cyklischen Substitutionen, welche diesen
transitiven Gruppen gleichwerthig sind, multiplicirt, so ist zufolge
(2) Zusatz dieses Product einer einzigen cyklischen Substitution gleich-
werthig, und mithin ist auch jede der transitiven Gruppen von(4,)(4,)--
+ (Ap—1) (4,) gleich einer einzigen cyklischen Substitution. Da nun
fir den Fall n =1 auch ¢ =7 =1 ist, so folgt, dass allgemein fiir
das einfach zusammenhingende Product ¢ = # sein muss. Bezeichnet
nun weiter £ den Excess des Products, N die Anzahl aller in ihm
enthaltenen verschiedenen Buchstaben, so hat man, da die Differenz
— (N —7) den Grad des Zusammenhanges angiebt (§ 1), fiir das
mehrfach zusammenhéngende Product E > N — 7 folglich auch
E > N — g, fir das einfach zusammenhéngende Product Ee=n—r
= N — ¢. Daraus ergeben sich die Sitze: .~
1) Jede der transitiven Gruppen eines einfach zusammmhangmdm
Products cyklischer Substitutionen ist eimer einzigen cyklischen Substitu-
tion gleichwerthig, die alle verschiedenen in der Gruppe vorkommenden
Buchstaben enthilt.

2) Ldsst sich ein auf N verschiedene Buchstaben beziigliches Pro-
duct cyklischer Substitutionen als Product von @ micht susammenhéingen-
den cyklischen Factoren darstellen, so ist das Product einfach, oder
mehrfach susammenhingend, je nachdem sein Excess E == N — ¢, oder
> N — g ist.

Zusatz: Aus dem ersten dieser beiden Sitze wird man endlich
leicht noch den Satz folgern:

Héngen zwei Buchstaben in einem einfach zusammenhangenden
Product zusammen, so héngen sie auch in jedem gleichwerthigen Pro-
duet zusammen.

() Enthdlt ein einfach zusammenhingendes Product cyklischer
Substitutionen eine einzige transitive Gruppe, ist es also selbst transitiv,
so ist es zuf. (B) 1 einer einzigen cyklischen Substitution mit allen



Zusammenhang in Reihen. 79

verschiedenen Buchstaben gleichwerthig. Jedes Ersetzen einer cyklischen
Substitution durch ein gleichwerthiges, einfach zusammenhingendes
und transitives Product eyklischer Substitutionen soll nun ein ,,Zer-
legen® der cyklischen Substitutionen in cyklische Factoren heissen,
und umgekehrt soll jedes Ersetzen eines transitiven, einfach zusam-
menhingenden Products cyklischer Substitutionen durch die gleich-
werthige cyklische Substitution ein ,, Vereinigen® der cyklischen Factoren
des Products zu einer cyklischen Substitution heissen.

Zusatz: Aus dem Beweise in (f) ergiebt sich, dass man jedes
Vereinigen cyklischer Factoren auf ein wiederholtes Vereinigen cyklischer
Factoren mittelst der Formeln in («) zuriickfiihren kann. Ebenso
lisst sich auch jedes Zerlegen einer cyklischen Substitution auf ein
wiederholtes Zerlegen mittelst der Formeln (&) (rtickwirts gelesen)
zuriickfiihren, m. a. W.: ist die cyklische Substitution (4) dem einfach
zusammenhingenden Producte (4,) (4,) - - - (4n) gleichwerthig, so
kann man die Factoren dieses dadurch erhalten, dass man (4) mittelst
einer der Formeln (&) zerlegt, einen der erhaltenen Factoren wieder
zerlegh u. s. f. Zun#chst nimlich enthélt (4) die Buchstaben von (4n)
in derselben cyklischen Aufeinanderfolge (a Zusatz), wie (A4,), denn
(4) ergiebt sich durch Multiplication von (4,) mit den gleichwerthigen
cyklischen Substitutionen der transitiven Gruppen von (4,)(4,)- -+ (4m—1),
mit deren jeder es einen Buchstaben gemeinsam hat. Dann aber kann
man (4) mittelst der Formel a 1 so zerlegen, dass der erste Factor
zur Rechten gleich (4,) ist. Erhélt man hierdurch (4) = (%,)(A,)..
(%) (4m), so kann man (4,) (4,)... (dm—1) = (), ... (A,) als
eine Darstellung von (4,)(4,):: - (Am—1) als Produet nicht zusammen-
hingender Factoren ansehen, und jede der transitiven Gruppen von
(4))(4,) - -+ (Am—1) ist daher einem der Factoren (%,), (%,)- - (A,
gleichwerthig. Ist nun diejenige unter den transitiven Gruppen von
(4)(4,) * + - (Am—r), die (4,—;) enthdlt, mit (A,) gleichwerthig, so
folgt wiederum, dass man (4,_,) durch Zerlegen von (%, mittelst
der Formel a 1 erhalten kann, u. s. f.

() Wird in einem Product cyklischer Substitutionen eine der
Substitutionen in cyklische Factoren zerlegt, oder werden mehrere
auf einander folgende cyklische Factoren — sofern sie ein transitives
einfach zusammenhiéngendes Product bilden — zu einer cyklischen
Substitution vereinigt, so erhilt man ein neues, dem gegebenen gleich-
werthiges Product cyklischer Substitutionen. Aus diesem kann man
ebenso ein drittes, aus diesem ein viertes herleiten u. s. f. Dieses
Bilden neuer, dem gegebenen gleichwerthiger Producte nennen wir
nun ein Umwandeln des gegebenen Products durch Vereinigen, - bez.
Zerlegen von Factoren. Nimmt man zu dieser Operation noch die des
Versetzens von Factoren hinzu, indem man sich also das gegebene
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Product durch eine dieser beiden Operatiomen in ein zweites, dieses
wiederum durch eine dieser beiden Operationen in ein drittes u. s. f.
umgewandelt denkt, so soll dieses Bilden neuer, dem gegebenen
gleichwerthiger Producte allgemein als ,,Umwandeln* des gegebenen
Products bezeichnet werden, — Es ist klar, dass, wenn von zwei Pro-
ducten cyklischer Substitutionen TT, und TT, sich das eine, 1T, in TT,
umwandeln lasst, sich alsdann auch T, in TT, umwandeln lassen muss.

Wird in dem Producte cyklischer Substitutionen (A4,)(4,)-+-(4x)-+
.»(A4n) die Substitution (4) zerlegt, indem man (4z) = (Au)(4w) -+
««(4xm) setzt, sodass also (du) - -« (Awm) einfach zusammenhingend
und transitiv ist, so hat man im Sinne von A § 2 (a):

. A},—EAkl.Akg---Akm,

folglich auch:
A Ay Ay A Apyy -+ - A,y

) EAjAQ"'Ak—lAklAkﬁ“‘A}:m-Ak-I-I"‘An'

Ausserdem miissen die in den Buchstaben iibereinstimmenden transi-

tiven Gruppen auch gleichen Kxcess haben, da der Excess einer

cyklischen Substitution gleich dem. jedes gleichwerthigen einfach zu-

sammenhéingenden Products ist (8, 2). Gleiches gilt fiir das Vereinigen

mehrerer auf einander folgender Factoren und folglich auch fiir jede

durch wiederholtes Zerlegen resp. Vereinigen bewirkte Umwandlung

#lberhaupt. Hieraus ergiebt sich in Verbindung mit dem Satz in § 2 «:

Lassen sich szwei Producte cyklischer Substitutionen in einander
umwandeln, so stimmen die transitiven Gruppen des eimen mit denen
des andern in den Buchstaben und tm Ewcess tiberein.,

(¢) Bevor wir zum niichsten Paragraplien tibergehen, soll noch
eines besonderen Falles der Umwandlnng Erwiahnung gethan werden,
 desjenigen -némlich, dass die in einander umznwandelnden Producte
Producte won Transposmonen sind. Ks lasst sich zeigen, dass die
Umwandlung zweier Producte von Transpositionen in einander (wenn
sie iiberhaupt moglich ist) sich stets durch Versetzen von Transposi-
tionen allein bewirken ldsst. Da nimlich jede durch Vereinigen von
Transpositionen bei der Umwandlung etwa auftretende cyklische Sub-
stitution (abc .. .kim) sich in Transpositionen zerlegen lisst, indem
man etwa (abc...kim) = (abd) (be). .. (k1) (Im) setzt, und alsdann
jedes Versetzen von Factoren offenbar auf ein Versetzen von Trans-
positionen zurilckfithrt, so wird zum Beweise unserer Behauptung nur
der Satz erforderlich sein:

Zwes gleichwerthige und einfach susammenhingende Producte von
Transpositionen kann man stels durch Verselwen von Transpositionen
in einander umwandeln.

Zum Beweise dieses Satzes nehmen wir an, es seien TT, =TI,
zwei gleichwerthige Producte von Transpositionen, von denmen wir
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zunichst nur TT, als einfach zusammenhingend voraussetzen wollen.
Es sei ferner (am) die erste Transposition zur Rechten in TT, und T,
das Product der ubrigen Transpositionen, sodass TT, = TT, (am) ist.
Alsdann hingen zuf. § Zus. @ und m in TI, zusammen, und TT; ent-
bilt daher, wenn nicht die Transposition (am) selbst, so doch eine
Kette von Transpositionen (ab), (b¢), (cd), ... (kl), (im), deren Glieder
irgendwie in TT, vertheilt sind. Wird nun (ab) wiederholt um eine
Stelle nach rechts oder links versetzt, so werden hierdurch die Trans-
positionen (cd), ... (k7), (Im) nicht verindert, da sie keinen Buch-
staben mit (ab) gemeinsam haben. Dagegen wird man immer bewirken
konnen, dass (bc) in (ac) iibergeht, indem man (ab) so oft um eine
Stelle versetzt, bis sie denjenigen Platz einnimmt, den (b¢) in dem
gegebenen Product TT, einnahm. Alsdann ist TT; in ein Product um-
gewandelt, das die Kette (ac), (¢d), . . .,(kl), (Im) enthilt. Ebenso
wird man dieses Product in ein solches mit der Kette (ad), ...,(%1), ({m)
umwandeln konnen, und so fortfahrend, schliesslich 7T, in ein Product
mit der Transposition (am) umgewandelt erhalten, die man endlich
durch wiederholtes Versetzen um eine Stelle nach rechts an die erste
Stelle zur Rechten bringen kann, Bezeichnet nun TT," das Product der
tibrigen Factoren in dem hierdurch erhaltenen Product, so hat man
T, = T, (am), mithin TT," =TT, Nun ist aber (A, § 3, (ﬁ)) TT,” wieder
einfach zusammenhingend, und man kann daher ftir die Producte
1", TT,” mit Beziehung auf die erste Transposition zur Rechten in TT,
dasselbe Verfahren wiederholen. F#hrt man hiermit fort, so wird man
einmal T, in ein Product umgewandelt erhalten, das von rechts nach
links die simmtlichen Transpositionen von TT,, in derselben Reihen-
folge mit TT, enthilt. Ist auch TT, einfach zusammenhingend, so ist
damit TT, in TT, umgewandelt, denn alsdann ist zufolge (8) 2 der Excess -
von TI, dem von TI, gleich, ndmlich gleich N — ¢; der Excess ist
aber bei einem Product von Transpositionen der Anzahl der letzteren
gleich,

Zusatz, Es folgt hieraus, dass man die Umwandlung zweier.
Producte von cyklischen Substitutionen in einander, wenn dieselben
keine identischen cyklischen Factoren enthalten, auch dadurch bewirken -
kann, dass man die Substitutionen der einen in Transpositionen zerlegt,
das erhaltene Product durch Versetzen von Transpositionen in ein
anderes umwandelt und schliesslich die Transpositionen wieder zu
cyklischen Substitutionen vereinigt.

§ 4.

Nachdem in den beiden vorigen Paragraphen der Begriff des Um-
wandelns von Producten cyklischer Substitution in einander erdrtert
worden ist, sollen jetzt die Bedingungen .fiir die Mbglichkeit einex

Mathematisohe Annslen, XLIL ¢
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Umwandlung zweier Producte in einander ermittelt werden, was (§ 1)
gleichbedeutend mit den Bedingungen dafiir ist, dass die Producte der-
selben Classe angehoren. Zunichst miissen zwei Producte, wenn eine
Umwandlung derselben in einander moglich sein soll, gleichwerthig
sein, sodann miissen sie der in dem Satz § 3 (d) ausgesprochenen
Bedingung geniigen. Umgekehrt sind aber auch, wie jetzt nach-
gewiesen werden®soll, diese Bedingungen fiir die Moglichkeit der Um-
wandlung hinreichend. Wir werden uns bei diesem Nachweis auf die
Betrachtung transitiver Producte beschrinken kdnnen. Denn stimmen
die transitiven Gruppen eines von zwei gleichwerthigen Producten mit
denen des andern in den Buchstaben iiberein, so miissen offenbar auch
die in den Buchstaben iibereinstimmenden transitiven Gruppen gleich-
werthig sein, und aus der Moglichkeit der Umwandlung dieser in
einander folgt ohne Weiteres die Moglichkeit der Umwandlung der
Producte in einander.

. Um eine kurze Ausdrucksweise zu ermoglichen, soll in der Folge
unter einem ,, Absondern* einer oder mehrerer cyklischen Substitutionen
aus einem gegebenen Producte ein Umwandeln dieses Products in ein
anderes verstanden werden, das die betreffenden Substitutionen als
Factoren am Anfange oder Ende enthdlt.*) Das Product der iibrigen
Factoren in dem neuen (durch die Umwandlung erhaltenen) Product
soll alsdann der (bei dem Absondern verbleibende) ,, Rest® heissen. Da
ferner der Begriff des Zerlegens einer cyklischen Substitution es ge-
stattet, die Substitution (abe...kIm) durch das Product (abc...kime)
(@) () (@) ---(®) (O (m) oder (@) (B)(©) - - - (A)-) (m)(abe-.... kljne)
zu ersetzen, so wird man das Absondern.immer so-einrichiten kénnen,
dass dér Rest wieder alle -verschiedenen Biichstaben des gegebenen
Products enthdlt. In dieser Form wollen wir bei den folgenden
Satzen, um die Allgemeinheit der Darstellung nicht zu beeintréchtigen,
den Rest uns dargestellt denken.

() Wihlt man unter den Buchstaben eines tramsitiven Products
cyklischer Substitutionen beliebige aus, so kanm man stets eine cyklische
Substitution dieser Buchstaben angeben, die sich aus dem gegebenen
Product absondern ldsst.

Zum Beweise dieses Satzes bezeichne (4,) (4,)...(4,) das ge-
gebene Product- Man denke sich die Reihe 4, 4, ... 4, so geordnet,
dass jedes Glied mit der Reihe aller vorangehenden wenigstens einen
Buchstaben gemeinsam hat. A4, A4, ... 4, sei die hierdurch sich
ergebende Reihe. In jedem Gliede 4o, dieser Reibe denke man sich

von denjenigen Buchstaben, die es mit der Reibe aller vorangehenden

*) Die abgesonderten Substitutionen brauchen in dem gegebenen Product
selbst nicht enthalten zu sein,
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gemeinsam hat, alle bis auf einen fortgelessen, ohne die Aufeinander-
folge der Buchstaben in Aaﬁ zu #ndern, und bezeichne mit A;ﬂ die

tibrigbleibende Buchstabenreihe. Alsdann ist die Reihe 4 4.,... 4.,
mithin auch 4,'4,’... A, einfach zusammenhingend und transitiv.
Denkt man sich nun jeden Factor (4:) mittelst einer der Formeln in
§ 3 («) riickwirts gelesen, etwa der ersten, so in Factoren zerlegt,
dass der erste Factor zur Rechten gleich (4;) wird, und erhilt man

hierdurch ,
(4x) = (4r1) (4is) - o (Aimy) (4%),
g0 wird jetzt

§AD(Ay) .. (4a) = (441) (4yg) « . - (A1) (A1) (421)(A32) - - - (A2m) (4)..
.o (.A,.l) (-An2) cen (A"mn) (.A::) 4

Die Factoren (4,"), (4,), ..., (4s) dieses Products versetze man

g0, dass sie in dem neuen Product am Anfang oder Ende unmittelbar

auf einander folgen (§ 2 (ﬂ)) und vereinige sie darauf zu einer ein-

zigén cyklischen Substitution (4). (§ 3 (y)) Alsdann enthilt (4")

alle verschiedenen Buchstaben des gegebenen Products und kann wieder
mittelst einer der Formeln in § 3 («) so zerlegt werden, dass der erste
Factor zur Linken oder Rechten eine cykliseche Substitution mit den
ausgewihlien Buchstaben wird.

Zusatz: Das ganze durch das Absondern einer cyklischen Sub-
stitution aus einem transitiven Product sich ergebende Product muss
zufolge § 3 (0) wieder ein transitives Product mit allen verschiedenen
Buchstaben des gegebenen Products sein. Der Rest indessen kann
intransitiv sein, d. h. aus mehreren transitiven Gruppen zusammen-
gesetzt sein. Immer aber muss jede der transitiven Gruppen des Restes
wenigstens einen Buchstaben der abgesonderten Substitution enthalten,
da sonst das ganze, durch die Absonderung erhaltene Product intransitiv
wire. Wenn daher simmiliche Buchstaben der abgesonderten Substitu-
tion einer der transitiven Gruppen des Restes angehdren, so muss dieses
die einzige sein, die der Rest enthiilt, oder der Rest bildet ein transitives =
Product (mit allen verschiedenen Buchstaben des gegebenen Products);
entgegengeseteten Falles ist der Rest imtransitiv.

(B) Stellt man ein transitives Product cyklischer Substitutionen als
Product nicht zusammenhingender cyklischer Factoren dar, und wihit
aus mehreren dieser Factoren je einen Buchstaben nach Belieben anis,
so0 kann man jede cyklische Substitution der ausgewdihlten Buchstaben
aus dem gegebenen Product absomdern, und der Rest bildet wieder: ein
transitives Product; enthdlt die abgesonderte Substitution von jedem der
nicht zusammenhingenden cyklischen Factoren einen Buchstaben, so
ist der Rest ausserdem einer eineigen cyklischen Subshtutwn mit allen
yerschiedenen Buchstaben gleichwerthig.

6*
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Ist ndmlich TT = (,) (A,) . . . (A) die Darstellung des gegebeneu
Products TT als Product nicht zusammenh#ingender cyklischer Sub-
stitotion, so kann man, wenn a, ein beliebiger Buchstabe von (),
a, ein beliebiger Buchstabe von (%,) ist, zufolge (2) jedenfalls (a, a,),
etwa zur Linken absondern. Bezeichnet dann TT, den Rest, so hat
man TTe=(a, a,) T, , T, =(a,a,) () (Ay)...(Ap). Hier ist (a, a,) (A) ()
einer einzigen' cyklischen Substitution (%,,) mit allen verschiedenen
Buchstaben von (2,) und (%,) gleichwerthig (§3 «), es sind daher a,
und g, in einer der transitiven Gruppen von T, enthalten (§ 3, B, Zus.)
und TT, ist folglich ein transitives Product mit allen verschiedenen
Buchstaben von TT (e, Zus.). Daher kann man aus TT, die Transpo-
sition (@, @;) wieder zur Linken absondern, wenn a, ein beliebige?
Buchstabe von (%) ist, alsdann (a, a,) (a, ;) zu (g, a, a;) vereinigen, und
erhilt, wenn T, den alsdanu verbleibenden Rest bezeichnet, TTa=(a,2,a4)1T,,
Ty o= (W) (W) -+ (AWp), Wo wieder (U,,,) eine cyklische Substitution
mit allen verschledenen Buchstaben von (), (%,), (¥;) bedeutet.
Daraus folgt wieder, dass a,, a,, a; einer der transitiven Gruppen
von TT, angehdren miissen, dass folglich TT, transitiv ist u. s. f. Dabei
kann die Reihenfolge der Factoren () (2,)...(,), mithin auch die
der Buchstaben a,, a,, ... nach Beliecben gewshlt werden. Wird aus
jedem dieser Factoren ein Buchstabe ausgewahlt , 80 ergiebt sich fur
den Rest Tlo_; = (Ny,s.. o), wo (y,s..,) eine cyklische Substitution
mit allen verschiedenen in (%), (). .. (2,) enthaltenen Buchstaben,
somit mit allen verschiedenen Buchstaben des gegebenen Products ist.

Zusatz: Aus einem identischen, transitiven Product kann man
jede beliebige cyklische Substitution von Buchstaben des Products
absondern und der Rest ist stets wieder transitiv.

Zusatz 2: Enthalt die abgesonderte Substitution von jedem der
o mcht zusammenhingenden cyklischen Factoren einen Buchstaben,
so ist ihr Excess gleich ¢ — 1, der des Restes grosser oder gleich
N -1, wenn die N die Anzahl aller verschiedenen Buchstaben ist

’ (§ 3,(® 2), mithin der Excess des ganzen durch das Absondern er-
haltenen Products und folglich auch der Excess des gegebenen transi-
tiven Products E > N — 1+ (¢—1). Der kleinste Werth, den der
Excess eines anf IV verschiedene Buchstaben bezfiglichen, transitiven
Products haben kann, das einem Product von ¢ nicht zusammen-
hingenden Factoren gleich ist, ist somit N 4 o — 2.

(¥) Ist ein auf N verschiedene Buchstaben besiigliches Product
cyklischer Substitutionen einem Producte von ¢ micht eusammenhingen-
den cyklischen Factoren glewhweﬂkzg , S0 ‘kann man aqus demselben

'2'( —(N—¢)) Paare gleicher Transpositionen, und nickt mehr ab-
sondern, wenn E den Ezcess des Products beseichnet; fiir ¢ = 1 kinnen
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dabei die Buchstaben der Paare nach Belichen aus den Buchstaben des
gegebenen Products ausgewihlt werden.

Ist nimlich B> N — ¢ so ist (§ 3, (8) 2) das Product mehrfach
zusammenhiingend und enthdlt daher mehrere Substitutionen (4e,)s
(4a); - - o5 (4ey,), fir welche die Reihe A4 4, ... A4, eine Reihen-
kette von der in A § 3, (0) angegebenen Beschaffenheit bildet. IXst
nun (4,,) diejenige unter diesen Substitutionen, die in dem gegebenen
Product am weitesten- nach rechts steht, und sind a,,_,, aq, diejenigen
beiden Buchstaben derselben, welche auch durch die Kette A, 4,, - -
o dayy Aoy, -y Aa, zusammenhiingen, so gehiren a,,_,, Ga, einer
der transitiven Gruppen an, aus denen das Product der Factoren zur
Linken von' (4q,) in dem gegebenen Product zusammengesetzt ist.
Somit kann man aus dem Product dieser Factoren zufolge (o) die
Transposition (a,,_, @) absondern, susserdem aber kann man diese

Transposition auch aus (4,,) absondern, und kann also das gegebene

Product in ein anderes umwandeln, das die beiden Transpositionen
(Gop_1Bay) s (Fap_y Oay) enthiilt, die man endlich durch wiederholtes Ver-

setzen um eine Stelle nach links oder rechts an den Anfang oder Ende
des neuen Products bringen kanu. Wenn also £ > N — ¢, so kann
man jedenfalls stets ein Paar gleicher Transpositionen absondern.
Dann ist aber der Rest wieder demselben Product nicht zusammen-
hingender Factoren gleichwerthig, somit wiederum sein Excess >N — .
Ist der Excess des Restes > N — g, 80 kann man aus dem Reste
wieder ein Paar gleicher Transpositionen absondern u. 8. f. Da ausser-
dem der Excess des beim Absondern eines Paares aus einem Product
verbleibenden Restes um 2 Einheiten kleiner als der Excess des Products
ist (weil der Excess des ganzen Products unverindert bleibt), so kann
man erstens auch nur, wenn E > N — ¢ ist, aus dem gegebenen
Product ein Paar gleicher Transpositionen absondern, und ausserdem
aus den Resten genau so oft mal, als fiir diese der Excess > N — o
bleibt, also, da nach dem Absondern des letzten Paares der Excess

des Restes gleich N— g sein muss, im ganzen %(E-—- N —9))—mal.*) —

Ist g = 1, so ist der nach dem Absondern irgend eines Paares (ab) (@ b)

verbleibende Rest wieder einer einzigen cyklischen Substitution gleich-

werthig, mithin (§ 3, (B) Zus.) transitiv, und man kann folglich zufolge

(¢) aus ihm die Transposition (ac) absondern, wo ¢ ein beliebigéi;; -
*) Hierin liegt zugleich ein neuer Beweis des bekannten Satzes, dass‘iE: um

eine gerade Anzahl grSsser als N — ¢ sein muss. Als Erginzung dieses Batzes

ergiebt sich hieraus in Verbindung mit (f) Zus. 2, dass E=N+4o—2r+4 2K,
k>0, sein mues, wenn das Product r transitive Gruppen enth#ilt.
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(von @ und b verschiedener) Buchstabe des gegebenen Products ist.
Erhilt man nun hierdurch fiir dieses TT = (ab)(ab)(ac)TT’, sodass T1
den Rest bezeichnet, so kann man das so erhaltene Product weiter
dadurch umwandeln, dass man (ac) zweimal um eine Stelle nach links
versetzt, und das hierdurch erhaltene Product (ac)(cb)(cb)TT” endlich
dadurch, dass man die beiden Transpositionen (¢b) nach einander
um je eine Stelle nach links versetzt. Dadurch ergiebt sich nun
T = (¢b) (¢b) (ac)TT’, und es ist somit an Stelle des Paares (ab)(ab)
jetzt das Paar (cb) (cb) aus TT abgesondert. Ebenso zeigt man, dass
man an Stelle des Paares (¢b) (¢b) ein Paar (¢d)(cd), also iiberhaupt
ein Paar mit zwei beliebigen in TT enthaltenen Buchstaben absondern
kann. Dasselbe gilt aber auch von jedem der nach dem Absondern
eines oder mehrerer Paare erhaltenen Reste.

(0) Es sei nun TT irgend ein trapsitives Product cyklischer Sub-
stitution mit N verschiedenen Buchstaben und E der Excess desselben.

Ferner sei
Me= (%1) (912) oo (QIO)

die Darstellung von TT als Product nicht zusammenhéngender cyklischer
Factoren. Wir wihlen aus () einen beliebigen Buchstaben a,, aus
(%,) einen beliebigen Buchstaben a, u. s. f. aus (%) einen beliebigen
Buchstaben ao aus und sondern die cyklische Substitution (a,a,...ae)
aus TT ab. Erbilt man hierdurch TT = (a,a, . . . a)TT’, sodass TT" der
Rest ist, so ist zufolge (B) TI' einer einzigen cyklischen Substitution
mit allen N Buchstaben gleichwerthig, und man kann zufolge (p) aus

mi (E'— (N -—1)) Paare gleicher Tra.nsposxtlonen absondern , deren

Buohataben nach Belieben unter den N Buchstaben ausgewahlt werden
kdnnei, wenn man unter E’ den Excess von-TI’ versteht. Wir wihlen
der Einfachheit halber die Buchstaben simmtlicher Paare gleich den-

selben B}lchsta;ben @, b. Nach Absondern aller —;— (E'—(N—1)) Paare

ist der Rest ein einfach zusammenhéngendes und transitives (weil einer
einzigen cyklischen Substitution gleichwerthiges) Product, dessen Factoren
daber zu der gleichwerthigen cyklischen Substitution, sie heisse (4),
vereinigt werden kénnen. Dadurch ist nun TT in ein Product der
folgenden Gestalt: :

(@0, .. . a) (ab)F=@=1(4)

umgewandelt, wobei E'4- ¢ — 1 = E, E’ = E — (p—1) sein muss,
weil E” der Excess von TT’ ist und der Excess von TT demjenigen von
(ayay . .. .ap)TT" gleich sein muss. Ist nun TT; ein zweites, TT gleich-
werthiges und transitives Product mit denselben N verschiedenen Buch-
staben und demselben Excess, so folgt ebenso, dass sich dieses in
ein Product von der Form
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(aya, - - . ag) (ab)~"-1(4)
umwandeln lassen muss, wo aber offenbar auch (A') = (4) sein muss,
weil TT, =TT ist. TT und T, lassen sich also in dasselbe dritte Pro-
duct, folglich in einander umwandeln. Daraus folgt aber, wie zu
Anfang dieses Paragraphen bemerkt wurde, auch die Mﬁglichkeit der
Umwandlung zweier gleichwerthigen Producte in einander, von denen
die transitiven Gruppen des einen mit denen des andern in den Buch-
staben und im Excess tibereinstimmen, Wir fassen dieses Resultat mit
dem Satz § 3, (0) zu dem Schlusssatz zusammen:

Damit swei Producte cyklischer Substitutionen sich (im Sinne von
8§ 8, (9)) in einander umwandeln lassen, ist nothwendig und hinreichend,
dass die Producte gleichen Werth haben, und dass die tranmsitiven
Gruppen des einen’ mit denen des andern in dem Buchstaben und im
Excess tibereinstimmen.

Zusatz: Stellt man ein beliebiges Product cyklischer Substitutionen
als Product nicht zusammenhingender cyklischer Factoren dar, so kann
man zu letzterem Paare gleicher Transpositionen in solcher Weise
hinzufiigen, dass die transitiven Gruppen des hierdurch entstandenen
Products mit denen des gegebenen Products in den Buchstaben und
im Excess iibereinstimmen. Dann aber lésst sich dus gegebene Product
in dieses Product umwandeln. Daraus geht hervor, dass man zwei
beliebige gleichwerthige Producte cyklischer Substitutionen, die sich
nicht mittelst der beiden Operationen des Versetzens und Zerlegens
resp. Vereinigens von Factoren in einander umwandeln lassen, dadurch
in einander tiberfiihren kann, dass man als dritte Operation das Hinzu-
figen bez. Fortlassen von Paaren gleicher Transpositionen und iden-
tischen cyklischen Factoren hinzunimmt (vergl. § 1).

Beispiel.

Als Beispiel fiir die Anwendung der hier entwickelten Theone auf
die Theorie der Riemann’schen Fliche moge der von Clebsch und
Gordan entdeckte, in ihrem Buche iiber Abel'sche Functionen mit-
getheilte und dort als merkwiirdig bezeichnete Satz von der gesonderten
Existenz der beiden Reihen von Fundamentalpunkten auf der Riemann’-
schen Fliche dienen, Man wird finden, dass dieser Satz, wenn man
-von der Anschauung der Riemann’schen Fliche abstrahirt, sich im
Wesentlichen auf folgende Form bringen lésst:

Wihlt man in einem identischen, transitiven Producte von Trans-
position mit N verschiedenen Buchstaben N — 1 Transpositionen. aus,
deren Buchstabenpaare eine transitive, einfach zusammenhingende
Reihe bilden, so bilden die Buchstabenpaare derjenigen Transpomtlonen,
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wolche den fibrigen Transpositionen in dem gegebenen Product ad-
jungirt -gind,*) wieder eine transitive Reihe mit allen verschiedenen
Buchstaben. **)

Zum Beweise dieses Satzes mittelst der obigen Theorie braucht
man sich nur die ausgewihlten Transpositionen abgesondert zu denken.
Dies kann durch Versetzung derselben zufolge § 2 (8) so geschehen,
dass der Rest von den, den ibrigen Transpositionen in dem gegebenen
Product adjungirten Transpositionen gebildet wird. Werden nun die
abgesonderten Transpositionen zu einer cyklischen Substitution ver-
einigt, so gehdren je zwei Buchstaben dieser verschiedenen der nicht
susammenhangenden (in diesem Falle identischen) eyklischen Factoren
an, mit deren Product das gegebene gleichwerthig ist. Daher ist zu-
folge § 4 (B) der Rest ein transitives Product (mit allen verschiedenen

Buchstaben).
Sohnepfenthal, September 1892,
) %) Ob rechte oder links adjungirt, ist beim identischen Product gleich-~
‘ﬂhe.") Man kann daher aus diesen wieder N— 1 eine einfach 2usammenhiingende
Reihe bildende auswahlen, die alsdann den Fundamentalpunkten zweiter Art

entsprechen, wenn die zuerst ausgewihlten denen erster Art entsprechend gedacht
werden.




Zur Theorie der Maxima und Minima einer Function von
zwei Veranderlichen,

Von

Vicror v, DANTSOHER in Graz,

L

Die Herren G. Peano*) und Ludwig Scheeffer*) haben
darauf sufmerksam sgemacht, dass die bis dahin ibliche Darstellung
der Theorie der Maxima und Minima einer Function von zwei oder
mehreren Verinderlichen unzureichend ist. Scheeffer insbesondere hat
in der genannten Abhandlung ,diesen Gegenstand vollstindig erledigt,
soweit das durch Entwicklung der Function in eige Potenzreihe iiber-
haupt moglich ist*, wie sich Herr O. Stolz in dem Aufsatze: Mazima
und Minima der Functionen von mehreren Verinderlichen, Sitz.-Ber.
d. k. Akad. d. Wiss. in Wien, Juni 1890, ausdriickt, in- welchem die
Theorie von Scheeffer auf Functionen von mehr als zwei Veréinder-
lichen ausgedehnt werden soll.

" Wenn ich nun darangehe die Theorie der Maxima und Minima
einer Function von zwei Verinderlichen noch einmal zu entwickeln,
so geschieht dieses keineswegs aus dem Grunde, weil ich glaube, dass
die vortreffliche Arbeit von Scheeffer irgend einer Ergidnzung oder
Verbesserung bediirfe, sondern lediglich in der Absicht zu zeigen, dass
das von den Herren Peano und Scheeffer angeregte neue Problem
seine Losung auch auf einem Wege finden kann, der principiell von
demjenigen verschieden ist, den Scheeffer eingeschlagen hat. 4
Der Grund, warum die #ltere Theorie zu keinem befriedigenden
Abschlusse gelangen konnte, findet” Scheeffer darin, dass man bei
der Zurtickfohrung des Problems in das Gebiet der Functionen von
einer Veréinderlichen, die Flichenumgebung der zu untersuchenden
Stelle P, durch die Gesammtheit der Geraden durch P, in der

*) A, Genocchi, Calcolo differenziale e principii di calcolo integra.lee)'pubbﬁ.
- cato con aggiunte dal @isseppe Peano, Torino 1884, N. 133—186, p. XXIXS"
*#) In der nachgelassenen Abhandlung: Theorie der Maxima und Minima

einer Function von zwei Variabeln, Math. Ann, Bd. XXXV, p. 541—576.
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Darstellungsebene ersetzte und sich damit begniigte zu untersuchen,
ob die.gegebene Function f(x, y) auf jeder dieser Geraden im Punkte
P, ein Maximum resp. Minimum habe — und gelangt zu der Ansicht,
dass auf diessm Wege das Ziel tiberhaupt nicht zu erreichen sei.

Der erste Satz des § 3. der angefiihrten Abhandlung lautet
nimlich:

,Nachdem wir erkannt haben, dass aus dem Stattfinden des Maxi-
mums, resp. Minimums einer Function f(z, y) auf allen einzelnen durch
den Nullpunkt zu legenden Geraden noch keine Schliisse auf ein
Maximum oder Minimum in der Ebene gezogen werden kénnen, tritt
die Frage nach erweiterten Kriterien fiir die Maxima und Minima der
letzten Art auf.®

Ich glaube aber, dass ein so scharfsmmger Forscher wie Scheeffer
diese seine Ansicht bald zu der Aussage modificirt hitte:

»,Aus dem Stattfinden eines Maximums, resp. Minimums auf allen
durch den Nullpunkt zu legenden Geraden kann ,micht ohne Weiteres
auf ein Maximum resp, Minimum in der Ebene geschlossen werden*

wenn ihn nicht der Tod so vorzeitig seinem edlen Streben ent-
rissen hitte,

Meines Erachtens liegt namlich der Grund, warum die #ltere
Theorie zu keinem befriedigenden Abschlusse gelangen konnte, nicht
darin, dass man bei der Zuriickfihrung des Problems in das Gebiet
der Functionen von einer Verinderlichen die Flichenumgebung der
Stelle P, durch die Gesammtheit der Geraden durch P, in der Dar-
stellungsebene ersetzt hat und sich begniigte zu untersuchen, ob auf jeder
derselben f(x,, y,) ein Maximum resp. Minimum sei, sondern darin,
dass man. dabei ,unterlassen hat die Ausdehnung des Imtervalles zi
berﬂckswhtlgen in' welchem auf jeder solchen Geraden, und zwar zu
beiden Seiten von P,, f(,,y,) grosser, resp. kleiner, als jeder Nach-
barwerth ist, »

Um dieses nidher auszufiihren denke ich mir die simmtlichen Ge-
raden (in der Ebene der rechtwinkligen Coordinaten z, y) durch den
Punkt P, (mit den Coordinaten z,, y,) dargestellt. durch die Formeln:

M - we=z4 i, =4+ ue,
in welchen 4 und p reelle Veranderliche bezeichnen , deren Quadrat-
summe gleich 1ist, ¢ eine reelle Verinderliche bedeutet, welche sowohl
positive als negative Werthe annehmen kans,

Jedem solchen Werthepaare A, w entspncht dann bekanntlich
eine und nur eine Richtung Sh,,‘ in "der Zy Ebene, fiir welche, wenn

,.."~ B

@ = 90° vorausgesétzt Wn'd

cos xERz,,, = l, o8 gﬁh,,, =sSinoRe, =g
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ist, Die durch (1) dargestellte Gerade sei mit @, bezeichnet; R, sel
ihre positive Richtung. Wenn nun f(z,, y,) fiir jede solche Gerade
ein Maximum resp. Minimum ist, so ist die Differenz

fxy 240, Yot-we) — (% %) < O im Falle des Max.,
> 0 im Falle des Min.
far alle Werthe von ¢ eines gewissen Intervalles

— D2 < 0 < Qs

welches sich zu beiden Seiten von P, ausdehnt, so dass also p;, und
giu positive von Null verschiedene Grdssen sind (von welchen die
kleinere mit 73y bezeichnet wird); fiir ¢ = — p;, und ¢ = g, ist
diese Differenz gleich Null.

Ich bebaupte nun:
, Wenn die untere Grenze r der positiven Verdinderlichen ri, im

Bereiche A* 4 u* =1 von Null verschieden ist, so ist f(z,,Yy,) auch

fiir die Flichenumgebung der Stelle x,, y, ein wahres Maximum, resp.
Minimum; ist dagegen diese untere Grenze r gleich Null, so findet an
der Stelle x4, y, fir die Function f(z, y) weder ein Mazimum noch
ein Minimum statt.

Die Definition des Maximums resp. Minimums der Function f(z, y)
an der Stelle z,, y, ist, wie bekannt, so zu stellen:

f(zy, 4,) ist ein Maximum, resp. Minimum, wenn sich positive

Zahlen & und & so klein angeben lassen, dass fiir jedes (reeile) Werthe-
paar kh, k& des Bereiches 0 < h? < 0% 0 < k? < &* die Differenz '

xo+k, yo+k&) — (%, yo) < O ist (im Falle des Maximums),
> 0 ist (im Falle des Minimums),

oder (was im Wesentlichen dasselbe besagt):

wenn sich eine positive Zahl d so klein angeben ldsst, dass diese
Differenz fiir jedes (reelle) Werthepaar &, k& des Bereiches 0 < A%+ k* < d?
das angegebene Verhalten zeigt.

Um die obige Behauptung zu begriinden, sei Folgendes bemerkt.

Schligt man, wenn r > O ist, mit dem Radius » den Kreis X
aus dem Centrum P,, so ist fiir jeden von P, verschiedenen Punkt P
(mit den Coordinaten x, y) im Innern von K

f(@, y)y — f(y, ¥y) < O (im Falle des Max, auf jeder Geraden @;,,,),
>0 (” » ”» Min, ” » ” " )a

»

weil dieses ja fiir alle Punkte des Durchmessers von K durch P (ﬁr
Voraussetzung zufolge stattfindet. -

Also ist jede posmve Zahl, welche nicht grosser ist als 7;: eﬁfe
solche Zahl d, wie sie zum Stattﬁnden eines Mammums , Tesp. Mml-
mums erforderlich ist. S



92 Vicror v. Danrscaes.

Ist dagegen r = O und man schlégt mit einem beliebig klein an-
zunehmenden Radius v den Kreis § vm P,, so giebt es stets Gerade
&, durch B, fir welche 7, < v ist; es existirt also keine solche
Zahl 4.

Dabei sind nur ,eigentliche’* Maxima resp. Minima — nach der
Bezeichnung des Hrn. Stolz — beriicksichtiget worden; will man den
Begriff des Maximums, resp, Minimums etwas weiter fassen, so dass
fir die Differenz f(z,+k, y,+%k) — f(,4,) asuch der Werth 0 nochx
zugelassen wird, so missten die Grenzen — p;, und ¢, dahin erklirt
werden, dass

f@o+2e, yo+uo) — (%, %) <O (im Falle des Max.),
20 (im Falle des Min.)

ish, solange — p1, < 0 < q1u ist, wihrend fir ¢ = — p;, und
0 = ¢z, die vorstehende Differenz nicht nur verschwindet, sonderm
zugleich auch das Vorzeichen wechselt.

Die Entscheidung, ob fiir eine gegebene Function f(z, y) an einexr
Stelle z,, ¥,, in deren Umgebung f(x, y) nach ganzen positivexrn.
Potenzen von 2 — x,=h und y — y, =k entwickelt werden. kann,
und an welcher die ersten partiellen Ableitungen nach z und y beide
verschwinden, ein Maximum, resp. Minimum stattfinde, ist somit auf
die Untersuchung zuriickgeftihrt, ob die Grosse r von Null verschiedexa
ist oder nicht. Ist in der vorausgesetzten Entwickelung die n'* Dimen -
sion die erste, deren Glieder nicht simmtlich verschwinden, so wxrd
geosetzt: :

@) flwgth, yo+k) — (@4, %) = 9k, k) = (h, E)n
) A+ (hy Bngr -+ - (1 22),
wobei (B, k). die Summe der Glieder ntr Dimension in k und & be-.
zeichnet 0, 8. w. ~ )
Ftihrt man darin ein: :

3) h=1d¢, k=upe, (A4u*=1),
80 ergiebt sich:
@ g h =04 pht+ 4 thpot-]=10"0(e; Lip). ...

Der Factor ¢* kann abgesondert werden, weil dem Werthe ¢ = 0 the
Stelle 2 == 0, %k = O selbst entspricht.

Die Grosse r ist demnach nichts Anderes als die untere Grenze
der absoluter® Betrdge der reellen Wurzeln der Gleichung: -

®) P(054, ) = (4, wa + (4, @)npr@ + - - - = 0. o
Daraus ergiebt sich sofort: L

I TIst (R, k)s eine definite Form, d. h. eine solche, welche den
... Werth Null fiir das einzige Wertbepaar he=0, k=0 annimm$ ze
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was nur eintreten kann, wenn % gerade ist — so ist (4, #)» fiir alle
betrachteten Werthe 41, y von Null verschieden, |(4, )| hat daher
eine von Null verschiedene untere Grenze x.

Nimmt man dann die positive Zahl 7, so klein an, dass die Ent-
wickelung von f(z,4-k, yp+k) — (%o, ¥p) fiir das Werthepaar A==1,,
k=1, unbedingt convergirt, so hat

1(3', p’)’l—{-l@ + (l, y),,_,_g@? + . .]
12+”2=1; I9|=70

eine endliche obere Grenze R, und ist nach dem bekannten Satze
von Cauchy

fir den Bereich

Gy e | S T3 1,23,

folglich '
(& W0 + (& Wasee? + - - | STy 12
fiir
lo| < 7.
% Ty

Ist somit die positive Zahl 7, < T+
0

so ist filr den Bereich A2 u? =1, |¢| < 7,

(A, )] 2% > (A, )at1@ + (4, @ags@® + - -+ |.

Die Gleichung (5) hat daher gewiss keine Wurzel ¢, deren absoluter
Betrag nicht grosser ist als 7,; die Grosse r ist also von Null ver-
schieden und findet somit ein Maximum, resp. Minimum statt, je nach- -
dem (h, k), eine negative oder positive Form ist.

II. Ist (h, k)s eine indefinite Form, d. h. eine solche, welche fiir
reelle Werthepaare , & sowohl positive als negative Functionswerthe
annimmt, so ist auch (4, u), eine solche Form.

Es giebt némlich dann Werthepaare

h = 627 k= ou,
(ﬁ: _)" a@“a» l;)u >0
ist, aber auch Werthepaare

filr welche

h= 32; k= 9?"’ 3
_ ¢ Be=e G @u<o e
ist. _ L

Haben 9" und o" gleiche Vorzeichen, so haben (Z, u), und
(i ) ﬁ). entgegengesetzte; haben 9" und " entgegengqsef;z(;‘e, Yor-

filr welche
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zeichen, so ist # ungerade undBaben (7, %), und (f, ﬁ)” gleiche Vor-
zeichen.
Setzt man aber dann:

h=(-23 (-7, T=-9 D,
g0 haben C #)s und ( l —-P«),. entgegengesetzte Vorzeichen.
Es lasst sich nun 1excht zeigen, dass in diesem Falle die Gleichung

0=, s+ (4, plupr0 + -
in jedem noch so kleinen Intervalle — & < ¢ < & von Null verschiedene
Waurzeln hat, dass also # = 0 ist und somit f(x,, y,) weder ein Mazi-
mum nock ein Minimum ist.
~ Zunichst ldsst sich fiir |¢| eine Begrenzung z so klein angeben,
dass die Vorzeichen von

9le; 2, D) =0 @) + @, Do+ - -

olos 5, 8) = (F, B + (3, Do 4 -

beziehungsweise mit jenen von (Z, &), und (7,, ﬁ),, iibereinstimmen, also
entgegengesetzt sind, solange |o| < = ist.

Man kann daher, wie klein auch & sein mag, stets von Null ver-
schiedene Werthe g, angeben, fiir welche

st ‘P(905l’5_‘)>01 ¢(9037)§)<0, —< 9 < ¢
18¢.

Jedem Paare reeller Zahlen A, u, fiit welche 4% 4 p? — 1 ist,
© dutspricht im Intervalle 0'< & < 2x ‘¢id und nur ein Werth o, fir
welchen cos @ == 1, sin'@ = W ist. ~‘Bezéicknet man filr den Augen-
blick ¢(¢; cos @, sin ) mit ¢(¢, w), so ist -
Oy, @) >0, ®lo, ) <05 (c08B=17,smB=Ff u.5 W)
folglich giebt es zwischen @ und ® .sicher.einen Werth ,, fiir welchen
P (0o @) = O ist,

@, ist daher eine Wurzel der Glemhﬁng (03 Ay, #o) =0 im
Intervalle — & < @y < & (4, == cOS @y, P ==8in @),

Es kann endlich auch der von Scheeffer zuerst untersuchte Fall
ecintreten, dass (h, k), eine semidefinite Form: ist; d. h. eine solche,

welche zwar fitr von 0, O verschiedene reelle Werthepaare k, & ver-

schwindet, aber ihr Vorzemhen dabei nicht. #echselts sie enthilt noth-
wendig reelle Linearfactoren und zwar jedem .einzelnen in gerader
Potenz. n ist nothwendig gerade und daher auch (4, u), eine Form
derselben Art.

In diesem Falle kann nicht unmittelbar entschieden werden, ob
f(%o, ¥,) ein Maxzimum, resp. memum ist oder- mcht - wenn nicht

and
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etwa ausnahmsweise eine Zerlegung von g(k, k) in zwei Factoren
9y(h, k) und g,(h, k) stattfindet, welche beide mit indefiniten Formen
beginnen.
Sind
' kh — hk, kyh — hok, o . o) knh — hpk
die simmtlichen verschiedenen reellen Lmearfactoren von (k, B)n;
so ist:

(h, k)n = (kx h—hl k)g i (kz h""h2 k)2 h eee (km }""'hm k)2 'm (h) k)n*-? (etbrt-- o +im)

wobei (%, k),;..g(x‘+1,+...+;m) eine definite Form oder eine Constante ist.
Die einzelnen Paare hy, k,; hj, ky; . ., sind natiirlich nur bis auf eine
willkiirliche multiplicative Constante bestimmt, :

Jedem solchen Linearfactor kmh — hnk(m=1,2, ... m) entspricht
ein Linearfactor gyA — A,pu von (4, p)s, wobei zu setzen ist:

3 k
(6) Ay =

m y’ m
——-‘—-————" m=——————.~
Vi + 5, Vi +#,

mit beliebigem Vorzeichen von Vii +~k2m.
Nihern sich 4, u einem solchen Werthepaare Ay, uy, fiir welches
(4, p)s verschwindet, so werden von den Wurzeln der Gleichung

P05 A, )= (2, s+ (4, a0+ -+ - =0
eine oder mehrere unendlich klein. Dabei kann man offenbar den
Fall ausschliessen, dass alle (Am, ftm)atr (v 2> 1) mit verschwinden,
weil ja dann @(@; Am, ftm) = O fiir jeden beliebig kleinen Werth von
o erfillt ist, also /(,, ¥,) weder ein Minimum noch ein Maximum ist.

Es handelt sich jetzt nur darum zu untersuchen, ob unter den
mit (4, u), zugleich unendlich klein werdenden Wurzeln der Gleichung
o(; 4, u) =0 reclle vorkommen, oder nicht.

Kommen reelle Wurzeln nicht vor, so ist » > 0 und f(x,, ¥,
ein Maximum, wenn die semidefinite Form (h, k),, soweit sie micht
verschwindet, negativ ist — was kurz durch (%, k), <0 bezeichnet
werden'.soll —, ein Minimum, wenn (%, %), > 0 ist.

Kommen aber reelle Wurzeln vor, so ist » =0 und daher f(zx,, %)
weder ein Maximum noch ein Minimum.

Die Untersuchung wird nun, wie folgt, eingeleitet. -

Um 4, p in der Nihe von Ay, g, zu betrachten, wird gesetzt:

A=Ay 4 u, Bo= py +0*). R
*) Da” die Veriinderliche ¢ sowohl positive als negative Werthe a.nnehmen

kann, so geniigt es in den Ausdriicken (6) fiir 4, und g, nur einen dex bexden

Werthe der V&3, + k2. zu berticksichtigen, wie auch die folgenden Entmckelungen
lelcht erkennen laasen
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Wegen At 4+ u? =1 und iy + up = 1 muss sein:

) u? 4 02 4 24u + 2pnv = 0.

Von den Grossen Ay, und gy ist sicher eine von Null verschieden;
folglich kann aus (8) von den Verinderlichen u und v stets eine nach
ganzen positiven Potenzen der andern entwickelt werden.

Ist ym% 0, so ergiebt sich:

. = — um + Vit — @nts+ ),
wobei, da % und v zugleich verschwinden sollen, die Quadratwurzel so
zu bestimmen ist, dass sie fir # = 0 den Werth uy erhdlt. Also ist
zu setzen:

o Y (24, %4 u?)’
V (2lm“+“) l‘mZ( 1) () w2

v=0 m

Die Enthckelung convergirt, solange [u| < [4n -4 1| ist, und kann
in eine Potenzreihe von # verwandelt werden. Man erhilt:

9) v=Ciu-+ Cut4 .-+ Cui 4 ---,
- 2:¢—q12x——q
(10) Cy ~2’(-—1)~(‘) (2 ) = e

Die Anfangsglieder sind:

2 1 ) 14428
A1) v=-tu——pu— —u— - ut— e
B 2py 20y 8y

‘Iat An 20, so ergiebt sich die Entwickelung:

B . 2
12) wm—tmy 1 fm s 1hed
. A 213 220 8y,

Fithrt man nun diese Entwickelungen: -

1o Ay
(13) A=Ay+twu, p P‘m"}zﬂ'“" 2”&

u? — e (l‘m%o)

oder:

(14) Amdpy—tmy 1L

LN == P
i 21.?,,” y B ym+v (An20)

in @(@; 4, u) ein, so ergeben sich die Potenzreihen:

(15) Ym (%, 9)‘=(1m+“, um—-—:—‘i-u-—...)

A
+(1m+u1 {"m—'-;‘—m-u—.. .)H_l@'*""'
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beziehungsweise:

(16) P (v, 0)= (lm — %v-—— e !‘m+’0)"

"
+(1m—"r:“’v"‘"'y “m+v)n+19+""

welche fir hinreichend kleine Werthe von [#| und |g|, bez. |¢v| und
|o| sicher convergiren und nach Dimensionen-in # und ¢, bez. v und
¢, geordnet werden konnen. Da (An, fim)s =0 ist, 30 ist 9,(0,0)=0:
der Fall,.dass 9,(0, ¢) identisch verschwindet, kann, wie bereits boe-
merkt wurde, ausgeschlossen werden. Ist g# die niedrigste Potenz in
¥m(0, 0), so hat die Gleichung ¥y, == O genau p*) mit «, bez. v, zu-~
gleich unendlich *klein werdende Wurzeln o.

Nun kommt es darauf an zu entscheiden, ob unter diesen Wurzeln
reelle vorkommen, oder nicht.

Wenn die Gleichung 9, = 0 keine reelle Wurzel ¢ hat, welche
mit %, bez. v, zugleich unendlich klein wird, so ldsst sich nicht =zu
jedem beliebig kleinen positiven ¢ ein positives 0 so klein angeben,
dass im Intervalle — ¢ << ¢ < & eine von Null verschiedene Wurzel @
von n, =0 liegt, die zu einem Werthe %, bez. v, im Intervalle
— 0 < u, bez. v < 0 gehort; es giebt daher dann positive Zahlen &
und ¢, so klein, dass die Function %, welche mit «, bez. v, und @
zugleich verschwindet, im Bereiche

— 0 < u, bez. v < 4, —e<Lo<e¢

an jeder von 0, O verschiedenen Stelle u, ¢, bez. v, ¢, von Null
verschiedene Functionswerthe annimmt, welche nothwendig von dem-
selben Vorzeichen sind. Wire néamlich etwa ¢(o’, ) > 0 und
¥(o’, ") <0, so miisste auf jedem stetigen Uebergange von dex
Stelle o', u’ zur Stelle ¢”, 4", der ganz im Innern des betrachteten
Bereiches liegt und nicht durch die Stelle 0, O geht, eine Stelle u, , ©,
liegen, an welcher ¥, verschwindet; solche Stellen giebt es aber eben
- nicht. Es ist somit ¥y (0, 0) selbst ein Maximum, resp. Minimum,
wenn die Gleichung %, — O keine mit u, bez. v, zugleich unendlich
klein werdende reelle Wurzel besitzt.

- Offenbar gilt auch das Umgekehrte: wenn (0, 0) ein Maximuam -
oder Minimum ist, so hat die Gleichung ¥y, = O keine reelle mit <,
bez. v, zugleich unendlich klein werdende Wurzel. )
 Hat dagegen die Gleichung ¥y = O reelle mit u, bez. v, zugleich
unendlich klein werdende Wurzeln, so ist ¢n,(0, 0) weder eixi
Maximum noch ein Minimum und umgekehrt; wenn #n(0,0) nicht
ein Maximum oder Minimum ist, so giebt es in jedem noch so kleinen

*) Weierstrass, Abhandl. a, d. Functionenlehre, Berlin, 1886, p. 111,
Mathematische Annalen, XLIL ’ 7
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Bereiche — 0 < u, bez. v < 0, — e < ¢ < & von 0, O verschiedene
Stellen u, o, bez. v, @, fiir welche ¥, =0 ist.

Durch diese Ueberlegung ist die Entscheidung, ob die Gleichung
¥m =0 reelle mit %, bez. v, zugleich unendlich klein werdende Wurzeln
bat oder nicht, auf die Untersuchung zuriickgefiihrt, ob ¥, (0, 0) ein
Maximum, resp. Minimum ist, oder nicht. Es liegt daher nahe die
bereits gewonnenen Kriterien I und II anzuwenden, d. h. %, nach
Dimensionen in % und p, bez. v und ¢, zu ordnen und nachzusehen,
ob’ die Glieder niedrigster Dimension eine definite oder indefinite Form
bilden. Dabei hat man jeden der m von einander verschiedenen reellen
Linearfactoren gmad — Adgp (M=1,2, ... m) zu berdicksichtigen,
wobei es, da u und v zugleich unendhch klein werden, selbstver-
stindlich geniigt, fir diejenigen Linearfactoren, in welchen A, und S
beide von Null verschieden sind, von den Functionen v (u, ¢) und
Ym(v, @) nur eine zu betrachten.

Es ergiebt sich somit die folgende Regel:

II. Beginnen die Entwickelungen der Functionen

Vs Y2y o oo U
simmilich mit definiten Formen, so ist f(z,,y,) ein Mazimum, wenn
die semidefinite Form (A, k),,<0 ist, ein Minimum, wenn (h,k),>0 ist.

Beginnt aber auch nur ¢ine der Functionen 4y, mit einer indefi-
niten Form, so ist f(x,, y,) weder ein Maximum noch ein Minimum.

Unentschieden bleibt der Fall, wenn von den simmtlichen Fune-
tionen o, zwar keine mit einer indefiniten, wohl aber eine oder
mehrere mit einer semidefiniten Form beginnt.

Dann ist eben auf jede solche Function ¢y das angegebene Ver-
fahren abermals anzuwenden, womit brigens nicht gesagt sein soll,
dass man auf diesem Wege die Entscheidung unter allen Umsténden

erzwingen kann.
Zunichst mogen einige Belsplele durchgefithrt werden

1. Belsplel
(Pesno, 1. c., auch von Scheeffer beliandelt.)
g(h, B) =8 — (* + &) B’k p*g*RY,.
plo; 4, p) = #* — (#* + ¢°) Ve 4 P’ M. -
Die semidefinite Form u? hat nur den einzig‘env'Lixiearfsctor ®

folglich ist:
Ay=1, py=0 oder 4 =—1, g =0.

Nach (14) hat man daher zu setzen:

1
Z=l’—§’vzv—oov,'-- U=
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und erhilt:
P (v, 0) =0v— (P*+ ¥ ve + p’q*e* + (v, @)+ - - - -

Die Glieder 2. Dim. in v und ¢ bilden eine indefinite quadratische
Form, folglich ist g(0, 0) weder ein Maximum noch ein Minimuam.

2. Beispiel,
(5. Beispiel von Scheeffer, auch von Stolz behandelt, 1. c. pag. 9.)
g(h, k) = h*k* — 3hk? + hk* — 3hE" 4+ K — 10Ak 4- HhiY
@ (0: 4 p) =22 pt—324 pd o4 (A0p?—3Ap"+ %) @>— 10400 0° +-511%¢°.
Die semidefinite Form A2u* enthdlt die Linearfactoren 4 und p;
man hat also:
=0, gy=1; I=1, g,=0;

fiir den Linearfactor 4 ist daher zu setzen:

)v=“, u=1—-%u2-——-..o’
fur den Linearfactor w:

}l=1——;—v’-—---, §=.
Somit ist:

¥, (u, 0) = u?(1 —2u?...)— 3u4(l — -2— w.. ) s
lwd—w.. )—8u(l— g .. )+ 1—dur..)] ¢
— 10u‘°(1 — % wl.. ) e® 4 Su'?e’.
Die Glieder niedrigster Dimension, u? -+ ¢% bilden eine definite

quadratische Form.
Ferner ist:

by (v, @) = vA(1—v?...) — 3031 —202...) ¢
+ v’(l-—-302...)-—-30”(1—-%@)’...)—{—08 0?
— 1001 —502...) e®+ 5(1L — 62%...) 0"

Die Glieder niedrigster Dimension sind:
vi—3v30 40202 =12(v?—3vg+ ¢?) =1 (0—3—%—@ 9) (v —%EQ);

bildeh somit eine indefinite Form; folglich ist g(0, 0) weder ein Maxi-
mum noch ein Minimum.
Zugleich ersicht man, dass die Glieder — 8hk’, — 10A'°% und
5h!? ohne Einfluss sind.
7.
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*3. Beispiel.
g, k) = — BK*(h — k)* + 2hE® — BRh2K® + 3RSk 4 VK3
— ThoK? 4 6 RSk — 10h8 4 h2kS + 3Rkt — 418 +- - . -,
9054, p)= — Fp?d — p)
 (2A08 — 5225 4 323t 4 24d — TA%2 + 61%]
+ [— 1028 + 220 + B2pt — 4u) @2 - - - -
Hier sind 3 Linearfactoren zu beriicksichtigen:
md—Ap=21, pi—dp=y, pli—ip=1—yg
Also ist:

: 1 1
=0, p=1, 4h=—1, p,=0, 13"—2" l"3=—ﬁ'
Dem entsprechend wird man setzen:
1 1

A=u, l==—-1+~2—'v2+~-, l=ﬁ+u,

1, 1
y=1__.2_u._-..., g=v, . .-_—_.—1.7-§~—u.-—...
und erhalt:

¥y (4, 0) =—u' +2up — 40>+ .-,

P, (v, @) = — v* 4 6vo — 10024 ..,
3 5
’/’s(“)(’)a‘“uz"f—?ug——-gg?-]_...,

Es beginnen somit alle drei Functionen ¢ mit definiten quadra-
tischen Formen; die semidefinite Anfangsform ist, soweit sie nicht
verschwindet, negativ: ¢(0; 0) ist demnach ein Maximum.

IL.

Das angegebene Verfahren ldsst sich noch leicht so modiﬁci;'en,
dass zur Durchfithrung desselben keinerles Reihenentwicklung er-
forderlich ist.

Um zu untersuchen, wie sich die Function g(h, k) verhilt, wenn
sich h, k& einer Stelle hy = A0, kum = pmo nibert, an welcher die
semidefinite Anfangsform (k, %), verschwindet, wurde gesetzt:

he=@ntue, k= (n+0v)o. -

ko Pmt
= Ayt u \

Ist Ay 20, 50 besteht die Entwickelung:
Em 1

Hieraus folgt:
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folglich ldsst sich auch % nach ganzen positiven Potenzen von v ent-
wickeln in der Form:

B Bwo 1 BPm g
k_‘m+1§,v+2lg"v+
Setzt man also:
k 2" P
17 7;=7;—+k,
80 ist:
P L 86w 2y ...
(18) == 23 v+ Y v 4

eine mit v auglelch reelle und unendlich kleinwerdende Verénderliche.

Fithrt man nun fur £ den Ausdruck (——- + k) h in g(h, k) ein,

so ergiebt sich:
(19) 9ty k) = b* g (B, )
fir

@) mlh, ¥ = (1,52 )+ (152 +F) e+

wobei zu bemerken ist, dass (1, —‘;ﬂ'—)” = ( ist, so dass die Function
m

im kein von % und k' unabhiingiges Glied enthilt.

Andrerseits ist g(h, k) = @*¥n(v, ¢); wenn somit die Gleichung
¥y =0 eine mit v zugleich unendlich klein werdende reelle Wurzel
¢ hat, so hat auch die Gleichung gy = O eine mit %' zugleich un-
endlich klein werdende reelle Wurzel o, Denn mit » zugleich wird
auch %' reell unendlich klein und einer reellen mit v unendlich klein
werdenden Wurzel ¢ entspricht zufolge der Relation %= (iy + %) e
eine reelle unendlich klein werdende Wurzel %z der Gleichung y, ==0.
Offenbar gilt auch das Umgekehrte: wenn die Gleichung gm =0
eine mit %’ unendlich klein werdende reelle Wurzel % besitzt, so wird
mit % auch v reell unendlich klein, und mit %, zufolge der Relation

h= (dn+ ®) ¢, da An 20 ist, auch .

Ist pwZ0, so ldsst sich eine vollig analoge Betrachtung an-
stellen; es findet dann die Entwickelung statt:

2 % i 32
h m + m 1u+ m

= = -8 2 o s s 0
k p,m+@) . l"B 25",63‘ w +
Setzt man
A
_;CL=,~£L+;,', p
m

so. ist
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W= hud B
ﬂm 2#m
eine mit % zugleich reelle und unendlich klein werdende Veriinderliche.
Fithrt man in g(h, k) ein:

= i)

und bezeichnet das Resultat mit %k*y,(h', k), so kann die Function
Pw(u, @) fiir den vorliegenden Zweck durch y,(h', k) ersetzt werden
Damit ist die folgende Regel begriindet:

IV. Beginnen die Functionen %,, %o, ... qm SGmmtlich mit defi-
niten Formen, so st f(x,,Y,) eim Maximum, wenn (k,k), <O ist,
ein Minimum , wenn (h, k). 2> O ist. Beginnt aber auch nur eine der
Functionen 3, %, ... Im mit einer indefiniten Form, so ist [(x,, y,)
weder ein Maximum noch ein Minimum. “

Beginnt zwar keine der Funmetionen x,, %y, ... Xm mit einer in-
definiten Form, wohl aber eine oder mehrere — sie seien durch i,
charaliterisirt — mit einer semidefiniten Form, so ist fir jede dieser
Functionen 3, weiter zu untersuchen, ob y, (0, O) etn Maximum, resp.
Minimum ist oder nicht.

Hat jede Function y, an der Stelle 0, O ein Maximum oder ein
Minimum, so ist f(x,, y,) selbst ein Maximum, wenn (h, k), <0 ist,
ein Minimum, wenn (h, k), 2> 0 dst. Hat aber auch nur eine der
Functionen ., an der Stelle 0, O weder ein Maximum noch ein Minimum,
so st auch [(x,, yy) weder emm Mazimum noch em Minimum. .

Bei dieser Untersuchung der Functionen y, kann es. aber ebenfalls
geschehen, dass semidefinite Anfangsformen auftreten; tritt diess fort-
gosetzt ein, so flihrt das Verfahren eben nicht zum Ziele,

.

Dleses zweite Verfahren ldsst sich auch wmbhangzg von dem
ersten rechtfertigen; hierzu sei Folgendes bemerkt.
Beschrinkt man die reellen Verinderlichen s und’ ~t durch die
Bedingungen: ST
§? <1, 2L, -
80 ist fiir jedes reelle Werthepaar %, k¥ entweder h = sk, oder katk
Setzt man nun:

9(sk, ) = B8, Do+ (5, Dus ko - - -] = T Us, B),
gh,th) =k {(1, )+ A, Opgr B+ - - ] =5h* V(h, 1),

so wird die Frage, ob es Zahlen 0 und & giebt, so klein, dass im
Bereiche 0 < h? < % 0 <k* < &% g(h, k) nicht verschwindet, darauf .
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zuriickgefihrt, zu untersuchen, ob die Gleichung U(s, k) == O reelle -
mit (s, 1), zugleich unendlich klein werdende Wurzeln % hat, und ob
die Gleichung V(k,t) =0 reelle mit (1, {), zugleich unendlich klein
werdende Wurzeln % hat. (Die Factoren %* und A* kommen dabei
nicht in Betracht, weil zufolge % = sk mit % auch % verschwindet und
sufolge k == th mit & auch k).

Ersteres kann offenbar nur eintreten, wenn sich s einer reellen
Wurzel der Gleichung (y, 1), = O nihert, letzteres, wenn sich ¢ einer
reellen Wurzel der Gleichung (1, #), = O n#hert.

Jedem reellen Linearfactor k™A — h(*)k von (h, k), entspricht,

wenn kO <0 ist, eine reelle Wurzel —— der Gleichung (y, 1),=0;

falls 2™ 2 0 ist, eine reelle Wurzel —— der Gleichung (1, 2),==0.

Ist somit (h, k), eine definite Form, so haben die Gleichungen
(y, 1)a = 0 und (1, 2), = O iiberhaupt keine reellen Wurzeln
und konnen positive Zahlen d und & angegeben werden, so dass
g(k, k) im Bereiche 0 < h? < 0% 0 < k* < & nicht verschwindet.

Die unteren Grenzen g und g der absoluten Betriige von (s, 1),
und (1,%), fiir reelle Werthe von s und ¢ sind némlich in diesem
Falle von Null verschiedene positive Zahlen, folglich giebt es auch
ftir die absoluten Betrige von % und % Begrenzungen ¢ und & so
klein, dass

g > | Dagqr kB4 ---|, wenn k2 < ist, und

g> 1,1 h 4 -], wenn h* < &% ist;
also ist g(h, k) im Bereiche 0 < A? < 02, 0 < k*< & von Null
verschieden und hat das Vorzeichen von (k, k).

Ist dagegen (%, k), eine indefinife Form, so giebt es in jedem
noch so kleinen Bereiche 0 < h% < 0%, 0 < k% < & Stellen h,, &,
an welchen g(h, k) verschwindet.

Unter den reellen Linearfactoren von (h, k), muss nidmlich dann
mindestens einer, %"k — k"%, in ungerader Potenz ¢® vorkommen.

Ist nun h® 20, B, ¥ ein Werthepagr, fiir welches k®)§ —A®)E =0
ist, so ist:

kD + a) — B (£ + ) = k¥ a — A B.

Fir hinreichend kleine Werthe von « und g hiingt das Vorzeichen
voo (h 4+ «, ¥+ B)n von dem der Potenz (k®a — A® )™ ab,
Macht man also lﬁ ‘ >‘ , so wechselt ke — h®)f mit f “zi-
L]

cl
gleich sein Vorzeichen, und somit auch (k(')a — h")ﬂ)ﬁ

Es glebt daher Werthepaare h, k=17 ; 7, b= th so beschaffen,
dass % und % gleiche Vorzeichen haben, (%, %), und (h, k),.-,aberent-
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gegengesetzte ; folglich haben auch (1, ), und (1 ) ?),. entgegengesetzte
Vorzeichen. ’
Nun kann die positive Zahl = so klein angenommen werden, dass

,(13‘?)”' > '(I)Z)H-lh + - ’I’

. |(1)?)nl > ,(1, tz),,_Hh 4. l
ist, fir |A] <.

Fir solche Werthe von % haben daher V(k,7) und ¥ (&, 7) ver-
schiedene Vorzeichen.

Sind nun & und & beliebig kleine positive Zahlen, so kann man
doch %, so klein wihlen, dass nicht nur |hy| < 7 und J ist, sondern

auch |#h,| < & und [£h,| < & ist; dann giebt es aber — wenn etwa

t<t ist — im Intervalle # <t < ¢ gewiss einen Werth #,, fir
welchen ¥'(h, %) =0 ist; folglich ist filr das Werthepaar hy, ky=1%,A,

gy k) =0, 0<h?<0? und 0<Ek? <&
Analoges gilt, wenn szo ist. Dann giebt es Werthepaare
%, % und h, %, fir welche % und % gleiche Vorzeichen, (s, 1), und
G, 1)” dagegen entgegengesetzte haben.
Ist endlich (k, k), eine semidefinite Form, so ist fir jeden ihrer

reellen Linearfactoren kyh — hyk, deren jeder nothwendig in gerader
Potenz vorkommt, besonders zu untersuchen, ob bei der Ann#herung

k
iét) es reelle Werthepaare &, k giebt, welche die Gleichung" g (h, k) = 0

erfillen und einem beliebig kleinern Bereiche 0 < h2. << 8, 0 < k2 < ¢
angehoren, oder nicht.

Um diess zu entscheiden setze man, wenn %y, 2 0 ist,

E_k , k ,
7=ﬁ+k, also k=(%+k)h*);

aann wird: . ’ ; .

g(h,k)=h»[(1, —khi+7c')”+ (1,’;};':1 +k);+:1h + ]
"=h"%m(h k); »

wenn kmEO ist, \

b=, o h=(.’i'i+k') k;

*) Solche Substitutionen hat Weierstrass in der Theorie der a.lgebra.mchen
Functionen von einer Ver#inderlichen angewendet.

k h
von ;‘:— an —;72— (wenn \km %0 ist) oder von & an ﬁ (wenn Fm z 0
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dann wird: , X
L I L g - , ..
glh By = B [ (52 4 8, 1)+ (2 4, 1),,+,k + -]
== knxm (h’ k)

Nun weiss man: heginnt yn(h, k) mit einer definiten Form, so
giebt es positive Zahlen Oy und &y, so klein, dass yy(k, k') im
Bereiche:

0SM<o, 0SKI<a (O<B4EY
von Null verschieden ist; folglich ist auch g(h, k) im Bereiche:

k , k '
0SB, -yt am O<HAR

von Null verschieden; a fortiori daher auch fiir alle Werthepaare %, k
dieses Bereiches, fiir welche 0 < A? 4 k? < 54 ist. Beginnt yn (R, k)
mit einer- definiten Form, 80 giebt es positive Zahlen 8y, und &y, 8o
klein, dass xu(%', k) im Bereiche:

0<HI<op 0<K<eq (O<K 4B
von Null verschieden ist, folglich ist auch g(k, k) im Bereiche:

TohSh<It e, 0SHSH O<H4R)
von Null verschieden; a fortiori daher auch fiir alle Werthepaare %, &
dieses Bereiches, fiir welche 0 < A% 4 k2 < & ist.

Beginnen daher alle Functionen 7 (wenn hy und k, beide von
Null verschieden sind, geniigt es selbstverstédndlich nur eine der beiden
Functionen 7y (h, k') und yn(h', k) zu beriicksichtigen) mit deﬁmtm
Formen, so gilt Folgendes: (h, k), verhilt sich nach Ausschluss der
m Theilbereiche:

k .
_’;&_m< <h +é&m (m=1,2,...m, wenn alle &, von
N Null verschieden sind),
oder der m Theilbereiche: :
km ’ k km ’ 2 6 ’ h 6 ’
T;"‘sm<7;-<7m—+5m(m= m): - 1<‘7;< 1
(wenn eine der Grossen hy, also etwa h, == 0 ist),

im {ibrig bleibenden Bereiche h, %, der filr den Augenblick mit &R
bezeichnet sein mag, wie eine deﬁmte Form; es giebt daher ein®
positive Zahl 8, so klein, dass g(k, k) fiir alle Werthepaare &, % m%‘t,
fur welche 0 < h? 4 k* < 9,2 ist, von Null verschieden ist.  -*%

Macht man also die posmve Zabl d Kleiner als jede der Zalilen
'6‘0, dy, ... 0n (wenn alle Ay von Null verschleden sind), bezxehungs-
weise klemer als Jede der Zahlen &y, &, 0, .. d‘ (wenn h, =-O
ist), w0 ist g(h, k) im Bereiche:



106 Vicror v. Daxrscres.

O< 4+ k< d?
von Null verschieden, somit f(z,, y,) oder g(0, 0) ein Maximum , wenn
(b, k)s < O ist, ein Minimum, wenn (h, k), > 0 ist.
Beginnt aber auch nur eine der Functionen gw, z. B. 1:(k, k")

mit einer indefiniten Form, so giebt es in jedem noch so kleinen
Bereiche 0 < h? < 0% 0 <FKE'? < ¢'? Stellen h, k', fiir welche
2:(h, %) =0 ist; also, wegen k= (-;:—‘— + k’) h, auch in jedem
noch so kleinen Bereiche 0 < h* < 0%, 0 < k? < &* Stellen 4, £,
fiir welche g(h, k) ==0 ist, wenn nimlich (l%—’ + s’) 0 < & ge-
macht wird. '

Somit ist in diesem Falle f(z,, y,) oder g(0, 0) weder ein Maximum
noch ein Minimum.

Beginnt von den Functionen g, ... xa zwar keine mit einer in-
definiten, wohl aber eine oder mehrere — sie seien durch y, charak-
terisirt — mit semidefiniten Formen, so erhilt man unmittelbar keine
Entscheidung, wenn nicht etwa ausnahmsweise eine solche Function
1. in zwei Factoren zerfillt, deren jeder mit einer indefiniten Form
beginnt, in welchem Falle weder ein Maximum noch ein Minimum
stattfindet.

Es muss dann fiir jede dieser Functionen besonders untersucht
werden, ob 2,(0, 0) ein Maximum resp. Minimum ist, oder nicht; ist
Jedes 1,(0,0) ein Maxzimum, resp. Minimum, so ist f(x,,y,) ein Maximum,
resp. Minimum, je nachdem (%, k), <0, resp. >0 ist.

~ Ist aber auch nur eine der Gréssen %,(0, 0) kein Maximum, resp.
Minimum, so gilt dasselbe auch von f(z,, y,).

Als Beispiel will ich das schon nach dem ersten Verfahren be-

handelte Beispiel Nr. 5 von Scheeffer, aber etwas verallgemeinert,

betrachten. HEs soll nimlich untersucht werden unter welchen Um-
sténden die Function

g, k) = Bkt 4+ 2 AR*ES + BhSk? 4 Chk" -+ Dk 4+ ERVE - Fht?
(4, B, ... F reelle Zahlen) an der Stelle » =0, k = 0 ein Minimum
habe oder nicht.

Fiir den ersten Linearfactor % der semidefiniten Form A2%¢ setze
ich » = h'k und sondere k° ab; fiir den zweiten Lmea.rfaetor k setze
ich % = h%k’ und sondere A% ab.

Dann ergiebt sich: .

1 (7, 70) == W'Dk OW k242 AN *k+Bh 8k24 ER k54 Fh 1218,
Yo (h k) = k"2 (BR+-24hE +k'?) 4 FhS4 ERSE'+ Ch*E’ '+ D h2k’8.

% beginnt demnach mit einer definiten Form, wemn D > 0 ist; mit
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einer indefiniten, wenn D < O ist; mit einer semidefiniten, wenn
D =0 ist.

%, beginnt mit einer indefiniten Form, wenn 42 — B > O ist;
mit einer semidefiniten, wenn 4®* — B <O ist.

g(0, 0) kann also nur ein Minimum sein, wenn:

I D>0, A*~B <O ist;- (II) D>0, A?— B=0 ist;
) D=0, A*— B<LO ist.

Im Falle (III) zeigt sich aber sofort, dass g, den Factor »° ent-
hilt; folglich ist #,(0, 0) und daher auch g(0, 0) weder ein Maximum
noch ein Minimum.,

Im Falle (I) ist zu untersuchen, ob %,(0,0) ein Minimurn ist,
oder nicht. Setzt man %" = h%” und sondert k¢ ab, so ergiebt sich:
fa1=k"*(B+4+24F" + k") 4+ Fh*4 .. .= Fh*+ Bk"*4 + .- -

Ist daher BF > 0, was wegen B > A? erfordert, dass ' > O
ist, so beginnt x5, mit einer positiven quadratischen Form und ist
9(0, 0) ein Minimum. Ist BF =0, also F =0, so enthilt g, den
Factor %, ist also %,(0, 0) und g(0, 0) kein Minimum; dasselbe gilt,
wenn F' < O ist, wobel ysy mit einer indefiniten Form beginnt.

"~ Im Falle (II) ist zu untersuchen, ob die Function

Koy k) ==k'2(Ah 4 k') + Fht + ErSEk' 4 Ch*k'" + Dh2k’®
an der Stelle A== 0, %' = 0 ein Minimum hat oder nicht.

.Fiir den Linearfactor %’ der semidefiniten Form k'2(4h - %°)?
setze ich k" = hk” und sondere h* ab; fiir den Linearfactor A% -} &’
setze ich ¥’ = (— A -+ k") h und sondere h* ab. Dann ergiebt sich:
x3,1(h, k) = Fh* + A?k"% + EWE" + 24k"3 4 k"4 4 Ch® K"

+ DnSE”S,
te,2h, k") = (F — AE)h* 4 A*k"? 4 ER*K" — 24k"3 + k4
+ Ch3(— A+ k") 4+ Dré(— A4 %")8.

Daraus ersieht man: wenn 42F > 0 und zugleich 4*(F—A4AFE)>0
ist, so beginnen g:; und o mit definiten Formen und ist. somit
g(0, 0) ein Minimum. Ist entweder 42 F < 0 oder A’(F-—AE’) <0,
80 beginnt eine der beiden Functionen ys 1, ye,z mit einer mdeﬁmten
Form und ist g(0, 0) kein Minimum. .

Ist A42°F >0, A (F— AE)=0, also F=AF, so beginnt
%s,2 Wit einer semidefiniten Form und ist nachzusehen, ob die Function
Yae(h, k") = A’k"? 4+ ER*L" — 24%K"3 4 k"* 4 EhS(— A - k7Y

+DB(—A+EP
an der Stelle # =0, k" =0 ein Minimum hat, oder nicht. . Dazu
setzt man k" = hk™, sondert h? ab und erhilt:
2,21k, k') = k" (A*k" 4 Eh) + -
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Wegen A%F >0 ist auch 4E > 0, folglich EEO X2,9,1 be-
ginont daher mit einer indefiniten Form; x33(0, 0) ist also kein
Minimum.

Ist A2F=0, A*(F— AE)>0, soist F= (_),

Yo1(h, k") = AP"% + -
enthdlt den Factor %", also ist ys,(0, 0) kein Mmlmum

Ist endlich
A2F= 0 und A4*(F — AE)=0,

so sind noch folgende vier Unterfille zu unterscheiden:

a) A'=0, F20,
b) 4*=0, F=0, E%O,
¢) 42=0, F=0, E=0,
dp 42>0, F=0, E=0.

Im Falle a) ist:

g1 = Fh* 4+ ERk” + k"% 4 Ch°k"" 4~ DhSE"® = x5,
Setzt man h = A'k” und sondert k”? ab, so ergiebt sich:
Ye11=fo51=FN?+ k"2 + EN?k" + - .-
Ist somit # > 0, so beginnen beide Functionen mit einer definiten
Form, also ist (0, 0) ein Minimum. Ist ¥ < 0, so beginnen beide
Functionen mit einer indefiniten Form, g(0, 0) ist kein Minimum,
Ist F'e=0, wie in den Fillen b) und ¢), so haben yo, und gs,2
(da such A4 == 0 ist) den Factor %", folglich ist ¢(0, 0) kein Minimum.
'Im Falle d) endlich enthlt x5, den Factor &% folglich ist g (0, 0)
kein Minimum.,
‘Die betrachtete Function g(, k) hat somit an der Stelle % = 0,
k = 0 dann und nur dann ein Minimum,
wenn: D >0, A*— B <0, F>0 ist,
‘oder: D >0, A2~ B=0, A’F>0, F—AE >0 ist,
oder: D >0, A= B =0, F>0 ist.

Das Gljed Chk" ist ohne Einfluss.

111
Es ist jetzt noch zu untersuchen, unter welchen Umstinden dieses
Verfahren nicht zum Ziele fithrt, und zwar deswegen, weil unbeschrinkt
oft Entwickelungen mit semidefiniten Anfangsformen auftreten. Dabei
kann man sich auf den Fall beschrinken, dass eine Function g, wie
sie das Verfahren liefert; mit der I'*® Potenz (! eine gerade Zahl)



Maxima und Minima einer Function von zwei Ver#Ainderlichen. 109

eines einzigen (reellen) Linearfactors beginnt und alle aus ihr ab-
geleiteten Functionen dasselbe Verhalten zeigen.

Enthilt nimlich die semidefinite Anfangsform einer Function y mehr
als einen reellen Linearfactor, ist sie also von der Form L4 L,%%.. .,
wobei L,, L,, ... verschiedene Linearfactoren bezeichnen, so sind die
Dimensionen der Anfangsformen der den Linearfactoren L,, L,, ..
entsprechenden Functionen %, %, ... gewiss nicht grosser als
24,, 24,, ...; es tritt somit eine Erniedrigung der Dimensionen der
Anfangsformen ein.

Diese Erniedrigung kann aber, soweit semidefinite Anfangsformen
in Betracht kommen, nicht unter die Zabl 2 herabgehen; wenn sich
somit bei der Fortsetzung des Verfahrens unbeschriankt oft Functionen
mit semidefiniten Anfangsformen ergeben, so muss diess schliesslich
in der Weise geschehen,, dass Functionen y auftreten, die mit einer.
geraden Potenz eines einzigen reellen Linearfactors beginnen und
durch das angegebene Verfahren fortwihrend Functionen derselben
Art liefern.

Es sollen nun die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen
aufgesucht werden, unter welchen eine Function g ein derartiges Ver-
halten zeigt. Um mehrfach accentuirte Verénderliche zu vermeiden,
will ich die Untersuchung zunéchst fiir eine Function

@1) g(h, k) = (ah + bE) + gips + Peta + -
selbst durchfiibren.
Dabei sind a und b reelle Zahlen, welche nicht beide gleich Null
“sind — ich nehme insbesondere an, dass b von Null verschieden
ist —, I ist eine gerade Zahl, @iy, @iys, ... sind bintire Formen in
h, % von den Dimensionen 141, 14 2,

Jede Function g(k, %), welche mit einer geraden Potenz eines
einzigen reellen Linearfactors beginnt, kann — eventuell durch Aenderung
ihres Vorzeichens — auf die Form in (21) gebracht werden.

Das Resultat der Substitution

(22) he— 5 h+hE .

.in g*), wird nach Absonderung des Factors k!, — nur ftir den Zweeck

%) Wenn g(h, k) convergirt, solange |k| < &, |k| << & ist, so ldsst sich eine
positive Zahl & < J &0 klein angeben, dass ‘

I-Z-l s o<
" ist; aleo convergirt Vg sicher im Bereiche

_ h<e, k<5
Analoges gilt fiir ¥g. -
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dieser speciellen Untersuchung — mit Vg (k, k) oder Vg bezeichnet,
g0 dass also '

(23) Voth, B) = —;—, 9(h, — L h41E) ist.
Das Resultat der Substitution (a 20)
29 he=— £ k+ Wk

in g, wird nach Absonderung des Factors %, mit Vg(h, k) oder Vg
bezeichnet, so dass also

T b , .
(25) Vg, B) = g(— 5 h+ Kk, k) ist.

Die Zeichen ¥ und ¥V werden aber bequem auch noch in einem etwas
weiteren Sinne gebraucht. Ist z. B. *

Vg=(a'h+bky 4.

A N

und man setzt

so wird das Resultat dieser Substitution nach Absonderung des Factors
P, als VVg= V?g bezeichnet, u. s. w.

Ich bezeichne ferner, wenn ¥, (h, k) eine ganze homogene Function
p. Dimension in %, k ist,

(26) '/’p (k’ - %h"l‘ hk’) = kp[’/"p,o + '/’p,lk"*‘ 11’9,2]"2 + °t + ¢ﬁ,pk'y]'

Die Frage kann dann so ausgedriickt werden:

- Wie muss die Potenzreihe g (%, k), welche selbst mit der Ite» Potenz
-eines einzigen reellen Linearfactors beginnt, beschaffen sein, damit die
aus. ihr durch beliebige Wiederholung der Operationen ¥ und V ab-
zuléitenden ‘Functionen

Vg, Vg, Vg, VVg, VVg, V2g, ... in inf.
simmtlich mit der It Potenz eines einzigen (reellen) Linearfactors
beginnen.

Zunéchst sollen einmal die nothwendigen und hinreichenden Be-
dingungen daftir ermittelt werden, dass mit g zugleich auch Vg mit

der It Potenz eines Linearfactors beginne.
Aus (21) folgt:

(@7) Vg="0bFk" 4+ klou1,0 + Qrpr, 1k’ -4 - - - S
+ Moo + Prpank’ + -] 40 ¢

Damit keine Glieder unter der I'*> Dimension auftreten, muss sein:
Prap=0 flir A4+ p<l—1 ;
Daraus folgt, dass ¢,;; den Factor (ak 4 bk)—* enthalten muss..
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Bezeichnet man’ die Linearform ak + bk durch f,, so muss
also sein: -
(28) orpa=f'yn A=1,2,...1-1),
wobel yp; eine binire Form in %, k¥ von der Dimension 24 bedeutet.
Dann ist

Purpti—apr =b0"*pa, (v=0,1,2...22),
also

(29) Vg = bkt 4 b1 hk"—l(yz,o-i- ) + b2p2k -2 (pa,0+ )+ see
+ VARAE A (pag0 o) A0 BEUE (Paiso + - - ¢)
+ B (@)

Nun sind die Bedingungen leicht anzugeben, unter welchen Vg
mit der I'" Potenz eines Linearfactors beginnt.
Setzt man
¥y =1y,

unter f, eine quadratische Form in k, % verstehend, so muss sein:

Pa1,0 = G,) fho A=2,8,...1—=1), @0 ="fio.
Hieraus folgt: :

CONMPATSY (T EEE PRI RIS RN P

wobei g3, ... gai—1 binéire Formen in %, % von der Dimension ihrer
Zeiger sind.
Also muss sein: )

@31) ! P =1y,
Pria = (l) fi* i + i g A=2,..D.
Das erste Ergebniss ist somit folgendes.

Damit g und Vg mit der It Potenz eines Linearfactors beginnen,
muss g die Form haben:

B2 g=1[fi+ Pl + i s+ e+ + figea+ @ + *
und zwar ist dann:
(33) Vg = (fooh+ kY + () E)ps + -

Zur Abklrzung wird gesejzt:
(34 faoh 4 bk =fsoh + fi1 k" = {i.

Diesélbe Form fiir g wiirde sich ergeben, wenn — unter der
Vora.uSse‘tzung dass a z 0 ist — verlangt wird, dass auch Vg mit
der It Potenz eines Linearfactors beginnen soll. R

Damit ferner auch Vg (evettuell V¥g, V Vg, V2g) mit der
It Potenz eines Linearfactors beginne, ist offenbar nothwendig und

hinreichend, dass Vg (eventuell 7g) selbst die Form von'g. in (32)

i - :
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ha.be' d. h., wenn {,® eine quadratische Form in %, %’ bedeutet die
borm habe

(35) Vg = [+ 0T +
Aus (32) folgt aber:
-1

(36) Vg = [0+ fo b Faghk P4 ) b=2 IR (Gagaort - - )
‘ A=1

+ B (@argr o - ) e -
Hierin haben die Glieder der It Dimension bereits die nothwendige
Form, nicht aber die von den Dimensionen !4 1, 142, ... 2],
wie nach (32) erforderlich ist, indem dort erst die Glieder von der
Dimension 27 4 1 ab unbeschriankt sind.
Um zun#chst den Gliedern der Dimension l+ 1 die nothwendige
Form zu geben, muss gemacht werden:

-1 :
(371 IO kR +2 b2 gorta,0 PATHLE 2 - @ary1,0 AHE

A=1
= U, 0.

Die Gréssen 88,05 -« - §2i—t,0 Und @gpyq,0 milssen also so be-
stimmt werden, dass die Function (nach Absonderung des Factors A?)
Q21410 Wt bgei—1,0 2" 4 - -« 4 VR gaapr o AR 4 .

+ bty o k'
" theilbar wird durck (faoh 4 bE’)-1, d.h. also geradezu gleich wird
50 (frok + BF)L.
Also muss sein:
-1
gsz+xo-=-(;_ )f,o gso A=2,...1—1),

S gsae= fig gs0,
wihrend gs0 willkiirlich bleibt.
" 'Betzt man also gy = If;, unter f, eine beliebige cubische Form
in h, % verstehend, so ergiebt sich:

Bea1,0 = Z( 1) fo' fao (A=2, ... l""' b,

P3i41,0 = Zfﬁ,o fs,o
und daraus weiter:

—1y ST
(38) gorts =1 (/1_ 1) f*! fa + figen ('1 = 2 Z— '1)’
Pup ="+ figm, . & : ,
wobei die ¢, . gg; bmare Formen in b,k von der Dunensmn 1hrer

Zeiger sind. el . A AT,
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Aus (37) folgt dann:
(39) o = fs,0 h* + fa,1 BE,
f,(? ist also durch f,, f, und f; bestimmt.
Fibrt man die Ausdriicke (38) in (32) ein, so ergiebt sich:

@) g = R+ 2 (123) feti,

(41)

(42)

+ 2 fi? gears + @oipe + -

A=l
und daraus:

Vg = 0 + IO 0 + 1,07 fshb'® 4 (§) 0 k2

]
+2’(i:i) ¥ [fao! for + (A — 1) f55" fax fo] hH2 702+
2=1

-1
+Z b2 goape,0 B2 B - @opye o B A (B, B s o - -

A=1

Damit nun ferner auch die Glieder der Dimension 4 2 in Vg
die Form.der Glieder gleicher Dimension in g bekommen, miissen die
Functionen g¢zi2 und @gpp s0 bestimmt werden, dass

O™ o0 k2 4 (g ! ,m“’ ey B2k 2
fi

+2 ( ) v f o f (A —1) §5" fo,1 faj0) AAH K731

+2 b 92'1_*_2’0 Y la sl M + 9’2l+2,.0 e = (é) fl(x)l—e f2(1)2 + lfl(1)l~1 fs“’
=1

wird, wobei {,) eine vorldufiz noch unbestimmte cubische Form in
h, k' ist.
Die Function (nach Absonderung des Factors A?)

P +2 bi—* 8’21-{-2,0 RAEI -2

A=1 )
+§ (l _ 1) B2 s+ (1"‘1) oo ® faa fa0) A1 K i=24

muss daher theilbar werden durch f{’'~*, also gleich werden einem
Producte:
Col?+ CRE + Cyk'?) (faoh+-0K ) -

Mathematisohe Wn. XL, 8
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Durch Vergleichung der Coefficienten von k%, A%*—! und A2k’ -2
ergiebt sich:

Cy=1bfs1, O = 1(foo o + T—1) o fio) + 0,

(43) , )
Co = gs0 — (1—2) fo0 940

Vergleicht man ferner die Coefficienten von A*%¢-%, so erhilt man
fir A=3,4,..,1—1

(44) goatse = (i:g) foo 860 + ((i__—?) —(1-2) (i :g)) fao 84,0
und filr A =1
(44) Pargn,o = faa " (30— (0— 2) fao 840).

(12,
1 H

Aus (42) folgt nun nach Absonderung des Factors f
46) LR fuah¥? + () Haht K2 + WG I+ €, hE +G, )
l 2
=(3) 1 + 1 .

Damit, wie sich hieraus als nothwendig erweist,
(3) ks 4 W4 O K+ 0K Y —(§) B
theilbar wird durch f{,0, also. gleich einem Producte
D+ D E)f,0,

in welchem D, == g4,0, D = I3 sein muss, ist, wie die Vergleichung
der Coefficienten von h* ergiebt, erforderlich:

, l ,
(46) 86,0 = (2) fao 4+ (01— 1) fo0 840
Fihrt man diesen Ausdruck in (44) ein, so folgt:
o, 1\ (1 —2\ i 1 —1 ,
47 82420 = (2) ( A— 2) faa® fao 4+ ( 1— 1) fo™ 840,
(A=2,...,1—1),

wihrend die Grosse gio willkiirlich bleibt.
Setzt man g, =1If,, wobei f, eine biquadratische Form in A, %
bedeutet, so hat man aus (47), (46) und (44):

garso= (3) GZ2) B o +1 (171) 6 fonr G=2yens1m)

l - -
Par4e,0 = (2) fsl.o ? fs?o -+ lle,o ! fas0

. und daraus:
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gorpe == (2) (,1__. 2) ft=2f32 + Z(),_ 1) f2=1 fo + 1 8o+,
(48) A=2,..,1—1),

pase = (3) 12Tt + L1y fughn,

wobei die ¢ bindre Formen in %, k¥ von der Dimension ihrer Zeiger
sind.

Fiihrt man diese Ausdriicke (48) in (40) ein, so erhélt man fir
g die Formel:

(49) 9= S (;{) fif = f* +Zl‘l (i: i‘) fi=d f,A1
2=0 i=1
+ 2 (%) (fl___?) fyi At 1 fy? +1=21I l (2: }) fi—* ft1 1,

-1
+ _S_, fi'=* goats + Paats 4 - -
A=1

als nothwendig und hinreichend dafiir, dass in Vg die Glieder bis zur
Dimension [ 4 2 einschliesslich dieselbe Form haben wie in g selbst.

Fir die in (42) eingefiihrte Function {;® ergiebt sich aus (45)
nach Absonderung des Factors If,®

(50) f3® = fu,0h® + o1 B2 - fash k2

Um nun diese Rechnungsresultate zu verallgemeinern und zur
Kenntniss der nothwendigen Form von g zu gelangen, wenn auch Vg
und V?%g mit der I' Potenz eines Linearfactors beginnen sollen, wird
folgende Ueberlegung angestellt.

Bildet man mit den bisher eingeftihrten Functionen f, (welche
nicht identisch verschwinden darf), f,, f;, f, und den weiter noch
einzufithrenden Functionen f;, fg, ..., die nur die eine Bedingung zu
erfillen haben, dass die Reihe f; 4 f, 4 f; 4 - - in inf. fiir hin-
reichend kleine |A|, [k| convergirt, die Function ~

(1) G =0+ f+f+-:- in iuf],
so ist sofort zu ersehen, dass das Resultat beliebig vieler Operationen

¥ oder V (soweit dieselben étberhaupt anwendbar sind) stets eine Funec-
tion ist, welche mit der Jten Potenz eines Linearfactors beginnt. Ins-
besondere ist:

2 3 M 11
(52) VG = [b ¥+ kZ’ - e + kzz fa ke =+ - ]

[ =0 =0

=[f1‘+f’l, 'l‘lf:s1 +- 1

" ge
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wenn gesetzt wird:

fit=fooh + fii ¥ = feo b + bE,
f21= fs0 h* 4 fo,1 RE,
fal= fa0 B+ fsu B* & + foe B K2,

v-}-l 1 r+1
fol= frpr0 W + foa 2K + - - +f,+! v+1h” K-,

wobel %’— die kleinste ganze Zahl bezeichnet, welche nicht kleiner

ist als ”’;1, -"—-';—1 die grosste ganze Zahl, welche nicht grosser ist

als '3—;—'—3, so dass fiir ein gerades v

¥ 41 v 41 v
=gt 7~ 2

’

und fiir ein ungerades v

v+1__ v41 v+1_ v+41
2 2 ! 2 2

ist.

Wenn in f, der Coefficient von % von Null verschieden ist, so gilt
dies auch vom Coefficienten von %' in f'; also existirt auch V2G und
beginnt mit der I'® Potenz eines Linearfactors, u. s. w.

Zur Abkiirzung bezeichne ich die nach Dimensionen in &, % ge-
ordnete Entwickelung von G durch:

(54) » " G=0 4 ¢1+1 + digg - =2¢m

m==}

&, ist eine ganze ganzzahhge Function von fy,-f,, - . ., fm—sy1, deren
Form aus dem polynomischen Lehrsatze wohl bekannt ist:

; 1! LN Ym— b1
(65) O =D st L ERES M

Mttt vagn=1I,
BV F v V= % < %< e < )

Die Summe derjenigen Glieder von ¢,,, welche den Factor f, niché
enthalten, wird durch & bezeichnet, die Summe derjenigen Glieder,
welche f,2 nicht enthalten, durch &, u. s. w.

Man kann somit die bisherigen Ergebnisse auch so aunsdriicken:

Damit g und ¥g mit der I!o Potenz eines Linearfactors beginnen,
muss nach (32) sein:
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(58) g=O 4 O+ OEY 4 0T 4 .o - ol
+f‘—lg3+f{_295+“'+f‘gzz..l +¢3{+1+"

BEs ist dapn:

Vg=1F0 4. und {f® =fooh 4 fiu & = f,.
Soll auch Vg mit der I'*» Potenz eines Linearfactors beginnen, so muss
Vg die Form (56) haben, d. h. wenn &,(f\",..., fnceta) kurz mit

d)m bezeichnet wird — s0 muss sein:

M W
(57) Vg=®+ &y +

Damit also in Vg die Glieder der Dimension l+ 1 die nothwendige
Form haben, muss nach (40) sein:

g =& 4 &y + O H 1T 4 - ol
1 —A+1 —
+1(23) B 4
F O 10— 1) § 0 LTS,

1—1
+2 fxl_lg'21+z + @aaqs -
=1

Nun ist aber:
- 1 — Al A -
ol "+"+z( 2)f’ Ml = o7 (1=2,...,0,

¢ e = ¢t+2 und Zfz fS = ¢2H.1, also
141 1—1

(68) g=®i+ Diyy +Prye +2 ofit +2 fi* gaage + Paagatooe.
Dann ist in der That: = =
Pg = 04 O (= ®+ Bps - und
fi = faoh® + fmkk = f
Damit ferner auch die Glieder von der Dimension I 4 2 in Vg die jetat

(1)
nach (58) nothwendige Form ®;5 haben, muss nach (58) und (48) sein:
$+1

=i+ Dol L1,

2=0 -
+.21 [(é) (l — 2) fl—l J-2ed l( 1) fimh g 2—1f4J :“ , )

+2 ™ giats + Paits + -

A=1
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-

Es ist aber:
5T+ 1V, = B,

R e (2) (l 4) podHs =t g o +l( ) -k48 p2-sp
= oM"Y (A=4,...,141),

und (2)f 21 o= o,

somit:

(59) g=2¢,+z+2¢iﬁz‘+“+2f Ghars + @urgs + - - .

1=0 =1
Dann ist in der That:

Vg=f® 1§07 fo 4 (é) O SO 10 TR

(1) 1)

=@ + &y + ¢H—‘Z + -
== f40h3 + f31h2k + f22hk’2 f3

Fiir 1 =0, 1, 2 1st somit in Erfahrung gebracht:

Damit in Vg die Glieder bis zur Dimension ! 4 ¢ einschliesslich
die nothwendige Form haben, muss sein:

und

i4-1 I+ .
(60) g = Z, Oz 4 _S_;‘I’"_H“M -+ 2, £ goih it + Prrigr oy
A=2+4-i

und zwar ist dann:
., :
< ~y (1)
Vg = E ¢‘+1+ PR

und fir die Functionen f{, f(” oo, &) die Form
) L,

(608) £V e=fqro B + 1K oo g 5 h® K

constatirt, d. h. ihre Identitit mit den Functionen f; yeon ,~1+1.

In den ®;4s und &7+ welche in (60) vorkommen; treten die
Functionen fi, f,, ..., fi+e auf.

Nun ist zu untersuchen, ob diese Bedingungen auch fiir dxe Glieder
der Dimension I 4 ¢+ 1 in Vg gelten.

Die nothwendige Form dieser Glieder ist:

1 —

8I-H+1=lﬁ.)‘ * ) +(fu): o &-’1)4&1

Andererseits ist aus (60): -
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A= 2+1

+sz A gt "2(82(1'2*-41,0 o)+ Pupigo B L

Also muss gemacht werden: ,
§—1
(61)  Pappsa, BT +2 O g e PR
1=1
I3~ :
[ { 2¢x+1 +2¢[p—z+¢+]}]
A=2+4+ (1)

i—1 :
=a Zf(l) f(l) -+ (f(i) .o ifil»-)l)l-{-:'-{-x?

wobei die Glieder der Dimension I +¢ 4 Tavs V{} durch [V {}]upiqy
angedeutet werden.

Vergleicht man nun die [ 44 4 2 Coefficienten von R,
k'#+i+1 der rechten und linken Seite, so ergeben sich ebensowele
lineare Gleichungen fir die I —1 Grossen g9, , die Grosse @zajitro
und die ¢+ 3 Coefficienten a8} (r=0,1,.., ¢+ 2) der Function
f,; diese Anzahl I 4¢3 1st also um eine Einheit grosser als-
die Anzahl der Gleichungen.

Betrachtet man aber gf), | als eine willkiirliche Grosse, so werden
dann diese linearen Glelchungen , welche mit (X) bezeichnet sein
mogen, die iibrigen der eben genannten Grissen als lineare Functionen
von g{fl,, eindeutig bestimmen, vorausgesetzt, dass ihre Determinante
nicht Null ist.

Vergleicht man die Coefficienten in der Aufeinanderfolge der
Glieder mit

RAS B 12, BiHE =S | B, BRI R

und schreibt die zu bestimmenden Grossen in der Anordnung

9‘-?-5 00 88200 1 88Pi 1,00 Poirita,00 a’f-})-s 00 Bipa1, o o By
80 bemerkt man sofort, dass in der Determinante dann alle Elemente
links von der Hauptdiagonale glelch Nulil sind; in der Hauptdiagonale
selbst ist der Coefficient von g§} .. (1 =2, 3 A —1) b4 del'”:
von @y, .., ist 1, der von ag‘lsqt(t==0 1, z'—l— 2) - ist 1b+1. :
Dle Determinante ist daher, abgesehen von dem Factor. 1¢+5; se]bst
(1=1) (-3i+4)
nur eine Potenz von b, nimlich 5 2 , und als solche der ‘Voraus-
setzung zufolge von Null verschieden. SR
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Es giebt somit ein und nur ein System linearer Functionen von
g0, welches die Gleichungen (X), oder die Gleichung (61) erfillt;
dasselbe kann nun aber ohne alle Rechnung aus der Function G ent-
nommen werden.

Bringt man namhch G auf die Form (60) von g, setzt also:
141

(62) G = 2 ¢x+z+ ¢ e +2 i @2244+1 + Pepits +
1=2+¢

go gind die @W 4 natlrlich bekannt; /4 é) ist ndmlich die Summe
derjenigen Glieder von ®.414:41, welche den (letactor f;t~% enthalten.
Die nothwendige Bedingung daftir, dass in VG die Glieder der
Dimension I+ ¢ 4 1 die erforderliche Form haben, ist eine Gleichung,
welche sich von (61) nur dadurch unterscheidet, dass an die Stelle
von g8diirio, é@g;.;_,_,.m tritt, (A=1,...,1— 1), an die Stelle von
P2itit1,0, ¢2l+¢+10, und an d1e Stelle der Coefficienten a{js_.. die
Coefficienten a..;.g_‘,,, der Function {2 treten. Von VG weiss man
aber, dass die Glieder der Dimension 7 4- z + 1 sicher die nothwendige

Form haben; also miissen die Grossen @21,*.{,{.10’ Daipis10 und die
Coefficienten der Function
T, e
o= forso BHE - fuma BHE oo b g oh KL
RN
r (s)
die Gleichungen (X) erfilllen, wenn man g{lso = Gy setzt.
¢H-1+t+1 enthélt das Glied Z(l ) fii=* fa* fits

©Pycis onthalt daber das @lied 1(} T 1) FA fugss
¢;+¢+s insbesondere (A = 1) enthilt das Glied ?{’~'fi4s, also ist
¢+s = Ufisr o
Die Grossen (@914*.*.10 (A=2,.. l-—l) sind also in der That lineare
‘Functionen von @;.Ho =1 fips0.

Wihlt man also fiir die willkiirlich bleibende Function g, dle
Bezelchnung Ufi4s, 80 muss sein:

G
ibrir10 = (35214%1,0 (A=2,..,1—1), @atit1,0 = Parpitr0.
Hleraue folgt:

9224-:4-1 == @sz.*-q_l*) + fl 8(‘+1) ()'-=-2’ ce l— 1)’
Prir =%, + i ofif2-

L)) @Q iga ist die Summe der;emgen Gliedor von @N‘ o welche -den
Factor f, nichi enthalten. C A

<. ot
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Fiibrt man diese Ausdriicke in (60) ein, so ergiebt sich:

i41
g =j¢t+z + ol 4+ 11 fups
1=

2 [®da [ttt 4 - @ ] + ¢,

A==84-i
i
+ 2; f{_“-l 9;7‘:}2 + q’zH-H.g + )
1=2
oder wegen
-1 =1
Ol 4 U s = P
und
) B .
¢ fdti) . et Gl = ¢‘!‘1_32—h+21 ,

14i41
(63) g = j ;42 + ¢ raaatl s o 2 Tt 9'1+s+2 + @atiye + -

=0 A=its i=1
Das ist aber genau der Ausdruck fiir g, der aus (60) hervorgeht, wenn
man ¢ -~ 1 an die Stelle von 7 setzt. Zugleich ist:
)
Vg =0t
. =0
und filr die Function {4} die fir die Functionen f" bis . beobachtete
Form constatirt, oder ihre Identitit mit fiyo.
In den Ausdriicken &;4; und ol 2+ kommen vor die Fune-
tionen f, . 518+
Der Ausdruck (60) giebt daher fiir jede Anzahl ¢ die Form an,
welche ¢ haben muss, damit i’ Vg die Glieder bis zur Dimension
1 + i eipschliesslich dieselbe Form haben wie in g selbst; fiir ¢ =1
insbesondere giebt er die Form an, welche g haben muss, wenn Vg
und auch V2g mit der It Potenz eines emz1gen Lmearfactors be-
ginnen sollen, nimlich: :
4L

(64) g = 2 D42 +2¢2[5+2+1] +2f =2 ol oap + Q3141+

Eine ganz analoge Betrachtung zeigt, dass der Ausdruck (60) ebenso
auch die Form angiebt, welche g haben muss, damit — vorausgesetzt,
dass azO ist — in Vg die Glieder bis zur Dimension ! --¢ ein-
schliesslich dieselbe Form haben wie in g selbst.

In dieser Art kann nun die vollstindige Induction durchgefﬁhrt
und die Form angegeben werden, welche die Function g haben muss,
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wenn sie selbst und das Resultat von beliebig vielen Operationen ¥

oder ¥, in beliebiger Aufeinanderfolge ausgefithrt (soweit diese Opera-
tionen itberhaupt anwendbar sind) mit der It Potenz eines Linear-
factors beginnen soll.

Angenommen ndmlich es sei constatirt:

Wenn g und die Resultate von » Operationgn ¥ oder ¥V mit der
len Potenz eines Linearfactors beginnen sollen, muss sein:

(n~1) 1
(65) 9= Z, Oupat 2 oY 4 2 A e MO BT S
A=0 A=2

und es haben in Vg die Glieder blS zur Dimension xl einschliesslich
dieselbe Form wie in g, nur dass an die Stelle von fj . .. fia-1yu4s die
Functionen f{", ...y treten, fiir welche das Bildungsgesetz (60a)
gilt; und analog in Vg.

Damit nun auch das Resultat von # - 1 Operationen ¥ oder
V mit der I Potenz eines Linearfactors beginne, ist offenbar noth-
wendig und hinreichend, dass Vg, beziechungsweise Vg, ebenfalls die
Form von g in (65) haben, in welcher erst die Glieder von der Di-
mension (# 4 1) 1 4 1 ab willkiirlich sind; es sind also in Vg, be- -
ziehungsweise Vg, die Glieder von der Dimension nl - 1 ab bis zur
Dimension (n + 1) I gehbrig zu bestimmen.

Um nun die entsprechenden Formen von g zu erhalten, hat man
nur in (60) der Reihe nach t = — 1) 141, n — 1)1 4 2,...nl
zu setzen und erhdlt als nothwendige Form von g, damit auch das
Resultat von n -+ 1 Operationen ¥ oder ¥ mit der Jt Potenz eines
‘Linearfactors beginne, die folgende: » ‘

(v 1y 1—1
: g_i‘:’ Gupat D S +2 fi* gdast+ Quponato
=0 2=2+nl .
al
= 5’ D2 2 ol 4 2 £ gviaas + Quimiat
A=0

Das ist aber gemau der Ausdruck, der aus (65) hervorgeht, wenn
man an die Stelle von # #n - 1 setzt.

Damit ist gezeigt, dass der Ausdruck (65) die Form angiebt,
welche g haben muss, wenn # aufeinander folgende Operationen V'
oder ¥ durchaus Functionen liefern sollen, welche, wie g selbst, mit
der I'» Potenz eines einzigen Linearfactors beginnen. Hieraus folgt:

Wenn g selbst und alle aus g durch beliebige Wiederholung der
Operation ¥ oder V abzuleitenden Functionen mit der It Potenz eines
einzigen Linearfactors beginnen sollen, so muss g bis zu Gliedern jeder
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beliebigen Dimension hin mit G iibereinstimmen, muss also selbst die
¢ Potene einer Potenszreihe f, + f, + fs + - - - sein, welche fiir hin-
reichend kleine |h|, |k| convergirt und wit nicht identisch ver-
schwindenden Gliedern erster Dimension beginnt.

Dabei ist noch etwas zu erwihnen. Bei der Bildung der Function
G wurde die Convergenz der Reihe f; + f, + f; + - .-, welche als
Potenzreihe in %, k darch

fohy B) + (b, B) 4+ = D aaphekf (a4 2 1)

bezeichnet werden mag, vorausgesetzt,
Es hiitte aber auch geniigt nur anzunehmen, dass die Potenzreihe
G, welche als solche durch

G(h, B) = Ouh, B) + Oua (B, ) + - = D) Aau WPl A+ p 2D
bezeichnet werden soll, fiir hinreichend kleine |A|, |k| convergirt,

indem daraus die Convergenz der Potenzreihe 2 @ p h® k8 erschlossen

werden kann.

Fiir Potenzreihen von einer Veridnderlichen, welche mit einem
Gliede beginnen, dessen Exponent durch I theilbar ist, ergiebt sich
der Satz unmittelbar aus dem. polynomischen Lebrsatze.

Fiir Potenzreihen von zwei Verénderlichen scheint mir der Satz
aber eines besonderen Beweises zu bediirfen.

Angenommen es sei bekannt, dass die Potenzreihe 2 Ay B Ee,

welche formal die I'¢ Potenz der Potenzreihe 2 aap h* k¢ ist, con-

vergirt, wenn |h| < 0 und [k| < & ist, wobei 0 eine positive Zahl
bezeichnet, welche beliebig klein sein kann, In f; = ah 4 bk
(@4p =0, @ =Db) sind der Voraussetzung zufolge a und b nicht

beide gleich Null; es sei also etwa b ZO.
Dann lassen sich zwei reelle positive Zahlen %, und %, in mannig-
facher Weise so bestimmen, dass
O<hy<d, 0O<h <& und l,%>|.g-| ist.

Ist ¢ eine complexe Verinderliche, n =¢% (0 <& < 2x) und

" getzt man: '
h = hyt, k=nky,

so convergirt die Reihe 2 Aap h? (qky)» ¢4+« fiir alle betrachteten

Werthe von 7, solange |¢| <1 ist und kann in eine Potenzreihe von ¢
verwandelt werden;

D) 1 da bt by = M,

ist eine bestimmte positive Zahl.
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Bezeichnet man:
fv(kot, nkot) = t* 9, (), On(hyt, nkot) = 1" ¥n ("7)’

g0 ist:
7 Auy b ko 34— (1) 8+ Vira (1) £ A Voo (0) $90 -5
fiir alle betrachteten Werthe von % ist ¥,(n) von Null verschieden,
|®, (n)| hat eine von Null verschiedene untere Grenze
my = — |a| hy + |b| k3
Wi <M, A=0,1,2...).
Man kann daher setzen:

Yoy ) Wipe (m)
G (hot, nkyt) = v, (nF t* 114 ! ¢ £2 }
( ol M o) A 1 () { e + ) -+

Y
und es ist, wenn die positive Zahl ¢ nur kleiner als 71—4——%%—‘ ge-
wihlt wird, filr alle betrachteten Werthe von 7: .

und es ist

Yo Yita(n) [
¢ 24 ... <1
Py ()} + Py (n)} <h

wenn || < o ist.
Es convergirt daher, wie bekannt, dle Entw1ckelung

1 V() ' H—2(7)) } —1 @,
{ T T e B HEZOR

fiir die eben genannten Werthe von % und ¢.
Fiir die Coefficienten von ¢, t2, ... findet man durch Ausfihrung

"I’x("l) ’%(77) . ;
der Rechnung die Ausdriicke o B Dass der Coefficient

ist, ldsst sich, wie folgt, erkennen.

1 .
Macht- man die vorstehende Entwickelung unter der Annahme,
~ dass die Potenzreihe f, 4 f, 4 f; 4 - - - filr hinreichend kleine |/, ||
convergirt, so ist der Coefficient von ¢" gewiss P10 . giess muss

aber offenbar auch der Fall sein, wenn die Convérgenz der Reihe
fi+f,+fs+ - nicht bekannt ist, indem ja die n - 1 ersten

on tn, Y1 (n)

Functionen f, ... fs4x auf die Convergenz keinen Einfluss haben
Damit ist bew1esen dass die Potenzreihe
Yy(n) ¢4y (n) 82 4 -

fiir alle betrachteten Werthe von 7 convergirt, solange |¢| <o ist.
Lisst man also die Verénderliche ¢ den Kreis vom Radius ¢ um den
Nullpunkt durchlaufen, so giebt es fir"

o)t + (M * + - - -]
eine endliche obere Grenze M, so dass fiir alle betrachteten Werthe von 9

[t e+ () @* 4| S M st
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Hieraus folgt nach einem bekannten Satze von Cauchy:

" M
[¥a ()| = 2 Ons,7 h"* (ko) | < O
=0
Also ist
n &— y M
g an-m(’? ho > "——o“hon y

d. h.: der absolute Betrag der ganzen Function n'= Grades

on 2™ + A1,n—1 a1 + -+ On,0
ist fiir alle Werthe von ¢, deren absoluter Betrag gleich —-:—‘-L ist, nicht
0

grosser als

o™ ho : .
Nach demselben Satze von Cauchy ist somit:
|G| < = =

SRR ek (eky)”

folglich convergirt die Potenzreihe 2% ph*k# sicher solange |k | < @k,
|%] < ok, ist.
Jst b =0, so ist @ >0 und kann dieselbe Betrachtung mit evi-

denten Modificationen durchgefiihrt werden. Die Frage, ob die Con-
vergenzbereiche einer Potenzreihe und ihrer I'» Potenz nothwendig
identisch sind oder nicht, braucht hier nicht ervrtert zu werden.

Ich kehre nun wieder zu dem eigentlichen Thema zuriick.

Es mag vielleicht befremden, dass sich fiir g nicht die anscheinend
allgemeinere Form

g=lh+h+ih+ T +ututu+t-.]
ergiebt, in welcher die u, bindre Formen in %, % von der Dimension
ihrer Zeiger sind und die Potenzreihe 1 - w, 4 w, 4 ug 4 - - - fiir
hinreichend kleine ||, |k| convergirt.
Die Function g hat offenbar auch die Eigenschaft, dass beliebig

viele Operationen ¥ oder ¥ stets Potenzreihen liefern, welche mit
der I*n Potenz eines Linearfactors beginnen; es ist aber leicht zu sehen,
dass sie nicht allgemeiner ist als g, indem ja die Potenzreihe

L+ oyt g -+
stets als die It® Potenz der Entwickelung von
1
[+ g+ o+ oy 4 - - T
=14 g+ g (=D w? + 20w) + - -

dargestellt werden kann.
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Nachdem diese Einsicht gewonnen ist, lassen sich punmehr die
Fille genau charakterisiren, in welchen das angegebene Verfahren um
zu untersuchen, ob eine gegebene Function g (k, k), deren Entwickelung
mit einer semidefiniten Form beginnt, an der Stelle 0, O ein Maximum,
resp. Minimum hat oder nicht, versagt, und zwar deswegen, weil sich
unbeschrinkt oft Functionen y ergeben, welche mit einer semidefiniten
Form beginnen.

Wie bereits erwihnt wurde, miissen sich in einem solchen Falle
nach einer endlichen Anzahl von Operationen ¥ oder V solche Func-

) . o .
tionen y ergeben, welche selbst mit der I' Potenz eines einzigen

Linearfactors beginnen und bei der Fortsetzung des Verfahrens fort-
withrend Functionen von derselben Beschaffenheit liefern.

Eine solche Function (;;) ist aber, wie jetzt behauptet werden
kann — eventuell abgesehen vom Vorzeichen — nothwendig die
lte Potenz einer Potengreihe von swei Verdnderlichen @), k) (a4 f=1),
welche mit nicht identisch verschwindenden Gliedern erster Dimension
beginnt und fir hinreichend kleine |h@ |, |k®| convergirt; also vom
der Form:

(66) W, BE) <= ELesg B - B - - ),

wobei § entweder gleich 4+ 1 oder — 1 ist, und ¢, und ¢, nicht
beide zugleich den Werth Null haben.

)
Nun ist aber unmittelbar zu ersehen, dass ;(0, 0) weder ein
Mazximum noch ein Minimum ist, weil die Gleichung

0 = ¢ oh® 4 o kO 4 - - -

in jedem noch so kleinen Bereiche 0 < [A®]| +4 (k¥ | < & durch
teelle Werthepaare %@, k) erfiillt wird.

Daraus folgt, dass in diesem Falle auch g (0, 0) weder ein Maximum
noch ein Minimum ist.

Das Verfahren versagt also nur in solchen Fillen, in welchen die
Entscheidung, ob g(0, 0) ein Maximum, resp. Minimum ist, oder nicht,
schon feststeht.

Man wird noch verlangen das Eintreten eines derartigen Falles
an der zu untersuchenden Function g (%, %) selbst beurtheilen zu kénnen.

Dazu ist die Frage zu beantworten: )

Wie muss die Function g(h, k) beschaffen. sein, damit aus ihr
durch eine endliche Anzahl von Operationen ¥, V eine Function

()
% von der Form (66) entspringt,

Zur Beantwortung derselben fiihrt folgende Betrachtung, welche
sich auf das Theorem stiitzt, das Weierstrass als ,Vorbereitungs-
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satz‘ in der bereits citirten Abhandlung , Einige auf die analytischen
Functionen mehrerer Veréinderlichen sich beziehende Sitze** bewiesen hat.

Zur Vereinfachung der Darstellung werden statt der mehrfach
accentuirten Verinderlichen A(), k®) wieder die Buchstaben %, & benutzt

und fiir (;2 wieder y geschrieben.

Es sei:

61 1 k) = (@h + 5E)* (b, B)mx + () E)mia +

Die Glieder der mte Dimension, mit welchen die Entwickelung
beginnt, sollen den Linearfactor ah - 6% genau % mal enthalten, so
dass (b, — )p—x % 0 ist; (¢ > 0). x(h,k) soll keine Potenz von &
oder & als Factor enthalten, die Entwickelung von (0, %) soll mit
dem Gliede der g'*» Ordnung beginnen; offenbar ist ¢ > m > .

Die Gleichung y(h, k) = O hat dann genau ¢ mit % zugleich un-
endlich klein werdende Wurzeln %, k,, ...k, (jede so oft gezihlt,
als die zugehorige Ordnungszahl anzeigt); dieselben sind die Wurzeln
einer algebraischen Gleichung g'*® Grades:

(68) flh, k) =k +fi(R) ket + f,(R) k=2 4 - - - - fo(h) = O,
deren Coefficienten f, (), fy(R), ... fy(k) gewdhnliche mit % zugleich
verschwindende Potenzreihen sind, *)

Nach dem Weierstrass’schen Theoreme besteht eine Darstellung
der Function x(%, k) von der Form
(69) X(hy k) = f(h, k) f(h, &),
in welcher f(k, k) eine gew6hnliche Potenzreihe von h k ist, die aber
nicht mit » und % zugleich verschwindet.

Unter der Voraussetzung b 20 ergiebt sich durch die Substitution:

(10) k=-%h+hk'

und Absonderung des Factors A™:
(M) Va=k"*1, —cF E)nx + bk, K] =7,(h, k),

wobet % = ¢ gesetzt ist, und [k, k"] eine gewohnliche Potenzreihe in

h, k' bezeichnet,.

Zwischen g und g, besteht die Relation:
(12) x(hy — ¢k 4 k") =k g, (h, k).

Die Gleichung y,(h, k") &= 0 hat genau x mit & zugleich un-
endlich klein werdende Wurzeln %', %), ... k,'; dieselben sind die
Wourzeln einer algebraischen Gleichung x'® Grades:

-

*) Von diesen Potenzreihen sowie von den spiter auftretenden Potenzreihen
fthy &), @y(R), @o(k)y .. @, (B), QP k), ... ist aus der Weierstrass’schen
Untersuchung bekannt, daas sie fiir hinreichend kleine a.bsolute Bettuge ihrer
Vertinderlichen couvergiren, :
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(13) (hy B) =Fk"*+ @, () E'*1 L @, (B) k'* 2+ - - - + @x(B) =0,
deren Coefficienten @, (h), @,(h), ... @.(k) mit h zugleich ver-
schwindende gewdhnliche Potenzreihen sind.

Nun ist wichtig zu bemerken:

Nach (70) und (72) entspricht jeder mit % zugleich unendlich
klein werdenden Wurzel &’ der Gleichung g, = O eine mit % zugleich
unendlich klein werdende Wurzel % der Gleichung g == O — aber nicht
nothwendig umgekehrt.

Entsprechen in diesem Sinne den Wurzeln k', %k, . . .k, be-
ziehungsweise die Wurzeln k%, %,, . . . ky, so ist das Product: -

: k— k) (b —y) ... (k— k)
= (& 4 ch — b)) (k4 ch — hEy) ... (k+ ch — hk)

=1 () e+ )] ot

+2[(3) e+ (* T ot + @) =
4o B[ A e (R) e (R) - -+ ee(B)],

welches mit

eh,ky=Fk*+ ¢ () k* + e, (R) k*2 4 - - - 4 ex(h)
bezeithnet sein mag, (eine ganze Function x'er Grades in %, deren
Coefficienten mit 2 zugleich verschwindende gewhunliche Potenzreihen
sind) ein Factor von f(k, k) und daher nach (69) auch Factor von g(h, k).

Der Quotient ’: (Z’Z) ist eine ganze Function g — x'® Grades von %,
deren Coefficienten mit h zugleich verschwindende gewthnliche Potenz-
reihen sind. Diese Coefficienten sind némlich rational aus den Potenz-
reithen f (%), fo(h), ... fy(R); e (R), &5(R), . .. ex(h) zusammengesetzt,
lassen sich daher nach ganzen Potenzen von % entwickeln, wobei aber
- negative Potenzen nicht auftreten kdnnen und auch keine constanten
Anfangsglieder, weil die Coefficienten ja symmetrische Functionen der
mit & zugleich unendlich klein werdenden Wurzeln pis, kute, ... &
sind. Ist ¢ reell, so entspricht jeder reellen Wurzel k' (1t =1, 2,... %)
eine reelle Wurzel k; kommen unter den Wurzeln k', k), ... k'
Gruppen von gleichen vor, so zerfallen die entsprechenden Wurzeln
ki, k), ... kx in ebensoviele Gruppen von je ebensovielen gleichen
Wurzeln.

Von dem letzteren Umstande kann man sich auf folgende Weise
auch noch direct tiberzeugen.

Sind %, k), ...k, die von einander verschiedenen Wurzeln der
Gleichung y, = 0, solange der Verinderlichen % nicht specielle Zahlen-
werthe ertheilt werden, n,,#,,...n, ihre Ordnungszahlen, so-ist

k)= (B — By (b’ — Ry)™ .. (B — kY™,
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Der gemeinsame Theiler hochsten Grades der Functionen ¢ (h, k')
und —é—,-go(k k') ist:
S k)= — byt (B — k)t L (B — k)
Nun ist:

h,k' I3 r ’ , , , ,
gih,k; =& —&)YE —k)...( —k) =19k, k)

eine ganze Function vt*" Grades, deren Coefficienten mit % zugleich

verschwindende gewdhnliche Potenzreihen sind. (Begnmdung wie fiir

fh, k)
die Qoefficienten von )

Die Gleichung ¥ (h, k") =0 enthilt jede Wurzel von ¢ (h, %)= 0,
aber jede nur einmal und es ist
o, k) =10, k)8, k)

Jeder der v verschiedenen Wurzeln k', ...k, entspricht nun eine
Waurzel der Gleichung f(k,%k)=0; f(h, k) muss daher den Factor
Jhyk)y=(k+ ch —hk) ... (k+ ch — &k,
enthalten, der eine ganze Function v'*® Grades in % ist, deren Coeffi-
cienten mit % zugleich verschwindende gewdhnliche Potenzreihen sind.

Man kann also setzen:

£ By = (b, B) o B), .

wobei auch f(k, k) eine ganze Function in k ist, vom Grade ¢ — v,

deren Coefficienten mit % zugleich verschwmdende gewdhnliche Potenz-

reihen sind.
Aus

x(h, k) =j(h, k) f(h, k) §(h, )
entspringt durch die Substitution (70) und Absonderung des Factors
hm die Funetion y,(k, k"), welche dargestellt werden kann in der Form:
1, K) = @b, k) b, B) = (b, k) 8 (b, k) Qh, ),
wobei Q(%, %') eine gewdhnliche Potenzreihe ist, welche aber nicht
mit % und %’ zugleich verschwindet. Nun ist aber:
Jhy — ch + hE) = h*9(h, k');
folglich entspringt aus f(h, k) f(h, k) durch die Substitution (70) und
Absonderung des Factors hm»~* die Function &(k, k") Q(k, k') und
lésst sich daher fiir die Functionen f(k,%) und &(h, k) dieselbe Be-
trachtung wiederholen, die soeben beziiglich f(k, k) und ¢ (h, k&’) durch-
gefibrt wurde — wenn die Zablen #,,#,, ... %, nicht simmtlich
gleich 1 sind. ,
Sind etwa %, k,’, ... k, die simmtlichen von einander verschie-
denen Wurzeln der Gleichung &(h,%’) = O oder mit anderen Worten,
'sind die Zahlen =%, n,, ... n, simmtlich grosser als .1;. dsgegen
Noot1, + - . Ny simmtlich gleich 1, (specielle Werthe von .7%" aus-
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genommen), so entsprechen den Wurzeln %', %,’, . . . %, ebensoviele
von einander verschiedene Wurzeln k,, .. .. k,, der Gleichung f(k k) =0.

Es entspricht daher jeder zwelfa.chen Wurzel der Gleichung
@(h, k) =0 eine mindestens auch zweifache Wurzel der Gleichung
f(h,k)y=0, u.s. w

Man kann also behaupten:

Enthilt ¥y = 4, (k, k') die I'* Potenz einer Potenzreihe T(k, k"),
und hat die Gleichung T(k, k") = O reelle mit » zugleich unendlich
klein werdende Wurzeln %', so enthilt auch yx(h, k) die I Potenz
einer Potenzreihe T(h, k), und hat die Gleichung T'(k, k) =0 reelle
mit 2 zugleich unendlich klein werdende Wurzeln k.

Beginnt néimlich die Entwickelung von T(0, k') mit der gt*» Potenz
von k', o hat die Gleichung T(%, k') = 0 genau q mit » zugleich un-

endlich klein werdende Wurzeln k ?c welche selbst Wurzeln
einer algebraischen Gleichung gter Grades

oy B) = KO 1y (B K01 A - A g (B) = O
sind, deren Coefficienten 7, (h), ... 7q(h) mit h zugleich verschwindende
gewohnliche Potenzreihen sind.

Die Function ¢(h, k") enthélt daher den Factor z(k, k’), und ist
von der Form:

o, ky=1x(h, k'Y 6(h, k",
wobei 6(k, k') eine ganze Function in X° vom Grade x—1q ist, deren
Coefficienten mit 7% zugleich verschwindende gewohnliche Potenz
reihen sind, wenn % — Iq > O ist.

Die Functxon f(k, k), und damit auch x(%, k), enthilt also nach
Frttherem den Factor t(h, k), wenn ,
(b4 th — k) B+ ch— bk ... (k4 ch—h%')—
th By =R At (B kot 4 4y (h) a=® - -ty ()

gesetzt wird.

Die Coefficienten ¢, (h), t,(h), . . . t(h) sind mit % zugleich ver-
schwindende gewohnliche Potenzreihen. Die Gleichung ¢(h, k) =0
hat ebensoviele mit % zugleich unendlich klein werdende reelle Wurzeln
k als die Gleichung z(kh, k") = O solche Wurzeln %’ enthilt, denn im
betrachteten Falle sind a und b reelle Zahlen.

Setzt man, unter t(h,k) eine Potenzreihe verstehend, welche
nicht mit » und % zugleich verschwindet und fiir hinreichend kleine
k], k| convergirt, T(h, k)= (h,%)i(h, %), so ist ‘auch ~P2EL

Tk, kf
eine nach ganzen positiven Potenzen™ von % und % entwickelbare

Function; man kann also auch' sagen, dass g(%, k). den Factor T(h k)'
enthalt. . .
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Ist a%O, so gilt Analoges fiir eine Function ¥y = y, (%, k),
welche aus 7(h, k) durch die Substitution h= — 2 %4 4% und
Absonderung des Factors k™ hervorgeht.

Damit kann nun die auf Seite 126 gestellte Frage so beantwortet
werden :

®)
Entspringt x(k@, k®) durch eine Operation ¥ aus einer Func-
-1 .
tion g (h@, E¢-V), so muss diese die It Potenz einer Potenz-

(v=1)
reihe P (h®), k#-D) enthalten, welche in jedem noch so kleinen Be-
reiche 0 < |h@| 4 |k¥-1| < & fiir reelle Werthepaare @), k¢-1

Y} —_
verschwindet; entspringt y(A@, k®) durch eine Operation ¥ aus einer
-1
Function y (k(—D, k), so muss diese ebenso die l'* Potenz einer

Potenzreihe (le)(h(“—”, k®) enthalten, welche in jedem noch so kleinen
Bereiche 0 < |he=1| 4 |k®| < & fiir reelle Werthepaare A1, k#
verschwindet,

Dieser Schluss kann nun offenbar solange fortgesetzt werden, bis
man bei der vorgelegten Function g (h, k) selbst angelangt ist.

Das Resultat dieser Betrachtung ist daher:

Wenn das Verfahren, welches entwickelt wurde um su untersuchen,
ob eine mit einer semidefiniten Form beginnende Potenereihe g(h, k) an
der Stelle h = 0, k =0 ein Maximum, resp. Minimum, habe, oder
nicht, versagt, so enthilt die Function g(h, k) eine gerade Potens einer
Potenereihe L (h,k)*), welche in jedem noch so kleinen Bereiche 0 < |h|
+ |k| < & fiir reelle Werthepaare h,k verschwindet; damm ist aber
9(0, 0) gewiss weder ein Maximum noch ein Minimum.

Die Schwierigkeit besteht also nur darin zu constatiren, dass das
Verfahren versagt; ist diess gelungen, so ist damit auch schon ent-
schieden, dass g(0, 0) weder ein Maximum noch ein Minimum ist.

Ich muss mich vorldufig damit begniigen, die Untersuchung so
weit gefithrt zu haben.

Graz, am 29. Februar 1892.

*) Ist R(h, k) eine Potenzreihe, welche fiir hinreichend kleine (%[, %] con-
vergirt und nicht mit % und % zugleich verschwindet, so enthilt g(k, k) auch d.le-

selbe Potenz der Potenzreihe B(h, k) = B(h, k) R(k, k).



Ueber einen Satz von Hilbert.

Von

P. Gorpax in Erlangen.

Vorrede.
Das System einer Form:

x=
f= Qurizh .. .
x=0
besteht aus Invarianten:
P15 P2y - -
aus welchen sich die iibrigen ganz und rational darstellen lassen
Herr Hilbert hat im Bd. 36 der Math. Annalen gezeigt, dass es
fiir jede Form f Systeme giebt, welche eine endliche Anzahl von In-
varianten umfassen.
Seine Untersuchung zerfillt in 2 Theile.
.- Jm ersten Theile. wird. filr die Invarianten ® von f eine Formel
“anfgestellt: . . .
L) =49, + 4,9, ..
in-welcher di¢ 4 ganze rationale Functionen der Coefficienten a, be-
deuten, und im 2tn Theile wird hieraus eine Formel: o

(2)- ® =By, + B,p, ...
abgeleitet, in welcher die B Invarianten von f sind. - _

Aus F. (2) folgt unmittelbar, dass die Invarianten ¢ das System von
f bilden.

Der wesentlichste Theil seiner Untersuchung beruht meines Er-
achtens in F. (1); ich will sie deshalb den Hilbert’schen Satz nennen.
Der Beweis,. welchen Herr Hilbert gegeben hat, ist materiell ganz
richtig; jedoch empfand ich in seinen Ausfithrungen insofern eine
Liicke, als er sich damit begniigte die Existenz der ¢ nachzuweisen
und darauf verzichtete, ibre Eigenschaften zu erdrtern.

Um diese Liicke auszufiillen, gebe ich im Folgenden einen etwas
andern Beweis, von dem ich ausdriicklich bemerke, dass er mir nicht

cf
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gelungen wire, wenn nicht Herr Hilbert einige Begriffe in der In-
variantentheorie verwerthet hitte, welche von den Herren Dedekind,
Kronecker und Weber in andern Theilen der Algebra entwickelt

worden sind.
Mein Beweis besteht darin, dass ich Normalformen fiir die In-

varianten aufstelle, deren Charaktere:
hiy by ..o b
ganze positive Zahlen (O inbegriffen) sind, welche folgende Eigen-
schaften besitzen:
1L m<ZLo.
2. Zwei verschiedene Normalformen konnen nicht in den Cha-

rakteren:
hyy by oo v By

‘ ibereinstimmen.
3. Hat eine Normalform #, die Charaktere:

%yy Xy oo o Kmis
so giebt es eine andere Normalform 9, deren Charaktere:
Byy By .o« b
die Relationen befriedigen :
hy=un, hy==% ... byt = %p_y,
”m<hm§”m+“m+1- ‘
Diese Eigenschaften geniigen, um eine obere Grenze fir die An:
zahl v, der Normalformen &, festzustellen.
Berechnet man némlich aus ihren Graden:
. Py P2
mittelst der Formeln
Dyi==DP15 Pov=DPyi % =Dy,
y=3~-1

Dy,s = Py—1,e WO t=3+2 Dy,x s

r==1
A==ty
=14 2;'299-5'-4—1.::
x==1
Zahlen p,, und u , so ist:
= .
(3

Aus denjenigen Invananten vy welche Normalformen besxtzqg, -
lassen sich die tibrigen mittelst der ersten Hilbert'schen Formel dar- -
stellen; diese g, bilden also das System von f. Thre Anzahl 1st glelch
~der Anzahl vy der Normalformen. : L it
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§ 1.
Der Aronhold’sche Process.
Um die Invarianten ¢ einer Form:

=
f = axxilx;‘ -t
* =1
mit beliebig vielen Variabeln zu untersuchen, ist es hiufig vortheilhaft,
gofort die simultanen Invarianten 3 einer beliebigen Anzahl solcher
Formen gleichen Grades:

frfuf -

in Betracht zu ziehen. Wir wollen annehmen, dass die Coefficienten
dieser Formen willkiirlich (variabel) sind; die Anzahl der Coefficienten
in f will ich durch ¢ und die Coefficienten einer beliebigen der
weiteren Formen etwa f,, deren Anzahl selbstverstindlich gleichfalls
o ist, durch b bezeichnen.

Einer der wichtigsten Processe in der Theorie der Invarianten ist
der Aronhold’sche Process; durch ihn sind wir im Stande aus *einer
simultanen Invariante ¥ eine Reihe weiterer solcher Invarianten zu
bilden. Ich will jedoch hier diesen Process nicht in seiner vollen
Allgemeinheit verwerthen, sondern mich auf solche Anwendungen be-
schrinken, welche in der Formel enthalten sind:

1Yo
,am‘l’ =T a_;p;‘ be )
x=1
wo b den Grad von ¢ in den Coefficienten von f. bedeutet.

Man sieht, dass man durch den Aronhold’schen Process aus der
simultanen Inva.na.nte % eine weitere 0,9 erzeugt hat, welche um
“einen Grad niedriger in den Coefficienten von f ist. Durch Wieder-
holung des Processes d;; kann man weitere simultane Invarianten ab-
leiten, die ich durch:

0%; 0% .
bezeichnen will; sie haben immer medrlgere Grade in den COefﬁclenten
von f. Jedenfalls ist: .

. ¥
von den Coefficienten von f' unabhiingig und:
- | Oy 6
Enthilt die Invariante v die Coefficienten b von fm nicht, so ist:
omp 20
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anderen Falles ist es moglich, dass schon fiir niedrigere Exponenten
*x << h—+1,
Onty =0

ist.

Man kann aber auch die andern f. beim Aronhold’schen Processe
benutzen. Die Form, welche ich aus 3 erhalte, wenn ich zuerst
h, Male die Operation d,, sodann A, Male die Operation d,, schliesslich
hn Male die Operation d,, anwende, will ich durch:

T=armaimt .6y
bezeichnen. Ist dann:
hi+hy ... hy=h,
so ist U von den Coefficienten von f unabhidngig und ist:

By by oo b >k,

so verschwindet U. —

§ 2.
Die Charaktere.

Wie schon in § 1 bemerkt wurde, kann es bei besondersr Wahl
der Invariante ¥ vorkommen, dass man ein verschwindendes Resultat
erhélt, wenn man den Aronhold’schen Process auch weniger oft als
h 4+ 1 mal anwendet, wenn also:

hi+hy .. bm<h+4+1.

ist. Diese Bemerkung liefert uns ein wichtiges Eintheilungsprineip
fiir die simultanen Invarianten .
Gentigt ¥ den Formeln

Sty =0, oy —o0 .., sintelmrt | ghy =o0;

o w2o; b Shp20...0n Al ... ohe 20
und ist: i
o by by oo by =h;

ha > 0,

so nenne ich A, ... h, die Charaktere von 9.
Von. denselben kann man leicht nachweisen, dass ihre Anza.hl

m< o

ist, dass also, wenn 9 die Charaktere besitzt: -
hyy By . B |
bereits die Summe: T ¢ ' R

by +hy ..o hg=h
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ist, also keine weiteren Charaktere hinzutreten konnen. Es folgt diess
daraus, dass in diesem Falle die Invariante:

¥ = 82800t ... aby
den Relationen geniigt:
oY =24Y¥ ...0,¥=0,
welche zeigen, dass ¥ *die Coefficienten von f nicht enthilt. Man
kann die Charaktere dazu benutzen, um die simultanen Invarianten
in Classen einzutheilen. Hat 3 keine Charaktere:

hmity Pogsy - . o
go rechne ich sie in die m'® Classe. Bei dieser Eintheilung enthilt
. jede hohere Classe die simultanen Invarianten aller niedrigeren Classen
ebenfalls und die gt Classe alle diese Formen itberhaupt.

. § 3.
Reduction der simultanen Invarianten.

Haben die simultanen Invarianten ¥ und @ die Charaktere;
Ryy by ... B,
K, Ky .
und ist die erste nicht verschwindende Zahl unter den Differenzen:
h-—%i, hz""”z.--
positiv, 8o sage ich: i besitzt hShere Charaktere als @ Dieser Fall
mrd stels dann und nur dann eintreten, wenn
mOimoy ghy,
st -
Es kann dann verkommen, dass ein Aggregat:
1= Av+ B#o,
worin A und B slmultane Invarianten der f sind, ebenfalls niedrigere
Charaktere als @ besitzt.” Enthdlt dann msbesondere A die Coeffi
cienten von f micht, so nenne ich diese Formel eine Reduction von %
mittelst #. Die reducirte Form y hat dann in den Coefficienten von
{ denselben Grad, wie .

So lésst sich z. B. jede der Inva.nanten ¢, vom Grade p, mltte]st
Jeder andern ¢,, deren Grad Pu < py ist, reduz1ren beide besitzen nur
je 1 Charakter p, 4+ 1 und p, -+ 1. Dasv Aggregat:
= ‘Pvafﬂ%u - ‘pﬂé\fﬂ‘pv
gentigt der Relation: :

aF1=0, d
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hat daher niedrigere Charaktere als @, und kann als eine reducirte
Form von ¢, angesehen werden. Reducirte Formen y lassen sich im
Allgemeinen weiter reduciren; man kann zur ferneren.Reduction alle -
Formen ¢ von nicht hGheren als dem von ¢,, sowie Aggregate der-
selben benutzen.

Durch solche Reductionen erhilt man von ¢, ausgehend eine Reihe
von Formen:

X X2y - -

von denen eine jede niedrigere Charaktere besitzt als die vorhergehenden
und welche simmtlich den Grad p, in den Coefficienten von f besitzen.
Alle diese Formen sind zu ¢, gehorige Aggregate:

b=Adip+ 4,9, ... 4,9
& sowohl selbst als auch die Coefficienten A sind simultane In-

varianten der f; inshesondere enthdlt A, 20 die Coefficienten von
f nicht.

Wenn auch, wie oben erwihnt, jedes folgende y bei diesem Ver-
fahren niedrigere Charaktere besitzt, als das vorhergehende, so liegt
doch kein Grund vor, dass wir hierdurch zu solchen Aggregaten &
gelangen, welche mdglichst niedrige Charaktere besitzen. Diess liegt
keineswegs in unserer Absicht; wir begnilgen uns vielmehr damit,
gewisse Reductionen auszufithren.

§ 4
Bildung der Normalformen.

Die Invarianten von f
P15 P
mogen nach ihren Graden p, so geordnet werden, dass stets:
. Pr1 g Py
ist.
Unter den zu ihnen gehbrigen Aggregaten &, welche im § 3
definirt sind, will ich gewisse auswihlen, welche ich durch:
9, By
bezeichne und die Normalformen von:

Py P2 o
nenne. Zu ¢, moge diese Invariante selbst als Normalform gehdren;:
also:
. @ = ’31 ,

seln. ’ oo ongls

Die iibrigen werden durch ein sogleich ndher zu erlintérndes
Reductionsverfahren hergestellt. Hierbei sollen die Normalformen der
Reihe nach gebildet werden und bei Berechnung von #y.die friiheren:
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C R SR Y
benutzt werden.

Unser Verfabren besteht in einer Reihe von Reductionen; von
einer Invariante @, ausgehend liefern dieselben eine Reihe simultaner
Invarianten :

Ny My oo
der Art, dass %, stets hohere Charaktere besitzt als ni4q. Hat o, die
“Charaktere

_ iy Hgy -0

so untersuche ich die Charaktere der Normalformen:
9,9, ... 0
der Reihe nach so lange, bis ich auf eine Form &, stosse, deren

Charaktere :
hl’ hz Y hm

den Relationen geniigen:
hy =3 hy=12%y ... bppy = %1} hn < %m.

Eine solche Form mdge Reducent heissen und in folgender Weise
zur Reduction von ; also zur Bestimmung von a4 Verwendung
findexn.

Zunichst bilde ich die beiden nicht verschwindenden Formen:

ikl el 1 B
m’?__{lb\m"_52 vo. 0P = H.
Die grstere derselben © gentigt der Formel:
- hm+1®‘=- 0,
< welche zelgt ) dass der Ausdruck
P=a 020
nicht von den Coefficienten von f abhangt Es besteht dann die
" Formel: A
& (PH — 08,™H) =0
und ich wihle als 7,4, das Aggregat:
g1 = Py — '3‘,,6\ H,
welches der Formel gentigt:
B 8u Tt L. Oy = O,

also in der That niedrigere Charaktere besitzt als #;, —

Es kann auch bei gewissen ¢ der Fall eintreten, dass die Reihe
der n mit einer verschwindenden Form schliesst; es hat dann 7 keine
Normalform und wird aus der obigen Reihe ausgeschaltet. In der
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Reihe der ¢ bleiben dann nur diejenigen Invarianten stehen, welche
Normalformen besitzen.

Mit dem oben bezeichneten Reductionsverfahren schreite ich fort,
bis ich zu einer simultanen Invariante %, gelange, zu welchem in der
Reihe der Normalformen:

’3’1, '3'2 PP 'ﬁy_l
kein Reducent vorhanden ist. Ich suche dann in dieser Reihe die-
jenigen & aus, deren Charaktere:
hyy by oo b
die Relationen befriedigen:
by =%y5 by =%y ... hney = %1} hm > %

Ist &, die letzte obiger Normalformen, welche diese Eigenschaft

besitzt, so ersetze ich, um &, zu erhalten, in 7; die Coefficienten von:

[ty fmpa - -
durch willktirliche Grossen, —

§ 5.

Eigenschaften der Normalformen.

Das eben geschilderte Recursionsverfahren zur Herstellung von
Normalformen setzt uns in den Stand, folgende beiden Eigenschaften
der Normalformen @, abzuleiten.

1) Zwei verschiedene Normalformen haben weder dieselben Cha-
raktere, noch stimmen sie in allen ihren Charakteren ausser dem letzten
tiberein.

2) Hat eine Form &, die Charaktere:

xl, ”2 « 0. %'H_l,
so giebt es eine andere Normalform &,, deren Charaktere:
hiy by .o hn . _
mit den ersteren durch die Relationen verbunden sind:
#y = hﬁ Hy = hz oo Ky o= hm-,-l’
Um < km _S__ x{’l + %my1-

Stehen die Normalformen &, und &, in dieser Beziehung, so nenne
ich &, eine Ableitung von &,.

Gehort @, der mte Classe an, so gehdren ihre Ableitungen der

(m <4 1)te» Classe an. )
Die Grade der Normalformen:

. 9,9, ...9
bezeichne ich der Reihe nach durch:
Dy Py oo Dy



14() - P. Gorpan.

und die Grade der Normalformen der mter Classe durch:

gm, 1y dm,2
und wahle die Reihe der & so, dass:
" Dbt 200 dopyup1 = Imiv
ist.

Da die g Classe alle & umfasst und da alle Classen mit ¢, = &,
beginnen, so ist:

9,y = Pri qm,1=py-

Die Grade der Ableitungen einer Normalform vom Grade g .
nenne ich die Ableitungen von g¢m«; es sind Zahlen gmi1,x, deren
Anzahl < hm < gm,« ist.

Umgekehrt sind alle Zahlen gmy1,» mit Ausnahme von:

dmt1,1 = P
Ableitungen von Zahlen g¢m .

Die Anzahl aller Normalformen der mt® Classe, also auch die
Anzahl aller g« nenne ich v,; v, ist dann die Zahl aller Normal-
formen, also auch sowohl die Anzahl aller p als auch die Anzahl
aller gq.

Die Anzahl der Ableitungen aller v, Normalformen mte Classe ist:

=

gz dm,x -

x=1

Da diese Ableitungen alle v,,;, Normalformen der (m-}-1)tr Classe
ausser ¢, umfassen, so besteht die Ungleichung:

, ”:-+x$‘1 + 2 Gm, x -
Enthalt .eine' Reihe: ’
S N N ¥

die Formen m'r Classe:
(1) - ’ . ‘8m,1) '8'm,2 e &m,a
und ist die Zahl der darin befindlichen Formen (m -} 1)t= Classe:

> E” m, x5
x=1

so enthilt sie ausser den Formen (1) und ihren Ableitangen mindestens
eine Form der (m - 1)t Classe.

Die Form niedrigsten Grades der ﬁbngen Formen gehort dann
gleichfalls der m'» Classe an.ond ist daher die Form &, ,44. —
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§ 6.
Die obere Grenze fiir die Anzahl der Normalformen.

Aus den Graden:
Pis Dy .-

der Normalformen & kann man mittelst der Formeln:

Pri=U =P} Dyo==D2,;
Ke==g—1

Dre=DPr1, WO t=1+4 2?%"5
=ty x=]1
Uy =1 + 2 Potr+1,%
x=1

weitere Zahlen p, . und u, ableiten.
Ich will zeigen, dass diese Zahlen den Ungleichungen geniigen:

I’ p’:" g q@—’,#,

IL %>,
Beweis.
In Folge der Formeln
(1) do—r1 = Py1 =P,
2) e, = Do,s = P, -
6)) ' =P =1

gelten unsere Formeln fiir kleine Zahlen ¢ und s. Wir wollen sie
der Reihe nach fir immer grossere Zahlen beweisen und diirfen hierbei
die Annahme machen, sie seien bereits fiir kleinere Zahlen bewiesen,
also die Ungleichungen voraussetzen:

N V. 1. Qo s—1 X Dy, 01y
V. 2. do—»t1,s gpv—l,u
V. 3» v’—] s “'-—1 .

In Folge der beiden ersten Voraussetzungen befinden sich in der
Zahlenreihe :

yp==s—1

(1) Dy, P2 - - Drv,e = Py—1,s WO t=3+21’m¢
. r==1
unter Anderen sowohl die Zahlen:

) , do—r.1, Go-v3 .- Qo-v, -1
als auch die Zahlen:

® Go—rtt, o) Qo-rin2 - -+ Go—rtl e
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/

Die Anzahl der Zahlen (2) und ihrer Ableitungen ist:

xXx=g—1 x=s—1
Ss—14 D geon<s—14 Zp,. <t

x=1

‘Mithin enthilt die Reihe 1 auch die Zahl g,—,,, und unsere erste

Behauptung ist erwiesen.
Aus der Formel:

Qo+ S Drs
und der V. 3 folgt weiter: i
®==0py1 x=tp—1
ST D tnan K14 D) emitx < tim
x==1 x=1

Im Speciellen hat man fiir m = g:

Ve é Yo,
d. h. u, ist die obere Grenze fiir die Anzahl der Normalformen.
Diese Formen:
, 8,8, ... 8

modgen die Normalformen der Invarianten:

P1y Pr v o- Poe
sein, die dbrigen Invarianten ¢ besitzen keine Normalformen. Fiir
sie giebt es nach § 4 ein Aggregat ;, welches identisch verschwindet.
Es besteht somit eine Gleichung:

0=4d,9+ 4,9, - Aogq’v(,‘i‘A‘P;
worin die A, simultane Invarianten der f, sind und iberdiess 4 d1e
“Coefficienten von f nicht enthdlt. Aus dieser Formel lisst sich eine
o 'ﬁéi?éi‘e'iabl'eiten: .
ST "P=Bi‘1’1+Bz‘P2-~'BQ‘Pe,;
in welcher die B Invarianten von f allein sind und welche zeigt, dass
Py Py - - Prq das System von f bilden. Ps

Erlangen, im September 1892,



Zur Theorie der Tripelsysteme.

Von

Euvgen NeTTo in Giessen.

Kann man eine Anzahl # von Elementen z,, z,, ...z, zu je drei
und drei, in ,,Tripeln®, so anordnen, dass jede Combination z.zs.
zweier Elemente in diesen Tripeln ein und auch nur ein Mal auftritt,
so nennt man diese Anordnung ein T7ipelsystem. Dass die Wurzeln
der Modulargleichungen achten Grades durch ihre Resolvente siebenten
Grades auf solche Tripelsysteme fithren, hat Herr M. Noether (Math.
Ann. XV, 8. 89) zuerst bemerkt. Von der Hesse’schen Gleichung
neunten Grades war Aehnliches bekannt. Ich habe dann weitere
Untersuchungen iiber diese Systeme in meiner Substitutionentheorie
S. 220, § 192 ff. gegeben. Hier will ich nochmals auf diesen Gegen-
stand eingehen und einige neuen Siitze Uber ihn ableiten.

§ 1
Ist » die Anzahl der Elemente, so kann man —;-n(n — 1) Com-
binationen ., xz von je zwei Wurzeln bilden. Zu jedem Tripel ge-
horen 3 solcher Combinationen; also bestehen —(l;- n(n — 1) Tripel.
Dieser Bruch muss eine ganze Zabl sein, »n also die Form 6m -+ 1
oder 6m -+ 3 haben Die Miglichkeit » = 6m ist auszuschliessen,
wie man erkennt, wenn man z;, mit allen ibrigen Elementen com-
binirt, die sich dann zu je zwei und zwei anordmen, so dass % eine
ungerade Zahl sein muss,

§ 2
Wir wollen jetzt zeigen, wie mapn mit Hiilfe eines Tripelsysteras
von n Elementen z,,2,, ..., ein solches von 2 - 1 Elemeiteh -
construiren kann, Zu jenen ersten n Elementen nehmen wir noch
n+4 1 newe ), z,,x,,...x, hinzu. Aus jedem vorhandenen Tripel
Za, %g, Zy der x bilden wir vier Tripel, nimlich
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’ ’ ’ ’ ’
Tay Tgy Ty; Zay X, By; Tay Zgy Xy 5 Zay T, Zy
und fiigen allen so erhaltenen noch
’ ’ ’ r
Zyy Tyy Ty's Tgy Ty, B3 -+ - Ty Tny T

hinzu. Offenbar tritt hier niemals dasselbe Paar der z, 2" zusammen;
ferner sind im ganzen

4 n(n;- 1) +n

Tripel vorhanden; also ist das System ein vollstindiges.

@nf1en
=.——-—Tv————

§ 3.
Wir constroiren ferner aus 2 Tripelsystemen von 7, und », Ele-
-menten ein solches von 7, . %, Elementen. Die Tripel des ersten be-
zeichnen wir '

(Ty) a, b,c; a,d,e; b,4d,9; ..,
die des zweiten _
(T?) a, B,7; «, 0, & o, & 93 ..

und die Elemente des neuen Systems Zua, %ap, ... Zsay Zsg, + -+ -
Zuerst schreiben wir nun vor jedes der Elemente in den Tripeln
von T, jedes Element «, 8, y, ...; erhalten daraus also

ny(my—1)
6

Combinationen und bilden aus ihnen ebensoviele Tripel

Taas Tady Zacy Laar Tady Laey -+ + Thay Lhdy Lhoy + + .« -
I A4f- dieselbe Art: erhalten wir, wenn wir die a, b, ¢, ... den
Elemep,ten yon,, 'J;, vorschxeben
KN 2, _m_(n_g:_g)_ -

’Tnpel‘ Endlick- bilden wir aus jeder Combination eines Tripels von
*T, - it einem von T, Je 6 neue, z. B. aus’ a b, ¢ und o, f,‘, ’2 d1e
folgendén R
Zaay oy, xcﬁ Zaas Loyy Loty Xaly Toas Loys »'C'ac;' Toyy Lea)
Zays Toay Topy Tan, Toyy Tea- o
Dadurch erhélt man

6 Ny(ng—1) na(ng—1)
6 6 ’,
also zZusammen

n, "1(”1 1 +n, @t(”! 1) +6 ”t("g’" 1) ”t(”nG'—l) | "l?:‘!(ﬁé”s_,lj .

Dass dlese von emander verschlqden sind, ist ersichtlich.w.
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§ 4.

In diesem Paragraphen leiten wir ein Tripelsystem von 6m - 1
Elementen ab, falls p = 6m 4 1 eine Primzahl ist.

Es sei g eine primitive Congruenzwurzel (mod. p), so dass die
Werthe der Potenzen g% ¢', g% ... g#~% (mod. p) alle von einander
verschieden sind und gP~1=1 wird. Wir betrachten von diesen und
allen folgenden Zahlen immer nur die kleinsten positiven Reste (mod. p).
Dann bilden wir die Tripel
® 0, 9% 9™ 0, 9% gnt5 0, g% g5 ... 0, gt gt

und schreiben unter jedes noch 6m andere Tripel, némlich unter
0, g%, g™t* noch die folgenden

(2) %, %+ g%, % 4 gmte
(=1,2,38, ...6m).
Die s0 entstandenen

m-(6m+l)==—————p(p6——l)-

Tripel bilden ein vollstindiges System. Zum Beweise dieser Be-
hauptung reicht es aus, zu zeigen, dass alle diese Tripel von einander
verschieden sind, und dazu, dass diese Eigenschaft bei denen staft- -
findet, welche das Element O besitzen. Denn die mit dem Elemente 1
z. B. entstehen aus jenen durch Vermehrung jedes Elementes um 1.
Ausser denen in (1) enthaltenen mit dem Elemente 0 kommen in (2)
noch vor, je nachdem das zweite oder das dritte Element = 0 wird,
®) 0, 9m—9g% —g% 0, gmH—g' —g'; 0, g"*—g" —g% ...
und
4) 0, —gm, g°—gm; 0, —gm™t!, +g'—gm; 0, —g™+:, +g*—g™*; ...
Nun ist
(Fr+ 1D (Fr— D=1 also gir=-—1;
Frtl=(+ 1) (¢ — g+ 1)=0 also g—1l=g";
folglich lassen sich die Reihen (3), (4) umwandeln in
(3r) O, gﬂm, gBm; O, g2m-+'1’ g3m+1; O’ g2m+2’ 98m+2; ceuy
(@) 0, gim, gomy 0, g, gy 0, ginit, it L
und damit ist der Beweis vollig geliefert.

§ 5. S
In #hnlicher Weise lisst sich ein System fir # = 3(6m - 5) be-
stimmen, falls 6m 4 5= p eine Primzahl ist, In diesem Falle nehmen
Mathematisohe Annalen. XLII 10
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wir wiederum eine primitive Congruenzwurzel fiir p, bilden aber jetzt
die Reste von

9 9 9% ... 977!
nach dem Modul 3p und schreiben die Tripel
(1) 0, g% g% 0, ¢!, g*mi%; 0, g, gms; ... O, gomtt, gimts
auf. Unter jedes einzelne setzen wir wieder 3p — 1 andere Tripel,
némlich unter 0, g®, g®mte+? noch die folgenden

@) %, % 4 g%, x -+ gimtet?
x=1,2,...3p— 1)
Endlich bilden wir noch die Tripel .
6)) Oyp,2p; 1,p+1,2p 4 1; 2:P+232P+2i
(p—1), @p—1), Bp—1).
Dies sind zusammen

3p - (3m+2) 4 p = 2282=0

Tripel; und falls diese siimmtlich von einander verschieden sind, bilden
sie das gesuchte System. Es geniigt wieder, wie im vorigen Para-
graphen, zu zeigen, dass alle diejenigen, in denen ein Element O ist,
von einander verschieden sein miissen. Solcher giebt es ausser (1)
noch in (2), je nachdem das zweite oder das dritte Element = 0 wird,

@) 0, g™ —g% —g% 0, gmti—g', —g'; O, gomHi—g?, —g%;..

(6 0, —goms, go—gtmi9; 0, —gimts, gl—gimti; 0, —gSmHe, g —ginte; . (mod °7)
und ik (3) ‘och das: Eine' - X
‘ : 0, p, 2p.
Wir machen nun die Yoraussetzung, dass flir unsere primitive Wurzel g
-1
6) Prrt=g* =p—1 (mod. 3p)

sei, dann folgt daraus sofort, dass g nicht durch 3 theilbar sein kann;
folglich kann in (1) ausser 0 keine Zahl vorkommen, die durch 3
theilbar wire. Da aber in {4) g™ —1=p —2=6m 4 3 durch
3 theilbar ist und dasselbe dann ameh bei

9(gPmH—1), (PP -1), .. gogimir = gimit (gmie 1), L,

eintritt, so sind alle mittleren Indwes der Elemententripel von (4) und
alle letzten der von (5) gleichfalls durch 3 thexlbar, unter sich und
von denen aus (1) verschieden.
Ferner kann kein der Zelle (1) angehdriges 9= den Werth 3p-——-1
p—l
annehmen, wenn g3m¥= p—— 1 ist, da sonst g*=g¢ * (mod. p) whre.
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Also sind auch die ibrigen Indices aus (4), (5) unter sich und von

den friiheren verschieden.
Es bilden daher (1), (2), (8) ein vollstindiges Tripelsystem unter

der gemachten Voraussetzung, dass
}i-_—_}
®) grtt=g? =p —1 (mod. 3p)
befriedigt werden kann.
Es ist nun fiir jede primitive Wurzel g von p
-1

g =p—1=2p—1=3p —1 (mod. p);

ausserdemy muss einer der drei Fille eintreten

p=1
g =1= p—1 (mod. 3),
-1
g% =0=2p — 1 (mod. 3),
r—1

g? =2=8p —1 (mod. 3).

und je nachdem dies geschieht wird

Pt .
g* = p—1 (mod. 3p),
;l—i
9% =2p — 1 (mod. 3p),
p—1

g ® =3p — 1 (mod. 3p)

sein. Unsere Bedingung ist also mit der einfacheren identisch, dass
P;l
g ® modulo 3 zu 1 congruent sein muss.
Ist m gerade, also p == 124 -5, dann ist p;1 eine gerade
Zahl und daher fiir jedes g entweder
p=1 g1
9% oder (p—yg)°
congruent 1 modulo 3; man hat daher in einer beliebigen primitiven
Wourzel g oder, wenn diese durch 3 theilbar ist, in ihrer Ergénzung
zu p die gesuchte zur Construction des Tripelsystems nithige Grundlage.
p—1

Ist dagegen m ungerade, also p = 12u 4 11, dann ist T

eine ungerade Zahl und kann also, wenn es sich um Exponenten~g£bg§,. B

Congruenzen nach dem Modul 3 handelt, gleich 1 genommen werden.- .

Dann fragt es sich also, ob es fiir » = 12u 4 11 eine ; primjtive,

Waurzel g giebt, welche == 1 (mod. 3) ist. Ob dies stets der Fall sei,

kann ausser Frage bleiben, da wir ¢ aus der Zahlenreibe  you 1 bis
10*
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3p — 1 wihlen diirfen, und da von den 3 Zahlen ¢, p + g, ép +g
eine von der geforderten Form ist. Mit Hiilfe dieser ist dann die
Construction des Tripelsystems moglich.

§ 6.

Substitutionengruppen von » Elementen, welche auf Tripelsysteme
von # Elementen angewendet, diese ungeéindert lassen, indem sie nur
die einzelnen Tripel in einander iiberfithren, sollen Tripelgruppen heissen,

Bei den Constructionen der beiden lezten Paragraphen ist es er-
sichtlich, dass zu den Tripelgruppen der dort construirten Systeme die
cyklische Substitution

s=(0123...n)
gehort. Denn diese vertauscht bei % = p=6m 4 1 die einzelnen
Tripel der Colonnen aus (1) und (2) cyklisch von oben nach unten.
In dem Falle des vorigen Paragraphen » = 3(6m -+ 5) « 3p findet
bei den Tripeln von (1) und (2) Aehnliches statt, wihrend die von (8)
sich cyklisch von links nach rechts verschieben.

Schreibt man dann ferner aus § 4 die Tnpel auf, welche das
Element O enthalten, wie sie aus (1), (3'), (4) zu entnehmen sind,

0, ¢, g; 0, ¢ , gty L. 0, gmt, gim—ly
g°m; 0, gimtt, gomtly ... 0, gim—1l, ghm—1;
0,. g, 9™ 0, gimtt, gomtl; ... 0, ¢om-t, gom—1,

so erkennt man, dass die Substitution

b= |% g*mx|
unter Festhaltung des Elementes O die Colonnen in sich selbst trans-
formirt. ¢3 hat wegen gé” =1 den Werth 1; es besteht also ¢ aus
lanter Cyklen der Ordnung 3. Thre Anzahl lst 2m.

- Bm- bei den im § 5 behandelten Tripelsystemen Entsprechendes
zu finden, beachte man, dass die Multiplication der Elemente aus der
Zeile (1) mit g die Tripel derselben wegen (6) aus § 5 cyklisch von
links nach -rechts schiebt, — was bei (1) aus § 4 nicht der Fall

war —, und daes bei (4), (5) das Gleiche eintritt. Die aus 1), (2
entstammenden Tripel werden also durch

= | g%
in sich verschoben. Dass auch die ibrigen, in (3) enthaltenen Tripel
in einander itbergehen, folgt wiederum aus der Annahme (6) § 5.
Denn danach ist :
p(g—1)=0, pg=p (mod.3p)

und algo ein Tripel ag, (a+p)g, (o + 2p) g mit'ag, ag+p, ag+2p
identisch. Die Substitation ¢, l4sst die Elemente O, p, 2p ungesndert;
sie besitzt 3 Cyklen zu je 6# - 4 = p — 1 Elementen.
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§ 1.
Wir untersuchen nun eingehender die einfachsten Fille, welche
durch die Methode von § 4 geliefert werden.
Zuersg sei p="T; wir wihlen g=3 und erhalten nur eine
Colonne, welche die simmtlichen Tripel umfasst, nimlich
0,1,3; 1,2, 4; 2,3,5; 3,4,6; 0,4,5 1,5,6; 0, 2, 6.
Fiir dieses System giebt es nach dem vorigen Paragraphen die Sub-

stitutionen
' s=(01234506),

t=(124)(365)
Bs ist t—1sf = s? und daher liefern s, ¢ eine Gruppe von 7.3 Sub-
stitutionen, némlich die halb-metacyklische..

Durch s kann man jedes Tripel in jedes andere iiberfithren. Ist
also irgend eine Substitution % der Tripelgruppe gegeben, so wird
ein w .s* etwa 0, 1, 3 in sich selbst iiberfithren, und man erhilt daher
die gesammte Gruppe, wenn man noch diejenigen Substitutionen sucht,
welche das Tripel O, 1, 3 nicht dndern. Es giebt zwei Asen von
solchen; erstens die, welche O und 1 und dann folglich auch 3 nicht
umsetzen; zweitens die, welche innerhalb des Tripels 0, 1, 3 Um-
stellungen hervorrufen, also die Elemente O, 1, 3 unter sich vertauschen.

Die der ersten Art miisgsen ‘

0,4,5 und 0, 2, 6 wunter sich
1’ 27 4 ” 1’ 57 6 ” ”
2, 37 5 ” 3, 47 6 ” ”
vertauschen. Das ist in der That moglich, wenn man eine der Formen
,=(24)56), u,=(25)(46), u;=(26)(45)

annimmt, und auch nur fiir diese. Zu s, ¢ muss also noch u,, u, ge-
nommen werden.
. Die Substitutionen der zweiten Art haben eine der Formen

v=(0)(13)... oder w=(013)....
Ein solches v muss dann

. 0,1,3; 0,4,5; 0,2,6
unter sich, dagegen die Tripel

1,2,4 und 1,5, 6

3,2,5 und 3, 4,6
vertauschen. Man sieht leicht, dass dies

v=(13)(2465), ¥*=(13)(2b564), v =(13)(26) (4‘)“‘(5)‘

leisten und sie allein. : e

gegen die Tripel
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w endlich muss die Tripel

0,4,5; 0,2,6 in 1,2,4; 1,5,6
ebenso

1,2, 4; 1,5,6 in 3,2,5; 3,4,6
und endlich wieder

3,2,5; 3,4,6 in 0,4,5; 0,2,6
iiberfithren. Man findet hier

w=(013) (254), w, = (013) (456).

Die so erhaltene Gruppe ist die Kronecker’sche des Grades 7 und
der Ordnung 168. (Vgl. Noether 1. ¢.)

Eine leichte Versuchsreihe zeigt, dass das hier comstruirte Tripel-
gystem bis auf seine Bezeichnung das allgemeinste fiir 7 Elemente ist.

§ 8.
Fif® p — 13 wihlen wir g — 6 und erhalten, da m = 2 ist,
~zwei Colonnen von je 13 Tripeln. Die nachfolgenden enthalten das
Element 0 .
0,1, 10; 0,9, 12; 0, 3, 4;
0,6, 8 0,2, 7; 0,5, 11
Hier ist
s=(012...1112);
t=(193)(625) (10124) (87 11).

Wir suchen zuerst alle Substitutionen, welche mindestens zwei der
Elemente nicht umsetzen. Wie diese Elemente auch gew#hlt sein
mogen, es giebt stets ein Tripel, welches beide enthidlt, und da s die
13 Tripel jeder Zeile unter sich vertauscht, so kann man annehmen,
dass die beiden gewihlten entweder zu O, 1, 10 oder zu 0, 6, 8 ge-
horen. In jedem Falle bleibt mit den beiden auch das dritte des ent-
haltenden Tripels ungeéndert.

Untersuchen wir zuerst das Festbleiben der drei Elemente 0, 1, 10,
so milssen dabei die einzelnen Tripel von

¢)) 0,21 o0,3,4; 0,5,1; 0,6,8; 0,9, 12,
ferner die von

Im 1,2,11; 1,3,8; 1,4,5; 1,6,12; 1,17, 9,
endlich die von

(I 10, 2, 8; 10, 3, 5; 10, 4, 12; 10, 6, 9; 10, 7, 11
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jedesmal in solche derselben Zeile tibergehen. Giebt es eine Sub-
stitution, die das vollbringt, so wird sie auf das Element 2 eins der
Elemente 2, 3, 4, ... 8,9, 11, 12 folgen lassen. Es ergiebt sich
aber, dass jede derartige Annahme auf Widerspriiche fiihrt. Bliebe
z. B. 2 ungesndert, so folgt aus 0, 2, 7; 1, 2, 11; 10, 2, 8, dass
auch 7, 11, 8 ungeindert bleiben. Bleibt 7 ungeiindert, dann folgt
aus 1, 7, 9 dasselbe fir 9 u. s. f, bis sich die Substitution alsdie
identische zu erkennen giebt. Oder, wenn die gesuchte Substitution
etwa die Folge 23 besisse, so ergibe sich aus

() dass O, 2, 7in O, 3, 4 iibergeht, so dass die Folge T 4 besteht,
aam , 1,211, .1, 3 8 ” w o ow o 118
(III) » 10’ 2} 8 ” 10} 37 5 b2) ” ” ” 2 8 5 ”

Kommt aber die Folge 74 in der Substitution vor, so ergiebt sich aus
(II) dass 1, 7, 9 in 1, 4, 5 iibergeht, so dass die Folge 95 besteht.
Die beiden Folgen 85 und 95 aber widersprechen einander.

Auf diesem Wege iiberzeugt man sich durch Fortsetzung des Ver-
fahrens, dass keine Substitution vorhanden ist, die 0, 1, 10 und
ebenso keine die O, 6, 8 ungetindert lasst.

Nach einem bekannten Satze kann es dann hiochstens noch Sub-
stitutionen von 12 Elementen in der Gruppe geben; diese miissten
mit der Gruppe 1, s, s ... s'? vertauschbar sein; unter ihnen
wiirden solche bestehen, die das Element O nicht &ndern; das kénnten
nur Potenzen von :

0,1, 2, 8,4, 5, 6,7,8,9, 10, 11, 12
0,2, 4,6,8,610, 12, 1, 3,5, 1, 9, 11)
=(124836121195107)

. :
sein. Hier sieht man ohne Weiteres, dass nur ¢, £? der Bedingung

geniigen.
Es ist also G = {s, t} die allgemeine Tripelgruppe, welche au
unserem Systeme gehort.

§9.

Zum Schluss mochte ich darauf aufmerksam machen, dass auch
durch die neuen in den Paragraphen 4 und 5 gegebenen Constractionen
die Frage noch nicht erledigt ist, ob es fiir jede Zahl der Form ™
6m -+ 1, 6m + 3 Tripelsysteme giebt. Durch die Regel aus § 4
werden im ersten Hundert far 7, 13, 19, 31, 87, 43, 61, 67, 73,
79, 97 * Elemente Tripelgruppen dargestellt; durch § 5 fir 15, 21,
33, 39, b1, 57, 69, 87, 93 Elemente. Von den ibrigen in Frage
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kommenden Zahlen unter 100 lassen sich durch § 3 die Zahlen
9, 217, 45, 49, 63, 81, 91, 99 und durch § 2 die beiden Zahlen 55
und 75 erledigen. Dann bleiben aber noch 25 und 85 zuriick, tber
die noch nichts bekannt ist. Die Construction fiir n = 25 ist leicht
zu geben.

Ferner. ist. die Frage, ob es fiir eine Zahl » wesentlich ver-
schiedene Tripelsysteme giebt, nicht leicht zu entscheiden. Die auf
systematisches. Probiren beruhenden Versuche sind recht miihselig.
Fiir n = 13 scheint die Frage verneint werden zu miissen,

Giessen; den 22. Mai 1892,
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Zur Theorie der Taylor'schen Reihe und der a.nalytiéchen
Functionen mit beschranktem Existenzbereich.

Von

ArrrEp PRINGSEEIM in Mtinchen®).

Im 15. Bande der Acta Mathematica**) theilt Herr Mittag-
Leffler die folgende von Herrn Fredholm aufgefundene Reihe:

-

Dot (lal <1

Q .

als erstes Beispiel einer Function mit, welche itber einen gewissen
Bereich (den Einheitskreis um den Nullpunkt) nicht apalytisch fort-
gesetzt werden kann, d. h. fir keine Stelle auf der Gremse dieses
Bereiches nach der Taylor'schen Reihe entwickelbar ist, obschon sie
daselbst mit simmtlichen Ableitungen stetig ist.

Die Reihe ist in der That wegen ihrer ausserordentlichen Einfach-
heit bemerkenswerth: dagegen scheint mir dieselbe keineswegs etwas
principiell neues darzubieten und in dieser Hinsicht von Herrn Mittag-
Leffler einigermassen iiberschitzt zu werden. Denn abgesehen davon,
dass wohl Niemand, der sich mit der Theorie der Taylor’schen Reihe
etwas niher beschiftigt bat, an der Existenz derartiger Functionen
den geringsten Zweifel haben konnte, so mbchte ich Herrn Mittag-
Leffler nicht;einmal darin beistimmen, dass solche Functionen bisheyx
tiberhaupt noch nicht studirt worden seien.™**)

*) Dei vorliegende Aunfsatz bildet eine theilweise Umarbeitung und Ei--
wextemng der unter dem gleichen Titel in den Sitzungsberichten der Mﬁnchnege
" Akddemie vor 7. Mai 1892 enthaltenen Mittheilung. ‘
©"" #%) Sor une transcendante remarqnable trouvée par M, Fredholm.® A‘ d?«‘@" :
p. 279. A
#%%) Eg hoisst a.a. O.: Autant que je sache, toutes les fonctions qm énbtent
que dans un cerfain ‘domaine du plan et qui ont ét¢ dtudiées jusqu'édl, Zessent
d'exister, parce que’ lea fonctions elles mémes ou leurs dérwées deuenmnﬁ “descon-
W sur la frontiére. - e o :

Mathematische Annalen, XLII, . 11
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Die principielle Frage, um die es sich hierbei einzig und allein
-handelt, ist doch lediglich die: Giebt es Functionen, die auch nur an
irgend einer einzigen Stelle endliche Differentialquotienten*®) jeder end-
lichen Ordnung besitzen und dennoch nicht nach der Taylor'schen
Reihe entwickelbar sind? Denn aus einer Function, die eine derartige
Singularitit an einer Stelle besitzt, lassen sich ja dann nach bekannten
Methoden — etwa mit Hillfe des von Herrn Cantor angegebenen
Condensations-Principes **) -- leicht solche bilden, bei denen die
néamliche Singularitit in allen Punkten einer beliebigen abzihibaren
unendlichen Menge auftritt.

Nun hat aber im Gegensatze zu Lagrange, welcher geradezu die
Ansicht aussprach,***) dass die Endlichkeit von f®)(x) fir jedes end-
liche v die Gtiltigkeit der Entwicklung:

XY ()
flatny =T w
0

(und damit eo ipso auch die Convergens der betreffenden Reihe) nach
sich ziehe, Cauchy schon in seinen ersten , Legons sur le Caleul
infinitésimal ¢ vom Jahre 1823 ausdriicklich die Bemerkung gemacht, })
dass nicht einmal die Convergenz der Taylor'schen Reihe hinreiche, um -
daraus die Ghiltigkeit der obigen Beziehung zu folgern. Und obschon
sich gegen das einzige zum Belege seiner Bebauptung angefiihrte
Beispiel gewisse, nicht recht zu widerlegende Einwiinde erheben lassen
(wovon weiter unten noch die Rede sein wird), so ist doch die sachliche
Richtigkeit jener Cauchy’schen Bemerkung, die sich auch in zahlreichen
besseren Compendien der Differentialrechnung reproducirt findet, 1)
;"«1‘2@9@3 Wissens von neueren_lgla.themaﬁkern niemals bestm‘tten worden, )
R '

.. ") Selbstverstindlich handelt es slch hierbei im Falle einer complexen
Variabeln nicht um. Differentialquotienten nach allen miglichen Richtungen, son-
dern nur nach e¢imem Theil déeser Richtungen.

_ ®) Math. Ann. Bd, XIX, p. 588.

. **%) Théoric des Fonctions. Chap, V. Art. 80 (Oeuvres compldtes, T.IX,

P. 66). — Legone sur le Calcul des Fonctions, Leg¢. III,- (Oeuvres compl, T. X,
72.

i )1') a, & 0. p. 152. Auch in den , Legons sur le Oa]cul différentiel* vom

Jahre 1826: p. 106, und den ,,Legons sur le Calcul dJiférentxel ‘et intégral‘ von

Cauchy-Moigno: T.I, p. 71,

1) z. B. Hermite, Cours d’Ana.lyse, T.I, p. 203. — Serret-Harnack,
Differential- und Integral- Rechnung, T I, p. 152. — Hou#l, Calcul infinitésimal,
T. I, p.286.

-}}-)f) Nur der Vollstindigkeit halber mdchte ich als einzig mir bekannte Aus-
nahme ein Buch mit dem viel versprechenden Titel: ,,Le Calcul infinitésimal fondé
sur des Principes rationnels‘: von P. H, Fleury (Paris 1879) anfiihren. Was aber
der Verfasser dort auf p. 234—236 vorbrmgt enthilt nur em Kﬁmchen Wahrheit,
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mag auch die fragliche Bemerkung einzelnen mathematischen Schrift-
stellern vielleicht ginzlich enfgangen sein.*)

Immerhin bin auch ich der Ansicht, dass jenes Cauchy’sche
Beispiel nicht ausreicht, um die KExistenz einer nicht entwickelbaren
Function mit lauter stetigen Differentialquotienten schlechthin evident
zu machen. Dies wird nun aber thatsichlich vollstindig geleistet
durch ein von Du Bois Reymond im Jahre 1876 publicirtes Beispiel
einer Function,*) welche an einer gewissen Stelle endliche und stetige
Differentialquotienten jeder endlichen Ordnung besitzt, wihrend die

mit diesen Differentialquotienten gebildete Taylor'sche Reihe ZJ _f;%”l h

[

fiir jedes noch so kleine & divergirt, woraus dann mit Leichtigkeit folgt,
dass f(z+h) in der Umgebung dieser Stelle # iiberhaupt nicht nach
Potenzen von h entwickelt werden kann, Und da Du Bois Reymond
es auch unternommen hat, aus dieser Function durch ,Condensation‘
eine andere abzuleiten, welche die fragliche Eigenschaft in unendlich
vielen, iiberall dicht liegenden Punkten einer Linie hat, so scheint
mir eben die oben citirte Bemerkung des Herrn Mittag-Leffler
nicht recht zutreffend.

Auf der anderen Seite hitte ich gegen die von ihm mitgetheilte
Reihe des Herrn Fredholm, deren elegante Einfachheit ich noch-
mals ausdriicklich anerkenne, vom didaktischen Standpunkte mancherlei
einzawenden. Zunéchst scheint mir schon der Beweis dafiir, dass jene
Reibe die fragliche Eigenschaft besitzt, nicht elementar genug: er
beruht auf einem, keineswegs mehr den Elementen der Functionentheorie
angehorigen Kowalewski’schen Satze tiber die Integrale partieller
Differentialgleichungen. Zweitens aber bietet diese Methode der Her-
leitung den grossen Nachtheil, dass wir von der Art und Weise des
Zustandekommens einer solchen, doch immerhin merkwilrdigen Singu-
laritdt auch nicht die geringste Anschauung erhalten.

"Da mir dies nun aber gerade wilnschenswerth erschien, so habe
ich vor allem versucht, die schon von Du Bois Reymond befolgte
Methode, die in mancher Beziehung der Ergdnsung geradezu bedarf,
in anderer der FErweiterung fahig ist, derartig zu vervollkommnen,
dass es moglich wird, auf dem Wege einer zielbewussten Synthese-:

s

soweit er sich gegen die besondere Form des Cauchy’schen Beispiels wendef i
Alles tibrige sind theils mchtaeagende, theils geradezu absurde Redensarten.. 7 i.. -

*) z. B. Hankel, der in seiner bekaunten Abhandlung iiber die tneri h,o'ly
oft unstetigen Functionen (1870) gelegentlich noch ganz den Lagrange, wlibn ’
Standpunkt vertritt: cf. Math, Ann, Bd. XX, p. 102, I

**) In den Berichten der Bayer Akad, d. Wiss. Desgl. Bd, XXI d)ea'er Z&t-
schrift. p. 1091, P
11*
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vollig einwandfreie Beispiele von Functionen der gedachten Art zu
erzeugen.

Zu diesem Behufe untersuche ich zuniichst nochmals genau die
Méglichkeiten, unter denen trotz der Endlichkeit aller Ableitungen
von endlicher Ordnung die Entwickelbarkeit nach der Taylor’schen
Reihe fiir eine bestimmte Stelle ausgeschlossen erscheint, und belege
dieselbe durch einfache, vermittelst directer Rechnung zu controlirende
Beispiele (§ 1). Sodaun werden allgemeine Bedingangen aufgestellt,
uriter denen. es moglich ist, derariige singulére Stellen in unendlicher
Anzahl beliebig zu condensiren, ohne fiirchten zu miissen, dass die-
dieselben sich etwa gegenseitig in ibrer Wirkung aufheben kénnten
(§2). Auf Grund dieser Bedingungen werden darauf Reihen construirt,
welche die verlangte Eigenschaft besitzen, auf dem Einheitskreise
durchweg beliebig oft dxﬁ'erenmrbar und daselbst dennoch mrgends
entwickelbar zu sein.

- Die auf diese Weise erzeugten Reihen sind natiirlich minder ein-
faéh als die von Herrn Mittag-Leffler mitgetheilte, aber sie geben
uns, wie gesagt, offenbar eine deutliche Vorstellung von einer der
Mboglichkeiten, wie derartige Singularitéten zu Stande kommen kdnnen.

Im iibrigen aber bin ich auch, abgesehen von diesen Betrachtungen,
im Stande, Reihen von ganz dhnlicher Einfachheit wie die des Herrn
Fredholm anzugeben, bei denen sich die fragliche Eigenschaft ganz
elementar beweisen lidsst, indem man durch einfache Rechnung erkennen
kann, dass die Taylor'sche Entwickelung fiir unendlich viele, iiberall
dicht liegende Stellen auf dem Einheitskreise divergiren muss (§ 4).

[N ' § 1.

-a 3 oo wu . .
Fﬁr ‘das Innere eines gewissen Bereichs der complexen Variablen

z. sei. f(»);ihitisimmtlichen Ableitungen f®(z) (n =1, 2, 3,...) durch
irgendwelché .analytische Ausdriicke als eindeutige reguliire ana.lytische
Function definirt — 2. B. durch gleichmissig convergirende Reihen
von der. Form' X, (x) bezw. Zf, (z), wo die f,() in dem gedachten
Bereiche: regulire algebraische oder transcendente functionen bedeuten.

- .Auf.der Begrenzung dieses Bereiches befinde sich eine Stelle «,
fiir welché f(2) mit simmtlichen Ableitangen.f®)(z) fir jedes endliehe
# noch eindeutig bestimmt, endlich und stetig sei. Wenn dann eine
fir irgendwelche Umgebung von = a convergxrende Potenzreihe
P (2 —a) existirt, dergestalt dass die Bez1ehung

(1 f(2) = B(z—a) - S

besteht fiir denjenigen Theil des Lonvergenzbe21rkes von P(z — a),
welcher in den urspriinglichen Definitionsbereich von f(x) hineinfallt,
so hat dieselbe sicher die Form: L
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@ Bo—a) =2 L2 (5ap.

Daraus folgt aber, dass unter den beziiglich der Beschaffenheit von
f(x) im Punkte « gemachten Voraussetzungen swei und nur zwei
Méglichkeiten denkbar sind, unter demen keine Potenzreihe P(z— e)
von der gedachten Beschaffenheit existiren kann, namlich:

*)
1. Wenn die Reihe Ziﬂ@— (z—a) fir |z —ea| < & divergirt,
wie klein man auch die positive Grosse & annehmen mége.

()
2. Wenn die Reih92 f !(“) (x — @) zwar fiir irgend welche

v
Umgebung der Stelle « convergirt, aber ihre Summe nicht
den Werth f(x) hat, wo ihr Convergenzbezirk noch in den
Definitionsbereich von f(z) hineinfallt.

Die erste dieser beiden Moglichkeiten bietet fiir unsere Vorstellung
auch nicht die geringste Schwierigkeit dar. Da némlich f® (), wenn
auch fiir jedes endliche # endlich, mit unendlich wachsendem %
geradesu in der Regel gleichfalls in's Unendliche wachsen wird*)

(andernfalls wiirde ja die’ Reihezﬁ:}f—“)(x — &) bestindig conver-
giren, also ihre Summe eine ganze transcendente Function darstellen,
was doch nur ein ganz specieller Fall wire; das gleiche findet selbst
dann noch statt, wenn f®(«) mit %» so unendlich wird, wie die nte
Potenz einer beliebig grossen endlichen Zahl), so liegt absolut keine
Veranlassung dazu vor, an der Existenz von Functionen zu zweifeln,
bei welchen fiir irgend welche Werthe # = « die Zunahme von f®™(«)

(v)
fiir wachsende n so stark ist, dass die Reihezf-—y%l(w—a)’ fir

keinen noch so kleinen Werth von |2 — e | convergirt. Und es lassen
sich auch mit Leichtigkeit hinreichende Bedingungen fiir die Art des
Unendlichwerdens von f® (&) fiir » = oo aufstellen, welche die Con-
vergens der obigen Reihe fiir jede noch so kleine Umgebung der Stelle
o definitiv ausschliessen.

*) Dieser Umstand ist thatsiichlich von manchen mathematischen Autoren
villig iiberseben worden, indem sie die fiir die Existenz der Taylor'schen Reihe
nothwendige Bedingung der ,,Emdlichkest simmtlicher Ableitungen'* dahin missver-

standen, als miisse f"(a) fiir jedes noch 80 grosse m wnter einer fesien endlichen
Grenze bleiben, Auf diesem Missverstindnisse beruht z. B. eine véllig irrthiim-
liche Bemerkung des Herrn Mansion dber den Rest der Taylor'sche Reihe und
speciell dber das oben erwihhnte Beispiel von Du Bois Reymond. (Note sur
quelques principes fondamentaux d’analyse* Art. III. — Annales de la Société
scientifique de Bruxelles, 1879.) Desgleichen ein unzulinglicher Beweis des
Taylor'schen Satzes von F. Konig. (Nouvelles démonstration du théordme de
Taylor. Nouv. Annales: 2d* Série, T. XIII, p. 270.)
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So folgt z. B. aus dem Cauchy’schen Fundamentalkriterium
zweiter Art, dass die Reihe fiir kein noch so kleines |z — «| conver-
giren kann, wenn filr » = oo

=

1V @] () - JASRIC)
llm {-'—(; _—1)’ H —‘ﬁ— } = llm {’V . —f(-;)—(;;—

wird, oder anders geschrieben:
(@)
1@ | 7"
eine Bedingung, die sicher erfiillt ist, wenn von einer beliebigen
Stelle v > n ab:
A0
@ ()

ist, wo ¥ (v) eine positive Grosse bedeutet, die mit » — wenn auch
beliebig langsam in's Unendliche wachst.
Geht man, statt von dem Cauchy’schen Kriterium, von der

: )
Bemerkung aus, dass die Reihe 2-’:—”——53)—(:0 — @)” sicher bestindig

divergirt, wenn flir jedes noch so kleine positive & und fiir v > n die
Beziehung besteht:

|=vw@

iy
@], s

»! =

so gelangt man statt der Bedingung (3) zu der folgenden:

”) Y

@ 1wl > ()

welche, wegen »! < ¥, a fortiori erfillt ist, falls fiir v > n:
®) (@) > (v )

> e {187+ ()}

wobei @ (v) = lg ¢ (v) gleichfalls eine mit » beliebig langsam in’s
Unendliche wachsende positive Griosse bedeutet.

Ich will nun zunéchst ein iiberaus einfaches und, wie ich glaube,
in jeder Hinsicht tadelfreies Beispiel*) einer Function mit der eben
besprochenen Eigenschaft angeben. KEs werde gesetzt:

*) Bei der a. a. 0. von Du Bois Reymond angegebenen Reihe die mit der
hier betrachteten formal sehr verwandt ist, n#imlich:

L
(— l)r+l wﬁv
f(x) =2 (2"') 2 + a'!
(wobei a,2>0, lim @, =0) sind, wie man auf den ersten Blick erkennt, die
Differentialquotienten n'** Ordnung so complicirt, dass jhre explicite Aufstellung
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L

(6) f(@) = ’;.-'

1
14-a'x

wo a eine positive Zahl > 1 bedeutet. Diese Reihe convergirt un-
bedingt und gleichmissig fir die ganze z-Ebene mit Ausschluss einer
beliebig kleinen Umgebung der Stellen £ = — % — a~1, —qa~%..

Sie convergirt insbesondere auch noch filr £ = 0 und zwar gleich-
missig fiir jeden Bereich, welcher den Punkt 2 =0 auf der Begrenzung
enthilt einschliesslich dieser Begreneung, sofern nur keine weitere Stelle

der Strecke 0 (—1) im Innern oder auf der Begrenzung jenes Be-
reiches liegt. Denn in der That wird fiir alle solchen Werthe 2 der

absolute Betrag von eine gewisse angebbare Grosse nicht

a’z
iibersteigen, woraus dann ohne Weiteres die gleichméssige Convergenz
der Reihe in dem behaupteten Umfange resultirt.

Das gleiche gilt von jeder Reihe, die sich durch n-malige Dif-
ferentiation aus der obigen ergiebt, sodass also auch:

o

W) = (=1t S @
@ o) = (17w D5

ny

gesetzt werden kann. Daraus folgt aber fiir # = 0:

FO) =257 =
0
fO0) = (=1 ! D)L arr = (=1 - nl "
also fiir hinlinglich grosse Werthe von n sicher:
Wi ’(0)1

(8)

> (er

woraus auf Grund der oben aufgestellten Bedingung (4) sofort erkannt
wird, dass die Reihe ZL:f‘lxv fiir jedes noch so kleine z divergirt,
obschon f(z) fir = 0 mit simmtlichen Ableitungen von jeder end-

#usserst umstéindlich erscheint. Diese wird nun a. a. O. in der That auch gar
nicht geliefert, vielmehr wird nur geszeigt, dass | f®(z)| fir jedes endliche n
unter einer gewissen mit n endlich bleibenden Grenze liegt. Zur Bildung von
f™(0) wird sodann die gliedweise Entwickelung der obigen Reihe nach Potenzen
von x beniitzt, was einerseits eine unndthige Weitliufigkeit der Rechnung zur
Folge hat, andererseits aber auch den Nachtheil mit sich bringt, dass die Stetig-
keit von f™(x) an der kritischen Stelle z == 0 wohl aus allgemeinen Principien
geechlossen, aber nicht ad oculos demonstrirt werden kann, wie es doch bei einem
derartigen Beispiele wilnschenswerth erscheint.
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lichen Ordnung endlich und ausser in der Richtung der negativen
reellen Axe auch durchweg stetig ist.

Man bemerkt, dass bei der eben betrachteten Reihe die auf der
negativen reellen Axe gelegenen Punkte —a% — a1, —a-2...
welche die Hiufungsstelle O haben, singulire Stellen fiir die einzelnen
Glieder sind. Verlegt man diese Stellen in die positive und negative
imaginire Axe, indem man in (6) # durch #? und a durch a? ersetzt,
80 kann man eine Function mit durchweg reellen Coefficienten herstellen,
welche mit allen Ableitungen in der Umgebung der Nullstelle auf der
reellen Axe vorwiirts und rickwdrts stetig ist, und fiir welche die Mac
" Lawrinw'sche Reihe dennoch divergirt, Man erhilt auf diese Weise:

0

9) f(x)‘=21",,11 1+12v ]

=15l 1 _ 1
24 v\ a"w - 4 'z 414

also:
(v) f— 1 n! v L” . ! -— !
10) 19 =57 0! 2T (G @

0
— Lo ST et @
2% n!

1+a27 2

Da hieraus folgt:
fFem=(0) =0,
Lfem©) = (—1m. @m)! e,
so erkennt man wiederum ganz direct (also ohne irgendwie fanctionen-
theoretische Gesichtspunkte zu Hiilfe zu nehmen) dass die Mac Laurin’sche
Reihe fiir jedes noch so kleine dlvergu't und es diirfte daher dieses
Beispiel insbesondere geeignet sein, auch im Rahmen einer gewdhn-
lichen Vorlesung iiber Differentialrechnung die Méglichkeit dieses
Vorkommnisses zu illustriren.

Was nun die sweite der oben erwihnten Eventualititen betrifft,

: ()
dass néimlich die Reihe 2 LT!(—“—)- (x — &)") zwar convergiren, aber ihre

Summe von f(x) verschieden sein kbnne, so scheint man, soviel ich
weiss, bis zam heutigen Tage tiber das von Cauchy a. a. O, ge-
gebene Beispiel:

(11)

1
: f@)=¢e °
nicht hinausgekommen zu sein. Indessen fehlf demselben aus zwei
Griinden dte rechte Beweiskrafi: einmal (was auch Du Bois Reymond
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in dem oitirten Aufsatze ausdriicklich hervorhebt), weil hier £(0) und
f™(0) nicht ,,eigentlich* definirt sind, d. h. nicht durch directes Ein-
setzen von x = 0 aus einer der Definitionen:

1 © 1 ® -1
—F 11 . = 11
e TNy gy oders o ’=(2’7T ?‘)
0 0

berechnet werden konnen, sondern lediglich auf Grund der zweiten
Definition als lim f(4-¢) fiir ¢ = O eine feste Bedeutung gewinnen;*)
zweitens aber nach meinem Daftirhalten auch deshalb, weil das so
definirte / (0) mit allen Ableitungen den besonderen Werth Null hat,
sodass von einer convergigenden Mac Laurin’schen Reihe auch wiederum
nur cum grano salzs die Rede sein kann, da dieselbe formal eigentlich

gar wicht existirt *— ein Mangel, der durch Einfithrung einer Function
. \,-r" 1

von der Form f(x) = @)+ e © (wo ¢(x) entwickelbar) zwar ver-
deckt, aber in seinem Wesen doch nicht géhoben wird.

Man erhdlt nun aber vollig einwandfreie Beispiele dieser Ari, wenn
man in den oben betrachteten Reihen (6) und (9) den Coefficienten

1 r durch = —) ersetzt. Auf diese Weise-entsteht aus (6):

—— m, (— l)v 1 . = p—1
(12) f(:::)—-0 T Ites also: f(0)=e
woraus:

O(2) — (— 1) - ) ST Lad

(18)  fO@)=(—1) n;’ T (re
also:

) o

fm(O) — et = (—1) (")

Hier erkennt man aber: dass die Reihe:

(14) f“(‘” 2(——1)' G T =@

geradezu bestindig comvergirt. Dass sie aber nicht mit f(z) iiberein-
stimmen kann, geht daraus hervor, dass f(x) wegen der in unmittel-
barer Nachbarschaft der Nullstelle sich hiéufenden singuliren Stellen
x = — g~ flir keine noch so kleine Umgebung der Nullstelle nach
Potenzen von x entwickelbar sein kann (wie sich mit aller Strenge aus
den Betrachtungen des folgenden Paragraphen ergiebt).

*) Dieser Einwand wird auch durch das Raisonnement des Herrn Hermite
(Cours d'Analyse, T. I, p. 208) nicht entkriiftet.
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Es erschien mir indessen vom didaktischen Standpunkte aus
wilnschenswerth, die Nicht- Entwickelbarkeit der durch Gl. (12) defi-
nirten Function f(x) auch erweisen zu konnen, ohne auf die Theorie
der analytischen Functionen einer complexen Variablen zu recurriren.

Hierzu wiirde es offenbar gentigen, die Nich¢- Uebereinstimmung
von f(z) mit der Mac Laurin’schen Reihe ¢(z) fiir einen einzigen
positiven Werth von z nachzuweisen.

Angenommen niémlich, die Beziehung:

f(@) = ¢ (2)
gelte fiir ein beliebig kleines positives Intervall 0 <z < k, so wihle

. ope " 1
man eine positive Grosse z, so, dass 5 h <%, < h: alsdann lassen

sich — lediglich unter Anwendung des Cauchy’schen Satzes iiber die
Umordnung unbedingt convergirender Doppelreihen — f(x) und ¢ (z)
in Reihen nach positiven ganzen Potenzen von (x — z,) umformen,
von denen die erste fiir 0 < x < 2x,, die zweite bestéindig convergirt.
Aus der Uebereinstimmung der Summen dieser beiden Potenzreihen
fir diejenige Umgebung von 2,, welche dem Intervalle: 0 <z < h
angehort (d. h. also fir: 22, — h <z < k) folgt dann nach einem
bekannten Satze deren ldentitéit und somit die Giiltigkeit der Beziehung:
f(®) = @(x) fir das Intervall: 0 < z < 2x,, wo jetzst: 2z, > h.
Durch fortgesetzte Anwendung dieser Schlussweise ergiebt sich offenbar
schliesslich, dass fiir jeden endlichen positiven Werth z: f(z) = ()
sein muss, sofern diese Beziehung fiir eine beliebig kleine, positive
Nachbarschaft der Stelle 2 = 0 gilt.

Daraus folgt dann aber umgekehrt, dass die Gleichung f(z) = ¢ (x)
fir kein noch so kleines Intervall 0 <2 < h bestehen kann, sobald
sich zeigen lisst, dass fiir irgend einen einzigen positiven Werth z’
die Werthe von f(z") und ¢@(z’) verschieden sind.

Leider ist es mir bisher nicht gelungen, diesen Nachweis gane
allgemein, d. h. fiir ganz beliebige, nur die Einheit iibersteigende
Werthe der in f(z) und ¢ (z) auftretenden Constante @ zu fiihren.
Dagegen gestaltet sich der Beweis iiberaus einfach fiir solche Werthe
von @, welche nicht unter einer gewissen, sogleich niher anzugebenden
Grosse liegen, und dies geniigt immerhin, um das fragliche Beispiel
auch fiir eine gewohnliche Vorlesung iiber Differentialrechnung nutzbar
zu machen.

Man hat némlich fiir jedes z < 1 nach Gl. (14):

(16) 9(2) < 5

Andererseits ist fiir jedes positive # nach Gl (12):

(16) f@) > 1-|1—a: _l_-ffa:c'
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Legt man hier # denjenigen Werth bei, fiir welchen der rechts
1

stehende Ausdruck ein Maximum wird, némlich: z=a °, so folgt:
1

(1) fla7) s iz

a 41
und daher:

_1 _L
(18) f(a “’)g-} und somit: > ¢ (a ’),
sobald: -
1
Ty o1
(19) aﬁ—“‘Z‘ga
1
d. h. falls: Tt
(20) a>(LE1) =4, 68.

Damit ist aber nach dem oben gesagten fiir solche Werthe von g,
welche der Ungleichung (20) geniigen, die Nicht- Entwickelbarkeit von
f(z) vollsténdig bewiesen.

‘Zur niheren Erliuterung dieses eigenthiimlichen Verhaltens von
f(#) in der Nihe der Nullstelle moge hier noch folgendes bemerkt
werden. Setzt man

@1) (@) = fi(2) — f,(2)

. WO

. O 1 1
fl(x)=2 @l I+ as’

(22)
1
| f>(x) -2 (2,,+1)f 1y
so wird:
"7(:1:) a™)*”
== (-“ 1) 2 29! (1+a27x)n+1 ’
(23) (x) 1 ( n)2r+l
n v ) . d
2n! == 2 @r+ D7 (1 4 P Hortt’
also: |
0 n o
| o =(=1pgle e, i
(24) I

f2 '(0) — (__ 1),, ( e__a»)’

woraus man sofort erkennt, dass die Mac Laurin’sche Re:he fﬁr fi (@)
und f2(@). divergiren muss, da-ihre Coefficienten mit " éovwxe " in's
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Unendliche wachsen. Bildet ‘mén nun: f®(z) = f,®(2) — f,™(z),

80 hebt sich’ fiir den einen speciellen Werth 2 =0 die Gesammtheit der-

Jemgen positiven Bestandthelle, welche zusammen ¢*® ergeben, gegen

die entsprechenden negativen weg, und hierdurch kommt zwar die
)

Convergeng der Mac Laurin’schen Reihe 2!:—;1@- 2¥ zu Stande; da-

gogen heben sich die in wnmittelbarer Nihe der Nullstelle gelegenen
Singularititen von f,(z) und f,(x) nickt heraus, und deshalb bleibt
die Nicht- Entwickelbarkeit, die man bei f (x) und f,(x) sofort an der
Divergenz der Mac Laurin’ schen Reihe exkennt auch fiir: 9
‘ f@) = fi(@) — f, (@)
trote der Comvergens jener Reihe bestehen. Es findet némlich fur
beliebig kleine positive Werthe z ==, 'zwischen den positiven und
negativea Gliedern von f(«) ein ahnlicher. Ausglewh wie an der Null-
stelle, nichi mehr statt; genauer ausgedriickt: es nimmt f(z,) mit
wachsendem n zmmerhm 80 grosse Werthe an, dass das Convergenz-
intervall der Taylor'schen Reihe 2%2%91 (# — x mit 2z, selbst
unter jede noch so kleine Grosse hersbsinkt*). Der nahe liegende

*) Es ist zwar T:T . fi (x) fiir jedes besttmmte, wenn auch noch so grosse

n, eine stetige Function von x fiir die positive Nachbarschaft von 2 ==0, sodass
also zu bel. klein gegebenem & sich x, stets s0 bestimmen lisst, dass:

- lf""(x) — )] <o fir 2<

- Allein diese Stetigkeit ist eine wnglezchmass-.ye wenn man — f"" (@) als Function

dex- béesden Verinderliohen z und = auffasst, d. b. man muss mit zunebmendem
" = den Wertb von x, bestandig verkleinern, um die obige Ungleichung zu erzielen.

Hieraus orkldrt es 'sich, dass lim ;:—,—f"') (0) von unendlich hoher Ordnung
n=ow
(ao , wie lim (%)“”) verschwindet, whhrend fiir beltebig kleine Positive Werthe
& ¢ lim-,-:Tf("’(avo) nicht einmal wumber einer endlichen Gyenze bleiben kann
n=amn

. "
(da ja somst die Taylor'sche Reihe 2 f_;:—(iﬂ). (z — x,)” einen Convergenz-

radius > 1 besitzen wirde). Der Grund dieses Verhaltens liegt darin, dass

die Reihe: .
@l ST (=1 e

T Tl A {raay
”n Z v (l+a’w)

bei festgehaltenem, beliebig QrOsseh n awar gleschmissig oonvergent fir alle
x> 0; dass sich aber fir 2 <{1 die Convergenz der Beihe mit wachsendem n
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Versuch, dies durch directe Rechnung zu constatiren, ist mir freilich
bisher nicht gegliickt. Indessen ergiebt sich die Richtigkeit der eben
ausgesprochenen Behauptung sowohl aus den functionentheoretischen
Betrachtungen des folgenden Paragraphen, als auch — ohne derén
Beihilfe — aus einem Satze, den ich weiter unten (§ 4, gegen Ende)
beweise, und welcher, auf den vorliegenden Fall angewendet, lehrt,
dass in jeder beliebigen Niihe der Stelle z =0 positive Werthe z,

liegen miissen, fiir welche das Convergenzintervall von 2 % (x—2,)”
die Null zur Grenze hat*).

Will man statt der eben betrachteten Function, welche bei reell
veriinderlichen # an der Stelle # = 0 mit siémmtlichen Differential-
quotienten nur vorwdirts stetig ist, wiederum eine solche construiren,
fiir welche das Gleiche sowohl worwdrts als riickwdrts stattfindet, so
braucht man nur in (9) den Coefficienten —:T durch L_T:L zu er-
setzen. Alsdann ergiebt sich:

@)  f@) =2’ S ! also: f(0) = e

1+ a¥” 22

und daraus:
(26)  FEmD0) =0 fEW(0) = (@m)! (— 1 - e~etm.

Die Mac Laurin’sche Reihe wiirde auch hier wiederum bestéindig ‘con-
vergiren, stellt aber nicht die Function f(z) dar. Bezeichnet man
ihre Summe mit @ (z), sodass also:

@7 p(@) = ¥ (— 1y (3)- >,

so stimmt @(z), ¢™(2) nur fir 2 =0 mit f(z), f®(z) tberein.
Bildet man daher:

28) F(@) = f(2) — 9(2) —Z(— R I >,

so liefert dieselbe ein Beispiel — und, wie ich glaube, das erste be-
kannte Beispiel — einer Function, welche fiir alle endlichen recllen
z inel. 2 = O mit simmitlichen Ableitungen endlich und stetig und auch
noch fir 2 = 0 eigentlich definirt ist, dabei aber (gleichwie die fiir

bestiindig verzogert, und zwar um so mehr, je kleiner & wird — wie man aofbfﬁ "
erkennt, wenn man das allgemeine Glied auf die Form bringt: ;
(__ 1)’ . an' _ (__ 1 1 - s H
vl (t4a’ )"t vl t14a’z " (z+ a")’,' gei
*) Vgl. die Fussnote zu dem eben citicten Satze, S. 181. . '

AL _"
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. 1
x = 0 nicht eigentlich definirte Function ¢ ™) die Eigenschaft besitat,
in beliebiger Ndhe der Nullstelle nicht zu verschwinden, obschon sie
flir 2=0 mit sémmilichen Ableitungen verschwindet. Damit erscheint aber
die von Lagrange im 5. Capitel seiner Théorie des Fonctions*)
gedusserte Amsicht, dass eine stetige Function, welche fiir irgend
einen Werth einer. reellen Variablen mit simmtlichen Ableitungen ver-
schwindet, identisch verschwinden misse, nunmehr endgiiltig widerlegt,

§ 2.

Der aligemeine Typus der im vorigen Paragraphen betrachteten

Reihen lautet offenbar:
® c’
flz) = _S_, ="

WO @&y, &, & ... eine abzdhlbare Punktmenge bedeutet,**) welche
(mindestens) einen nicht zur Menge gehorigen Grenzpunkt « besitzt:
gerade dadurch, dass die Stelle z = « fir kein eingelnes Glied der
f@) deﬁnirenden Reihe eine singuldre ist, entsteht an der Stelle 2z = «
fr f(z) jene besondere Singularitit, welche f(z) und f" (x) endlich
und nach allen denjenigen Richtungen stetig sein ldsst, in denen
nicht unendlich viele Punkte der Menge (a,) liegen. Es fragt sich
aber, ob auch wirklich in diesem Falle a stets eine singulire Stelle
fir f(x) sein muss. Dies ist nimlich keineswegs selbstverstindlich:
denn wenn auch in jeder noch so kleinen Umgebung von « unendlich
viele Punkte «, liegen, welche fiir je, ein Glied der obigen Reihe
xmgula.re Stellen smd, 80 ware es gerade wegen der Unbegrenzthext

foku‘ﬁg ‘annulliren. **"‘)

v, *®) Oeuvres compltes, T. IX, p. 63,
**) Ich bemerke, dass die folgenden Betrachtungen auch Giltigkeit behalten
fiir Reihen von der etwas allgemeinen Form:

-]
Z,’ %
(o~ )™’

wo die m, auch megativ gebrochene oder beliebige rationale positive Zahlen
bedeuten,

**#) Gerade in dieser Hinsicht enthiilt der oben erwithnte Versuch von Du Bois
Reymond, durch Condeunsation eine Function der fraglichen Art herzustellen
eine Beweisliicke. Es wird nimlich eigentlich nur gezeigt, dass man eine Function
bilden kann, welche die betreffende Singularitdt in einer beliebig grossen end-
Uchen Anzahl (n) von Punkten eines gewissen lntervalles besitzt, und dass diese
Function auch ‘noch fiiv 7= einen bestimmten Sinn beh#i}t. Alsdann aber
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Es sei nun irgend ein einfach .zusammenhingendes von einer
Curve C begrenztes Flichenstiick gegeben, welches keinen Punkt der
abzihlbaren Menge (&,) im Innern oder auf der Begrenzung enthilt,
wihrend auf der letzteren der eine Grenzpunkt « (aber kein weiterer,
falls solche vorhanden) sich beﬁqden soll->Ast dann Z|¢y| convergent, -
so stellt nach einem bekanntefi Satze des Herrn Weierstrass die
obige Reihe eine innerhalb C regulire analytische Function dar. Dies
gilt aber auch noch fiir jeden Punkt z' auf der Curve C — mit
eventueller Ausnahme des einen Punktes @. Denn da nach Voraus-
setzung 2° weder der Menge (,) angehdren,)noch ein Grenzpunkt
derselben sein kann, so existirt stets eine gewisse Umgebung von z’,
innerbalb deren kein Punkt der Menge («,) liegt, sodass also f(z) fur
diese Umgebung wiederum regulér bleibt.

Um nun das Verhalten von f(z) fiir die Stelle 2 =& zu unter-
suchen, bemerke man zunichst, dass allemal, wenn man den Punkt e
durch einen der Menge selbst angehtrigen Punkt — etwa «, — ersetat,
dieser sicher eine singulire Stelle fiir f(x) sein muss (gleichgiiltig, ob
o, ein Grenzpunkt der Menge ist oder nicht). Man erkennt dies, wie
Herr Goursat gezeigt hat,*) indem man die obige Reihe folgender-
massen in drei Partien zerlegt:

(@)=t + D e+ D s
1 n+1 ’
= [, (2) + f2{2) + f3(2),

wo # so fixirt sein soll, dass 2 le,| = 8- |¢y| (¥ < 1) wird, was in
n-+1

Folge der Convergenz von X|c,| stets moglich ist. Alsdann ist f, ()

regulér fir eine gewisse Umgebung der Stelle ¢,, wihrend f, (z) in

@, eine singulére Stelle besitzt, welche durch f;(r) wie mit Hiilfe der

Bedingung: 2 fey] =& - |cy| leicht zu ersehen ist, nmicht annullirt
nt1
werden kann.
Tritt sodann an die Stelle des einen Punktes o, eine unendliche
Anzah] solcher Punkte, welche auf der Curve C oder irgendwelchen
Bbgen derselben iiberall dicht liegen, so lisst sich weiter folgern, dass

heigst es (a. 8. O. p. 617): ,,Fs wire freilich noch direct tu zeigen, dass die (bei .
dem eben erwhhnten Grenziibergange resultirende) Fumction F(x) nicM”é'fi‘ﬁi. !
wickelbar ist, doch wollen wir hier diese Rechnung nicht anstellen. — Ich Halte
es fiir sehr zweifelhaft, ob sich das hier dberhaupt auf dem Wege blosser Reth:
nung erweisen lisst, L

*) Sur les Fonctions & Espaces lacunaires. Bulletin des Sciénqeé’.lim:thé-
matiques, 1887, 2W6we Série, T. XI, p. 109. - : ‘
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jeder solche Bogen eine singuldre Linie fir f(x) sein muss, sodass
aleo fiir keinen Punkt &’ eines solchen Bogens eine Reihe (z — )
existirt, welche innerhalb C mit f() ubereinstimmt.

Die obige Schlussweise beruht nun aber wesentlich darauf, dass

der Term m—c"u— wirklich in f(x) vorkommt, wihrend in dem hier zu
- &9
. betrachtenden Falle die Existenz eines Gliedes von der Form z—_c__;—

gerade ausgeschlossen ist, da ja « der Menge der @, nicht an-
gehdren sollte.

Es lisst sich indessen zeigen, dass auch in .diesem Falle o stets
eine singuliire Stelle fir f(x) ist, sofern man nur die Menge (e,) der
einzigen Beschrinkung unterwirft, dass in jeder Nihe vom o solche
@, vorhanden sind, die hichstens in Linien (aber nicht in Flichen-
theilen) oder dberhaupt wicht iiberall dicht liegen.*)

Angenommen néimlich f(x) wire fiir die Stelle & regulir, so miisste
das Gleiche fiir alle Stellen innerhalb eines gewissen um « zu be-
schreibenden Kreises der Fall sein. Dies ist aber in Folge der iber
die Vertheilung der @, gemachten Voraussetzung unmoglich, da nach
dem angefithrten Satze innerhalb jenes Kreises stets singulire Punkte
oder Linien von f(z) liegen miissen.

Die Moglichkeit dieser Schlussweise bleibt aber unverindert be-
stehen, wenn an die Stelle des einen Grenzpunktes « eine beliebige
Anzahl solcher Punkte tritt, die auch auf C oder irgend einem Bogen
von C iberall dicht liegen diirfen, sofern nur die Punkte e, in der
Umgebung jedes solchen Punktes ¢ der oben angegebenen Bedingung
genilgen, und es gilt somit der folgende Satz:

Befinden sich auf der geschlossenen Curve C
beliebig viele Grenzpunkte « der durchweg ausser-
halb des Bereiches (C) gelegenen Punktmenge (ery),
so ist fir die innerhalb (C) regulére analytische
Function:

f() = 2 u'ci—m (wo 2 ley] convergent)
0 0

jeder Punkt ¢ ein singuléirer Punkt undjeder Curven-
bogen von C, auf dem solche Punkte « iiberall dicht

*) Damit ist nicht ausgeschlossen, dass ein 7Theil der Menge (a,) in der
Nahe von « auch in Flichentheilen dberall dicht liegt. Der Beweis behlt sogar
noch seine Giiltigkeit, wenn die Menge (¢,) in der Nihe von « ausschitessiich
aus Punkten besteht, welche in Flichentheilen iiberall dicht liegen, sofern nur
irgendwo auf der Begrencung derselben in jeder Nihe von « stets auch Punkte
@, (nicht bloss Grenzpunkte) liegen.
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liegen, eine singulire Linie, sofern in beliebiger
N}ihe jedes Punktes « stets Punkte «, vorhanden
8ind, welche hochstens in Linien (nicht in Flachen-
theilen) iiberall dicht liegen.

Beispiele solcher Punktmengen sind:

Y . Y v=0,1,2,...
Gy Dy - & “‘p,v—'p,u& (y,=10,1,2,-.-)
Wo p, positiv und fir jedes endliche » > 1, dagegen lim p, = 1

1 1
<z. B. p=1+4 ST b= 14+ 21—,, p 2% =»e‘*’" etc.), wihrend s

eine complexe Zahl mit dem absoluten Betrage 1, aber keine REin-
heitswurzel sein soll, also & = ¢2*7¢, wo s eine Irrationalzahl bedeutet.
Die Punkte & (v =0, 1,2...) liegen dann auf dem Einheitskreise
tberall dicht, wihrend die Punkte @, =p,- &, a4, =p, & durch-
weg ausserhalb des Einheitskreises liegen, aber alle Punkte desselben
zu Grenzpunkten haben. Dabei nihern sich mit wachsendem v die
Punkte @, = p, . & in spiralartiger Anordnung asymptotisch dem Ein-
heitskreise und liegen nirgends (auch auf keiner Linie) iiberall dicht,
wihrend die Punkte @, ,=p, & auf allen um den Nullpunkt con-
centrischen Kreisen mit den Radien p, (x ==0,1,2...), aber nicht
in irgendwelchen Klichentheilen tiberall dicht liegen.

§ 3.

Auf Grund der im vorigen Paragraphen angestellten Betrachtung
sind wir nunmehr im Stande, Reihen zu construiren, welche im Innern
und auf der Begrenzung eines gewissen Bereiches — etwa des Ein-
heitskreises um den Nullpunkt — durchweg endliche Ableitungen jeder
endlichen Ordnung besitzen und dennoch in beliebig vielen, auch un-
endlich vielen auf dem Kreise iiberall dicht liegenden Punkten e« niché
nach Potenzen von (x — @) entwickelbar sind, also in dem zuletst
genannten Falle eine analytische Forteetzung tiber den Einheitekrois
hinaus nicht zulassen. ‘

Es seien also qusserhalb des Einheitskreises unendlich viele Punkte
o, gegeben, welche auf der Peripherie desselben beliebig viele Grenz-
punkte o besitzen sollen. Man hat alsdann fiir jedes endliche »:|e,|>1,
wabrend fiir v = oo entweder geradezu lim |a,| =1 ist oder wenigsteith
die untere Unbestimmtheitsgrenze von &, den Werth 1 haben muss
(mit anderen Worten: es konnen die Punkte , anch noch ausswkalb
des Einheitskreises beliebig viele Grenzpunkte besitzen). In der Umm-
gebung jedes auf dem Einheitskreise gelegenen Grenzpunktes @ sollen
die a, der in dem Satze des vorigen Paragraphen stgtuirten Bedingung

Mathematische Annalen, XLIL 12
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geniligen. Bedeutet dann X|c,| eine convergirende Reihe, so ist die
Reihe: :

@ cv

M for = 2 52
zunéichst innerhalb des Einheitskreises gleichmiissig convergent und
kann fiir diesen Bereich in die ebendaselbst convergirende Potenzreihe:

® @® cy
@) @)= i a7 wo: Az= D -

0 0 v
umgeformt werden. Man kann nun aber durch eine passende Wahl
der ¢, leicht erzielen, dass die Reihe (1), wie auch die Potenzreihe
(2) auch noch auf der Peripherie des Einheitskreises unbedingt und
gleichmissig convergire. Da némlich fiir |#] < 1 die Beziehung
besteht:

oy —z| 2 || — |2| 2 |en| — 1,

so hat man insbesondere fiir alle Punkte # auf der Peripherie:

2
i<

o, —
und es wird daher die Reihe (1) noch auf dem gesammten Einheits-
kreise unbedingt und gleichmissig convergiren, falls die Reihe

o
o[ =1
ey = (o] — 1) ¢/
wo ¢, das Glied einer absolut convergirenden Reihe bedeutet. Zugleich

erkennt man, dass dann auch die Potenzreihe (2) auf dem Einheits-
kreise noch unbedingt und gleichmiissig convergirt, denn man hat:

.
Z-,' G
A
2l =1 0 0o %
a ®
= Z, e Z,

0

convergirt, also fiir:

o ®©

1 |41

o,

Ferner folgt aus (1) und (2) durch » malige Differentiation :
Qa0 c‘y

@) @ =n D
0

=211(1_1)... A —mn-41) 4yt
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zunéchst wieder fiir das Innere des Einheitskreises. Es werden aber
auch diese beiden Reihen fiir irgend ein bestimmtes » noch auf dem
Einheitskreise unbedingt und gleichmissig convergiren und demgemadss
dort auch noch die x‘* Ableitung von f(x) darstellen, wenn die ¢
so gewdhlt werden, dass die Reihe:

2 (la l— 1)"+1

convergirt, was man offenbar wiederum erzielen kann, wenn man setzt:
¢ = (lay] — I)*t .’ wo Zje,| convergirt.

Man erkennt zugleich, dass bei dieser Wahl der ¢, die obige
Reihe auch a fortiori fiir jedes kleinere n convergirt, falls schlechthin
lim |@,| = 1 ist; hat dagegen nur die unfere Unbest.-Grenge von |a,|
den Werth 1, so erzielt man dasselbe durch die Substitution:

Lo =1y
o= (et ) e
Lo
Daraus folgt dann zuniichst wieder ohne Weiteres die unbedingte

und gleichmiissige Convergenz der Reihe 2 I ;)”_H ftr alle

Punkte der Peripherie, wihrend das Gleiche fiir dxe entsprechende
Potenzreihe erkannt wird aus der Beziehung:

Ddaa—1--(d—n+t1) |4

sSanoen3 de
<2 "

: "”’Zm"f"is‘»rf

Nun lassen sich aber die ¢, in mannigfacher Weise geradezu so fixiren,

dass die Reihe:
: e
2 e

nicht nur fir alle Werthe m bis zu irgend einem bestimmten hm,
sondern geradezu filr jedes m (ohne obere Grenze) convergirt. _ . ‘%

Man erzielt dieses Resultat im Falle lim |e,| = 1 (d. h. falts die.
Punktmenge «, keine weiteren Grenzpunkte besitzt, als die, ank: dox
Peripherie des Einheitskreises gelegenen) in der einfachsten Woxae,
indem man setzt:

. @ & = ({ay| — 1)"- b,,

"*‘2(1+1><x+2) Gt |5

12‘
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wo die b, ganz beliebige Grossen bedeuten, deren absolute Betrige
unter einer endlichen Grenze g bleiben. Hierbei ergiebt sich nimlich:

S ke = S b (el = 1,
also: ’
®) Z(M_, —Zlbwl(lawl—l)’

<g- 2 (|amis| — 1%,
0

wo die rechts stehende Reihe wegen: lim (|a,|— 1) =0 von einer
bestimmten Stelle ab stirker convergirt, als jede convergente geo-
metrische Reihe.

" Besitzt dagegen die Punktmenge a, auch Grenzpunkte ausserhalb
des Einheitskreises, so geniigt es offenbar, wenn man in (4) b, durch:

ersetzt, wobei in dem besonderen Falle, dass auch. der Punkt

| -l’

oo ein Grenzpunkt der @, ist, die b, ndthigenfalls als Glieder einer
beliebigen absolut convetglrenden Reihe zu wiihlen sind, wihrend sie
in jedem anderen Falle wieder nur der Bedingung lby| < g zu ge-
niigen haben.

Andere Bestimmungsweisen fiir die Coefficienten ¢, ergeben sich
folgendermassen. Man setze zur Abkiirzung:

6) Tal=T “

wo’ slso g, wesentlich positiv und fiir » = oo entweder geradezu

=g, d. h. ‘a,]=1+i,

> lim'gy = 00 oder zum mindesten die obere Unbestimmtheitsgrenze von

Qy unendhch wird. Alsdann hat man identisch:

@ - _th'.____,c,|.q,=|c,.,,,.£

und: wenn daher 7, positiv und so gewihlt wird, dass fiir Jeden noch
so grossen Werth von m: '
(em)IKQV

(8) lim > 4 = lim =2

y=w ‘¥ v

=0

wird — was'z. B. fir lim §, = oo stets der Fall isf, wenh man setzt: *)
*) Ware nur die obere Unbestimmtheitsgrenze von. g;i== w, 80 wiirde

man der Forderung beispielsweise geniigen kdnnen, indem maii setzt: .

r, =b"""
oder:
ry=v- [lg Qv]!
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) rn=b" (<1

oder auch:

(10) 7 =(lgg]! (wo [«] die grisste in « enthaltene ganze Zahl),
so geniigt es nach Gleichung (7) fir den gewinschten Zweck in
jedem Falle, wenn sodann:

’
Sy

(1) ley] - 7y =]c,’| also: Oy ==

v

genommen wird, wo |¢,’| das Glied einer convergenten Reihe bedeutet.

m

Wenn aber hierbei schon _qr.,_ fiir jedes noch so grosse m das Glied

b4

_einer convergenten Reibe bildet, was z. B. stets der Fall ist fiir
gy 5 v und 7, =b"", ebenso fir ¢, S a”(a > 1) und 7, =w!, 80
reicht es schon hin, wenn man setzt:

(12) ley) .7y =1 also: ]cy|=rL.

Hiernach ergiebt sich aber in Verbindung mit dem Satze des § 2
das folgende Resultat:

Besitzt die durchweg ausserhalb des Einheits-
kreises gelegene abzihlbare Menge (%) auf dem Ein-
heitskreise beliebig viele Grenzpunkte, so lasstfi
sich auf mannigfache Weise unendliche Reihen von
Grossen ¢, stets so bestimmen, dass die Reihen:

o= o o= i
' 0 ¢

nicht nur im Innern, sondern auch auf der Peripherie
unbedingt und gleichmissig convergiren und in die
eben daselbst unbedingt und gleichméssig conver-
girenden Potenzreihen: '

f(#) =§,1Azx‘

Fo@) = D A(@—1)- (= nt1) Ayt

A 1%

. L 4

wo: Ay= _S_, 7;3':;;
0

umgeformt werden kdnnen.. R

Bedeutet dann « einen auf der Peripherie .,B'é‘;’-
findlichen Grenzpunkt der a, von solchér Be%_éfﬁ%‘ff%’ﬂe
heit, dass in jeder Nihe von « stets Puonkte &, vor-
handen sind, welche hochstens in Linien, nichtaber
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in Flichentheilen, iiberall dicht liegen, so existirt
keine Potenzreihe P(x —«) derart, dass die Gleichung
f(x) = P(xr —ea) besteht fiir Punkte in beliebiger Néhe
von ¢, die im Innern oder auf der Peripherie des
Einheitskreises liegen.

Wenn also solche Punkte ¢ auf der Peripherie
iberall dicht liegen (sodass schliesslich jeder Punkt der
Peripherie als ein Grenzpunkt der Menge (,) anzusehen ist),
so existirt fiir f(x) keine analytische Fortsetzung
iber die Peripherie des Einheitskreises hinaus, ob-
schon f(z) mit simmtlichen Ableitungen jeder end-
lichen Ordnung dort noch endlich und stetig ist.

Der Vollstindigkeit halber sei hierzu noch bemerkt, dass der Conver-

genzbezirk derReiheZ = f‘: p

‘Beschriinkung mit dem Einheitskreise noch nicht erschépft sein wird,
sondern je nach der Wahl der @, noch aus einem oder mehreren
(eventuell auch unendlich vielen) Stiicken awusserhald des Einheits-
kreises bestehen muss. Alsdann stellt also auf Grund der von Herrn
Weierstrass gegebenen Begriffsbestimmung der analytische Ausdruck

in Folge der den-Punkten a, auferlegten

2 i — in verschiedenen Gebieten verschiedene analytische Func-

a, —
tionen dar.

Um mit Hiilfe des oben ausgesprochenen allgemeinen Satzes be-
stimmte Beispiele von Functionen zu construiren, die trotz der End-
lichkeit der Ableitungen #iber den Kinheitgkreis nicht fortgesetat
. werden konnen, mogen etwa die am Schlusse des vorigen Paragraphen
" angefthrten Punktmengen beniitzt werden. - Sei also:

Lo ey =p,- & (wo & = 837 g eine Iriationalzahl
py>1, limp, =1 ° )
" 50 kann man nach Gl (4) setzen:

=SB

oder auch nach Gl (9) und (12):

f(a) = Z’

Setzt man in der letzten Formel speclell:

5 "

®<1). ‘

T R
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80 wird:

f(x) “2 (1+ __) w"Az 21,

WO
=2 (75m)
1

Nimmt man p, =", also

1 . .
TRV, 80 ergiebt sich, wenn man
k4

fitr ¢ seinen Werth einsetzt:

0 b’ 0
f(x) = Ev————*——‘ = DiAx? s
7+2vux ® n
4 . -

1

Wwo

Ay = E
+2nm (H-x)

Diese Reihen convergiren dann auch noch gleichmissig fir das
ganze Gebiet ausserhalb des Einheitskreises mit Ausschluss der un-
mittelbaren Umgebung der Punkte a, == p,s*, welche ausserhalb des
Einheitskreises keine weiteren Grenzpunkte besitzen. Zwischen den
Werthen der Reihen f(z) im Innern und ausserhalb des Einheitskreises
existirt jedoch kein ,analytischer Zusammenhang.

Es werde ferner gesetzt:

— v
Oyy = Pué
1

wo etwa wiederum g, =1 +-;—oder Du = ez(p= 1,2,3...) und ¢
gleichfalls die fruhere Bedeutung hat, Bildet man alsdann:

f(#) -=212 Wt

go erkennt man leicht, dass die glmchma.sslge Convergenz von f(z)
und f®(z) auf der Penphene wiederum erhalten bleibt, wenh man )

etwa setat:

6,.,, = W (b < 1).
A]sdann ergiebt sxch

v f(®) ‘“2 2 P —a =2 Agx‘ ¥ v
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wo:

4; - 2 2 (pb:;:,u 2 TZ ewwv

@
b b
- . .
g Z ptH

Der Convergentzbersich von f(z) besteht hier — abgesshen von dem
Innern des Einheitskreises — aus dem ganzen Ebenenstlicke ausserhalb
des Kreisea mit dem Radius p, (wobei fir die oben getroffene specielle
Wahl p, = 2 ber. p, = ¢ ist), sodann aus unendlich vielen con-
centrischen Ringen, welche begrenzt werden von Kreisen mit dem
Redien p, und puys (pe=1,2,3 --.). Aof allen diesen Kreisen liegen
die Punkte a,, fberall dicht, sodass alse die Reihe f(z) in diesen
simmtlichen Sticken ihres Convergenzbereiches lauter verschiedene
analytische Functionen darstellt. Jedoch besitzt sie nur suf dem Ein-
heitskreise die Eigenschaft mit allen Ableitungen endlicher Ordnung
endlich undstetig zu sein, wdhrend sie auf den simmtlichen fibrigen
Begrenzungen divergirt.

Will man Functionen constrairen, welche in der einen Halb-
ebene z. B. der oberen — einschliesslich der reellen Axe mit simmt-
lichen Ableitungen stetig und dennoch nicht analytisch fortsetebar
sind, so braucht man nur das Innere des Kinheitskreises mit Hflfe
der Substitution:

s —1

¥4
" atif die obere s-Halbebene sbsubilden.

2 w

§ 4

Ich gebe nun dasu {iber, einen weiteren Typus von Belhon an-
zuogeben, welche auf der Grense eines gewissen Beveichés noch mit
allen Ableitungen endlich und stetig, dennoch nicht mlysiseli fort-
setzbar sind. Obschon dieselben mit den Untersuchungen der beiden
letzten Pangnphon nicht in unmittelbarem Zusammenhange: stehen,
so liefern sie doch eine sehr brauchbare lllustration sa. degiim § 1
entwickelten Principien, indem sie bei ausserordentlicher formaler Bin-
fachheit auf dem Wege gan: elementarer Rechnung deutlich erkennen
lassen, warum die Entwickelbarkeit auf jeder Grenzlinie. yollstindig
aufhoért: nimlich, wed die Ableitungen n'*s Ordnung fir unendlich viele,
sibertll dicht lwgende Stellen mat » so stark sunchmen, dass die Wsdw
Reihe nicht mehy oomergu-& « _
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Es werde gesetzt:

) ¥(?) =j;179“v“ =2uv
0 0

wo a eine positive ganze Zahl >2, { =17, 4 7,7 eine complexe
Variable bedeutet. Um den Convergenzbereich dieser Reihe zu erkennen,
hat man:

Uy 41 1 v ;

—_—— (a—-1)ts

%, v1 ¢
1 . a¥ (@a—1) -1, . pa’(a—1) 7,8
TS e 2 6 '

und daher fiir v = oo:

uv—}-l

v

lim = lim

e @=1)1, { =0, wenn 7,>0,

v41 = 0o, wenn 7, < 0

d. h. die Reihe convergirt absolut fiir alle { mit nicht-negativem
imagindrem Bestandtheil, also innerhalb der oberen Halbebene ein-
schliesslich der reellen Aze. Das Gleiche gilt auch fiir sémmtliche
Ableitungen von 9 (f). Man hat némlich:

o

(2) ¢(n) (t) J— znzz,% ar? - cau ti

0

und daher insbesondere fiir reelle ¢:

2 _v}‘_ ar? - ea”ti
0 _
sodass also die Reihe fiir y®(#) auch auf der ganzen reellen Axe
absolut convergirt. Es stellt hiernach () fiir die obere Halbebene
eine analytische Funetion von ¢ dar, welche noch auf der Grenze
dieses Bereiches, nimlich der reellen Axe, mit allen Ableitungen jeder
endlichen Ordnung endlich und stetig ist.

Nichtsdestoweniger lisst sich leicht zeigen, dass ¥ (¢) tiber diesen
Bereich nicht analytisch fortgesetzt werden kann.

Setzt man zundchst in (2) ¢ =2x%w (x =0, +-1, 4+ 2...), 80
folgt:

= 1!—1—(),’"'=..-e4"l
»!

| 9™ (2x7) | = e
und ebenso fiir ¢ = (2% 4 1)=:
|¥® ((22+1)x) | = =" bezw. == ¢=" — 2 (ersteres, wenn @ ungerade,
letzteres, wenn a gerade).
Daraus erkennt man aber zunichst, dass die Taylor'sche Reihe filr
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simmtliche Stellen ¢ = px (p=0, 4+ 1, +2,...) -divergirt
(cf. §1, GL ®))-
Das Gleiche findet nun aber statt fiir alle Stellen # =-§-§, wenn p

eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet. Setzt man nimlich @ (f)
in die Form:

. = ., . = .
d)(")(t):?”' EyT!—ea L Ev oy et
0 »

9 n(p+7)
a i o ud 7 ¢
P/ eI
0

= .

so ergiebt sich zunichst filr t-——gff (=41, 42..):

p—1 o
w (247 " v a"r s xni o, v——-———-—--—an(p-*-’)
® W)( ) Q'ZT‘? S = (P+)!
= z‘” {CP»” + ea”}
wo:
om Sl termren ).
Nun ist aber:
p—1
@ [Conl <2 Dvam <2 L= <9 gen

. 0

_ folglich wird, wie gross man atiah ? anﬁehtﬁenvmsg, n stets so gross
genommen werden konnen, dass der in (3) vorkommende Term "
beliebig viel grosser ist als [Cpal; dles' gilt-selbst dann noch, wenn
man p tiber alle Grenzen wachsen lisst, sobald man nur # > p nimmt.
Somit folgt aus (3) und (4), dass fur unendhch'wachsende n:

® (2 e

wird, und das Namliche ergiebt sich .aiyf ; )é‘.l;alqge ﬁuse “auch fiir
P ((i”—ipl—)i) . In Folge dessen muss aber.die Taylor’sche Reihe
a .

fiir ¢ (f) an allen Stellen t==-’1;—;'— divergirén, ‘wie gross man auch p

nehmen mag, und da diese Stellen auf der revllen Axe iberall dicht
liegen, so ergiebt sich in der That, dass y(f) fir keinen einzigen
reellen Werth #, nach Potéenzen von t—- f, entwickelt werden kann.
Die Reihe (1) ist aber auch noch in einer weiteren Beziehung
lehrreich, insofern man dartn erkennén kann, dass -auck QIS zwoite
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der beiden in § 1 erbrterten Moglichkeiten, nimlich die Convergenz
der Taylor'schen Reihe

»)
3 e

aber okne die Giiltigkeit der Beziehung:
I
P R 1)

geradezu in unendlich vielen Punkten jedes moch so FKleinen Intervalles
stattfinden kann.

Angenommen némlich, es sei Jetzt speciell a eine ungerade Zahl
von der Form 4k + 3 (k=0,1,2...). Alsdann bemerke man zu-
néchst, dass alle ungeraden Potenzen von g gleichfalls von der Form
4%+ 3, dagegen alle geraden von der Form 4% 4 1 sind, sodass also:

5 o lni . —;- 24 11§
e =1, ¢ =41
d. h. allgemein:
1 4 ..
7 a’ni .
e = (—1).3

wird. Setzt man daher in (2) { = (m +~1—) m, so ergiebt sich:

) _1_ v
1M«w+@@=#.2“eWMe“m
[

= (=1 n D=1y L
0

also:

6) |90 ((m+ ) ) |= "

sodass die Taylor'sche Reihe zuniichst an allen Stellen
tp=(m+)x m=0,41,42..1

fiir jedes noch so grosse (¢ — ¢,) convergirt.
Man findet nun aber ganz analog wie oben Gl. (5), dass

1
¢(,.)("‘+ : )
a

o) <Gt e e
WO , - ‘ Ca
8) : Con < a®*

und da, wie gross man aich p nehmen moge, die Reih
allgemeinen Gliede: —:—,{ ar + e } r» fiir jedes npch gg;ngirosﬁé 7 con-



180 ' A, Prinasuz.
: )
vergirt, so folgt, dass die Taylorsche Reihe 2—"’—3@—@—%)’ fiir

(m+3)= -
alle Stellen ¢, = =———-"— d.h. schliesslich fir unendlich viele, iiberall
a

dicht liegende Punkte der reellen Axe convergirt und zwar sogar be-
stindig comvergirt. Da aber in beliebiger Nihe jeder solchen Stelle
andere liegen, fiir welche nach dem zuvor gesagten die Taylor'sche
Reihe divergirt, so kann sie nicht die Summe ¥ (f) haben.

Hieran kntipft sich naturgemiss die Frage, ob es denkbar wire,
dass die Taylor’sche Reihe fiir alle Stellen eines gewissen Intervalles
emer recllen Variablen convergirte oder genauer gesagt, ein Convergens-
intervall besitet, dessen Ausdehmung unler eine bestimmte angebbare
Griosse nicht herabsinkt, und dass ihre Summe nichisdestoweniger mit
der erseugenden Function nicht dibereinstimmte?

Diese Frage ist aber zu wverneimen.” Angenommen némlich, es

convergire die Reihe:
Z", YO0
v!

0
fir 4, <¢t<¢ und <, so hat man sicher fiur alle Werthepaare
(¢, ) aus dem angegebenen Bereiche:

A0 .o

lim
Y

und daher insbhesondere, wenn ¢ die kleinere der beiden Grossen
(3, —1¥,) und 7, bezeichnet:

® w22k 0o ogag).
N{{n*’gilt‘abel' mit Beniitzung der Lagrange’schen Restform die:
. Entwickelung:

() (n)
10) bl +h) = 2 L o ¥R

und man erkennt aus Gl (9), dass dieses Restglied fiir 2 < ¢ mit
unendlich : wachsenden » verschwindet, sodass also in der That die
Beziehung gilt:

Sy ™
(11) bt +h) =D s h <o
. 0 L.
Damit ist also bewiesen, dass die Taylor'sche Reihe nicht fiir
alle Stellen eines beliebigen kleinen-Intervalles einen Convergenzbereich
von angebbarer Grosse besitzen kann, ohne dort auch die betreﬁ'ende
Function darzustellen. Mithin gilt der Satz: ‘
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Wenn die Taylor'sche ReiheZﬂ_Ef‘l)—h’ fiir irgend
Ve

einen bestimmten Werth £, der reellen Variablen £
und fiir < o convergirt, ohne die Summe ¥(4,-k)
zu besitzen, somilssen entweder in jeder beliebigen

’ e 4. (¥) (47
Nihe von £, Stellen #" existiren, sodass 2—————"’ ”('t) )54

fiir jedes noch so kleine h divergirt; oder es muss
zum mindestendie untere Grenze fiir die Convergenz-

intervalle aller moglichen Reihen: 2 i’f::,_('t_lhv fiir
Werthet in der Nihe vont,den Werth Null haben.*)

Der Satz gilt offenbar auch fiir den Fall einer complexen Variablen ¢.
Denn man kann die Gesammtheit der Stellen, welche auf irgend einer
im Punkte f, beginnenden geradlinigen Strecke liegen, durch eine
ganze lineare Substitution auf ein Stiick der reellen Axe congruent

abbilden und sodann wieder die oben beniitzte Schlussweise anwenden.
Bei dem oben betrachteten Beispiel:

) b(l) =¥ Jr e
0

tritt also — wenn @ = 4%k 4 3 — thatsichlich der Fall ein, dass
in jedem noch so kleinen Intervalle Stellen liegen, flir welche
der Convergenzradius der Taylor'schen Reihe wunendlich gross ist

)
*) Da der Convergenzradius von 2' LQ B’ in dem vorliegenden Falle
V.

offenbar eine wunstetige Function von ¢ ist, so brauchte in der That keine bestimmite
Stelle t* zu existiren, wo derselbe wirklich == 0 wird. Ein Beispiel fiir diese Axt
des Verhaltens giebt die in § 1 betrachtete Function;

SR A
f(t)=2’ v 14t

0

fiir welche die Mac Laurin’sche Reihe convergirte, ohne die Function darzustellen.
Hier existirt filr jedes mnoch so kleine positive ¢ eine convergente Taylorsche

Entwickelung:
"y,
re+n=> L0,

deren Convergenzbezirk sich nach links nur bis zur Nullstelle erstreckt, also mit
t selbat unter jede noch so kleine Grosse herabsinkt, ohne aber Jemals wirklich
==0 zu werden, da ja fiir ¢ = 0 die bestindig convergirende Reihe T

2 (=) e

resultirt,
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(m -+ —;—) T .
néimlich fiir == ———-— |, und ebenfalls solche, fiir welche dieselbe
a

gleich Null ist (n#mlich fiir t=&;‘.).
[/3

Ersetzt man in (1) ¢ durch (—¢), so wird die Reihe:

ey - Y(—1t) = y_p]:!.e—-a"ti

0
eine analytische Function darstellen, welche nur fiir die untere Halb-
ebene einschliesslich der reellen Axe mit simmtlichen Ableitungen
existirt, und es ergeben sich durch Addition und Subtraction von ()
und o (—¢) (wobei, wie man leicht erkennt, die fraglichen Singu-
laritéten sich nicht etwa herausheben), die Reihen:

@ v o . ”t
(13) b)) =DV BT g, (1) = D RE
0 0

sls Beispiele von Functionen, welche fiir alle reellen ¢ mit simmtlichen
Ableitungen jeder noch so grossen endlichen Ordnung endlich und
stetig sind, und dennoch nicht in das complexe Gebiet der Variablen ¢
fortgesetzt werden kionnen.*)
Ist hierbei insbesondere a eine ungerade Zahl von der Form
4%k -+ 8, s0 besitzen jene Functionen wiederum noch die merkwiirdige
Eigenschaft, dass in der Umgebung jeder Stelle f, sowohl Stellen ¢’
liegen, fiir welche die Taylor'sche Reihe bei beliebig kleinem (t—t')
divergirt, als auch solche, fiir welche dieselbe bei beliebig grossem
(t—1") convergirt — letzteres natiixlich, ohne die Function p,(f) bezw.
P, (t) darzustellen, - I
- Sotet man achliesslich in (1) noch ¢ ==, so folgt, dass die
* Firetion: . o

o0

a4y f(z) = Dr—a
0

nicht tber den Einheitskreis hinaus analytisch fortgesetzt werden kann,
obschon sie noeh auf der Peripherie derselben mit allen Ableitungen
jederendlichén Ordnung endlich und stetig ist. =

Der allgemeine Typus derartiger Reihen lautet offenbar:

[ ..
(15) f@=Dle-a™
A — - . ':A . .. 0 ’ N . v. . N .
) Wie ich nachtriighch bemerkt habe, findet siqh\ziig erste Adieser,beiden
Reihen mit der Beschriinkung auf ungerade ganzzahlige Werthe von a schon in
einem Aufsatze des Herrn Lerch: ,Ueber die Nichidifferentitrbarkeit gewisser

Functionen.'* Journ. f. Math. Bd. 103, S. 136. oy
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wo die m, positive ganze Zahlen von der Beschaffenheit bezeichnen,
dass der grosste gemeinsame Theiler von m,, my,qy, Myys, ... mit »
selbst in’s Unendliche wichst, wihrend die Coefficienten ¢, so beschaffen
sein miissen, dass die Reihe:

Ev emy =S,

0

fiir jedes endliche n zwar convergirt, aber ihre Summe mit n so stark
zunimmt, dass:

a0

Site

0

fir jeden noch so kleinen Werth o divergirt.

Ich méchte diese Gelegenheit bentitzen, um einer Stelle in meinem
Aufsatze: ,, Ueber die Convergens unendlicher Producte** (Bd. XXXIIT
dieser Zeitschr.) eine etwas schirfere Fassung za geben. Es handelt
sich dort (a. a. O. p. 140) um den Beweis des folgenden Satzes:

Bei einem unbedingt convergenten Product convergirt
auch jedes beliebig herausgehobene Partialproduct.

Sei also .
Fla+uw=v
1

ein unbedingt convergentes Produet, so muss zuniichst, wenn man die
Reihe der #, in zwei Partien zerlegt, deren Glieder mit v,, w, be-
zeichnet werden mogen, und:

Fla+o)y=7va, [ladw)=w,
1 1
setzt: .
lim VoW, = U

d. h. endlich bestimmt und von Null verschieden sein, wenn . und »
in beliebiger Weise und wunabhingig von eingnder in’s Unendliche
wachsen. Es ist also einerseits fir alle ganzzahligen m:

1) | Vi Wal 29, wo g eine von Null verschiedens posxtwe
Grosse bedeutet,

P
,’y

und andererseits miissen sich 2u jeder beljebig klein vorgelegten
positiven Grosse 8 zwei ganze positive Zahlen M, N so beahmmén
lasgen, dass fﬂr m>M, n>N:

@) Vit Wata — Vi Wa| < g9
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wird, wobei fir ¢, 6 jede beliebige Combination aus der Zablenreihe:
0,1, 2, ... gewdhlt werden kann. Setzt man nun speciell einmal 6 =0,
das andere Mal ¢ «= 0, und dividirt die so resultirenden Ungleichungen
durch Ungl, (1), so ergeben sich die Beziehungen:

\Z_":te__.l

¥V <(’ (M_Z_H, 0—0,|2,...),
=

W,
—,,',l,i:-';-1‘<o B>2N, 6=0,12..)

welche in der That die Convergenz der Producte V., W. nach sich
ziehen. —

Mdnchen, Mirz und November 1892.




Ueber die Darstellung einiger Falle der automorphen
Primformen durch specielle Thetareihen.

Von

Hpmnrion BurgHARDT in Gttingen.

Sind die Exponentendifferenzen einer hypergeometrischen Differen-
tialgleichung reciproke Werthe von ganzen Zahlen:
1 1 1
. b= V=17
so ist bekanntlich das Argument z eine eindeutige automorphe Fune-
tion des Verhiltnisses % zweier Particularlésungen. Geeignete Spaltung

in homogene Bestandtheile:*)

& =y 1 By, ne=11:7
liefert den Satz, dass #, und 2, (und damit alle ganzen rationalen
homogenen Functionen von #, und #,) unverzweigte automorphe Formen
von 7, und 7, sind. Aber dieselbe Eigenschaft kommt auch, wie zuerst
Halphen**) gezeigt hat, den in den 2 irrationalen Formen:
1 1 1
O=(za)', ¥=(@bh™, X=(zc)"
zu; a, b, ¢ bedenten dabei die drei Verzweigungspunkte, Wie bereits
mehrfach geschehen, sollen dieselben im folgenden als ,, Primformen
bezeichnet werden. Analytische Ausdriicke fiir solche Functionen hat
Hr. Poincaré**) gegeben; in formentheoretische Gestalt hat dieselben
Hr. Ritter umgesetzt und dabei sowohl Vereinfachungen, als Er-
weiterungen ihres Giiltigkeitsgebietes erzielt; aberauch so reichen sie
noch nicht fir alle Félle aus.
Andrerseits hat Hr. Kleint}). die Aufmerksamkeit auf die Daré

*) Vgl hier und im folgenden: Ritter, die eindeutigen automorphen Formen
vom Geschlecht Null, dieser Ann. Bd. 41; insbes. p. 8. 16 f, 41. '

**) Comptes Rendus de lacad. des sciences Bd. 92, p. 866 (1881). Halphexi
verwendet dort ﬁbngens keine homogene Variablen und es bedtirfen alsd -seine
Anga.ben, um #it den im Text gebrauchten Formeln verglelchbar zu aem, a0ch
einer leichten  Umsetzung. POV .

. ***) Acta-mathematica I (1882). ..
+) In einer Vorlesung iiber lmeare Dlﬁ’erentla.lglelchungen, W S 1890/91

Mathematisohe Annalen. XLIL 18
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stellung der #,, 7, durch Perioden von Abel’schen Integralen I. Gattung
gelenkt und die Vermuthung ausgesprochen, die zu diesen Integralen
gehorenden Thetareihen konnten vielleicht zu analytischen Ausdriicken
fir die Halphen'schen Formen filhren. In den beiden einfachsten
Fillen habe ich diese Vermuthung in der That bestitigt gefunden,
wihrend in andern Fillen Schwierigkeiten auftreten, die zu iiber-
winden mir bisher nicht gelungen ist. Da aber einerseits gerade die
erstgenannten Fille zu denjenigen gehéren, in welchen die Con-
vergenz der zunichst in Betracht kommenden Poincaré’schen Reihen
nicht bewiesen ist und man daher bis jetzt eine directe analytische
Darstellung der Primformen iiberhaupt nicht besitzt; da andrerseits
die in Frage stehenden Specialfille Abel’scher Integrale auch als solche
ein gewisses Interesse besitzen, so glaube ich meine Untersuchung
hier mittheilen zu diirfen.
Wird zur Abkiirzung gesetzt:

— 1424 —p—v=2,
—1—24p—v=20,
—1—24—p+4rv=2¢,
— 1Aty =2,

so sind die erwihnten Integrale die folgenden:

j ‘(z a) (2b)P (zc) (2z)® (2 d2).

Sie gehoren zu einer Classe von Integralen, die unter dem Namen der
binomischen vielfach behandelt worden sind;*) insbesondere hat Herr
Netto**) bereits alle diejenigen Fille aufgezihlt, welche unter p — 2
und p =23 fallen. Zwei von den ersteren gehoren zu den hier zu
betrachtenden, nimlich:

. (2d2) (fﬁr ,1=%, y,=.i-’ 1;=O)
V (23 (2D} (2¢)° (e2)

/3 (e ds) (fiir l=%, u=0, 1/=O);
V (2a) (2b)? (2¢)? (2)

und diese beiden sind es eben, welche den hier zu untersuchenden
Fillen entsprechen. Dass in ihnen ein, resp. zwei Exponenten-
differenzen den Werth O haben, bedingt, dass eine, resp. zwei Prim-

und:

.

*) Zuletzt von Hrn. Osgood, zur Theorie der zum algebraischen Gebilde
y™ = R(x) gehdrigen Abel'schen Functionen, Diss. Erlangen 1890. Dort p. 6
die #ltere Litteratur zusammengestellt.

**) De transformatione aequationis y* = R(zx) in aequationem 7= R, (£),
Diss, Berol. 1870, p. 7. .
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formen ausarten; flir die zwei, resp. eine nicht ausgeartete werden
wir analytische Ausdriicke finden, deren Convergenzbereich sich bis
an ihre natiirliche Grenze erstreckt.

L Der Fall 21—, u=1,v=0.

§ 1.
Construction und canonische Zerschneidung der Riemann'schen Fliche.

Im Falle 1__-;, B = i, v = () war es das Integral:

(1 ) / (¢d2)
Vearsbypeores

dessen Perioden wir zu betrachten hatten. Wir mtissen uns vor allem
die Riemann’sche Fliche construiren, auf der die zu integrirende
Function eindeutig ist. Diese ist dadurch definirt, dass wir neben
2,, 2, die algebraische Form:

@) « y =/ (20 (2b) (0] (s2)

stellen; wir sehen vor allem, dass sie vier Blitler wird besitzen
miissen, die bei 2=c¢ und ¢ =2 alle vier, bei s ==a und s==
zweimal zu je zweien zusammenhiéingen. Die Fliche ist sonach eine
reguliire.*) Wir konnen ibre vier Blatter sehr bequem dadurch unter-
scheiden, dass wir festsetzen: wenn y, der Werth von y ist, welcher
in dem dber einer bestimmien Stelle z, der # Ebene befindlichen Punkte
des Fkte» Blattes statt hat, soll:

) =14 Ys=—Y;; Y=—1y,

sewn. lst das fur eine Stelle £, festgesetzt, so wird es fiir jede andere
Stelle # auch gelten. Alsdann fihrt die Umbkreisung von a oder b in
positivem Sinme aus dem 1. ins 3., dem 2. ins 4., dem 3. ins 1., dem
4. ins 2. Blatt; dagegen bei ebensolcher Um-
kreisung von ¢ (besw. z) werden die Bliitter in ¢
der Reihenfolge (1,4, 3, 2), besw. (1, 2, 3, 4)
durchlaufen. Um diesen Zusammenhang der
Blitter vor Augen zu haben, werden wir einen
beliebigen Punkt o der Fliche mit den 4 Ver-
zweigungspunkten durch Uebergangslinien ver-
binden ; unbeschadet der Allgemeinheit durfen
wir annehmen, dass dieselben bei Umkreisung von o in derselben
Reihenfolge getroffen werden, wie in nebenstehender Flgurl Iﬁ‘ ‘ders

Fig. 1. TN .

*) Vgl. Klein, dieser Ann. Bd. 14, p. 469 und dazu Dyck, d.xeaer Ann
Bd. 17, p. 478.
13‘
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selben deuten die an die Uebergangslinien einander gegeniiber gesetzten
Ziffern an, wie die Blitter in ihnen zusammenhingen.

Um nun auf dieser Fliche ein canonisches Querschnittsystem *) zu
construiren, breiten wir sie zuniichst in eine Ebene aus. Zu diesem
Zwecke trennen wir die Blitter lings der Uebergangslinien oa, 0b, oz
von einander, sodass sie nur noch lings oc zusammenhingen, defor-

miren dann jedes einzelne Blatt
e in geeigneter Weise und legen

sie schliesslich in einer Ebene
y nebeneinander, sodass neben-
stehende Fig. 2 entsteht. Jedes
Blatt stellt sich in derselben
als Achteck dar (mit zwei
Winkeln von je 180%); die
Bldtter liegen so um den
Punkt ¢ herum, dass sie bei
positiver Umkreisung desselben
in der richtigen Reihenfolge
getroffen werden. Jede Seite
ist bezeichnet mit den Buch-
staben desjenigen Verzwei-
gungspunktes, den sie enthilt;
als Indices sind ihr die Nummern derjenigen beiden Blitter beigefugt,
die sie verbindet. Dabei steht die Nummer desjenigen Blattes voran,
das zur Rechten der von o nach dem Verzweigungspunkt hin durch-
laufenen Seite liegt; und ein Accent ist da beigesetzt, wo die Seite als
Begrenzung des durch ihren zweiten Index bezeichneten Blattes auftritt.

Auf Grund dieser Figur konnen wir einen ,.elementaren Perioden-
weg* als eine Linie definiren, welche von einem Pumkt einer nichi-
accentuirten Seite nach dem entsprechenden Pumkt der gleichbeseichneten
accentuirten fiihrt; ein solcher soll mit demselben Zeichen versehen
werden, wie die erstgenannte dieser Seiten. Wir konnen einen solchen
Weg auch auffassen als zusammengesetat aus zwei Wegstiicken, deren
jedes, ganz in einem Blatte liegend, ¢ mit einem der iibrigen Ver-
zweigungspunkte verbindet; was wir z. B. durch folgende Gleichung
ausdrticken wollen:

@4 a3 = ac, + ca,.
Auf der Ebene, iiber welche die urspriingliche Gestalt der Riemann’-

. a. a, ¢ ~bl'. 3 x Y, o @

Fig. 2.

*) Fidr die folgenden Entwicklungen vgl, man Liiroth, tber die kanonischen
Perioden der Abel'schen Integrale, Abh. der bayr. Acad. IL. Cl. Bd. 15, 16 (1885 /87).
Dabei folge ich dem von Herrn Liiroth (vgl. p. 333 der ersten Abh.) urspriinglich
eingeschlagenen Gedankengang, nicht seiner auf Benutzung anschanungsméssiger
Hilfsmittel moglichst verzichtenden Darstellung.
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schen Fléiche ausgebreitet ist, stellt sich ein solcher Weg dar als eine
Curve, welche ¢ und noch einen andern Verzweigungspunkt umschliesst
und dabei eventuell ¢ mehrmals umwindet, aber ausser den dadurch
bedingten keine weiteren Uebergangslinien trifft.

Solcher elementaren Periodenwege haben wir in unserer Figur
im ganzen 12; diese sind aber nicht alle von einander unabhingig.
Vielmehr kbnnen vollstindige Umkreisungen sowohl der Versweigungs-
punkte a, b, x als auch des Punktes o aus ihnen ausammengesetzt
werden; das liefert folgende Relationen:

a5 + as, =0, a3 + by '+ 7y = 0,

Gy + a4 = 0; Gy + gy + @3, =0,
®) . b + by =0, @y + by + a3 =0,

by + by =0; Qgp + by + 2y = 0.

Tyy + Zyy + 2y + Ty = 0;
In diesen Relationen drtickt das = O jedesmal aus, dass ein aus den
links stehenden Elementarwegen zusammengesetzter Weg sich auf einen
Punkt zusammenziehen ldsst. Jeder Elementarweg kommt in einer
Relation der ersten Gruppe und in einer der zweiten vor*); in Folge
dessen ist von den 9 Relationen () eine und nur eine eine Folge der andern,

so dass alle Elementarwege sich aus vier geeignet gewdhlien unter ihnen
gusammensetzen lassen. So ergiebt sich fir das Geschlecht der Fliche:

6) : p=2.
Aus diesen ,elementaren Periodenwegen* kénnen wir nun folgender-
massen ein ,canonisches Quer- B
7

_<t

schnittsystem® im Sinne Rie- <
mann’s erhalten. Als erstes
Querschnittspaar konnen im-
mer zwel sich schneidende ele-
mentare Periodenwege gewihlt
werden ; wir mogen etwa:

(N 4y = ay, B =ay

nehmeén. Zerschneiden wir un-
sere Figur 2 ldngs dieser Quer- )
schnitte (die bereits in sie ein- T
getragen sind) und fiigen die 3 j 7 a
entstehenden Stiicke in geeig- : N\
neter Weise lings einander zu- 4 3 B R
geordneter Seiten an einander, - -
so kbonmen wir z. B. nebenstehende Figur 3 erhalten. Wege;. welche .

*) Vgl. Liroth, a. a. O. Bd. 15, p. 342 ff,

¢ )
I
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ganz im Innern dieser Figur verlaufen (also weder A4, noch B,
schneiden), seien wie bei Fig. 2, aber mit einem iibergesetzten Stru,h
bezeichnet. Aus ihnen konnen wir wieder in mannigfacher Weise
zwei sich schneidende auswihlen, welche geeignet sind, als ein Paar

B

Fig. ¢.

eines canonischen Querschniti.
systems zu dienen; z. B. die
beiden folgenden:

4, =7z, B, = Iy,

welche in Fig. 8 bereits ein-
getragen sind. Zerschneiden
wir Fig. 3 lings dieser Quer-
schnitte und fiigen wie vorhin
die abgetrennten Stiicke lings
correspondirender Seiten an,
so erhalten wir nebenstehende
Figur 4.

Diese ldsst sich nun da-
durch vereinfachen, dass an-
einanderstossende correspon-

dirende Seiten zusammengeheftet werden: zunichst b,, mit b3, hierauf
by, mit s, dann zg,§mit 23 ; ausserdem by mit by und dann by, mit

Fig. 5.

(9)

bis. Dadurch entsteht neben-
stehende Figur 5,

In derselben reprisentiren
a3y, s einerseits, ay, 7,
andrerseits ‘'die beiden Ufer
des von Riemann mit ¢, be-
zeichneten Verbindungsstiickes
zwischen den beiden Quer-
schuittspaaren. Die Reduction
der Fliche auf eine einfach
susammenhingende st damit
vollendet.

Es bleibt noch iibrig, die
Resultate zusammenzustellen.
Wie man aus Figur 3 ent-
nimmt, ist:

Tyy == Tyq — Oyg,

Ty = Ty

TGy

‘man erhilt also als Ausditicke der canonischen Querschmitte durch die

elementaren :
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Ay = ay, B, = ay,
4, = z,, — ay, B, = z,; — ay,
und mit Hilfe der Relationen (5) umgekehrt als Ausdriicke der elemen-
taren Querschnitle durch die canonischen:
ay= By, by=—A4 — B — B,, = 4, + B,,
1) ay= 4,, by=— 4,4+ 4,4+ B, Zgy = — 4, — By,
asy=— By, by= A4, + B, + B,, z3=— 4, — B,,
Qo =— 4y, by = 41—4‘12——31, Zy= 4,4+ B,.

(10)

§ 2.
" Transformationen der Fliche in sich.

Die speciellen Eigenschaften, welche unsere Flichen gegenitber
der allgemeinen Fliche desselben Geschlechts besitzt, beruhen auf den
eindeutigen Transformationen in sich, welche sie zulisst; diese mfissen
wir daher zuniichst untersuchen. Dabei werden wir namentlich fragen,
welche Aenderungen unser canonisches Querschnittsystem bei jeder dieser
Transformationen erfdhrt.

Unmittelbar ersichtlich ist, dass wnsere Fliche die folgende ein-
deutige Transformation in sich gestatiet:

(1) =2y =1iy.

Dieselbe ist von der Periode 4; sie vertauscht die Blitter der Fliche
in der Reihenfolge (1234) cyklisch, und zwar so, dass jedes Blatt
als ganzes in ein anderes Blatt bergefithrt wird, Dementsprechend
setzen sich auch die elementaren Periodenwege sehr einfach um; und
daraus erhiélt man mit Hilfe der Relationen (10) und (11) des § 1
die folgenden Umsetzungen der canonischen Querschnitte*):

A = az = Q3 =— B,
9 , A; =2y — a =2, —ay= B,
@ ; B, = axs = Ay = 4,
B; = a9 — G = Tyy — a3y = — 4,.

Bei der Transformation (1) geht also nicht nur die Fldche in sich
uber, sondern auch das auf ihr gezeichnete canonische Querschnitisystem,
indem die einselnen Querschnitte desselben nmur umter sich vertauscht zmd
' thezlwezse im Richtungssinn geindert werden.

- Eine zweite Tranmsformation unserer Fliche in sich kommt 2 _
Stande, wenn man 2z einer linearen Substitution unterwirft, »welele

L

#) Dass Accente hier in anderer Bedeutung benutzt werden, als in'§1, wird

nicht zu Verwechslungen Anlass geben.
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a mit 3, ¢ mit = vertauscht, was bekanntlich mdglich ist. In bomogener
Form kann eine solche durch folgende 4 Gleichungen dargestellt
werden, von denen je zwei die beiden sndern zur Folge haben:

(¢d) (8" a) == (ac) (sd),
& (a2) (55) = (z0) (s0),
(82) (£¢) = (ac) (s2),
. (cd) (5z) == (zb) (s¢).
Dis Determinante dieser Substitution ist entgegengesetst gleich d
Doppelverbiltniss von a und b gegen ¢ und z: ¢ -

4 A e — (39 (02)

(az) (be) '

Um so seigen, dass unsere Fliche bei dieser Substitation in sich Ober-
gelit, fubren wir eine Function y’ ein, welche von & ebenso abblngi,
wie y von #:

®) S A COACDRCEACD]
Betzen wir noch zur Abkfirzung:

)/ (@c) (be)
) 9= }/ @s)ba)

so finden wir:

gy VTG = 0

PR .

o "'i* VY?:,?):; O = & wadbwar
RN Y CTZYEY

Damit sind y' und & rational durch y und s susgedrfickt und um-
gekebrt, wihrend zwischen y' und &' dieselbe Gleichung besteht, wie
uwischen y und #; d. b. es 182 in der That durch die Subebitwiion (8)
nicht nur die Ebeme der # umkehrbay eindewtiy awf sich selbet basogem,
sondesn awuch das algebrassche Gebilde (y, 1). Aber diess letstere Be-
ziehung kann, wenn (3) gegeben ist, noch auf 4 verschiedene Arten
hergestellt werden; dieselben unterscheiden sich durch die Auswabl
des in der Definition von ¢ (6) der 4. Wurzel beisuleganden Werthes.
Sie gehen aus einander hervor, wenn man irgend eine von ihnen mit
der Substitution (1) combinirt; es gentigt daher, eine von ihnen sau
betrachten und demgemias von hier ab unter o einen bestimmtien
Werth der 4. Wurzel zu verstehen. , . .
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Wollen wir nun weiter untersuchen, wie sich bei unserer Trans-
formation das Querschnittsystem &ndert, so haben wir vor allem zu
beschten, dass dic Ucbergangslinien umserer Figurem mii dem alge-
drasschen Gebilde als solchem (mit der , idealen Riemann'schen Fliche*)
wichts sw thun haben und folglich keineswegs in sich fibergeftihrt zu
werden brauchen. Vielmehr wird der Punkt o in einen aundern o’ iber-

und damit werden auch die Uebergangslinien sich &ndern®).
Um von den damit verbundenen Modificationen ein klares Bild zu
bekommen, zeichnen- wir beide Systeme von Uebergangslinien (die
allen ausgezogen, die neuen punktirt) in eine und dieselbe Figur (den
Punkt o' denken wir dabei ins unendliche verlegt). Die beiden Systeme

K
o"
IV as]l P Tem]
K
o“ \‘
L]
P Y77 Y orme »
xac TP (4 2072 f.a
a""
.y
NIl %% Il eIV
0
Ng &

serlegen zusammengenommen die s-Ebene in 4 Gebiete, die dureh
rOmische Ziffern bezeichnet sind; dieselben werden bei der Substitution
(8) in der Weise vertauscht, wie es in der Figur angegeben ist. Diese
Qebistseintheilung fibertriigt sich nun auch auf jedes Blatt unserer
Flkche; dabei ist aber zu beachten, dass die Gebiete in der transfor-
wirien Fliche in anderer Weise su Blittern susammengefasst sind, als
# der wrspringlichen. Ein Gebiet eines Blattes kann dem entsprechen-
den Gebiet eines beliebigen andern Blattes noch zugeordnet werden,
ds die Fliche regulir ist; ist das geschehen, so bestimmen sich die
fibrigen Zuordoungen entsprechender Gebiete durch Ueberschreitung
entsprechender Uebergangslinien. Wir wollen etwa:

1'em1]

setzen; gehen wir dann von 11 aus unter Ueberschreitung der Ueber-
gangslinie oa nach 31V, so entspricht dem ein Weg, der von

—————

*) Auch weon mauv den Punkt 0 mit einem der Doppslpunkte der Babstitu-
tion (8) susammenfallen lisst, kann man nicht erreichen, dass das System der
Usbergangalinien in sich transformirt wird, so lange man an der i Fig. 1 fest-
gosotsten Aufeinanderfolge der Querschnitte um o herum -festhkit] Andert ‘man
aber diese, 80 werden die Figuren 3—b5 viel weniger fibersioktiich, ;. .°
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1I' =11 aus o'a’ tberschreitet. Dort liegt aber 1II an 11 an,
sodass wir:

3IV =111
erhalten. So fortfahrend gewinnen wir die Tabelle:

11" =11, 1II' =3IV, 1[I’ =4III, 11V’ =3I,
oI’ = 41,” 2II' =21V, 2III' = 3III, 21V’ =2II,
@) 8p'—31, 3II'= 11V, 3II'—=2II, 3IV' =11,
A1 =21, 4I' =41V, 4L = 111, 41V = 4II.

Unter Wiederaufnahme einer in § 1, Glehg. (4) erklirten Bezeichnung
entnehmen wir dieser Tabelle die folgende:

a’bl, = ba, y b,ci' = axs, c’xil = .’564, x’all _ Cbs,
10 a'bzl = ba4, b’cz’ = a'xg, c’x{ == ;Bcs, w’a{ == cb2’
(10) . a'by =bday, b =aw, ¢z =10, ¥ag=ch.
ab/ =bdba,, Ve =azx, cz/=u2c, x'a =cbh,.

Damit sind wir nun im Stande, die Aenderung des Querschnitt-
systems bei unserer Transformation abzuleiten. Man hat z. B. nach
‘81, (10): o *
’ A =an=a'c, + 'a,.

Die hier rechts stehenden Wegstilcke kommen in der Tabelle (10)
nicht unmittelbar vor, man kann aber etwa a'c,” durch a'z, + o'c),
¢a, durch ¢’z 4 «'a, ersetzen und erhdlt dann aus (10):
A/ =be, 4 cay + x¢; + ¢b,.
'; Pugt man rechts xc, + ¢z,” zu, so kann man wieder be¢, + b, zu
,'b,,, ‘Te, + o, zu 2,4, @, | ¢z, zu z,, zasammenziehen und erhalt
‘at8°§ T, Glehgen (11) 4, = — B,. Sa gewinnt man die folgende
Umsetzung dér canonischen Querschnitte:
Qi 4/=—B,, B'= 4,
- 4, = B, B/=-—A,.
Auch bei unserer sweiten Transformation geht sonach unser canonisches

Querschnitisystem in sich tiber, abgeschen von Vertauschungen der Quer-
Schnitte unter einander und Aenderumg ihres Richtungssinnes.

§ 3.
Die Integrale I. Gattung und ihre Perioden.

Alle Integrale I. Gattung unserer Fliche lassen sich linear und
+ homogen durch zwei geeignete unter ihnen ausdriicken; als solche
mdgen wir etwa die beiden folgenden :withlen:
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)] W, =7 V(ac) (be) ‘/'-(ﬂu—)
@) w, =@z Ga) [N et wdn

Die Factoren vor den Integralzeichen smd zunichst im Interesse: der
Vereinfachung spéterer Formeln hinzugefiigt; man erkennt aber, dass
dadurch w, und w, in den 4 Paaren homogener Variablen a,a,, b,b,,

: . . 1 . .
€,¢y, &, @, von derselben Dimension — - werden. Die Perioden, welche

diese Integrale bei Durchlaufung der Querschuitte unseres canonischen
Systems annehmen, seien bezeichnet mit:

4, 4, B, B,

@) W, | @O 0y Gy O

Wy | @y 09y @y3 gy

Zur Ableitung von Relationen zwischen diesen Perioden benutzen
wir die Resultate des vorigen Paragraphen tiber die eindeutigen Trans-
formationen in sich, welche unsere Fliche zuldsst. Bei der ersten
Transformation haben wir:

(4) w( = — iw,, W2' = ‘iw, .
Es ist aber z. B:

(5) [y = faw,;
A A

also folgt aus den Gleichungen (4) und § 2, (2):
Fio =0y, — 10, =0, —i0;=0a0; -Ti0,=0,,
— 10y = @y, | 10y =Wy, Ty =@y, — L0y = Wy;

Gleichungen, die sich auf die vier folgenden reduciren:

(6) @3 = — 'f“’m 0y = ’5“’127

: gy == 10y, @yq == — 1@,

Die erste Transformation lefert also Relationen swischen den ver-

schiedenen Perioden desselben Integrals.

Bei der Substitution (3), (7) des § 2 dagegen wird:

M Wy =w,, W, =w

(nnter der Voraussetzung, dass iiber die Werthe der 4. Wurzeln in
§ 2, Glchg (6) und § 8, Glehgn (1), (2) in tibereinstimmender Wexse
"verfligt 1st) also folgt aus § 2, (11): S

Wy = @y, Oy =Wy Oy =@y, — Oy = Dy,

T

Lomt
i

— @y = Gy, 3 == Gyy, @9 == Wy, -~ W3 == Oy;



196 H. Burksaizor,

Gleichungen die sich mit Riicksicht auf (6) auf die beiden folgenden
reduciren:

(8) @y = — 1@y, @y = — 10y,

Die sweite Transformation liefert also Relationen swischen den Perioden

- perschiedener Integrale.
Die Tabelle der Perioden wird demnach:

40 | 4 B, ‘ B,
(9 w, 044 @y | —t@ | T, |
Wy | —i0@yy | —0@y | @y, | — @y

dabei ist bemerkenswerth, dass die bekannte Bilinearrelation zwischen
den Perioden durch die angegebenen Werthe derselben von selbst
erfullt wird.

Statt der bisher benulzten Perioden flihren wir nun neue ein, bes
welchen die am Schlusse des § 2 hervorgehobene einfache Eigenschaft
nicht mehr gilt, welche aber dafir im folgenden einfachere Formeln

geben; wir setzen mdmlich*):
(10) A4, = B, = a3, By =— 4, — B, = a4,
A, = B, = 2y — ay, By, = — 4, — By = a,.

Fiir diese wird das Periodenschema:

4, | 4, B, B,
Wy | =@y | 10y | — @y — 10y | — 010y,
Wy | @y | —0Op 1@, oy 10— @y
oder ‘wenn™*): _
: = @y — 10, =y,
. — 1@y =1,
gesetzt wird:
4, | 4, B, | B
an Wy — N, — i | | —aing
wy | iy + 7, 1M, — =i

*) Die Transformatlon (10) erfiillt in der Tha.t dxe Bedmgungen welche
erforderlich sind, damit 4, 4, B,, B, ebenfalls ein ,,ca.nomsches“ Querachmtt-
system bilden. .

#¥) An Integrale IL G. ist bei der Bezelchnung n natiirlich nicht zu denken,
es handelt sich darum, Anschluss an eine in der Theorie der- Dlﬁ’erentla.lglel
chungen 2, O. gebrauchte Bezeichnung zu gewinnen, :
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Die 8 Perioden von w, und w, selgen sich also aus nur zwei
Grissen mit Hilfe complexer ganzer Zahlen als Coefficienten linear
sammen.

§ 4.
Reduction auf die Normalform hyperelliptischer Gebilde.

Um unser Gebilde vom Geschlechte 2 auf die Normalform (1, J/'f4(4))
zu reduciren, haben wir das Verhiltniss zweier Differentiale 1. G. als
neue Variable einzufiihren. Indem wir uns homogener Schreibweise
bedienen, mogen wir etwa setzen:

Ay = ¥’
@ Ay, == (2a) (2b) (20)2
Um aus diesen Gleichungen umgekebrt 2, #,, y durch 4, i, aus-

zudriicken, fiihren wir einen Proportionalititsfactor ¢ ein und erhalten
zundchst:

@)

und daraus weiter:
(c2) (¢a) = o[(ax) 4,2 — (ac) 4,7,

@ (ca) (1) = o[(b2) 4? — (be) 4,2).

Irgend zwei dieser Formeln geben #,, #,; um y zu erhalten, definiren
wir die bindre Form 6. Grades A durch:

(20) = 64y,
(22) = 04,2

4 A =44[(az) 2,* — (ac) 4,7] [(b2) 4> — (be) 447]
und erhalten:
. a* 1 VA
(5) Y= (c’m) ’
- y a4, VA
© I O

sowie umgekehrt:
M VA = (c@) . (2a)® (2)° (20)* 9.

Durch die Formeln (1) und (T) sind Ay, A;, VN rational durch
21, %y, Y ausgedriickt; durch (2) und (5) umgekehrt 2, : 0, und y : %
durch A, : A, und V' A : 4,3%); esist also dadurch die vierblattrige Rie-

mann'sche Fliche des § 1 umkehrbar eindeutig auf eine zweiblattrige
mit 6 Verzweigungspunkten bezogen.

*) Es scheint nicht mdglich zn sein, auch die Formen des einen Gebildes
ohue Benutzung eines Proportionalititsfactors wie hier da.s ¢ umkebrbar emdeutxg
durch die des andern auszudriicken, R
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. Um suf Grund dieser Formeln die Integrale des § 3 in die neue
Flache zu ibertragen, bilden wir noch: .
1/(dzz) (dz )

- d log = T\ @) (#x)
_ 1 (ex) (eds)
2 (z¢) (zx) ’
oder mit Ritcksicht auf (2):
® (cx) (2de) = 26%4,4,(AdA);

damit erhalten wir:

w, = 2} (ac) (bo) f hAdh)
w, —2/@z) Ga) [ 220 s

'Was die beiden Transformationen in sich betrifft, welche unsere
neue Fliche gemass § 2 ebenfalls zulassen muss, so Jantet die erste

derselben :
(10) A=A, A= —1 I//V=@VK,
die zweite:
A =V (az) (bx) 4y, A =VY(ac) (be) 4y,

VN = P{acy® (bey (az)® (bz)® - VA
Wir miissen noch zusehen, wie sich das auf unserer urspriing-
lichen Fliche eingetragene Querschnittsystem auf die neue zweiblittrige
Fliche ftibertrigt; dazu werden wir am bequemsten zu unhomogener
Schreibweise ibergehen. Zu- diesem Zwecke werde gesetzt:

a=0, b=oc, c=1;

dann erhalten wir statt der Formeln (1) — (8): %) .

A - __l/s—w.
. (1a) A= ==V =1

1
@) t—1l=(2—1) 523, #—2=(—1) 720}

(9)

(11)

Gy = U
(48) : l\=--1(2.’——1)(12-x);'- .
(53) y=(1—2) = v),-',

P “AVA
(6a) ?7(%”’)__ ( x) (1 lt)z ? .

*) Wir fihren fir dxe Functxonen VEE und A 1,' keme neuen Zelchen
ein, sondern behalten y und A bei, .

R
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(Ta) . VA= (1—2) @lﬁ;
i 1
(8a) . T =3 dl- @m-

Aus diesen Formeln entnehmen wir zundchst, dass die Verzwezgungs.
punlte beider Flichen sich gegenseztzg entsprechen, und zwar wie folgt:*)

2=0, y=221/3v, A=—Vz, YA=0,
1

0, is* Jz, + Vz, 0,
3

0o, 2%, —1, 0,
3

oo, ie”, +1, 0,

1, 0, m, w’

x? O’ 03 0. .

Um uns bestimmter ausdriicken und bestimmte Figuren zeichnen
zu konnen, nehmen wir :

z positiv, reell, <1
an. (Den allgemeinen Fall konnen wir durch stetige Aenderung von
« auof diesen zuriickfiihren.) Alsdann nehmen die Querschnitte des § 3
folgende Gestalt an: **)

Fig. 8

*) Die bei 2=0 und bei £ = o iibereinanderliegenden Verzweigungspunkte.
sind durch die Anfangsglieder der zugehdrigen Reihenentwicklungen von g nach
Potenzen von z unterschieden; V bedeutet einen bestimmten aber willkiirlichen
Werth der 4. Warzel, Z/‘ das Quadrat desselben. Wird in dem nachher unter-

sachten speciellen Fall V— positiv reell genommen, so verbinden der erste’ tind
der dritte Verzweigungspunkt das erste und dntte, der zweite und der vxerte_
das zweite und vierte Blatt. - e

**) Der Deutlichkeit wegen ist jedes Paar Querschnitte in einer- bewndzfen
Figur gezeichnet; Linien des ersten Blattes sind ausgezogen, des 2..mif Simchen,
des 8. mit Strichen und Punkten, des 4. mit Punkten bezeichnet, v
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In der Ebene 4 kdnnen wir ein System von Uebergangslinien an-
nehmen wie folgt: *)

a X
Fig. 9.

das schraffirte Gebiet des ersten Blattes der Fliche (4, J/A) entspricht
dann derjenigen Halbebene des ersten Blattes der Fliche (¢,y), in
welcher ¢ einen positiv imaginiren Bestandtheil hat.

Verfolgen wir etwa, wie sich z. B. B, in diese Fig. 9 tibertréigt.
Dabei haben wir nur zu beachten, dass in ¢ und = die Winkel auf
der A-Fliche nur halb so gross sind als auf der z-Fliche, wihrend
sonst #iberall (auch in @ und b) die Abbildung conform ist. Zieht
man also den Querschnitt B, in Fig. 7 bis dicht an die geraden Ver-
bindungslinien der Verzweigungspunkte zusammen, so entspricht ihm
folgende Linie auf der i-Fliiche: **)

PR

8~

]
a b

Fig. 11,

*) Die Verzweigungspunkie in Fig, 9 sind mit denselben Buchstaben be-
zeichnet, wie die entsprechenden im Fig. 8; entsprechen zwei Punkte von (9)
demselben von (8), so sind sie durch Accente unterschieden. .

**) In Figg. 10—12 ist der Bequemlichkeit halber ¢’ im Endlichen ge-
zeichnet, . ) . NE A
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Fohrt man dasselbe mit den dbrigen Querschnitten aus, so erhilt man
folgende Figur:

Fig. 13,

Damit ist das § 3, Glchgen. 10 definirte Querschnitisystem auf die
sweiblittrige Fliche iibertragen.

Wir fragen noch, wie bet dieser Zerschneidung der Fliche die Zer-
legungen von A in 2wei cubische Factoren @, ¥, wie sic in den geraden
Sigma-, bezw. Thetafunctionen auftreten, sich den tramscendenten Cha-
rakteristiken dieser Functionen eswordmnen. Auf Grund der von Hrn.
Klein*) gegebenen Regel finden wir insbesondere:

den Zerlegungen:
9 = (ac) 4> — (az) 2,4}, P = (ac) 4,*4, — (az) 4},
¥ = (bc) A4, — (b2) 4% V= (be) 4,* — (ba) 4, 4,%
entsprechen bezw. die Charakteristiken:
0 Ol. ‘ 11 ‘
00" |00

§ b.
Thetanullwerthe und automorphe Primformen.

Nunmehr sind alle Vorbereitungen getroffen, um zu der in Aus-
sicht genommenen Darstellung der Primformen durch Thetanullwerthe
tibergehen zu konnen. Wir kniipfen dabei an an die Formel des Hrn.
Thomae:**)

1 ———
Q) S = VP VB, By

und haben nur die aus unseren Entwicklungen sich ergebenden Werthe

der avftretenden Grossen in dieselbe einzusetzen. Dazu mtlssen Wir & -

uns vor allem die Periodendeterminanten und Thetanullwerthe ver-
schaffen; wir schreiben die §3, 11 gegebene Tabelle, die sich suf
*) Dieser Ann. Bd. 82, p. 358,
**) Journal f. d. r. u. a. Math. Bd. 71, p. 216.

Mathewatische Anuslen. XL1I, ' 14

’
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Durchlaufung von Periodenwegen bezieht, um in die folgende auf
Ueberschreitung von Querschnitten beziigliche:

4, | 4, B, B,
wl’ N | — in P} Ny 11,
Wy — 1y —tn, | — i — M2 | —11,

Aus dieser entuehmen wir die folgenden Werthe der Periodendeter-
minanten :

Prp=—2¢7% Pia=—1m"% Pyy=mn"—2inn,,

@ ) Pyy=1n2+20nm,—2in?, pup=—1in? Py=—n+2inn,,
und der Thetamoduln:
o 1 * .
3) “u=%+’?7 T2 = 3 “22=%+’15
indem
“4) N="1:1M

gesetzt ist. Es ist aber zu beachten, dass in Glchg. (1) unter p,, die
Periodendeterminante der Normalintegrale

4L (1d2) 1(Ad2)
s S

verstanden ist, welche sich von unsern Integralen w,, w, durch die
in § 4, Glehgn. (9) angegebenen Factoren unterscheiden; in Folge
dessen ist in (1) fiir p,, das Product des unter (2) angegebenen
Werthes in:

[

) 7 [@0) 09 (a2) b)) *
zu setzen, Setzt man dann noch zur Abkiirzung:
(6) em(ﬁ%) =p,

so gehen aus (1), je nachdem man die eine oder die andere der beiden
am Schlusse des vorigen Paragraphen hervorgehobenen Zerlegungen
anwendet, die beiden Formeln hervor:

1 1 +o 4o
(M) (@2)* (b0) =4 y/in* D S (— tynmgein,
I3 &3 .+ "la+ ) ('n.+-;-),+ (m:+%)2

®) (ae)* (b2)* =4 yinT 2}» 25» =\

Diese beiden Formeln geben in der That die gesuchien analytischen
Ausdriicke der beiden in diesem Fall existirenden Primformen durch
Reihen, welche fiir alle in Betracht kommenden Werthe von m con-
vergiren.
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I1. Der Fall 1— %

§ 1.
Construction und kanonische Zerschneidung der Riemann’schen Fliche,

Nach der ausfiihrlichen Discussion des vorigen Falles werden wir
uns bei dem jetzigen kiirzer fassen diirfen, um so mehr, als ver-
schiedene Verhiltnisse sich bei demselben einfacher gestalten. Das
Integral, dessen Perioden wir zu betrachten haben, ist:

(zde)

1

® V(#a) (1) (s0)* (22)

Die zugehtrige Riemann’sche Fliche ist definirt durch die Irrationalitit:
2) y = V(ea) (eb)* (20F (e2);

ihre drei Blatter hingen in den vier Verzweigungspunkten a, b, ¢,
cyklisch zusammen. Wir unterscheiden die drei Blitter dadurch, dass
wir festsetzen: wenn y. der Werth von y ist, welcher in dem iiber
einer bestimmien Stelle z, der z- Ebene befindlichen Punkte des k'™ Blattes
stattfindet, soll:. :

6) Yo = &Yy, Y3 =&y,
sein. (Unter & soll in diesem Abschnitt stets die bestimmte dritte
Kinheitswurzel :

y.=0, v =0,

2n4
4) e=c¢®
verstanden werden). Alsdann fihrt Umbreisung von a oder z in post-
tivem Sinme aus dem ersten in's sweite, aus diesem in’s dritte Blatt;
dagegen ebensolche Umkreisung von b oder ¢ aus dem 1. in's 3., aus
diesem inw's 2. Blatf. Unter diesen Umstinden werden wir die ein-
fachste Uebersicht ber die Gestalt der Fliche erhalten, wenn wir g
mit b, ¢ mit # durch Uebergangslinien verbinden; der Zusammenhang
der Blitter lings derselben findet dann so statt, wie in der nach-
folgenden Figur angegeben:

3 723
—_— g
287 ‘

i
i Lo -
! ‘)
i

iz

372
Fig. 13,

x:

Um diese Fliche in eine Ebene auszubreitén, trennen wir die’ Blitter

lings der Uebergangslinien von einander, schneiden jedes lﬁngg einer

von b nach  fiihrenden (in Fig. 13 punktirten) Linie auf, deformiren
14



204 H. Buseuarpr.

_sie in geeigneter Weise und legen sie schliesslich lings ab wieder so
aneinander, wie sie dort urspriinglich zusammenhingen, sodass folgende
Figur entsteht:

> Fig. 14,

Die Seiten in dieser Figur sind einfach numerirt; zusammengehdorige
Seiten sind mit derselben Nummer bezeichnet und durch einen Accent
unterschieden. Als elementaren Periodenweg (k) bezeichnen wir dann
eine Linie, welche von einem Punkt der Seite k' nach dem entsprechenden
Punkt der Seite k fiihrt. Solcher elementaren Periodenwege haben wir
in unserer Figur 6; zwischen ihnen bestehen (vgl. I, §1, Glchgen (5))

die drei Relationen:
(1) 4+ () + (6) =0, (Umkreisung von b),

(5) (2) + 64) + (6) =0, ( ” ) c)y

(1)+(2)+(3)+(4)+(5)+(6)=0, ( ” » %),
welche mit 2 unabhiéingigen #quivalent sind;-es bletben also vier unab-
hingige Periodenwege und das Geschlecht der

r=2

Aus diesen elementaren Periodenwegen kann
in unserem Falle ein kanonisches Querschnitt-
system ohne weiteres zusammengesetzt werden;
z, B. in der in Fig. 14 bereits angegebenen
Weise, némlich:
(6) 4,=(1), B, =—(6),

4,=3), B,= (4.

Auf die urspriingliche Riemann’sche Fléche riickiibertragen sieht dasselbe
folgendermassen (Fig. 15) aus. *)

*) Im ersten, zweiten, dritten Blatt verlaufende Linien sind bezw. ausgezogen,
gestriohelt, punktirt, .
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Umgekehrt erhilt man aus (6) mit Riicksicht auf die Relationen
(6) die folgenden Ausdriicke der elementaren Perioden durch die
kanonischen : ,

1)= A4, (2) = B,——B,,
(7) (3) = A?: (4) = Ba: *
(5) =—~A1—A2, (6) = -—-B,.
g 2.

Transformationen der Fldche in sich.

Unsere Riemanw'sche Fliche gestattet drei von einander unabhingige
cyklische Transformationen in sich.
Die erste derselben, von der Periode 3:

1) =2, Yy =2sy

ist unmittelbar ersichtlich. Sie kann aufgefasst werden als eine Drehung
der Fig. (14) um 120° in positivem Sinne um den Punkt a; sodass
also bei ihr jedes Blatt der Fliche als ganzes in das nichste Blatt
itbergefithrt wird. Dem entsprechend hat man bei ihr die folgende
Umsetoung der kanonischen Querschmitte: ®)

@) A =(1) =(3)=4,, B/=—(6)=—(2)=—B,+ B,
Ay =@ =0)=—4,—4,, B= (4= (6)=—2B,
Ebenfalls sofort ersichtlich ist, dass unsere Fliche sweifens auch

in sich selbst ibergeht, wenn man mit ¢ die lineare Substitution vor-
nimmt, die sich durch die Gleichungen ausdriickt:

(cx) (¢"a) = (ac) (22),
(cx) (2'd) = (bx) (2¢),
(3) (ab) (z'¢) = (ac) (sb),
(abd) (2'z) = (bx) (2a),

und deren Determinante:

(ac) (bx)
0] A=-- 2300
ist; setzt man ndmlich:
(6 y = Y(a a)y (£70)? (2" )" (" @),
50 findet man: T
(6) y=— Ay, y =—Ay. LR

*) Wegen der Bedeutung der Accente vgl. die erste Fnspnote‘gn'l, §2.
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>« Dabei wird jedes einzelne Blatt der Fliche in sich transformirt;
die neue Figur der Querschnitte wird:

also die sugehirige kanonische Periodentransformation :

‘ . A1'.=“An B|'='"“-Bn
@ 4 =—4,, B/=—B,

Weniger in die Augen fallend ist die dritfe Transformation der .

‘Piliche in sich, welche folgendermassen erhalten wird: Wir nehmen
mit # die lineare Substitution vor:

(cb) (2" a) = (ac) (20),

(az) (¢'b) = (xD) (¢a),

(az) (¢'¢c) = (ac) (¢2),

(¢d) (¢'2) = (x1) (20),

®)

deren Determinante:

____ lac) (ba)
. b=— (az) (o)
-i8t; fihren wir dann wisder die Function:
) Y= VEHEE G
eini, welche von 2" ebenso abhingt wie y von 2, 8o erhalten wir:
. (8a) (2b) (s¢) (s2) ¥
ah ¢y =—oa v == A
und umgekehrt:
' o (#a)(#'b) (£'e) (g'x) ¢ y'?
(12) y=—% 9 T T A EY
Dabei ist ¢ ein willkiirlicher aber bestimmter Werth der 3. Wurzel:
s jo—
— 1/ 00 |
(13) . =} @z

Es wird also in der That bei der Substitution (8) nicht nur die s- Ebene,
sondern auch unsere dreiblitirige Fliche umkehrbar emdeutiy auf sich
selbst bezogen; von den 3 Arten, anf welche das noch méglich ist, ist
durch die Verfligung tiber die dritte Wurzel in (13) eine ausgewihlt.
Dabei kénnen die Uebergangslinien von Anfang an o gezogen werden,
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dass sie bei (4) in sich iibergehen; dann wird jedes ganze Blatt der
Fliche wieder in ein ganzes Blatt tibergefiihrt. Aber wenn man etwa
festsetzt, dass das erste Blatt der alten Fldche
dem ersten der neuen entsprechen soll, wird das
zweite der alten dem dritten der neuen, das dritte /2
der alten dem zweiten der neuen entsprechen miissen; =
wie man sieht, wenn man Umkreisungen ent-
sprechender Verzweigungspunkte verfolgt (vgl.
I, §2). In Folge dessen wird das Querschnitt-
system der Fig.15 in das folgende neue (Fig. 17)
iibergefiihrt,

Aus dieser Figur entnimmt man mit Riick-
sicht auf die Relationen (5) des § 1, dass die zugehirige kanonische
Periodentransformation folgendermassen lautet:

(14) A/ = 4, . B1, = B1 — B,,
A = — A, — 4,, B — B,.

Zum Schlusse dieses Paragraphen moge noch eine allgemeinere

Bemerkung Platz finden: & ist @n dem jetst behamdelten Falle nicht

moglich, das Querschnittsystem so zw wahlen, dass es bei den eindeutigen
Transformationen der Fliche in sich ebenfalls in sich wbergefiihrt wird..

Fig. 17,

§ 3.
Die Integrale I Gattung und 1hre Perioden.

Unter den Integralen erster Gattung auf unserer Fliche mbgen
wir etwa die beiden folgenden wahlen, welche analog wie I, §3
normirt sind:

) w, = V0 [ 2.
(2) — i/(‘w)f (8d) ( zc) (gd2)

Die Perioden, welche diese Integrale bei Durchlaufung der Querschnitte
unseres kanonischen Systems annehmen, seien bezeichnet mit:

4, | 4, | B, | B,

) Wy | O | Oy9 | O3 | By
Wy | @oy | oy | O3 | gy

Wir untersuchen wieder das Verhalten dieser Functionen'ééé'eﬂ-
iilber den linearen Transformationen des vorigen Paragraphen Bei
der Substitution (1) desselben haben wir: :
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“4) Wy = ew), w, = &w,;
also folgt mit Riicksicht auf § 2 (2):

@y = @y, Oy == @y,
Q== — 8@ — 80y, Oy =— &0y — £ 0y,
Oy =—80y, + 80y, Oy =— 80y + &0y,
Oy = — &a,,, 0y = — 2y,

Die erste Transformation liefert also die folgenden Relationen je
swischen den Perioden eines und desselben Integrals:

2 .
)y = & @y, Oy = — & O3

)

) Wy =& @y, @y = — &y
Die eweite Transformation des § 2 liefert:

(6) Wy == — W, W, = — W),

also keine Relationen swischen den Perioden.
Bei der dritten Transformation endlich ist:

Q) wy = wy, Wy, =w;

also wegen § 2 (14):
Wy == Gy, @yy = @yy,
@y = — @y — Wy, gy =— @ -~ @y,
B3 == @y — Wy, Wy == D3 — @y,
04 v gy Wy = — @y

‘Diese Tramsformation lefert also folgende Ausdriicke der Perioden des
sweiten Integrals durch die des ersten:

(8) g @y = By, g3 = &@,
. Setzen wir also:
9 @y == — 7y, W43 =+ M

so wird die Tabelle der Perioden:

Ay 4, B, B,

(10) - w, — Yy "'52732l My —én
' Wy | — 7y | —&ny| — &, &,

Auch in diesem Fall ist die Bilinearrelation zwischen den Perioden
durch die angegebenen Werthe derselben von selbst erfiillt.
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§ 4.
Reduction auf die Normalform hyperelliptischer Gebilde.

Die Reduction auf die Normalform hyperelliptischer Gebilde ist
in diesem Falle etwas umstdndlicher als im ersten. Setzen wir wieder

dW1 M dw2 = ll M l?’
.also etwa:

}'t =Y,
a - B
A, = (2b) (¢0),
so erhalten wir zunichst:
_@dn _ B 4 J6d5)
(2) PPN dlog 4, — dlog A, = — T Ga b GO GaT

Die rechts im Zihler stehende Form:

(3) g = — (@b) (¢¢) (¢2) + (¢7) (23) (&)

ist nicht selbst rational durch 4,,'4, ausdriickbar, wohl aber ihr Quadrat;
mit Riicksicht auf die Re]a.tlonen

(ad)? (ec)? = (b©)* (2a)® — (ac)® (¢b)* + 2(ad) (ac) (¢b) (20),

(c2)? (#a)* = (az)? (20)* + (ac)* (¢2)* — 2(ac) (az) (2¢) (42),
sowie:

(ab) (22) — (az) (e5) = (ah) (#0)
folgt némlich:
(4) g = (bo) (s0) (20)* + (az)? (D) (pc)?
+ 2[(ad) (xc) 4 (ac) (xb)] (2a) (2b) (20) (22).

Definirt man also die Form 6. Grades A durch:
B) A= (be)*A,%+ 2(ad) (xc) + (ac) (2D)] 4,243 4 (ax)?,5,
so erhilt man: -
©) g=TR, YR=(ebf (02 g
und damit aus (2):

(Add) 1 (¢de)

@ Z

Durch (1) und (6) sind Ay, 1, VA rational durch 2, 2,, y aus-
gedriickt. Um die Umkehrung dieser Formeln zu erzielen, leiten wir
aus ihnen andere ab, welche sowohl in g,, #,, als in 4, l homogen
sind, zunichst: :

®) (2b) (#0) 4s® = (20) (22) 2.’
© (20) (20) YA = 4P [— (ab) (20) (s2) + (c2) (e0) (2D)])-
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Aus diesen konnen wir auf verschiedene Weisen weitere Relationen
erhalten, von welchen sich ein in den # linearer Factor abspalten lisst,
z. B. durch Multiplication von (8) mit (b¢) und Subtraction von (9)°
die folgende:

(#1) (2¢) [(be) 4,° — VA] = 2,* - (D) [2(a0) (22) — (ax) (20)]

oder nach Division mit (2d):

(z) (e) 48 + (az) 42 — VA
(10) . (g0 = : 2(ac) 1° )

Ganz ebenso wird erhslten:

(2a) be) At + (ax) A2 + VA
A1) @& = : 2(ba) z.a' )

und endlich erhélt man aus (1) direct:

—
(12) : (zb) @0 1

Durch (11) und (12) sind auch wmgekehrt die Functionen der alten
Fliche rational durch die der newen ausgedriickt®).

Wir fiigen noch die Formeln fiir die Transformation der Integrale
bei, welche sich unmittelbar aus (7) ergeben:

w‘=—3mj'ji%}l)
=—3i/—/ xg(z.dz.) ,

sowie die Formeln filr die in § 2 untersuchten Tranmsformationen der
' Fléiche in sich, ausgedriickt in 4,, 4,, ¥A; nimlich:

fiir die erste: _

(14) A =cdy, =14, VN=VA

fiir die sweite:

(15) A =—AL, A =—Ak, YN=—ALWA;

(13)

fiir die dritte, unter 6 einen Proportionalitétsfactor verstanden:
(16) A = 6}/ (am) 4y, A = o/ (be) Ay,
VN = &% (ax) (b)Y

*) Wegen der Formen vgl. man die erste Fussnote zu I, § 4.
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Endlich miissen wir noch das auf unserer urspriinglichen Fliche
gezogene Querschnitisystem auf die neue Fliche tbertragen. Wir
schreiben (vgl. I, § 4) unsere Formeln unhomogen wie folgt:

() A= — = —2E=VEma /5,
(%a) A=2542(2 —2) B + 2

@) VA= LETRECDROERr o Aoike
(109) oo Koal R

(11a) g = ﬁi%z/_’-\_

Aus diesen Formeln entnehmen wir zunichst, dass den Verzweigungs-
punkten der ersten Fliche die folgenden Punkte der zweiten ent-
sprechen:

Z‘=O, l=0? ’/K=x’

oo, 00, oo wie — 48,
) .

1, 00, oo wie 4 43,

x, o, — .

Die Verzweigungspunkte der neuen Fliche liegen bei:
) 2
h=— Q+yT=2),
-
h=— (1—y1-2);

)'2=—‘8 (1 +V1—':—x) ’

2

(18)

bhy=—Q+yi—a)
2
Ag=—=— & (1 — ]/1_-:—5)3. SRS
Ihnen entsprechen auf der alten Fliche: ‘

(19) t=14+yI—2z ud 2=1—pyT 2.
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Damit kénnen wir nun die Querschnitte von Figur 15 her itber-
tragen. Wir nehmen wieder:

a=’0, b=o0, ¢=1, dagegen z diesmal reell >1,

sodass wir zunichst folgende Figur erhalten:

s

Fig. 19.

Pig. 20.

Aus dieser Figur entnehmen wir insbesondere, dass der Charakteristik :

00
00

die folgende Zerlegung von A in zwei cubische Factoren entspricht:

¢=13+(]+V1_:‘—w),7
p=84 (1 —pyT—2)
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oder homogen geschrieben:
9 = (b0) 3° + g [V(@0) @) + V@ @h] 4%
¥ = (09 3* + 55 V@8 @0) — V@) @H)) 1.°

§ 5.
Thetanullwerthe und automorphe Primformen.
Wir kntipfen wieder an (vgl. I, § 5) an die Formel:

M ¥ = oV, VB9 BY,

indem wir die aus unseren Entwicklungen folgenden Werthe der vor-
kommenden Gréssen in dieselbe einsetzen. Wir setzen zunichst die
Tabelle § 3 (10) um in die folgende, die sich auf Ueberschreztuny von
Querschnitten bezieht:

] 4, | 4, |B/| B, ;
@ . J w, Ny | — &Ny | Ny | &, '
I w, | — &, &y | m* &,

und entnehmen ihr die nachstehenden Werthe der Periodendetermi-
nanten :

3) Pro=(s—1) m,% py=— ann,, Pu= 2smn,,
Py = (e—&Y)m% Py =— &qn,, Doy =—2&n 1,
und der Thetamoduln:

2
T=tpy= (-9,

(4)

In (1) ist jedoch wegen § 4, Glchgen, (13) ftir p,, das Prodact aus
dem unter (3) angegebenen Werthe in.:

LE

1
®) * s 09
zu setzen.. Schreibt man noch:

27

5 @—9y

p fiar e° ,
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so erhélt man schliesslich:

-+ +4

1 1
(6) ((M:)a (bc)s = 2f/:_3—7ti 'm_l Zn, 2,., Pt mmetmg?,

Auch in diesem Falle ist also die eine hier existirende Primform aus-
gedriickt durch eine Reihe, welche fiir alle in Betracht kommenden
Werthe von n convergirt.

Gottingen, August 1892.

[In den beiden untersuchten Fillen haben sich fiir die Primformen
Reihen der Form X Xpem’+émimrtem’ ergeben. Hrn. H. Weber ver-
danke ich die Bemerkung, dass bereits Dirichlet auf solche Reihen
aufmerksam geworden ist, vgl. Bd. I seiner ges. Werke p. 467 ff.
Neuerdings spielen sie eine grosse Rolle in der Theorie der elliptischen
Modulfunctionen ; vgl. z. B. p.318 des inzwischen erschienenen II. Bandes
des Werkes von Klein und Fricke iiber dieselben. In der That gehen
die betrachteten Integtale durch Transformationen héherer Ordnung
in elliptische Integrale {iber. Dec. 1892].



Zur Integration der Systeme totaler linearer Differential-
gleichungen mit zwei unabh#ingigen Verinderlichen.

Von
J. Horn in Berlin.

In meinen fritheren Arbeiten iiber Systeme linearer Differential-
gleichungen mit zwei unabhingigen Verinderlichen®) habe ich ein
gewisses System linearer partieller Differentialgleichungen mit drei
linear unabhéngigen Integralen

0z 0z 0z

W=“0z+a’ia—x+a2ﬁ’
0%z 0% 0z
W=b0z+b,—a;+bzﬁ,

2

‘27‘:=coz +C|%+022—;

in den Mittelpunkt gestellt, um an einem Bé’ispiele zu zeigen, wie
man bei der Behandlung linearer Differentialgleichungensysteme mit
mehreren Veriinderlichen nach dem Vorbild der Fuchs'schen Theorie
verfahren kann. Ich habe damals das betrachtete System partieller
linearer Differentialgleichungen auf ein System totaler linearer Differen-
tialgleichungen zuriickgefithrt; ausserdem habe ich mich nicht unmittel-
bar auf die Fuchs’sche Theorie einer gewohnlichen linearen Differential-
gleichung gestiitzt, sondern schon im Falle einer unabhingigen Ver-
inderlichen die Systeme linearer Differentialgleichungen erster Ord-

nung mit mehreren abhéngigen Veréinderlichen als Grundlage der ganzen
Theorie behandelt. **) '

*) Ueber ein System linearer partieller Differentialgleichungen (Act. math.
Bd. 12). — Beitrige zur Ausdehnung der Fuchs'schen Theorie u. s. w, (Act. m&th,
Bd, 14). — Ueber Systeme linearer Differentialgleichungen mit mehreren Ver-
#nderlichen, Habilitationsschrift der Univ. Freiburg i. Br. 1890 (Berlin, Mayer
und Miiller), '

*+) In einer neuerdings erschienenen Arbeit von Herrn Fuchs ,,Ueber lineare
Differentialgleichungen, welche von Parametern unabhiingige Substitutionsgruppen
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Es erscheint mir zweckmiissig, im Falle emer unabhiingigen Ver-
- dnderlichen von dem System

ay,

z =ZFﬂﬂ(‘c)-yﬁ (¢, p=1,...m)

(4)

auszugehen, im Falle Zweier unabhingigen Veriinderlichen von dem
System -

(8) dse = D) Foploy)ep-dut D) Gopltr Y)2p- Ay (&8 =1,...m),
£ 8

dessen Coefficienten die Integrabilititsbedingungen

0G, oF,
2 (Farc'rﬁ — Gy 119) = —E‘ - ayﬂ
Y .

erfilllen.
. In zwei Arbeiten ,,zur Théorie der Systeme linearer Differential-
gleichungen mit einer unabhéingigen Veréinderlichen“*) habe ich zur
Erginzung der fritheren Untersuchungen iiber diesen Gegenstand**)
eine Methode angegeben, durch welche sich jedes an einer singuldren
Btelle z = 0 regulire System (A) in die canonische Form

dy,
z T;ZAa,,y,, (@ B=1,...m),

Aup = Gog + Gos® + acg? -F—

 tiberfitbren 1dset***), und hiabe weiter: die- Potin dé?fli”d‘sﬁl” e ‘&n&w
. dblehen caronischen Systems in der Umgebung dersinguliren Stelle
" gras0 jm-Zusammenhang mit ‘den Elementartheilern ‘der charakte-
' ristischen Determinante |&,s — pd.g| untersucht. )

- Ieh beabsichtige nun, die Theorie der reguliren Losungen der
Systeme totaler linearer Differentialgleichungen mit zwei unabhéngigen
Veridnderlichen von der Form (B) zu behandeln.

Die Coefficienten Fos(x, y), Gas(x, y) seien rationale Functionen
von «, y, deren Nenner die irreductiblen ganzen Funectionen

besitzen ¢ (Sitzungsberichte der Berl. Ac. 26. Febr. 1892) wird die Untersuchting von
Systemen linearer partieller Differentialgleichungen auf diejenige einer gewdhn-
lichen linearen Differentialgleichung zurickgefiihrt.

® *) Math. Ann, Bd. 89 (I) und 40 (II).

**) Konigsberger, Lehrbuch der Theorie der Differentialgleichungen, —
Sauvage, Aan, de Eec. norm. 1886, 1888, 1889. — Griinfeld, Denkschriften der
Wiener Academie, math.-nat, Classe 1888,

»x) Bd, 40.

$) Ba. 39.
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P, 9), P @ 9),...
als Factoren enthalten. Wir bezeichnen dann die irreductiblen alge-
braischen Gebilde ¢(z, y) =0, o @, ¥)=0,... als singulére Ge-
bilde*) des Differentialgleichungensystems (B). Zunichst ist die
allgemeine Form derjenigen Systeme (B) zu ermitteln, deren Losungen
sich an den Stellen eines singuliiren Gebildes ¢ (z, y) = O reguldr ver-
halten. Sodann handelt es sich um die Untersuchung der Form und
um die Berechnung der reguliren Losungen in der Umgebung der
singuliren Stellen, und zwar beschrinken wir uns in der vorliegenden
Arbeit auf die Umgebung solcher Stellen (a, b) des singuliren Gebildes

@ (2, y) =0, an welchen Z—Z und 3—; nicht gleichzeitig verschwinden

und durch welche keines der tibrigen singuliren Gebilde hindurchgeht.
Um die Losungen des Differentialgleichungensystems (B) in der
Umgebung einer Stelle (a, b) des singuliren Gebildes ¢ (2, y) =0 zu
untersuchen, filhren wir an Stelle der unabhiéngigen Veriinderlichen
z, y neue Verinderliche ¢, ¢ ein, Wo % eine passend gewihlte (lineare)
Function von z,y ist. Dadurch erhdlt das System (B) die Gestalt:

oz
‘ph+1 .a_g_u—_— —2- L“ﬁgﬂ’
]
0% .
@ittt 81; == ,92’ Ma,gz,g.

In § 1 wird das System

0z
- =;' Las2s (@, B=1,...m)

B) (e, 8=1,...m).

Pt

mit der einzigen unabbingigen Verinderlichen ¢ unter der Voraus-
setzung, dass es an der singuldren Stelle ¢ = O regulir ist, durch
eine Reihe von Transformationen auf die Form:

92,

EA T =Z(1’§§’+ ePg 4+ )z (0, f=1...m)

gebracht.**) Auf diese Weise moge das ganze System (B) iibergehen‘ m

0%,

9 oo = DNPY+ 9 Pip+- - g,
bx) =
ga

0
9 5ot = ;‘(oéz’wegﬁ - ) a5

(B") (@ B=1,...m)a""

*) Vgl. Act. math. Bd. 12 und Habilitationsschrift.
**) Unter Benutzung der Arbeit Math, Ann, Bd. 40,

Mathematische Annalen, XLIL
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Die weitere Untersuchung wird nur unter der Annahme durch-
gefithrt, dass die charakteristische Determinante

|-P¢(g) - Paa,el

lauter einfache Elementartheiler p — p,, ..., p — Pa besitzt, wobei,
wie sich zeigen wird, p,, .. ., pn constante Grossen sein miissen.
In § 2 wird durch eine Reihe weiterer Substitutionen die Zahl % auf
Null reducirt, so dass unser Differentialgleichungensystem die canonische
Form erhalt:

0z,
. "°’53"=2(R‘°’+¢Rap+ ) 8p,
(B”) az (a,8=1,...m).
S‘°’+¢Sa,e+ ) 8

- In§3 wxrd aus dieser canonischen Form des Differentialgleichungen-
systems die Beschaffenheit der Liosungen hergeleitet, unter Benutzung
der entsprechenden Untersuchung fiir ein canonisches System mit einer
unabhéngigen Verinderlichen. *)

§ 4 beschaftigt sich mit dem Differentialgleichungensystem (B)
unter der Voraussetzung, dass die Nenner der rationalen Functionen
Fog, Gap den irreductiblen Factor ¢(z, y) nur in der ersten Potenz
enthalten, dass also das System von vornherein die Gestalt hat:

PRI

§1.-
Erster Theil der Transformation.

Die Coefficienten des Differentialgleichungénsystems (‘B) geien
- rationale Functionen von 2z, y von der Form

5 5(2, 9) Gap(@,9)
Fop = »:1 ThAL? G“ﬂ=—if1_wﬁ,

wo  Fap (@ ¥), ®us(s, y) ganze Functionen, ¢, 9), 9= 9), .
irreductible ganze Functionen und %, ' ... ganze positive Zahlen
(einschliesslich Null) bezeichnen. In der Umgebung einer Stelle (a, b)

»

*) Math, Ann. Bd. 39,
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des singuléiren Gebildes p(z, y) = O, welches nicht sugleich einem der
anderen singuldren Gebilde @' (, y)=0, ... angehort, kann man
schreiben:

Aop V Bap
F"ﬁ = P Gop = )H-l )

- wo Aug, Bos in Potenzreihen von z — @, y —b euntwickelbar sind.
Das System (B) erhilt also die Form

= Augay,
(1) 7 (¢, f=1,...m).

08,
A1 d ﬂpzﬂ .

Unter (a, b) wird im Folgenden immer eine Stelle des algebraischen
Gebildes ¢ = 0 verstanden an welcher —— a wnd mcht gleichaettig

verschwinden. An Stelle von z, 9 filhren wir zwe1 neue Verénderliche
@, ¥ ein, indem wir mit 9 eine lineare Function von z, y

¥ = a(@—a) 4 bly—b) + ¢

von der Beschaffenheit bezeichnen, dass

— 607___ 09
A=) Gy

an der Stelle (a, b) einen von Null verschiedenen Werth hat. Dadurch
geht das System (1) dber in

7 ap 28 s
-8
@) (e, 8=1,...m),
0z
(] p 28> .

dessen Coefficienten

L. e Aagb—Baga
(7

A ’
o9 d9
A o
M, —— O _ ot 30

in Potenzreihen von @, P entwickelbar sind, wenn wir ¢ = annehmen,,

wenn also o fiir x = a, y= b verschwmdet Wir kénnen dlése Aii-

nahme machen, wenn wir uns auf eine hestimmte singulire * “Btello

(a, b) beschrinken. Gehen wir aber von (a, b) zu einer benachbarten

singuléiren Stelle (a’, b") iiber, so treten, wenn ¢ (a’y ¥)«=¢’ ist, an
15*
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Stelle der Potenzreihen von ¢, y Potenzreihen von ¢, v — ¢, Wir
betrachten zunichst das System

. 0
3 gt ap Bp (e, fp=1,...m),
in welchem wir @ als einzige unabhingige Verinderliche, ¢ als Con-
stante ansehen. Setzt man

Log= L + ¢ Log + 9?Li + -

80 sind L3P, Lug, Lag . . . Potenzreihen von . Jede Lisung des
Systems (2) ist auch eine Losung des Systems (3) mit der einzigen
unabhéngigen Verdnderlichen ¢. Wir suchen die Bedingungen, unter
welchen sich siémmtliche Losungen des Systems (3) als Functionen
von @ allein betrachtet an der singuliren Stelle @ = O regular ver-
halten, indem wir von der Arbeit ,,zur Theorie der Systeme linearer
Differentialgleichungen mit einer unabhingigen Veriinderlichen IL.*
(Math. Ann, Bd. 40) Gebrauch machen. '

Wenn das System (3) an der singuléiren Stelle ¢ = 0 reguldr
ist, 8o ist die Determinante

A(s) = |Lgg — s00g] (e, f=1,...m)

durch s™ theilbar. Sie mdge bei unbestimmtem ¢ die mehrfachen

Elementartheiler %, s¢,...5¥ (6 > ¢ >+ > ¢") und ausserdem %
einfache Elementarthexler s besitzen.*) Ist die Determinante A(s)
durch s, alle Unterdeterminanten vom - Grade m— 1y i 2y 1

.m —i—Fk- L bezw. durch ¥, &, 2 S iheilbar wamm;

j mcht alle Unterdetermmanten (@—}-k}“ﬂ G;mﬁes durch s thellbar sind —
alles bei unbestimmtem ¢, - so stimmien die Differenzen m — 1,
U'.—1", ... %D abgesehen von der Anordnung mit den Zahlen
€,¢",...¢» und den k¥ Zahlen 1 tiberein. Immerhin ist denkbar, dass
fiir einen speciellen Werth ¥ = 9, die Elementartheiler von A(s)
anders ausfallen als bei unbestimmtem %, nimlich dann, wenn fiir
irgend einen Werth von 4 die durch s getheilten Unterdeterminanten
(m — A)e» Grades, welche fiir s =0 nicht alle identisch in 3 ver-
schwinden, fiir ¢ = ¢, simmtlich noch einmal durch s theilbar sind.
Diese Unterdeterminanten sind aber Potenzreihen von ¥, welche nur fiir
einzelne Werthe ¢ = 9, verschwinden kinnen.

Durch Einfilhrung der von ¢ unabhangigen unbestimmten Grossen
%y - .. Un fassen wir die m Gleichungen (3) zusammen in die Glei-
chung

*) Weierstrass, Berliner Monatsberichte, 1868, S, 810

9“‘
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3 >ty 5,
o T = Silunt

und bringen das bilineare Formpaar
214,, Za, Z’L‘ﬂ U2

durch lineare Transformation der beiden Variablenreihen u,, ... u,
und £,,...2n, auf die Weierstrass’sche Normalform. Wir diirfen die
Voraussetzung machen, dass fiir 4 = 1, 2... keine Unterdeterminante
(m— A Grades durch eine hohere als die [¥t Potenz von s theilbar
ist; denn durch eine lineare Transformation unseres Formenpaares
"kann dies stets erreicht werden. FEinem beliebigen Elementartheiler
s* von A(s), fiir welchen e = I(*~1) — [ jst, entsprechen die Variablen
der Normalform

U, ’”’“ST‘*I*—“(C"““”L - oo ),
(w=0,1,...e—1)

Z, = S(l,) Civae + -+ -+ Cny 2n),
0

welche den in denBerliner Monatsberichten 1868, 8. 318, mit X;,, Y3,
bezeichneten Ausdriicken abgesehen von einer kleinen Aenderung ent-
sprechen. Die Coefficienten Cyy, ... Cmu; Cx»y ... Cpy sind ganze

Functionen der L, also Potenzreihen von ¢, ebenso wie die durch

S m | L — 5,] = SN 4
(@, f=12x,...m)
S =|LY — s8ap| = S7™ 4.
e, f=n-+4+1,,..m

definirten Grossen 8", 8. Die Potenzreihen von ¥ S{*~> und S
konnen nur filr die oben mit ¥, bezeichneten Werthe von % ver-
schwinden. Mithin sind, wenn ¢ == O nicht zu den Werthen ¢ == g,
gehort, die Coefficienten von U, und Z, in gewdhnliche Potenzreikieni
von 9 entwickelbar, nur wenn % == O einer der Ausnahmswerthe ¥,
ist, sind sie Potenzreihen von ¢ mit einer endlichen Anzahl neg&txvef
Potenzen

Die Variablen U,, ... Ua; 4, ... 2y der Normalform, welche
wir auch mit SR
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U,...0;5..;0%,...08 U0,...0%,
VAR L Z8; z, ... z%,

bezeichnen, sind hiernach lineare Functionen von Uy - .. Uy bezw.
2y, .. #n, welche Potenzreihen von ¢ (im Ausnahmefall Potenzrexhen
von ¥ mit einer endlichen Anzahl negativer Potenzen) zu Coefficienten
. haben. Die zusammenfassende Gleichung geht iber in

. 82[7“2 A=i
o ORI URZR ) +

Azm]

und zerfallt wegen der Unbestimmtheit von U,,... U, in die Glei-
chungen

i
P 3fiz’=z,w +oery (A=1,...3),
(4) o e e s e e
i 28 _ ey
g+ aaz;'" - +..., (me=1,. .k),, - ’. 

deren Coefficienten Potenzreihen von 1[; §md Qm Ans ahmefall Potqn&»
reihen von ¥ mit einer endlxchen Anzahl 'negatwer ofenzen)
Durch die Substxtnhbn :

Zlm <P-‘71m, R Z-.w—x = 0’3}?;—1» Z.(ft)) == 9.‘(%
(6) (A=1,...19)
Z®) = g) (e=1,...%)

geht das System (4), wenn man zuglelch zur Veremfachung noch eine
lineare Substitution anwendet, iiber in die Form

SZIONE , 0
+1 7% =Aznh+°'°+ﬁuﬂ,«§
® CFBuf o Bush
32 <
‘pb+1 aq) = zl(z) + tty
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2z 4
@it o ((1)) P MR
35((11)) »
2
®) o e T+

" ag) , ;
S —Ousi .+ Cusll
+1)”1,'+...+_D“g(k)+...

Auch die Coefficienten des Systems (6) sind Potenzreihen von ¢ (im
Ausnahmefall Potenzreihen von ¢ mit einer endlichen Anzahl negativer
Potenzen). Die Aufsuchung der Bedingungen der Regularitit und die
weitere Transformation wird jetzt ebemso durchgeftihrt, wie es in der
angefithrten Arbeit im Falle einer einzigen unabhéngigen Verinder-
lichen geschehen ist, mit dem Unterschied, dass an Stelle der dortigen
unabhingigen Verdnderlichen z die unabhiingige Veréinderliche ¢ tritt
und dass die Coefficienten, welche frither constant waren, jetzt Fune-
tionen von v sind. Man muss nur bei jeder Transformation unter-
suchen, in welcher Weise die Substitutionscoefficienten und in Folge
dessen die Coefficienten des transformirten Systems von 3 abhiingen.
Es geniigt, wenn wir dies fiir die néchstfolgende Transformation an-
deuten. Wenn wir uns nur iiberall z durch ¢ ersetzt denken, kénnen
wir die Bezeichnungen der frilheren Arbeit unveréndert beibehallen;
demit keine Verwechslung entsteht, wollen wir die Nummern der aus
jener Arbeit anzufithrenden Formeln in eckige Klammern setzen.
Zunéchst muss die Bedingung [10]

A“ ) Al,‘

=0

Ay ... Ay
erfilllt sein und zwar identisch in %. Die Determinante habe den
Rang p, und zwar sei ¢,,... g, die niedrigste Zeilencombination, zu
welcher eine nicht identisch verschwindende Determinante R vom
Grad p gehort. Die Coefficienten der nunmehr suszuftthrenden Sub-
stitution [11] sind rationale Functionen der 4 mit dem Nenner R.
Als Potenzreihe von y kann die Determinante R nur filr vereinzelte
Werthe von ¢ verschwinden, welche wir zu den Ausnahmswerthen gy .
hinzuftigen. Gehort 3 = O nicht zu den Ausnahmswerthen, so sind
sowohl die in den Coefficienten der Substitution [11] anftretenden
Nenner als auch die Substitutionsdeterminante fiir 3 = 0 ¥on ‘Null
verschieden. Somit sind die Coefficienten des transformirten: Systems
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[12] in Potenzreihen von 4 entwickelbar. (Sie sind Potenzreihen von
¥ mit einer endlichen Anzahl negativer Potenzen, wenn ¢ = 0 ein
Ausnahmswerth ist) u. s. w.

Ueberbaupt miissen, wenn das System (3) regulér sein soll, die
Gyeichungen [10], [19], [22]. .. identisch in @ bestehen. Sind diese
Bedingungen erfiillt, so lisst swh das System (3) durch eine Reihe
von Substitutionen, theils von der Form

te=D hepZy (@, f=1,...m),
[

theils von der Form

g == ¢Za)
'ﬂberfﬂhren in ein System von der Gestalt
@ 2 Puyey (2,6=1,...m),

dessen Coefﬁclenten

Pog = Poj + ¢ P'p + 9> Pap + -
Potenzreihen von @ sind. Im Laufe der Transformation tritt eine Anzahl
in Potenzreihen von i entwickelbarer Determinanten auf, deren Null-
stellen 9, als Ausnahmswerthe erscheinen. Ist % == O kein solcher
Ausnahmswerth, so sind simmtliche Substitutionscoefficienten hqg
Potenzreihen von v, simmtliche Substitutionsdeterminanten haben filr
¢ == 0 von Null verschiedene Werthe, und sémmtliche Coefficienten

P P,,,,, Pgs, ... des transformirten Dﬁerehinalglewhungmystems
@ ) smd in Potenzrexhen von ¥ entwickelbax. :Dists Qoeffieienten:sing -
jedoch Potenzreihen von % mit einepaendlichen: -Anzahl negativer
Potenzen, wenn ¢ == O eine der Stellen P, ist.

Wir wollen voritbergehend eine Stelle des singuléren Gebildes
@ = 0, fir welche ¢ keinen der Werthe 3, annimmt, als eine ge-
wohnhche singuldre Stelle, eine Stelle jedoch, zu welcher einer der
Werthe 9, gehdrt, als eine Ausnahmestelle bezeichnen.

Durch die ausgeftihrten Transformationen moge das Differential-
gleichungensystem

q_)h‘H ik B=1,...m)

ibergehen in
®

B=1,...m),

wo k eine ganze positive Zahl (einschliesslich Null) bedeutet und
Qaﬁ"—'Q +¢Qaﬂ+9’2Qﬂﬂ+
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eine Potenzreihe von ¢ ist, deren Coefficienten Qif, Qs Qar
Potenzreihen von 9 sind, wenn ¥ =0 eine gewdhnliche Stelle ist,
dagegen Potenzreihen von 3 mit einer endlichen Anzahl negativer
Potenzen, wenn 9 == 0 zu den Ausnahmestellen gehort.

Wir kdnnen also den Satz aussprechen:

Wenn das Differentialgleichungensystem (1) an dem singuldren
Gebilde @ = 0 ‘reguliir ist, so geht es, wenn man sich auf die Um-
gebung einer bestimmten singuldren Stelle (a, b) beschramkt, (fiir welche
[
7
singulires Gebilde hindurchgeht) durch Einfiihrung neuer Variablen
@, ¥ dber in die Form (2) und durch eine Reihe von Substitutionen
theils von der Form

z,=2ha,,zp (@ f=1,...m),

theils von der Form

und 7y P yicht beide verschwinden und durch welche kein anderes

. Bo = <pZ,,,
in ein System von der Gestalt

P %=2P"ﬁ’ﬂ’ ,
9) (¢, p=1,...m),
0/‘-3—,,,——2 Qas?s)

dessen Coefficienten die Form

P‘9=P¢£§)+¢P¢;ﬂ+
Qaﬁ—Qﬂ""an{?'i‘

haben. Die Substitutionscoefficienten h g, sowohl wie die Coefficienten
PY, Pig, .. .5 Q5F, Qus- . . . sind in Potenzreihen von v entwickelbar ;
ste sind nur dann Polenzreihen von ¢ mit emer endlichen Anzahl
negativer Potenzen, wenn (a, b) eine der vereingelt aufiretenden Aus-
nahmestellen 1ist.

§ 2.
Zweiter Theil der Transformation fiir den Fall einfacher Elementartheilor
der charakteristischen Determinante.

Wir machen die Voraussetzung, die Determinante L ir.-jf
(10_) P(p)=|P“(g)__p6“p,, Cenl s

_die wir als charakteristische Determinante des Diﬂ'erepbial’gleichungen-
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systems (9) bezeichnen, habe lauter einfache Elementartheiler p—p,, ..
D — D Die Grossen p,, ... p, konnten als Wurzeln der Glei-
chung P(p) = O Functionen von % sein, da die Grossen PS3 von ¢
abhiingen; im Verlauf der Untersuchung wird sich aber aus den Inte-
grabilitiitsbedingungen unseres Differentialgleichungensystems ergeben,
dass p,, . . - Pn constante Grossen sind, und weiter wird sich heraus-
stellen, dass die Elementartheiler der Determinante (10) fiir keinen
speciellen Werth von ¢ andere sein kdnnen, als bei unbestimmtem .

Wir nehmen zunichst keine Riicksicht darauf, in welcher Weise
die Coefficienten PSg, Pus, .. .; Qdf, Qag, .. . von 9 abhéngen. Durch
eine lineare Substitution

2a=2h¢‘gzlg (“,ﬁ=1,...m),
r ‘
deren Coefficienten Functionen von 4 sind, bringen wir das System

(9) auf die Normalform, die wir, indem wir die transformirten Gréssen
ebenso bezeichnen wie die urspriinglichen, folgendermassen schreiben:

02, ,
P 5p = Pate+ 9>32Pam + -

MW—29(0)2ﬂ+¢§Qéﬂzﬂ +--

Die Coefficienten des Systems (9) geniigen den Integrabilititsbedingungen

(11) (@ B=1,..-m).

9Qus - ., OP
Z(Pa}'Q’rﬁ - Qay P,p) + kQ,,{g =g a;ﬂ gt a;ﬂ ,

aus welchen ‘wenn ‘man <p = 0 setzt dle Bezxehungen

2 (POQ 19— Q9 P + kY =0

hervorgehen Setzt man fiir die Grossen PS¢ die Werthe der Normal-
form (11), ndmlich

-sz=,paa Pc(zoﬂ)"_—’o (“2#))

Qaf (Pa— pp + %) = 0.
Q47 kann also nur dann von Null verschieden sein, wenn py —p, =k
ist. Kommt unter den Wurzeln p,, . . . pm der charakteristischen Glei-
chung die Differenz k nicht vor, so sind die @ simmtlich gleich Null,
der Exponent k& lésst sich also erniedrigen. Dagegen bedarf der Fall,
dass unter den Grossen p,, ... p, die Differenz &k auftritt, einer
genaueren Betrachtung.

so erhilt man
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Es sei

Dao=p° fiir #° Indices 49,

pl ’—p » r ” l’:

pl(") o= p(") » rin) ' l(n)’

P—p=p—p = =p)— g =,

ohne dass p® + % und p™ — k der charakteristischen Glexchung ge-
nigen. Wir sagon dann vorubergehend die 7042 ... 4 ¢
Grossen pp = p° pr=p/, ... Py = p™ bilden eine (n-{—l)-gliedrige
Gruppe. Ist fiir die Indices 4 Py==7, fiir die Indices 1 py= P o 8w,
ist keine der Differenzen 5 — p, p — p u. s. w. positiv und sind die

den Indices %, Auos ow entsprechenden Differentialgleichungen von
der Form .

s 0%
P G =P+ ‘pkW= + -
0%= 02-
9’—57;*-555'!"", 9"‘*3';}= + e

u. 8. w., 80 wollen wir die soeben gegebene Deformation der Gruppe,
" wo es zweckmissig erscheint, insofern abindern, dass wir p; D u. s. w.
neben (p% 2, ...p™) als besondere Gruppen betrachten, auch dann,
wenn p=p oder —p —k, p=p — k u. s, w. ist.

Wir stellen nun sémmtliche aus den Grossen p,, . ..pn gebildeten
mehrgliedrigen Gruppen in der Form

0 ’ (" a)
?1(; = D¢, P2;= Pa; - - l("“) 3

simmtliche eingliedrige Gruppen in der Form
P = Pa
dar. Die Gruppe
Po=p% pr=>p,. . Dm=p"
moge irgend einem Werth von e« entsprechen. Statt ).‘(:“) schreiben
wir der Einfachheit halber bisweilen 2., statt p(*? einfach p., also
auch 4 statt 2™ und p statt p™,
_Die Coefficienten

(0) (0) . Q 0)

AL vy A(n) 2(n—1)
konnen von Null verschieden sein, wihrend alle {ibrigen Grossen Q
fiir welche entweder « oder ‘§ eine der Zahlen 49, 7, .. .A® ist; ver-
schwinden miissen. Die den Indices 49, 4, ... At entsprechen&e Gruppe
von Dxﬂ’erentlalglelchungen (1 l) hat also dle Gestalt B O
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a’lP ’
P45, =Pa+t ¢;Pmﬂp+ ceey

851' ’ ,
PGy =P +9’$Pmﬂﬁ +

0%y n—1) .
) = pln=1 &3(n—1) + ‘szz(ﬂ—l)g z,g + -
7
%10 :
. P 79 Ep(")zz(’l)'l"q’ZP;,(n)pzp'i'""
3
(12) | 9e, ,
L TR ‘PZ Qi 25 + -

‘P‘a”‘1 =2@1 °ﬁl°+¢2(?zpzp+

98 n—1)
2 ©
LA T Qz(»-l) An—2) z("—’)+(p2 Q“”“”l’ A

1(n—2)

(n) )
2 @@ 20— Fa-) + ‘PZ Qz(n),;

Aln—1)

Setzt man fiir alle Werthe von «
(133) ‘elg = ‘PZ;o ’ z{a =.9)ZRI¢H LY zl(na—l)= (PZ (na—l) )
fig = Zza’

- bezw.
(13b) 2, = 23,

je nachdem die dem Index o entsprechende Gruppe mehrgliedrig oder
eingliedrig ist, so gehen die Differentialgleichungen (12) iiber in
oz, ,
958 = (0 —1)Zo+ D) PingZay+ s

0Z, , ’
0 rzek DB

09
02, ) | .
P~ = WV —1) Zyy +Z P13, %2+ -

2Z .
(P—aj,i =pZ + -
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0Z ,
9* oy = ) 2 i, 22, + -

aZ;,' =Z Q).) Zso +2Q1,1 Zl cee,

02 2n—1)
2 —-——-——ZQM 1) 209 Zyin—3) +2 Qun-02,2, + -+

aZ a(n—2)
o 2 — + -,

oder wenn man fiir
1 2 )
Zl" + FT_——T .'Plola Zluy

Zy 121’11 Zs,,

Zyn-1) + (,._1;_1 2 Pz(n—lu Z,,

neue Verinderliche einfiihrt*) und die neuen Variablen und Coefficienten
wieder mit den fritheren Buchstaben bezeichnet, in

0Z
= (=D Ze -,
02y ,
G —wenme,
az(,,_,, )
%9 = (P —1) Zywy 4 - - -,
0Z
" ® 5. =02 +
3Zo ’
31: = ZQ“HaZza +
Zy
ot 1 =ZQ{) zp+2@“ Z, +
BZ( —1)
- "“2 Ql(n—l)z(n—i) Za(n-—?) +2 Qj(n—l); Z +
6Z a(n—2)
i
rE = | RPN

*) Durch eine Transformation von der Form s, = ¢° Z,(x=1,...m) kann

man es stets erreichen, dass keine der Zahlem p®— 1, p' —1, ... p(*V —1
verschwindet,.
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An Stelle der (n+ 1)-gliedrigen Gruppe p% p’, - . - p('"'tritt also die
n-gliedrige Gruppep®— 1, p"' —1,... p»1 — 1 und .dxe eingli(e‘firige
Gruppe p, unter der Voraussetzung allerdings, dass kelm-:: der Grossen
pP*—1, p’—1,...p0" und p mit einer der aus einer anderen

Gruppe hervorgehenden Grossen p‘; — 1, pa:-— 1,...p a(”“"l) — 1 und
pe eine Differenz gleich k bildet. Wenn, wie wir suerst annehmen
wollen, zwischen den letzten Grossen der verschiedenen Grt}ppen
pa(e=1,2...) keine ganzzahlige Differenz auftritt, 80 verschwmde.n
die Coefficienten Qiz,, @ra,) . .- Qan—1y, fiir alle Indices @, und die
Gleichungen (14) werden

0Z) 0 o
‘p_aa— =(p —1)Z~1+ ’

0Z, , _
i 3; =@-0DZ+-
0Z,(n1y
;(p = (p("—l)"—l)zl,,_” + ve ey
0Z
4 ?971‘ =pZi 4,
(15) % _ L
oy - ’
8Z,
P 31; =ZQ§OZ)°Zp 4 e,
°Z (n—1) v 4'
’ g‘l’ = 2 Qli?')—l) 2(n—2) Zl(,._g) 4o, )
A(n—8)
b—— = LI
Y +ooe

An Stelle der (n+ 1)-gliedrigen Gruppe p°, p’, . . , p™ tritt also wirk-
lich die n-gliedrige Gruppe p®—1, p’—1, ... p»~V—1, wihrend
sich die eingliedrige Gtuppe p absondert. Wenn schon urspriinglich
neben der mehrgliedrigen Gruppe p°% p’, ... p® eine oder mehrere
eingliedrige Gruppen p, derart auftreten, dass die Differenz p — pa,
wenn ganzzahlig, nicht negativ war, so erfihrt die eben durchgefiihrte
Entwicklung keine Aenderung.

Da durch die angegebene Transformation die Gliederzahl einer
jeden mehrgliedrigen Gruppe um 1 vermindert wird, wihrend sich
eine eingliedrige Gruppe absondert, so gelangt man durch wiederholte
Anwendung dieses Transformationsverfahrens zu lauter eingliedrigen
Gruppen, also zu einem System von der Form ST



Systeme linearer Differentialgleichungen. 231

0z,
'_‘— Pa2a + ¢P2 Pa{;Z(g + -

9z ,
v "’EQaNr?-l--- .
I3

Die Zabhl ¥ kann also um 1 vermindert werden, und man kann so
lange fortfahren, bis k& = O geworden ist.

Zweitens macheu wir die Voraussetzung, dass » mehrgliedrige
Gruppen

(16)

pxoy Pl'a v pl(,l)’

php), ™

derart existiren, dass die Differenzen p, — p,, ... p; — p, ganze
Zshlen sind. Wir brauchen wie frither keine Riicksicht auf etwa noch
vorhandene eingliedrige Gruppen 5, 5. .. zu nehmen, wenn fir
1=1,2,...v keine der Differenzen p; — 5, p» —p.,. eine ganze
negative Zahl ist. Durch Anwendung unserer Transformation zerlegt
sich die Gruppe p,, p;, . .. ™) in p° — 1, p, —1,...pmD—1
und p;, Sollen auch nach der Transformation » Gruppen von den
Gliederzahlen n, + 1, ...n,+4 1 vorhanden sein, so milssen dieselben
folgende Form haben:

V2% pl —1, ("1“1) -1,
p2,’ pyo - 1) c e ‘pi"'—‘l) - 1:

w0 A, ...4r irgend eine Permutation der Zahlen 1, ... bedeutet;

es ist also
Py, = p,° ——1+k=p1+(m+1)k~l

P, = p,° —1+k p,+(n,+1)k-1
und folglich
(m+-- -+t r)k=v,
woraus n, = 0, . .. n, = O hervorgeht, was der Voraussetzung W1der-
gpricht. Es w1rd also auch hier die Gliederzahl mindestens einer

Gruppe um 1 vermindert. e
Es sei dritiens neben den v mehrgliedrigen Gruppen ~ :s'f.;,g

plo, pl', .o p]("l),

Y0, p'(*y)
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eine eingliedrige Gruppe p,.1 derart vorhanden, dass p, — p,44, .
Py — prpa ganze Zahlen sind. Wir sehen dabei ab von den ein-
gliedrigen Gruppen p von der Art, dass p2 — P, P»t1 — P ganze,
aber nicht negative Zahlen sind. Bei einer Transformation zerfillt
die Gruppe p;, 1, . . .pg"l) in pg —1,.. .p(”l")—jl und p;. Sollen
sich die darch die Transformation erhaltenen Grossen wieder zu Gruppen
von den Gliederzahlen n, 4 1,...n, 4 1 zusammensetzen, so ist bei
passender Wahl der Indices

p, =p + (”1+1)k"‘1

@ Py = Py -l- (nv—n + 1) [ 1
Dy1= Py + (”y+])k—1.
Dxe ursprﬁnghchen Gruppen gehen iiber in

(m—1) __

2% Px—-l coep =1,

P Ba—1, p&"_’;“l)—- L,
Py By — 1, ... pN—1
und p,. Eine nochmalige Transformation zerlegt fir 4 =1, ... »
die Gruppe prpa, pi—1, ... p™ ™ —1 in piya — 1, pi—2,...
2% —2 und p™~") — 1. Soll auch jetat die Gliederzahl simmt-
licher Gruppen dieselbe sein wie urspriinglich, so muss fiir irgend
einen Werth von 4
(B) pr=mp+k—1
. sein. Durch Addition der 4 ersten Gleichungen (&) und der Gleichung
" (B)ergiebt sich-
| et mE A+ DE=2+1,

also misste entgegen der Voraussetzung n, =0, ... 3= 0 sein.

Es wird also sicher durch zwei Transformationen die Gliederzahl
einer mehrgliedrigen Gruppe um 1 vermindert. Auf diese Weise lésst
sich zeigen, dass, wenn neben den mehrgliedrigen Gruppen p,°
20 e ML 0 B,y . p("') noch ¢ eingliedrige Gruppen
Dot «« o5 Pupo derart vorhanden sind, dass die Differenz zwischexn
je zwei der Zahlen p,, . « Dyy Dotis - -+ Drte eine ganze Zahl ist;
die Gliederzahl mmdestens einer mehrghedngen Gruppe um 1 ver-
mindert wird, wenn man nach einander ¢ - | Transformationen der
betrachteten Art verwendet,

Das Differentialgleichungensystem (11) geht also durch eine Reihe

von Transformationen von der Form (13) fiber in ein System von der
Gestalt
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(17) o2, (@, B=1,...m),
oy 2 Sap 25
I3
dessen Coefficienten die Form
Rop=Rup + 9Rap + -
Saﬁ = S; =+ q)Saﬂ + -

haben, wo Ra‘q, R,;,g, - Sa‘g, S,,g, ... Functionen von ¢ sind,
Insbesondere ist

-Raa=p¢n Raﬁ=0 (agﬂ)-
Nun ist leicht der Nachweis zu liefern, dags die Grossen Dy oo Pm
von ¥ unabhiingig sind. Die Integrabilititsbedingungen des Systems (17)

98,5 R,
Z(R“" Syp— Say Byp) = @ ) —‘—%ﬁ

gehen, wenn man @ = 0 setzt, uber in

(RO 8% — 8% RY) — — dR{}
ay Py ay )= dy !
Y

oder, wenn man R., = po, Rsp =0 setst, in

ap,
dy
woraus hervorgeht, dass p,,... pn constant sind.

Wir haben jetzt noch zu untersuchen, in welcher Weise die
Grissen Rag, .. .3 Sa,g, Sapy ... von ¥ abhiingen, Zundchst zeigen
wir, dass die Determinante (10), welche bei unbestimmtem u die ein-
fachen Elementartheiler p — p,, ... p — p, besitzt, fiir jeden speciellen
Werth von ¢ dieselben Elementartheiler hat. Tritt p — p® e-mal
als einfacher Elementartheiler auf, so ist die Determinante (10) durch
(p—p", alle Unterdeterminanten (m — 1)t Grades durch (p—p®)*~!
u. 8. w. theilbar, alles bei unbestimmtem . Nun kann die Deter-
minante n'*> Grades fiir keinen speciellen Werth von % durch eine
hohere als die et Potenz von p— p° theilbar sein; da auch fiir keinen ‘
speciellen Werth von ¢ alle Unterdetermmanten (m — 1)ten Grades. "
durch (p — p°) theilbar sein kbnnen, so ist fiir jeden Werth von'% -
der grosste gemeinschaftliche Theiler aller Unterdeterminanten (m—-’l)*°“
Grades gleich (p — p%)*! u.s. w. g

Die am Anfang dieses Paragraphen vorgenommene Ueberﬁfhrung
des Systems (9) in die Normalform (11) kommt auf die Ueberfﬁhrung
des bilinearen Formenpaares

Mathematische Annalen, XLIL 1%

=0 (e=1,...m),
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zuaz,, , 21’(,914,,5,;
BT
ZU,,Z., ZanaZ

hinaus. Zundchst kann man es durch eine vorliufige Transformation
_ erreichen, dass, wenn z. B. der grosste gemeinschaftliche Theiler der

Unterdeterminanten (m — 4)t Grades gleich (p — p®)~* ist, keine
dieser Unterdeterminanten durch eine hdohere als die (¢ — 4)'¢ Potenz
von p°— p° theilbar ist. Einem beliebigen Elementartheiler p — p,,

fitr welchen
S(x—l) IP(0 —paaﬂl — Séx-—l)(p m—x-l-l + .
(a ﬂ=x,...m),
S — | B — pdugl = (0 ~ 27 +
(@, =u+41,...m)

ist, entSprechenAin der Normalform die Variablen

Ua"—"'yl_ﬁ (Cxa“x + - + Clmum),

in die Normalform

Za = (C;a Zx + v + C.l’m 3m)7

1
S
w0 Cxeay '+ - Cumi Ciay . .. Cim ganze Functionen der .P‘0 sind Ist
nun ¥ = O eine gewdhnliche Stelle (vgl. § 1), so sind die P} Potenz-
teihen von ¥, und S&~Y, 8§ sind Potenzreihen von 9, welche filr

. zp;' =0 picht verschwinden. Mithin sind auch die Coefficienten

Py s Q3, Qo ... Potenzreihen von . Die Betrachtung der
weiteren in § 2 ausgefuhrten Transformationen zeigt sofort, dass auch
die Coefficienten Rig, .- 5 839, Sdg, ... des Systems (17) in Potenz-
reihen von % entwwkelbar sind. Nur wenn % =0 eine der in § 1
bezeichneten Ausnahmestellen ist, sind die Coefficienten von (17)
ebenso wie diejenigen von (9) Potenzreihen von ¢ mit einer endlichen
Anzahl negativer Potenzen.

Als Resultat des gegenwirtigen Paragraphen haben wir also
den Satz:

Das Dzﬂ”erentzalglezchunyensystem (9) geht unter Voraussetzung ein-
facher Elementartheiler der charakieristischen Determinante (10) durch
eine Reihe von Substitutionen, theils von der Form

z¢=2h,}gz,g (@, =1,...m),
B -
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theils von der Form
2y = @La,

wber in die kanonische Form
8q> —‘2 Bap 25,

e #8) b d

9
(17)

deren Cocfficienten die Gestalt
Rop = RS’; + ¢Ris + -
Sap = SS3 + 9Sas + -
haben. (In der Normalform ist
R} =ps, R3=0)%
Die Substitutionscoefficienten hqp sowohl wie die Coefficienten Pi",},
P I a(,(}%, Qapy - . . sind Potenereihen von ¥; nur wenn (a, b) eine

der in § 1 bezeichneten Ausnahmestellen ist, sind siec Potenzrethen von
¥ mit einer endlichen Anzahl negativer Potengen.

§ 3.

Berechnung der Losungen aus der kanomischen Form unter Voraus-
setzung einfacher Elementartheiler der charakteristischen Determinante.

Der weiteren Untersuchung legen wir unser Differentialgleichungen-
system in der kanonischen Form

=2 Raﬁ 28,
g

ap 2p

(17)

zu Grunde, deren Coefficienten die Form
Bog = Rag+ 9 Ris+ - -
Sap = Sap + 98:s + -
haben. Das System moge die Normalform haben, so dass
Ril=1p., R{}=0 (z28) . ,
ist, Wenn 2 —=a, y=2> oder 9 = 0, 3 = O eine gewohnhche'ﬁtéﬁ&"'

*) Wie aus den Entwmklungen dieses Paragraphen hetvorgeht ahm, :en dle
in der kanonischen Form (17) vorkommenden Grdssen py, . ..»,, mit den-Grdesen
D1, ... D, in dem System (9) nicht vollstindig iberein,

- 16*
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£

im Sinne des § 1 ist, wie wir es zuniichst annehmen wollen, so sind

@y -3 S8, Sapy ... in Potenzreihen von ¢ entwickelbar.
Wir schreiben das System (17)

22,
P 5 3q2 ,"Paza"i"‘}’z’Raﬂzﬁ'f‘ 4

23‘ zﬂ+¢23aﬁzﬁ+“'
]

Das DiEerentlalglelchungen system .

. aﬂa ’
(17a) @W=pa%+9’;’1{aﬁzﬂ+‘“ (¢ B=1,...,m),

(10

in welchem wir ¢ als einzige unabhiingige Veréinderliche, ¢ als Con-

stante betrachten, besitzt ein Fundamentalsystem Z., ... Z™, durch
welches sich jedes andere Fundamentalsystem in der Form

z¢=Cu7 + +0m af”";

darstellen lisst, wo C,,... Cam Functionen von ¢ sind. Wenn die
Integrabilititsbedingungen erfiillt sind, miissen sich C,,, ... Cyn als

Functionen von % so bestimmen lassen, dass die Losungen z,, ... s
des Systems (17a) auch dem System

~(17h) Doz + 9 D) Sipzpt -
' 8
(a ='=1,...m)

geniigen.
- L. Wir nehmen aundichst an, dass swischen den Grissen p,, .. ., Pm
keine ganssahlige Differene auftritt. Ist pr =p° fir A =2,, ... A,
so besitzt das System (17a) r Losungen von der Form
| Z8 = v Za(gh (=i, ... h),
wo die Grossen Z, (@) Potenzreihen von ¢ sind, deren Coefficienten

von 7 abhingen. Es miissen m Losungen des Systems (17a) von
der Form

=GCZ/ t -+ Cn 2
existiren, welche auch dem System (17 b) geniigen. Dann wird aber
das System (17b) auch schon durch

fe= G 28 4 o 4 G 28 = o7 tu(p)
befriedigt. Denn wenn

= @PLI PP+
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wo p% p’ ... verschiedene Zahlen ohne ganzzahlige Differenz sind,
eine Losung von (17b) ist, so ist

‘pp ago 2 Sa(? gﬁ) + pr ( 2 Saﬁ gﬁ)

daraus folgt aber
98y

W . .
aﬁ§g=0, a¢ —le'aﬁgﬁ=0,...
8

dh =™, s,=9¢?&,... sind schon Ldsungen von (17b)
Die hiernach vorhandenen m Losungen des Systems (17)

2 2
Po = E;Ollzt(:))°--ga== z;omlzt(z)
2 2

= N

die jedoch nicht linear unabhingig zu sein brauchen, sind von der

" Form ,
2e = @¥ {a (),

§a(®) = (§a)o + P (&e); -

-ist. Aus den Recursionsformeln

(pas — D) (§a)o =0,

(18) (Z’a - po - 1) (Cc)l + ;’ Rﬂ;ﬁ(gﬁ)o = Oa

wobei

welche sich durch REinsetzen von

e = ¥ [(£a)y + @ (E) +

in (17a) ergeben, erhilt man (§,), =0, wenn & keinen der Werthe
Ay ...4, hat, wihrend sich (§,),,... als lideare homogene Funec-
tionen der noch unbestimmt gelassenen Gréossen (£1), (A =4y,...4,)
ergeben, welche Potenzreihen von % zu Coefficienten haben.

Aus den Differentialgleichungen

(19) 3(31)0 .2 S (G Gy p=12y,...4),

welche aus (17b) durch Emsetzen des Ausdrucks fiir 2, und Nullsetzem f
von ¢ entstehen, ergeben sich die (&), (A =4,,...4,) als Potenz: -
reihen von ¥ mit willktirlichen Anfangswerthen. Mithin erhilf mani
aus den Recarsionsformeln (18) und den Dxﬁ'erentla]glelchungen (19)
fur (£a)g, (§z)ys ... Potenzreihen von v, welche r willkiirliche Con-
stante enthalten. So lange wir nicht wissen, ob die so berechneten r
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linear unabhiingigen Potenzreihensysteme £, von ¢ und % auch dem
Differentialgleichungensystem

2t
o =;‘Sa,,g,; (@ B=1,...m)

wirklich geniigen, -also ausser (§) auch alle tibrigen aus (17b) abzu-
leitenden Recursionsformeln erfiillen, kénnen wir nur bebaupten, dass
zum Exponenten p° nicht mehr als  linear unabhingige Lisungen
2o = @ ¢, des Systems (17) gehoren. Die auf dem angegebenen
Wege gefundenen 7 linear unabhingigen Ausdriicke g, = @?°§, missen
aber wirklich Ldsungen des Systems (17) sein, weil sonst die Gesammt-
zahl der Losungen kleiner als m sein miisste.

Wir haben also den Satz:

Tritt unter den Grossen py, . .. pm keine ganzzahlige Differene
auf und ist pre=1p° fiir A=24,, ... A, S0 besitet das kamonische.
Differentialgleichungensystem (17) in der Umgebung der Stelle (a, b)
oder o =0, ¥ =0 des singuldren Gebildes ¢ =0 r Lisungen von
der Form

(20) V=t —a,y—ba A=24,...4),
(a=1,...m
wo Lu(x — a, y — by Polenzreihen von x — a, x — b beseichnen,
welche nicht sémmilich durch ¢ theilbar sind.
II. Es sei nun

pr =p° fir A° =l]0, LR l?”y

pr =p’ fur AM=14 ... /1,1;

Dy = p(n) fwr }.(")= 3'(1”), 1( s
dié_ Differénzen p® — p' = d’, . .. p®) — p® = d seien ganze
positive Zahlen, wihrend keine andere Grisse p, mit p°% p’, ... p™
- ganzzahlige Differenaen bildet.

Das System (17a) besitzt eine Gruppe von 70 4 r' 4 ... 4 #®
Losungen *)

Z8 =g Z0 (@),
z® -=¢’ Z; (qv)z +q>”° a(qv)z 108 ®,

(n) (n) n A1) _(n—
Z(‘ ) 90’ 2“(90)1n+ 9’”( Z( D (90);0:) log @
+ o+ 97 Z2(9)ym (log @),

*) Math. Ann. Bd. 89, 8. 401,
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wo sammtliche Grossen Z,(p) Potenzreihen von ¢ mit von ¥ ab-
bingigen Coefficienten sind. Es miissen wie vorhin m Losungen des
Systems (17a) von der Form

ta=C1Zg+ -+ CaZ”
vorhanden sein, welche auch dem System (17b) geniigen. Wenn aber

ein Ausdruck von der angegebenen Form eine Losung vom (17) ist,
so gilt dies auch schon von

(21) - ==2 Clo Z(Zo) + 2 Cx Z(l) + + 2 02(”) Z(z(n))

i)
= vﬂ"”’ & () + «p"""” £V (p) log @ + -
+ 9 £ (9) (log ¢)"
Denn weun 24 - 2, 4 - - -, wobei
fa = P {0 4 grP D (D Jog g .
20— GOE 4 g T log g
u. 8. w. ist, dem System (17b) geniigt, so ist

)
(pp(n) ( 0%s 27&,5 g(n))
n— ag«z - n—
+ @Y (—-—-— 2 Sup s ") log

4+ - . .

_ (n)
T aza
+ 3@ (————— Z,‘ Sap &5 )
(7—-1)
+ 3¢ (——-‘ - E’Sa,s zﬂ”"‘)logq»

+ . . . . . . . . . . . . . . =O;

wenn aber zwischen den Grossen p, B, ... keine ganzzahlige Differenz
besteht, so milssen die einzelnen Glieder des angeschricbenen Aus-
drucks fiir sich verschwinden, und folglich sind schon 2,, z,,,.. .
Lésungen von (17b).

Setzt man den Ausdruck s, in das System (17) ein, so erhalt .
man die Gleichungen :

2ty

p® d‘aﬁ) gé") —(m—i41) (pa.(i) g(“‘l) . . .

oty

et G=0,1,...n).
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Far die Coefficienten der Potenzreihe

9 (@) = Do + o) +

ergeben sich aus der ersten Differentialgleichung die Recursions-
formeln

(2 —29) () =0,
(Pa - P“) - 1) (gg))l + 2 Ra:ﬂ (Cg))o == Os

(e — 0 — d“’) (C"’)a«) + 2 Ra,s( "))amq +
+ 2 R(d(‘)) (n —i 1) (g(t—l))o =0,
(22) (p" ’_.p(‘) - d(‘) - d('_l)) (gé.))d(t)..{.d(t—l) +
+ 2 Rip(€)atpat-n_y + - - - +2 REO+46-) (¢f1), —
Y]
(” —1 + 1) (&ﬁ"”)du—u =0,
(Pa_f’"’ — @0 —.—d )(§ Y )d(‘)+ ' +2 Ra,s (Cs )a(»q_ a1

2 BEO++) (6 — (n — i + 1) (& )at=1pgar = 0.

= Hiernach verschwinden ‘die Grossen (£), mit Ausnahme der zunichst
., unbestimmt bleibenden &2)0; (€9, -+ . (€¥)aw_y lassen sich durch

die (¢), ausdricken, Wegen Py~ — PP — d® = O bleiben die
- (§8~)a® unbestimmt, wihrend sich die (§{i)), durch die (£))o
~ ausdriicken lassen. Da die Grossen (2 PR (3 R € ) I T
durch (fz(,,_l))o und (¢%y), darstellbar smd , S0 lassen sich (g¢ 7),,(»),_

(& )a(4)+1, el (&8 )a(0+a(1—1)_1 ausdrticken durch (£{(h)o und (¢{0~1))a®.
Wegen py;_yy — p — @ — d6-D = 0 bleiben’ () )a®.4at-n un-
bestimmt, und (¢$=3)ae~1 werden auf (¢{%)o und (&fi-n)ati-» zuriick-
gofibrt. Da sich (5 )yimn, (6 tmigs .. . (=N
durch (§2)o und (¢ $73)a6-n  darstellen lassen, so werden

(E)a0pa-0, Eaat-041, -+« o (&) pa6-0pat-2_1



Systeme linearer Differentialgleichungen, - 241

ausgedriickt durch (g§;'{~,)o, (¢ ,(j,?_x))a(i), (§;3_Lz\)a(i)_;_d(i-—1). Usw. Schliesslich
lassen sich alle Grossen (£),, v >d® 4-...4 d’ ausdriicken durch

(Cg(.))o, (§1(e 1))4(') . (gl‘; )a@-ptar.
Aus den zu den Werthen 4,...n gehbrigen Recursionsformeln
_ergiebt sich, dass sich

(&%) durch (§5%)o
(C;,(i—l))d(‘} ” ( ('}')t))o; (g(z,t')'—l))d("),
(€—s)ad 4ati—0 (Cf{&) or (ET—1)am, (ESr—g)atm)patn—1),

. . . . . . . . . . . . .

(dg))d(‘)-}m-{-d’ I7) (C;,(n) 0 (g(;&—l))d(")y .

(% i) )a) pp-ala=id)
ausdriicken. Vervollstindigt man diese Tabelle mit Riicksicht auf die
obigen Entwicklungen, so enthalten die einzelnen Zeilen die folgenden
Grossen :

(1 (‘))0’ (Cm)n N (5 ))d(‘>-1,
@) (C(O)a(*), (C«‘x’)a(f)+1, - (C&’)a(owu—n 1
Q] “’)a(i)+ 'y (ta e pupea'41 in inf,

und zwar sind die in den einzelnen Zeilen enthaltenen Grossen aus-
driickbar durch :

60) (&5m)or

@ (z‘;?..,)o, (&5—1) a5
(4) (C(f()n))o» (&) ams - -+ (E5nmt) st g patnitn -

Ueberhaupt lassen sich simmtliche Coefficienten der Reihen £, Ca, )
ausdriicken durch die unbestimmt bleibenden Grdssen

(ﬁ;&t))o’ (Cf{&—l))d(u), e (g():))d(ﬂ)_’_,,_’_d'
in der Zahl #0 47" 4 ... f ¢,
Aus den Differentialgleichungen

g(n) _ 25’“{?

ergeben sich mit Riicksicht auf d1e soeben abgelelteten Resu}t,g
chungen von der Gestalt*)

*) Der Index p® durchléuft hierbei dieselben Werthe.wie: l“),x o
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2 (¢
._(_Ln))"_ = 2 S y(.;):) “(u) (gf(:&)) 0?

oY

“(”)
3 (-1 s
_(__z%_)_dl — 2’ SO 1) nety (£ o
y("—l)
(23) + 2 Sn—1) uom (Exm)os

,‘(n)
n)
a“‘ )"""+ Ll LS 2 S8 (6ot +

-+ 2 S (& ))d")+~-+d' +---+ 2 Sioutm ({,‘L’Z}.)\)o,
‘u(”)
deren Coefficienten Si?l,, qmy e e Spoptn) Potenzreiben von 9 sind. Aus
diesen Differentialgleichungen erhélt man fiir (C 1(,,)) Potenzreihen von’
¥ mit #® willkiirlichen Constanten &), fir (gl(,,_,)) 4 Potenzreihen
von ¢ mit (-1 4 ¢t willkiirlichen Constanten &—1), &) 0. 8. W,
schliesslich fiir (533’)a(n)+...+d' Potenzreihen von o mit #0474 ... J-¢®
willkiirlichen Constanten &9, &, . . . &§@). Hiernach enthalten die
Grossen ({2), firv=0,1,2... sowie (g ))0, (g“’),, .. (§ ))a(')-
(¢=1,...nm) die willkiirlichen Constanten &y, die Grossen (Ea)arps
fir »=0,1,2 ... sowie (t®)sw, (g,‘,,"))d<f)+1 g oo (§ ))d(').;. =1
(t==2,...mn) die willkiirlichen Oonstanten 8;(.;_1), &m U 8. W
- schhesshch die Grossen (g‘”’),,(m. oy fﬁr v=0,1,2... die will-
'kurhchen Constanten By &1yt o Eym)e
N ‘Setzt man e =0, ... &u =0, so verschwinden die Grossen
€8, .. &, uwd da such (o, @) + - . (e pam
gleich Null sind, so kann man ‘
£ (9) = ™+ E(g)y
setzen und erhilt die Losung
By = ‘Pﬁo # (®)o
mit den #° willkiirlichen Constanten & oder »° Losungen von der Form
R IO
Setzt man weiter &= 0, & =0, ... &u =0, 80 verschwinden
L, Ly oo &, sowie (€87, ..o (68 et amr, @0, -
(€)M 4t a”—1, man kann. -
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& (p) = ¢4+ L (g),
87 (9) = "+ L (g),,
setzen und die Lisung 2, erhdlt die Form
fa = 9 La(9)) + 97 Ea(9)s log @
mit den »’ willkiirlichen Constanten &, sie zerfillt also in die »’
Ldsungen
2 = " Li(ph + 9T L) log 9.

U.s. w. Man erbilt auf diesem Wege 70 4 " 4 - - - 4 7 Ausdriicke
#2, zf'), ... 83" Da aber bei der Herleitung nicht der ganze
Inbalt der Differentialgleichungen

_£=28a,9€ﬂ ]

sondern nur emlge daraus hervorgehende Recursionsformeln benutzt
worden sind, so wissen wir nicht, ob die gefundenen Ausdriicke wirklich
Lisungen des Systems (17) sind. Wir konnen vielmehr nur behaupten,
dass sich auf dem eingeschlagenen Wege hochstens »* 4 r" - .-+ + ¢
Losungen des Systems (17) ergeben, Da wir aber wissen, dass die
Gesammtzabl der Losungen gleich m ist, so miissen die gefundenen
o4+ 7 4 ... 4 r® Ausdricke wirklich Losungen des Differential-
gleichungensystems (17) sein.

Wir haben also den Satz:

Zu einer Gruppe von Grossen pp==p°, prr==Dp', ... Pyn) = p™

von der angegebenen Beschaffenheit gehort eine Gruppe wvon Losungen
der kanowischen Form (17) des Systems (1) von der Gestalt

4 =" ta(z —a, y— D,
=P Lz —a, y— b

+ ¢ Ca(x—a 3/—~b)z logqo,

4

(24)
35‘2(")) q)p(”)g(”)(x —a, y— b)z(")
+ 9”’("—1) Cf:*l) &—a,y—bdymlogp+---
+ o ta(@ — a, y — b)ym (log @)™
Alle darin enthaltenen Grissen & (x — a, y — b) sind in der Um--
gebung einer gewohnlichen Stelle (a, b) des singuldren Gebildes . -=0; 
in Potenzreihen entwickelbar, und swar sind die m Reihern -~'
We—a,y—bhy (@=1,...m
nicht simmtlich durch ¢ theilbar. ' ' '
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Die. Form der Lisungen des kanonischen Systems (17) geht aleo

aus derjenigen des Systems mit einer unabhéngigen Veriinderlichm‘)

dza ’
x_d;.=paﬂa+x E;aa{}zp_{-"' '(“7 ﬂal, -..m)
s

4
log # durch log @ und die Potenzreihen {» von z 4 hen
von & — a, y — b ersetzt. ureh Potensroihen

Wir haben noch den Fall zu betrachten, dass 2 e G, y ==} oder
@ =0, =0 eine der in § 1 hervorgetretenen Ausnahmestellen ist.
Dann haben die Coefficienten des kanonischen Systems (17) die Gestalt

®Y
:

dadurch hervor, dass man z#°, g#' 2(®) ,
) z?, ... 22" durch ¥, oF ... o

. )
» sd("f)) e

RY, =
pt

» .
wo | eine ganze positive Zahl, 9%,‘2, @5}2 Potenzreihen von v sind,
Um wie in Nr. I die zu der #-fachen Warzel p;e= p° (Aamdy,..d)
gehorigen Losungen zu ermitteln, berechnet man die (£), als Fane-
tionen von ¢ aus den Gleichungen

. 2(¢,
(197 L "'%?_0’= 2; @'{?‘)(gﬂ-)o Ay =244, ...4),
m

withrend alle iibrigen (§,), gleich Null zn setzem sind. Die Grossen
(a);» + - - ergeben sich sodann aus den Recursionsformeln

(=2 — 1) Gl + 3T o Eado = O,

(187y. v

Hierrach wiren diejenigen Stellen (z, y), an welchen % verschwindet,
singulire Stellen des kanonischen Systems (17). Nach der allgemeinen
Theorie der linearen Differentialgleichungen (Fuchs, Crelle's Journal
'Bd. 66) haben die Lésungen (£), des Differentialgleichungensystems
(19”), wenn wir sie frei von Logarithmen voraussetzen, die Form

: (€Yo = ¥2(91)o»

wo (gz), eine nach positiven und negativen Potenzen von @ fort-
schreitende Reihe ist. Ausdriicke von derselben Gestalt ergeben sich
aus den Recursionsformeln (18°) fiir (fu),, ... - Das System (17) bat
demnach 7 Losungen von der Gestalt

ﬁé%‘ w?’pq((ga)o + 9(gs)y + - ‘) ’
wo (ga)os (ga)ys - .. mach positiven und negativen Potenzen von v
fortschreitende Reihen sind. Dieselbe Form mit anderen Werthen der

*) Vgl Math, Ann, Bd. 39, S. 398—402.
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Lonstanten haben die Losungen des Systems (1), wie aus der Trans-
formation von (1) in (17) hervorgeht; schreiben wir dafiir
Fa= 97 97 ((Fa)o + 9@ + - - ),
20 konnen wir §=g annehmen. Aus der Gestalt des Systems (1)
eht hervor, dass seine Losungen in der Umgebung von (e, b) an
golchen Stellen, welche dem singuliren Gebilde ¢(z,y) =0 nicht
angehdren, in Potenzreihen entwickelbar sind. Daher muss q eine

ganze Zahl sein, die wir gleich Null annehmen kénnen ; ferner mtissen
fiir alle hinreichend kleinen Werthe von § in der Entwicklung von

(a)o + &(ga)y + & (a)o + - - -
die negativen Potenzen von 3 wegfallen, es diirfen also in (gs),,
(ge)y, - - - keine negativen Potenzen von ¥ auftreten. Mithin ist

2, = (P; Ea)
wo £, eine Potenzreihe von ¢, ¥ oder von z — @, y — b bedeutet.

Aus dem Zusammenhang zwischen ¢, und 7, (§§ 1, 2) ergiebt sich,
dass die Losungen des Systems (17) die Form

s By (9 ¥);
zs}) == Q)p —-—ﬁ‘—.;l__.._
haben, wo P.(p, ¢)2 eine Potenzreihe von ¢ und ¢, I eine ganze

Zahl bedeutet. Eine #hmnliche Ueberlegung lasst sich bei Nr. II an-
stellen.

Fiir den Fall, dass z ==a, y="> eine Ausnahmestelle ist, sind
die Siitse tber die Form der Liosungen des kamonischen Systems (17)
wsofern abeudndern, als hier die i (20) und (24) auftretenden Func-
tionen § Potengreihen von ¢ und ¢ sind, welche eine endliche Ansahl
negativer Potenzen von ¢ enthalten konnen.

Ferner haben wir den Satz:

Das an dem singuldren Gebilde regulive System (1) besitet in der
Umgebung einer jeden Stelle des Gebildes ¢ = 0, an welcher wicht
gleichzeitiq aq’ und aq’ verschwinden und durch welche kein anderes
stnguldres Gebzlde geht ein Fundamentalsystem, dessen Lisungen die
Form -

by = @F €s -
oder die Form L
Za =@P(fa+ Eolog o 4 - ) f;;«
haben, wo die &, . . . in Potenereihen von £ — a, y — b entwwkelbat
sind, NN

Toaet _;_.~.
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§ 4.

Behandlung eines Differentialgleichungensystems von besonderer Form,

Wir wollen nunmehr dem System (1) fiir den Fall, dass 2 =0
ist, eine besondere Betrachtung widmen. Durch Behandlung des

Systems
0%,
i P Zﬁ “on %t

os,
® 3y ;’B‘xﬁ N

welches fiir m ==2 und m =3 in §9 und § 10 der Habilitations-
schrift des Verfassers untersucht wurde, wird die gegenwiirtige Arbeit
in etwas nihere Verbindung mit jener gebracht werden. Indessen soll
das System (25) hier nur in solchen Fillen betrachtet werden, in
welchen simmtliche Lésungen in der Umgebung der Stellen des singu-
léren Gebildes g == O frei von Logarithmen sind.

Das Differentialgleichungensystem mit einer unabhingigen Ver-
#inderlichen

e = S Geptaisz+-- )y (@ f=1,...m
8

(25) (“r ﬁ=‘])-°'m’)’

x

besitzt an der singuliren Stelle z =0 ein von Logarithmen freies
Fundamentalsystem, wenn die charakteristigche Determinante
o |aa.ﬁ — Z’»&xﬂl -
-Jauter einfache Elementartheiler p — p,, ... p — p, besitzt und wenn
“gwischen ) ... p, keine von Null verschiedene ganzzahlige Differenz
.besteht. Sind ganzzahlige Differenzen zwischen Dyy - . . Pm vorhanden,
80, existirt nur dann ein von Logarithmen freies Fundamentalsystem,
swenn die Coefficienten a,p, . .. besondere Bedingungen erfillen. Da-
‘gegen treten nothwendig Logarithmen auf, wenn die charakteristische
‘Determinante mehrfache Elementartheiler besitzt. *) Sieht man von
besonderen Beziehungen zwischen den Coefficienten Qapy - - . ab, 80
ist dann und nur dann das zur singuliren Stelle z — 0 gehorige
Fundamentalsystem von Logarithmen frei, wenn die Elementartheiler
der charakteristischen Determinante simmtlich einfach sind und wenn
zwischen den Wurzeln der charakteristischen Gleichung keine von
Null verschiedene ganzzahlige Differenz auftritt. Wir wollen in dem

gegenwirtigen Paragraphen dje entsprechende Frage filr das System
(25) zu beantworten suchen. .

*) Math, Ann. Bd, g9,
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Durch Einfihrung der Verinderlichen*) @, ¢ wird das System (25)

03, .t %
(26) f (¢, =1,...m),
as 23
wobel
L= 2ot 2 %et® _ LG4 oLip+
o9 _ 29
Moy DB L g gy
ist, und zwar sind L,,,g , L,,ﬂ, . Ma{; , M,,fg, . Potenarexhen von

¥, wenn an der Stelle x=a,y=b oder ¢ =0, w—O x und

g;’ nicht gleichzeitig verschwinden.

.Das Differentialgleichungensystem (26) kann nur dann an dem
singuldren Gebilde ¢ = 0 ein von Logarithmen freies Fundamental-

system besitzen, wenn die Determinante
| Z8) — 2344
‘lauter einfache Elementartheiler p — p;, ... p — pn hat. Durch

lineare Transformation der Variablen &,, ... #n bringen wir das System
(26) auf die Normalform**)

2 +(])2P¢;ﬂﬁp+"
27) ? (& ﬁ=17'-°m)’
' zﬂ—l—quQc'ﬂzﬂ'i-"

worin die p, constante Grossen, P, a,g, cow Q9 Q,,,ﬁ, . . . Potenzreihen
von o sind. Q“’) kann nur dann von Null verschieden sein, wenn
Pp — Pe =1 ist. Wenn

Do = p° fiir ¢ Indices A9,

pr =p e,' ” v,

pl(n)=p(n) » ™ ” A,
wenn weiter

p—p ==p._.-p =...==p(n—l).~p(")——1 .

ist, wilhrend keine der Grossen p, gleich p® 4- 1 oder gleu,h p(")--l
1st, so sagen wir, die Grossen pu=p' pr=p' . pz(”;== p(")

* Vgl § 1.
) Vgl § 2.
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bilden eine"Gruppe. Die verschiedenen Gruppen bezeichnen wir durch
pl¢o=p2, Py, =i, D) =p0) (@ =1,2,...); statt A{™

und pg'“) schreiben wir wie frither einfach 4, und p,, wo es zweck-
miissig erscheint, Die Substitution

(28) zzg ==,¢pZzg, = thz; v zlg'a—l)'—" ‘Pzz(na-l), """za"'_" Zz‘,
@=1,2,...)

in Verbindung mit einer linearen Substitution fiihrt die den Indices
A% A, ... Am entsprechende Gleichungsgruppe

ML NP \

@ a;' -=pzz+---,

n)
? 5o =M gm+

3‘2 Z’ 0
— Q(;o 51o

85
z(n) (0)
= 2 Q ) yt—1) Zyn—1) +-

. an—1)
tiber in

‘ 92y,

op

C 92y
? e

=@ —1)Zr+

aZz(n-l)
oy

02 () .

@ a; =™ L+

32y
___an R + caey,

BZ
- Zens

="V —1) Zpn-n+ -,
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¥4

z(n—l) 2
¢ = Ql(""l) z(ﬂ—2) Z (._2) + ceey
2(n—2)
0Z () N
oy

Wir konnen annehmen, dass durch unsere Transformation die
(n41)-gliedrige Gruppe p% p’, ..., p® auf die n-gliedrige Gruppe
pt—1, p'—1,... p®=1 — 1 =p® reducirt wird, da wir wegen
pn=D — 1 = p™ nach der Transformation die den Indices At*~1 und
A entsprechenden Gleichungen zusammenfassen konnen; eine noch-
malige Transformation fiihrt die n-gliedrige Gruppe p°—1, p'—1, ..
p»—1 — 1 = p» wiederum auf die (v — 1)-gliedrige Gruppe p° — 2,
p =2, ... pir? — 2= pi-1) — 1 = p® zurlick w s.w. Durch
die m-mal wiederholte Transformation (28) (jedesmal in Verbindung
mit einer linearen Transformation) reducirt sich die (n 4 1)-gliedrige
Gruppe auf die eingliedrige Gruppe p® == p*) —le=-..=p'—(n—1)
= 9° — n. Es tritt also schliesslich an Stelle jeder mehygliedrigen
Gruppe p3,p., - .- p‘(:‘“) eine eingliedrige Gruppe p,; die Schwierig-
keiten, welche uns in § 2 bei willkiirlichem % begegneten, kénnen im
Falle ¥ = 1 nicht auftreten, da hier aus verschiedenen Gruppen her-
vorgehende Grossen nach der Transformation nicht zu einer einzigen
Gruppe zusammentreten konnen. So erhilt das Differentialgleichungen-
system (27) die kanonische Form, welche aus Gleichungsgruppen von
der Gestalt v

02, Z g
P55 =P z+q’23ap st
29) ? (A=10, 4,...A™)

aZ ’
1 = Z, S8 Zs + o 2, Sip g+
]

besteht. Dem gesammten kanonischen System kOnnen wir die Form
geben

aza ’, ’
q)wzraZa"i“q)Z’RaﬂZﬁ‘}" ey
(30) az r (@, f=1,...m)
S Zs+ 9 D SipZp+ -y
8
indem wir

Yo = 72 ="'=rz(n)=p
setzen. In der kanonischen Form tritt also an Stelle emer ]eden
Wurzel der charakteristischen Gleichung Cr s
[ 4
L8~ poep| = 0 |
Mathematische Annalen, XLII, 17
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von (26), welche einer Gruppe p° p’, ... p™ angehort, die letzte
Wurzel p = p™ dieser Gruppe. Besteht zwischen diesen letzten
Wurzeln p,, ... P, ... keine ganzzahlige Differenz, so sind simmtliche
Lisungen des Systems (30) und also auch simmtliche Losungen de.s
Systems (25) an dem singuliren Gebilde ¢ =0 von Logarithmen frei.
Der Indicesgruppe 4%, &, . .. 4 entspricht eine Gruppe von Losungen
des Systems (30) von der Gestalt

Zo(‘z“) — «p”lz,,ﬁ”’.
Z.til') = ‘Pp zasl’)’
Z.c(‘zn.) __= q;p Z“gl;),
..w_.o‘ s‘aimmtlicﬁe Z, Potenzreihen von ¢ und ¥ sind. Mit Ricksicht auf

‘die Transformationsformeln (28) ergiebt sich, dass die entsprechenden
Losungen des Systemns (25) die Form haben

’ zgo) =@’ lu(®—a, y— b,

zg) = (Pp §a($ —a, y— b)l':
ti=p? ¢ (x — a, y — b)m,

wo die £, Potenzreihen von £ — a, y — b darstellen.
Sollen simmtliche Losungen des Differentialgleichungensystems (25)
in der Umgebung der Stelle (a, b) des singuldren Gebildes ¢ = O (fir

- welche —g—% und %32;' nicht beide verschwinden und durch welche kein

g g
.»‘izitder'es singulires Gebilde hindurchgeht) von Logarithmen frei sein, so
- wmiuss die aus (26) gebildete charakteristische Determinante
24— pds
lauter einfache Elementartheiler p — Dyy oo+ D — Pm besilzen. Ist diese
Bedingung erfillt, so ist wirklich ein an dem singuldren Gebilde ¢ =0
von Logarithmen freies Fundamentalsystem vorhanden, wenn nur, falls
zwischen swei Wurzeln py und p, eine ganzzahlige (positive) Differens
besteht, stets auch p3 — 1, pa— 2, ... pu + 2, pu -+ 1 der charakte-
ristischen Gleichung geniigen. Einer Wursgelgruppe

P __..._=p0 (10 = 110, o e lgo),

mo=p =1, ... 1),

Dymy=p™ (‘vn)‘: PR ﬂ-i’}l.)) ? ’
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fiir welche

P=p+n p=pt+n—1, ... prD=p41, pm—yp
ist, wihrend keine andere Wurzel sich von p um eine ganze Zahl
unterscheidet, entspricht eine Gruppe von ¢® 4 e’ + ... 4 ¢ Lisungen
des Systems (24) von der Form {(31).

-Dass die Grossen 7, . .. 7, der kanonischen Form von der Wahl
der zweiten Verdnderlichen 3 unabhingig sind, erkennt man auf
folgende Weise. Fiihrt man an Stelle von ¢ eine andere Variable 3’
derart ein, dass

=T ((P, wl)
ist, so geht das kanonische System iiber in

?
ep T @ *5(,4 Sa) 28

o £ of (@, B=1, ... m)
W = {;ZY W Saﬂ Zp
Die erste Gleichung schreibt sich
0%,
a(p =’r“za+ KN

also sind die -Grossen 7, ... 7, dieselben geblicben. Da aber der-
oben angegebene Zusammenhang zwischen den Wurzeln p,, ... p,
der charakteristischen Gleichung des Systems (26) und den Gréssen
#4y « .. m von der Wahl der Variablen ¢ unabhingig ist, so sind
die Wurzeln der Gleichung

L8 — pougl = 0

dieselben, wie man auch ¢ wihlen mag. Fir o =0,0=1, ¢ =2z
geht die charakteristische Gleichung iiber in

0(3 ..=_.0, mod.Q)

h—2 32

fir o=1,6=0,¢ =y in

2
Baﬁ - p_% 5(;,9’ =0, mod. ¢.

Diese beiden Congruenzen haben dieselben Wurzeln p,, ... pp,
vorausgesetzt natiirlich, dass ¢ die beiden Verinderlichen z, y ent-
hilt. Man kann also aus dem System (25) direct ohne Emfﬁhruﬁg‘
neuer Variablen die Wurzeln der charakteristischen. Glenchung und
ihre Vertheilung in Gruppen ermitteln.

Bei der Darstellungsweise (31) der Losungen des Systems (25)
tritt immer nur die letzte Warzel p einer Gruppe als Exponent auf.,

17%
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Es ist aber denkbar, dass die Losungen der Gruppe so geschrieben
werden konnen, dass ein Theil der Losungen zu den Exponenten
% p’, . . . p® D gehort, indem simmtliche Functionen

§a_(x—a, y—b)z(g) (a==1, ...m)

durch o theilbar werden.
Diese Frage soll bei einer anderen Gelegenheit erledigt werden.

Rehbach im Odenwald, Mai 1892.




Ueber Kronecker’s Definition der Gruppe einer Gleichung.
Von

Oskar Borza in Chicago.

Die Untersuchungen, welche Kronecker®) in § 11 der Grundziige
ciner arithmetischen Theorie der algebraischen Grossen entwickelt, ent-
halten eine neue Definition der Gruppe einer Gleichung. Diese

,Kronecker’sche Definition® und ihr Zusammenhang mit der Defi-
mtlon von Galois und Jordan bilden den Gegenstand der folgen-
den Betrachtungen.

Es sei
1) fl@)=0
eine Gleichung =t Grades, deren Coefficienten einem gegebenen
Rationalititsbereich (R, R” ...) angehdren, und deren » Wurzeln
g,&...E: von einander verschieden sind.

Mit n unbestimmten Grossen w;, %,, ... %, bilde man die n!-werthige
Function
@) V=& + b+ -+ tabn
jhre n) verschiedenen Werthe sind die Wurzeln einer Resolvente des
Grades n! ,

3) GV Uy gy .. Uy) =0
wo G eine ganze Function von V; u, u,,...u, bezeichnet, deren
Coofficienten dem Rationalititsbereich (R, R” . ..) angehoren.

Sei g(V; %y, Uy, - .. %) derjenige drreductible Factor von G,

welcher die Wurzel

. V=Vl=“1§l+“2§2+"'+un§n
besitzt.

g(V; %y, %y, ... %) ist ebenfalls eine ganze Function von :
Vi uyy thyy o v o Uy, ' '
deren Cofficienten dem Rationalititsbereich (R, R”...) angeli?fe’h.‘

*) Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd.92. -
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Als Function der # unbestimmten Grossen w,, u,, . . . 4, betrachtet
gehort ¢(V; w;, %,, ... u,) zu einer ganz bestimmten Gruppe I' von
Substitutionen zwischen den Elementen u,, %,, ...u,. Es soll nun
gezeigt werden:

Ersetzt man in den Substitutionen vom T diberall den Buchstaben
% durch den Buchstaben &, so erhilt man gerade die Galois’sche
Gruppe der Gleichung (1).

Beweis:

a) Die simmtlichen Wurzeln der irreductibeln Gleichung
4 I(Vs5 Uy, %yy oo ) =0
ergeben sich aus einer derselben, z. B.

Vi=wk + b+ + unka
durch Anwendung gewisser Substitutionen
®) 1,a,%,...1
zwischen den Wurzeln §,, §,, . . . £,, sodass
©® 9N =(T=T) (T =V (F=V)...(F=T).

Statt dessen kann man aber auch die Wurgeln von (4) aus ¥V, ableiten
durch Anwendung gewisser Substitutionen

(7) 1) «, ﬁv .
zwischen dem Elementen w,, wy, . . . Uy; denn ist
=(§' g?"'gn) : .-:““

E.’l &.-,- . L
so hat die Substitution B,
: ' Up Wy s v o U,

ﬁ-::( h T "‘)
Uy %, .

alsd die inverse dex;]emgen Subst1tutwn die aus a durch Vertauschung
der Buchstaben « und & hervorgehen wiirde, dieselbe Wirkung auf
V, wie a:

) Vo =Va,
und bei analoger Bezeichnung:
’ V='Vb,...Vz=V;;
also kann man auch schreiben
9) gV =V-V)(V—=Va) (V—TVp)...(V—="3).

b) Die Substitutionen (7) bilden eine Gruppe.

Zum -Beweis wende man auf die Funetion g(V; u,, u,, <o Un)
irgend eine Substitution ¢ zwischen den Elementen u,, u,, . .. u, an;
so ist die resultirende Function go (V5 4,, %, . .. %.) Wieder zrreductzbel
Denn wire g, in rationale Factoren zerlegbar so wiirde durch An-
wendung der inversen Substitution ¢—! folgen, dass auch g selbst
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reductibel wire, was gegen die Annahme ist. Man beachte, dass fiir
diesen Schluss die Unbestimmiheit der Grissen u wesentlich ist.

Ist nun insbesondere ¢ eine der Substitutionen (7) z, B. ¢ = a,
so haben die beiden irreductibeln Functionen g(¥) und 9«(V) die
Wurzel V, gemeinsam, sie sind also identisch
(10) 9(V)y=9(V).

Daraus folgt aber unmittelbar, dass die Substitutionen (7) eine Gruppe
bilden, I’; und aus der aligemeinen Theorie*) ergiebt sich dann weiter,
dass die Gruppe I der Function g(V; u;, %,, ... %) mit der Gruppe

’

" identisch ist:
09)) M=r.

¢) Mit den Substitutionen (7) bilden gleichzeitig auch die Sub-
stitutionen
(12) 1, a1, b4, ... 07,
die sich von ihnen nur durch die Bezeichnung unterscheiden, eine
Gruppe, G also auch die inversen Substitutionen (5) und zwar ist die
letztere Gruppe mit der Gruppe G identisch.

Die Substitutionen (5) bilden aber nach J ordan’s Definition **)
die Gruppe der Gleichung (1), und damit ist die oben ausgesprochene
Behauptung bewiesen.

Der wesentliche Unterschied zwischen der Kronecker schen und
Jordan’schen Definition besteht hiernach in folgendem:

Herr Jordan beweist zundchst, dass das System der Substitutionen
(b) die beiden Galois’schen " Fundamentaleigenschaften besitzt und
zeigt dann mit Hilfe eben dieser Kigenschaften, dass die Substitutionen
(b) eine Gruppe bilden. Dagegen gestattet die Einfuhrung der Un-
bestimmten % einen directen Beweis hierfiir ohne Benutzung des
G alois’schen Fundamentaltheorems.

Eine weitere Eigenthiimlichkeit der Kronecker’schen Definition
besteht darin, dass sie eine directe Methode zur practischen Bestim-
mung der Gruppe einer Gleichung durch rationale Operationen enthilt,
und zwar wiederum ohne Benutzung des Galois’schen Fundamental-
theorems.

Zum Schluss werfen wir noch einen Blick auf die #brigen irre-
ductiblen Factoren von G(V).

. Wenn die Substitution ¢ nicht zur Gruppe I gehért, so ist g, (V) .
einer der andern irreductibeln Factoren von G (V). Ist daher v der‘ .
Index der Gruppe und o

*) Z. B. Netto, Substitutionentheorie, § 30. o

**) Jordan, Traxté des Substitutions Nr. 353, 364; vgl. auch meine Arbelt
On the theory of substitution-groups etc. Nr. 68, Awmerican Journal of Mathematice
Vol. 13. I
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- (13) 6,=1,6,...6

ein System von Substitutionen, mittels deren die simmtlichen %! Sub-
stitutionen aus den Substitutionen von I' durch rechtsseitige Multi-
plication abgeleitet werden kbnnen, so sind

(14) 9(V)s 9(V), - - 90,(¥)

die simmtlichen irreductibeln Factoren von G (V). Sie gehbren als
Functionen der Elemente u,, u,, . . . 4, nach der allgemeinen Theorie
beziehungsweise zu den Gruppen

(15) M ="r,T,=06"-Td,...I=206"Ta,.
Es ist ferner
gd(V) == (V"" Va) (V'—" Vaa) (V= Vﬂa) e (V_ Vlo)-
Nun ist aber bei der oben benutzten Bezeichnungsweise, da
(¢6)! = ¢1a 1,
Vio = Via; also
16) go(V)=(V—=V)(V—=Vea) V—T)...(V—TVs)).
Die Wurzeln des irreductibeln Factors g,( V) gehen also aus ¥, eben-
falls durch Anwendung der Substitutionen der Gruppe G hervor.

Freiburg i. Br., im November 1892.




Ueber terniire bilineare Formen.
Von
P. Myutr in Osthofen (Rheinhesgen).

Derjenige besondere Fall, wo simmtliche Formen eines Biis;:hels
von terndéren bilinearen Formen singulir sind, ist von Herrn Pasch
gelegentlich seiner Untersuchungen tiber bilineare Formen (Math, Ann.
1891, Bd. 38, 8. 39 u. 40) berithrt und theilweise erledigt worden,*)

Dle Untersuchungen iiber jenen Ausnahmefall mdgen durch“ die
folgenden Ausfithrungen vervollstindigt werden. Es wird sich dabei
zeigen, dass gerade der noch zu behandelnde Theil desselben bei der
Ldsung eines gewissen Zerlegungsproblems in Betracht kommt, auf
das wohl zuerst Clebsch hingewiesen hat (in einer Abhandlung itber
die Connexe, Math. Ann. 1873, Bd. VI, 8. 205 u. 206).

Wir gehen mit Riicksicht auf die Theorie der Connexe von bilinearen
Formen contragredienter Veréinderlichen aus und werden uns, da die
Resultate auf algebraisch-geometrischem Wege erzielt und hier ins
Besondere singulire Formen der eben genannten Art betrachtet werden,
zundchst mit den singuléren Collineationen in der Ebene befassen (§ 1),
wodurch wir zu einer einfachen Losung des erwibnten Problems ge-
langen (§ 2). Dasselbe w1rd dann umgekehrt (§ 3), wobei interessante
Identititen auftreten.

Auf eine Reihe noch offener Fragen der Formentheorie, welche
mit diesen Untersuchungen in enger Beziehung stehen, soll an geelgneter
Stelle wenigstens hingewiesen werden.

*) Es wird a. a. 0. das identische Verschwinden einer gewissen smdﬁaﬁ‘eﬁi
Covariante der Grundformen des Biischels vorausgesetzt, daeselbe im Folgbn‘éﬁ‘ -
dagegen ausgeschiossen. R :

P
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§ 1.

Singuléire Collineationen.

1. Wir betrachten die bilineare Form Zaikxiuk (4, k=1, 2, 3)

der contragredienten terniren Veriinderlichen z|,|%; und w, |u,|us,
welche wir mit f(zu) bezeichnen. Wir setzen ferner

Flaw) = Da fi(w) = Dwi f@) (i=1,2,3),

oA
det f(zu) .—_—Zi @y oy gy = A, Py ik

adj f@u) = Dt e = ¢ (€0),
(t,k=1,2,3),

p(zu) = D'z @) = D w p(@) (i=1,2,3).

Wir fithren jetzt in einer Ebene lineare Coordinaten ein und be-
trachten z, |z, [z, als Coordinaten eines Punktes x, wu;|u,|u; als
Coordinaten einer Geraden u. Durch die Gleichung f(2zu) = 0 wird
alsdann dem Punkte # = z,|2,| 2, der Punkt 2’ = f(z),|f(2), | f(®)s
zugeordnet,

Die Beziehung zwischen # und 2’ heisst, wenn A von Null ver-
schieden ist, bekanntlich eine ebene Collineation; sie wird auch eine
eigentliche Collineation genannt im Gegensatz zu der Beziehung
zwischen z und 2’ im Falle A = 0 ist, welch’ letztere eine uneigent-
liche oder singulére Collineation*) genannt wird,

Sprechen wir von einer Collineation schlechthin, so ist stets eine
eigentliche gemeint. ,

- 2. Wir setzen jetzst A =0 vora{ls, nehmen aber an dass @ (zu)
nicht identisch Null ist (in Zeichen: ¢@(zu)z=0, A = O) .

Die Form f(zu) heisst in diesem FaMe zweitheilig, da sich

f(zw) auf die Form ' 4 :

®e, Uy + B u,
bringen ldsst, wo a, = e, + @,2, + @375 u. 8. w. Die Geraden
a|a,|e; und B|B,|B; bestimmen einen Punkt p, die Punkte a,|a,|a,
und b,|b,|b; eine Gerade m.
Bildet man.zu xa.u, + AP,%, die adjungirte Form, so erhilt
man %A, u,, wenn :
pi=(aB), mi=(ba)

*) Singulidre Collineationen werden im Zusammenhange betrachtet von Herrn
Segre: Atti della R. Academia dei Lincei 1884, Serie 8, XIX.
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genommen wird. Bei A = 0 zerfillt die Form ¢ (xu), wenn sie nicht
identisch verschwindet.

3. Da man die Geraden « und § im Strahlenbiischel p beliebig
wihlen kann, so kann man die Form f(zu) = 0 bei A = Q, p(zu)==0
in obiger Weise auf oo? Arten darstellen.

Die singuliire Collineation f(zu)=0 vermittelt in diesem Falle
eine projective Beziehung zwischen den Strahlen des Punktes p und
den Punkten der Geraden mw. Dem Punkte p entspricht jeder Punkt
der Ebene. Einem von p verschiedenen Punkte z entspricht ein Punkt
2 auf =, der homologer Punkt aller auf px liegenden Punkte ist,
Jeder Geraden von p ist auf diese Weise ein Punkt auf = zugeordnet.
Die Beziechung ist eindeutig, also projectiv.

Man nennt desshalb bei zweitheiligem f(z«) die singulire Collinea-
tion f(zu) = 0 auch eine Projectivitidt (singuldre Collineation
erster Art bei Segre). Wenn die Projectivitit f(zu) = O eine Be-
ziehung zwischen dem Punkte p und der Geraden = herstellt, sprechen
wir von einer durch [ (zu) = O gegebenen Projectivitit p, =

4. Ist p(zu) =0, so zerfillt die Form f(xu). Jedem nicht auf
einer bestimmten Geraden liegenden Punkte entspricht vermoge f(zu) =0
derselbe Punkt, einem Punkte jener Geraden aber jeder Punkt der
Ebene. Die singulire Collineation f(xu) =0 heisst in diesem Falle
eine specielle bei Rosanes, eine singulire Collineation
zweiter Art bei Segre.

5. Ordnet man drei Geraden eines Punktes p drei Punkte einer
Geraden = bez. zu, so giebt es eime singulire Collineation f(zu) = 0,
welche die so festgelegte projective Beziehung zwischen p und = ver-
mittelt.

Da man die Zuordnung beliebig vornehmen kann, so ist die Pro-
jectivitéit f(zu) = 0, welche wir so erhalten, eine allgemeine zu nennen
und umgekehrt jede Projectivitit von allgemeiner Natur, so lange f(xu)
nur den Bedingungen A =0, @(2%) 5= 0 unterliegt.

Bei der Classificirung der singuldren Collineationen diess# Art
kann man nach den von Herrn Segre a. a. 0. aufgestellten Grund-
sitzen verfahren. Allen moglichen Lagen eines Strahlenbiischels p
gegen eine zu ihm projective Punktreihe z entsprechen die verschie-
denen Classen von singuldren (,ollmeat)onen flxu) =0 bei zwei-
theiligem f(xu). :

Fiir unsere spiteren Betrachtungen sind besonders die Fille von_ '
Interesse, in welchen durch das, einzeln oder gleichzeitige eintretende,
Verschwinden der Invarianten

U=y + Gy + g3, lp = 0 + @y + gy e
der Form f(zu) eine besondere Lage des Biischels -p. gegen die
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Punktreihe = eintritt, wenn f(zu) =0 eine Projectivitit p, = vor-
stellt.

Nehmen wir zunéchst an, die Invariante 7, sei Null. Wir setzen
nach 2

f(@u) = xeuy + ABrta, @(xu) = %dm,u,;
dann wird
tp = %A m,
und 4, = O besagt, dass die Elemente # und p aneinander liegen. Also:

Bei A=0, @(@u) =0, i, =0 werden durch die Gleichung
f(@u) =0 die Geraden eines Punktes p der Ebene projectivisch auf die
Punkte einer durch p gehenden Geraden m bezogen:

Ist hingegen ¢ =0 und ¢, zunéichst von Null verschieden, so
erhalten wir bei obiger Darstellung von f(zu)

t=xag + Ab, =0.
Es kann aber ag = O gewihlt werden (2), also wird bei ¢ = 0 auch
be =0, m. a. W.:

Ist durch die Gleichung f(xzu) = 0 eine Projectivitit p, m gegeben
und i, == 0, so kann man im Strahlenbiischel p dadurch ecine projective
Bezichung herstellen, dass man einem Strahle o« desselben den Strahl
o’ guordnet, welcher p mit dem zu o« homologen Punkte auf m verbindet.
Man erhdlt so swei comcentrische projective Strahlenbiischel, welche in
Involution liegen, wenn die Invariante i Null ist.

Nehmen wir schliesslich ¢ und ¢, gleichzeitig gleich Null an, dann
kbonnen wir bei der Umformung von f(z#) « — m wihlen; denn
wegen iy = 0 liegt p auf 7 und & kann beliebig genommen werden ().
Es wird so

i=xmy, + 1B, = Af,;
da ¢ == 0 ist, liegt a auf § und fillt demnach mit p zusammen:

Bei 1 =0, 9, =0 werden durch die Projectivitit f(xu) = 0 die
Strahlen eines Punktes derart auf die Punkte einer durch p gehenden
Geraggn bezogen, dass dem Strahle m des Biischels p der Punkt p der
Punktreihe m entspricht.

6. Die Form f(zu) sei wieder zweitheilig,
f (xw) =2a;k znue (3, k=1,23)

eine beliebige bilineare Form, A" = E -+ @l a32053 u. 8. w., wie inl.
Die simultane Invariante
0= E areg (4, k=1,2,3)

der Formen f(zu) und f'(zu) sei Null. Bringen wir f(zu) auf die
bekannte Form (), so ist
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o = XAP;my
zu nehmen, wodurch
0= leahp,- m (4, k=12 3)
wird.
© = 0 besagt also, dass die Elemente p und n ein Nullpaar der
Form f'(zu) sind.

§ 2.
Das Problem von Clebsch.

7. Wir nehmen jetzt an die Formen f(zu) und f'(zu) seien so
beschaffen, dass alle Formen des Biischels o f(xu) + o [ (zu) singulir
sind. Nun ist

det [of(zu) + of (@w)] = 0°A + 0760 + 0670 + PIA,
wo
o =2¢:‘k o (hk=1,238).
Wir setzen also voraus, dass die Invarianten A, A', 0, @' gleichzeitig

verschwinden.
Zerlegt sich eine der beiden Formen, etwa f'(zu) in ol uy, so
zerlegt sich unter den gemachten Voraussetzungen auch die Form

d)(xu) __2"’""”‘“ vl (G k=1,238)

und die zu ihr a.dJunglrte Form, welche wir mit ¥ (xu) bezeichnen wollen,
verschwindet identisch. In der That wird fiir

f (xu) = a; Ugy

f (z4) = %o up + Afru,,
A=A =0 =0 und © == 0 besagt (6), dass entweder («fa’) oder
(aba’) Null ist oder beide Determinanten zugleich verschwinden. In
jedem dieser Fille zerlegt sich aber ®(z%) und ¥(zu) wird identisch
Null*).

Erfiilllen also zwei Formen die Bedingungen A =A'=0=0'=0
und eine zerlegt sich, so verschwindet W(xu) identisch. Sind dagegen
beide Formen zweitheilig, so ist im Allgemeinen ¥ (z%) nicht identisch
Null. Also: Unter den Bedingungen A = A = 0 = 0" = (,
Y(zu) == 0 sind beide Formen f(xu) und [’ (xu) sweitheslig. o

8. Unter den eben genannten Bedingungen konnen wir a(l}b"

f = O Up + ﬁz Uy . *h:&,
= duty o+ ot Bt

*) Man kann zeigen, dass bei beliebigem  f die Form ¢ zerfallt “wenn f
zerfallt and @ =0 ist, Vergl auch Pas ¢h, L c
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annehmen; dabei fallen weder die Punkte p = af und p’ = «’$’ noch
die Geraden = — gb und =" = o'}’ zusammen, da ¥ (zu) == 0 ist.
(Pasch, L c.).

Weger © = 0 sind die Elemente p und = ein Nullpaar von der
Form f'(xu), wegen © = O die Elemente p' und z’ ein Nullpaar von
f(zw) (6). Es entspricht also dem Strahle p'p des Biischels p’ der
Punkt #'w der Geraden = in der Projectivitiit f(z#) = 0 und dem
Strahle pp’ des Biischels p der Punkt mx' der Geraden z in der Pro-
jectivitit f(zu) =0 (3). Also entspmcht dem gemeinsamen Strahle der
Biischel p_und p' in beiden Prq;ectzmtaten der gemeinsame Punkt der
Geraden m und =’

Wihlen wir also bei unserer Darstellung von f(.ru) und f"(z%)
in obiger Form « = o, so miissen’ wir a — a’ nehmen. Bei
A=A =0=0 =0, ¥(zu) = 0 konnen wir also f(z«) und f"(zu)
so umformen, dass

f (wu) = oz s + Bz 4°,
[ (xu) = azuy + Baths

wird; dabei ist weder («88) noch (abd’) Null.
Setzen wir fiir den Augenblick

ous + Gty = TU;, 0+ 6 = 1'ya,
so wird (2)

adj (9 fzu) 46 f (xu)) = Const. (acx) (ayu)
fiir keinen Werth g | ¢ identisch Null. Unter den gemachten Voraus-
setzungen werden also alle Formen des Biischels ¢ f(xu) 4 6 f'(zw)
zweitheilig sein, ¢ f(zu) 4 ¢ f (a;u) = 0 stellt ein Biischel von Pro-
~jectivititen dar. Bezeichnen wir eine Projectivitit desselben mit P, TT,
30 liegt der Punkt Pj auf «, die Gerade TT geht durch & und zwar
" entspricht dem" Strahle ¢ der Punkt a.
T Wir wollen die erhaltenen Resultate, durch welche der Fall
det (g fxu)4of (xu)) =0, VY(zu)==0 vollstindig erledigt ist und
in,Verbindung mit den Untersuchungen von Herrn Pasch der Fall
der Singularitéit aller Formen eines Biischels tiberhaupt, in folgendem
Satze zusammenstellen:

Im Falle A=A =0 =0 =0, ¥(@u) =0 sind alle Formen
des Biischels ¢ f(xu).+ o (xu) sweitheilig; durch die Gleichung
o f(zu) + o f (xu) = O wird in derselben Ebene ein Biischel von Pro-
Jectivititen P, T geliefert, Alle Punkte P liegen in einer Geraden;
alle Geraden TI gehen durch einen Punkt und zwar sind jene Gerade
und dieser Punkt homologe -Elemente jeder Projectivitit des Biischels.

Unter der Voraussetzung («ff)=4=0, (abd)4=0 konnten wir
f(z) und f'(zu) im Falle: A= A’ =0=0=0,¥Y@w=zz0in
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oz %+ Bz g,
o, Uy B; Ua
umformen. Fiihren wir also durch die lineare Substitution
o;=X,, f.= X,, 13;‘=X3
statt der x; Verinderliche X; und durch die lineare Substitution
Up = Ul) Uq = UQ, Uy == Us
statt der u; Verdnderliche U; ein, so gehen durch diese Substitutionen
die beiden Formen f(zw) und f'(xu) gleichzeitig in die Formen
Xl Ul + X2 U??
X, U;+ X, U,

iiber. Da f und B’ in den betr. Strahlenbiischeln beliebig (aber von
« verschieden) gewahlt werden konnen, so giebt es oo? Paare solcher
linearen Substitutionen, welche unsere beiden Formen in die zuletzt
gegebenen iiberfihren*), —

9. Liegen dée Strahlenbiischel p und p" und die Punktreihen =
und z’ in einer Ebene so, dass weder p mit " noch = mit =" zusam-
menfillt, besteht ferner zwischen p und = eine projective Beziehung,
in der dem Strahle pp’ der Punkt w=’, zwischen " und #’ eine solche
Beziehung, dass dem Strahle p'p ebenfalls der Punkt n'n entspricht,
so ist bekanntlich hierdurch eine Reciprocitét d. i. eine lineare reciproke
Beziehung in der Ebene gegeben, welche nicht degenerirt. Man findet
zu einem Punkte z die homologe Gerade » dadurch, dass man zu den
Strahlen px und p’z in der ersten bez. in der zweiten Projectivitit
die homologen Punkte &’ auf z, bez. " auf =" aufsucht; die Gerade
#’a” ist die zu x homologe Gerade u, Fiir die Punkte auf der Geraden
pp’ versagt die Construction, doch gelangt man bei diesen leicht auf
indirectem Wege zum Ziele.

Von zwei Projectivititen der eben beschriebenen Art kdnnen wir
sagen, das ssie eine ebene Receproatat erzeugen. Es folgt mithin sofort
aus Artikel 8:

Unter der Voraussetzung det (of + of) =0, ¥(2u)=g=0 erzeugen
die einer Ebene angehirigen Projectivititen f(zu) = 0 und [’ (xu) eine
Reciprocitit in derselben.

Die Gleichung der so erzengten Reciprocitit sei g(zy) =0, wo
g(zy) eine bilineare ordinire Form der cogredienten Verdnderlichen
z; und y; bedeutet. v T

In der Reciprocitit g(xy) =0 entspricht einem nicht aufﬁﬁer- .'
Geraden“pp’ liegenden Punkte z, | 2, | 2, die Gerade u, deren Glemhmrg .
in den Verinderlichen y; e

*) Ueber die rein algebraische Behandlung solcher Transformahomprobteme
vergl. die Aufsiitze von Kronecker, Berliner Monatsberichte 1874.
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_3/1 flx)y (@)
f(x), f (=),
Ys (@) (@)

lautet.

Die linke Seite dieser Gleichung ist eine in den Veriinderlichen
¥ lineare, in den Verinderlichen z; quadratische Form, die mit
F(zxy) bezeichnet werde. Fillt # in die Gerade pp, so wird F(zzy)
identisch Null. Wghrend bei allgemeiner Beschaffenheit der Formen
f(wu) und f’(z%) bei gegebenem y, |y, |y, die Punkte , deren Coordi-
naten z, |7,|z, die Gleichung F'(zzy) = O befriedigen, auf einem Kegel-
schnitte liegen, zerfillt dieser im behandelten Falle in eine Gerade
(pp'x) =0 und in digjenige Gerade, welcher y in der Reciprocitit
9(xy) = O entspricht, Es wird mithin

F(z2y) = Const. (pp'z) g(zy).
Die Form F(zzy) zerfillt also bei A=A"=0=06"=0, Y(zu)z=z0
und zwar wird sie das Product einer linearen Form y; in eine bilineare
ordinire Form der z; und yi.

Der nicht durch den Punkt wx" gehenden Geraden v =1v,|v,]|v,
entspricht in der zu g(xy) =0 inversen Reciprocitdt ein Punkt mit

der Gleichung .
u fi(v) ()

Uy fr(v) fy(v)|=
Uy () f5'(v)
in Liniencoordinaten w, | u, | u;. Bezeichnen wir den Ausdruck auf

der linken Seite dieser Gleichung mit I'(uvv), so zeigt man #hnlich wie
',fvorhm bet F(zzxy), dass

I'(wvv) = Const. (xx’v) p (uv)

wnd 7 W0 y(uv) eine bilineare ordinire Form der ; und »; bedeutet.
lee GIexchnng y(uv) = O ordnet einer Geraden %, |, | u, einen Punkt
" Diese Reeiprocitdt ist mit g(xy) = O identisch.
,_f~Setz'en wir
- 9(®Y) = 4, [(@) + 42 f ()2 + Y51 (2)s,
cove P(80) =y (0) + U2, (0) - usp5(v)
und 1ésen’ die Gleichungen f(24) = 0 und f'(z%) nach den u; bez.

; als Unbekannten auf, so erhalten wir unter den gemachten Voraus-
setzungen

w=(prz) gz (1=123),
Ti=(@ru)y;(u) (1==1,23).
Die durch die béiden bilinearen Gleichungen dargestellte quadratische
reciproke Beziehung wird slso unter den gemachten Voraussetzungen
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in allen Punkten einer Geraden pp" und in allen Geraden eines Punkt;
nx’ unbestimmt, verhilt sich im iibrigen Theile der Ebene jedoch wie
eine lineare eigentliche Reciprocitit. Wzr wollen in diesem Sinne sagen,
dass unter den Bedingungen A= A" =0 =0"=0, ¥Y(zu)=z=0
durch die Gleichungen f(zu) =0, f'(xu) =0 eine lmeare reciproke
Verwandtschaft in der Ebene dar gestellt werde, welche nicht ausartet.
Man findet zu einem Punkte z auf pp’ die homologe Gerade u, indem
man den linearen Factor (pp'z) vernachlissigt und u; = g(z); nimmt.

Bedienen wir uns der in der Theorie der Connexe iiblichen Aus-
drucksweise, so konnen wir auch sagen: Unter den aufgefiihrten Be-
dingungen besitzen die beiden Connexe (1, 1) f(z4) = 0 und f'(z4) =0
die besondere Eigenschaft, dass aus der ihnen gemeinsamen Coincidenz
keine quadratische reciproke, soudern eine lineare reciproke Verwaundt-
schaft in der Ebene hervorgelt.

Eben nach den Bedingungen, unter welchen diese Besonderheit ein-
tritt, fragt Clebsch a. a. O.; die aufgefiihrten sind hierzu hinreichend,
dass sie auch nothwendig sind, soll im ndchsten Artikel gezeigt
werden,

Hier sei nur noch bemerkt, dass bei det (of 4 6/)=0, ¥=0
die Jacobi'sche Covariante von den drei Formen '

Ug = Uy Ty + Uy Ty + U35, [(x%), [ (2u)
zerfillt, gleichgiltig, ob man die z; oder u; als Verinderliche auffasst.
Denn es wird
o(uy, flxu), f(xu)
a(xly Zz, xa)

oy flaw, f(zw)
a(uh Uy “t)

== F(zzz) = Const. (pp'z) g(zz),

= I'(uuw) = Const. (zx'u) y(uu),

g(xzz) und y(wwu) sind ordindre quadratische Formen.

10. Setzen wir jetzt einmal voraus, die bilinearen Formen f(zu)
und f'(xu) seien so beschaffen, dass die Beziehung zwischen dem
Punkte 2 und der Geraden u, welche die Punkte f(zu4)=0 und f’ (z%) =0
verbindet, eine lineare reciproke eigentliche wird. Man erkeunt dann
zunichst, dass sowohl f(zu) =0 als f'(zu) = 0 eine singulire Colli-
neation sein muss. Denn angenommen die Bemehung f(zu) =0 wirg
eine elgenthche collineare, so stinde u zu & in eigentlicher recxproker,,-
2 zu 2’ oder f(xu) =0 in eigentlicher reciproker, also # auch zu ;p_.
in elgenthcher reciproker Beziehung. Wir hétten eine elgenthche»’
Reciprocitdt in der Ebene, bei der alle Paare homologer Elemenfé"
aneinander liegen, was bekanntlich in der Ebene memals emtreten
kann, Es muss f(z«) und ebenso f’'(xu), tiberhaupt jede Form des
Biischels ¢ f(zw) 4 o f (wu) singulir sein. Denn benutzen wir zwei

Mathematische Annalen. XLIIL, 18
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Serschiedene Formen dieses Biischels, so entsteht in der angegebenen
Weise dieselbe Reciprocitit, wie durch f(x%) und /" (z%). Also es muss

det(ef(ou) + of (aw)) = o°A + ¢'00 + 060"+ '

fir alle ¢ | ¢ verschwinden, also ausser A und A’ miissen auch 0O
und © Null sein.

Wire nun im Biischel o f 4 of" eine zerfallende Form, so konnte
keine eigentliche Reciprocitat entstehen. Dies setzen wir aber voraus,
also alle Formen dieses Biischels miissen zweitheilig sein; f(zu) =0
ist also eine Projectivitit p, m, f'(¢u) = 0 eine Projectivitét p’, =
Durch zwei Projectivititen p, z und p, #° kann aber eine eigentliche
Reciprocitdt nur dann erzeugt werden (vergl. S. 263), wenn weder p
mit p" noch x mit z’ zusammenféllt. Denn fiele etwa p mit p' zu-
sammen, so entspriche jedem Punkte eines durch p = p’ gehenden
Strahles dieselbe Gerade (2), u. s. w. Es muss also ¥(zu) nicht
identisch Null vorausgesetzt werden. Die Bedingungen A = A’ = ©
0’ =0, ¥Y(zu)==0 sind also nothwendig und nach 9 auch hin-
reichend dafiir, dass die durch die Gleichungen f(z%) = 0 und
[ (xu) gegebene Beziehung zwischen x und % eine lineare wird, welche
nicht ausartet. Dabei ist stets zu beriicksichtigen, was {iber die in
einzelnen Punkten der Ebene eintretende Unbestimmtheit im letzten
Artikel gesagt warde. Denn wenn hier die lineare reciproke Verwandt-
schaft als specieller Fall der quadratischen erscheint, muss sie auch alle
Eigenthiimlichkeiten zeigen, welche dieser eukommen. Wihrend aber bei
der quadratischen birationalen Verwandtschaft im Allgemeinen nur in
drei Punkten Unbestimmtheit eintritt, geschieht dies hier in wunendlich
~vielen Punkten, die eine Gerade erfiillen. - Die Form

St g, £ £ @)

zorfallt, der sich ausscheidende bilineare Factor liefert auch fiir die
Punkte jener Geraden die homologen Geraden (9).

Wir erhalten, indem wir die Resultate des vorigen Artikels mit
den jetzigen zusammenstellen, den folgenden Satz:

 Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, dass die
durch die beiden bilinearen Gleichungen f(xu) =0 und f'(zu) dar-
gestellte, im Allgemeinen quadratische reciproke Verwandtschaft, zu einer
linearen reciproken eigentlichen wird, sind A=A =0 =0 =0,
¥ (zu) == 0. : : .
Oder:

Die nothwendzgen wzd hmrewhenden Bedingungen dafiir, dass aus
 der zwei Commexen (1, 1) f (xu) =0 und f(zu)=0 gemeinsamen
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Coincidenz eine lineare reciproke Verwandtschaft hervorgeht, welche nicht
ausartet, sind A=A =0=08" =0, ¥(zu)==0.

Damit ist das von Clebsch aufgeworfene Problem vollstindig
erledigt. Derselbe sagt a. a. O., dass die Reciprocitit durch zwei
Connexe (1, 1) in allgemeinster Weise erzeugt werden konne, eine
etwas unverstindliche Bemerkung, die sich vielleicht jetzt so erkliren
lasst, dass die zur Erzeugung der Reciprocitét benutzten Projectivititen
als solche allgemein zu nennen sind (5), wihrend nur ihre durch die
Bedingungen © = ©' =0, W¥(xu) =0 herbeigefiihrte gegenseitige
Lage eine specielle zu nennen ist.

11. Ist die Form Zi y, f(x), (), das Product einer linearen

Form der z; in eine bilineare Form der z; und y;, so ist die darch die
Gleichungen f(zu) =0 und f"(zu)= 0 dargestellte Verwandtschaft
zwischen # und u eine lineare eigentliche, also (10) det (¢of+ of") = 0,
Y(zu) 5= 0 und somit (9)2:}-_ %, fo(v) f;'(v) das Product ‘einer
linearen Form der #; in eine bilineare Form der u; und v;, Umgekehrt:
Zerlegt sich in der angegebenen Weise die Formz—-}— w, ) fy (v),

so zerlegt sich die FormZ—l— Y, f(®), ['(x); ebenfalls wie oben an-

gegeben. Also:
Die nothwendigen und hinreichenden Bedmgungen dafiir, dass die

aus den Formen f(xu) und [ (xu) gebildeten FormenZi Y, [(®), ' (%)s
.undZ’i uy fo(0) fy' (v) sich gleichzeitig in der angegebenen Weise ser-
legen, sind det (of + of) =0, ¥(zu)==0.
Die beiden Formen D+ y, f(2), f'(#)y und D)+ u, £,(0) fy (v)
lassen sich in der angegebenen Weise nicht oder gleichazeitig zerlegen.
12. Fiir die Formentheorie sind noch folgende Zusammenhinge

wichtig. Verschwinden die Invarianten A, &', ©, ©', wihrend ¥
nicht identisch Null ist, so miissen die Ausdriicke:

Dl 9,(0) 0,0) 9 (w), D)+ 9(2), d(2), ¢ @),

wo ®(zu) =u @), + -+ =a,P(u)+ .., beide identisch ver-
schwinden, wie sich mit Hiilfe der von Herrn Pasch a’a. O. 8. 35
und 36 entwmkelten Formeln ergiebt. Bezeichnen wir den ersten Ang- .
druck mit K3(u), den zweiten mit C3(x), so kann man sagen, da.as
mit A, &, O, 0" stets das Product C3(z). ‘l’(xu) und das Product
K3(u). ‘l’(xu) verschwindet. Denn verschwinden jene 4 Invariantén
und K3(u) ist nicht identisch Null, so ist ¥(zu)=0, da bei
¥Y(zu) =0 ja K3(u) = 0 ist, u.s. w. Auf die Herleitung interessanter
. 180
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Identitdten, welche nach dem Gesagten zwischen diesen Formen be-
stehen, soll indess hier nicht eingegangen werden.

Soll durch die Projectivititen f(zu) =0 und f'(zu) =0 eine
Polarreciprocitit erzeugt werden, so miissen ausser den genannten 4 In-
varianten bei W (2%)==0 noch die Invarianten ¢ und ¢’ =ay -+ az2+-ass
verschwinden (§). Die Bedingungen ¢ =0, ¢"=0 im Vereine mit
den fruher angegebenen sind jedoth nicht hinreichend dafiir, dass die
Beziehung f(zu) = 0, f'(2«) = O zwischen 2 und « polarreciprok wird.

§ 3.
Erzeugung einer gegebenen Reciprocitit durch Paare von Projectivititen.
13. Wir setzen

f(zy) =2 Qi i Yi =‘2 yif (@) =25'?i fi(),

G, k=1,2,3) (=1,2,8) (1=1,2,3)

oA
A= Z,i Ty Ga2 B33y g = %iks

o (uv) —2 Oir Ui Vx —2 v; @(u)i —Zu. @i(v).

,k=1,2,3) (i=1,2,8) =1,2,5)

Bedeuten «,|,|%;, ¥,|y,|ys Punktcoordinaten, u,|u,|u;, v,|v,|v,
Liniencoordinaten in einem linearen Coordinatensystem der Ebene, so
ist in dieser durch die Gleichung f(zy) =0 bei A 4=0 eine Reci-
procitit gegeben, vermdge deren

~dem Punkte z,|,|z, die Gerade £(2),|f(2),|f(2)s,
der *Geraden %y [y |ug der Punkt o (u),|p(u),|p (%),

entspncht die Reciprocitit wird also sowohl durch die Gleichung
f(zy)'= 0 als auch durch die Gleichung @ (uv) = O dargestellt. Dem-
entsprechend werden wir, wenn es sich jetzt darum handelt diese Reci-
procitit durch Paare von Projectz'm'tt‘iten 2u erzeugen, entweder Formen-
paare g(zu) und h(zu) so bestimmen, dass aus den Gleichungen
g(@u) =0, h(zu) =0 sich

. Ui =l f(z) (1=1,2,3)

ergiebt, oder wir werden g(xu) und h(xu) derart bestimmen, dass
aus g(ru) =0, h(zu) = 0 sich

ox;i=wmou); (i=1,2,3)

ergiebt, wo ¢ und ¢ weder Null noch Unendlich sind und I,, u; lineare
Formen der z;, u; bedeuten.
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Haben wir alle Paare von Projectivititen gefunden, welche unsere
Reciprocitit auf erstere Art erzeugen, so haben wir in Folge des
Dualititsprincips auch alle Paare, welche die Reciprocitit auf die
zweite Art erzeugen. Wir beschiftigen uns desshalb zuniichst nur
mit der Erzeugung ersterer Art.

14. Wenden wir zuerst die gegebene Reciprocitit f(zy) = 0 an,
so gelangen wir von einem Punkte 2, |z,|2, zu einer Geraden
f(®), | f(2); | f(x);; wenden wir hierauf die singuldre Reciprocitst

Ty = TUy; — qUy,
M ' Zy = — ruy -+ pug,
Tyg= qUuy — PU,

an, so entspricht in dieser der Geraden f(2),|f(),!f(2); ein in der-
selben liegender Punkt 2" mit der Gleichung

) [rf(@)y—q f(@)s] + o [— 7 (), +2f(2)s] + 43 [af (@) —p[(),] = 0.
Die Beziehung zwischen 2 und 2’ ist eine singulire collineare und
durch vorstehende Gleichung dargestellt, welcher wir auch die Form

p q r
@) u, u, g |=20
f(eh f(z), [@)

ertheilen konnen. Zwei verschiedene Werthsysteme p|q|r liefern zwei
Projectivititen, welche die gegebene Reciprocitit erzeugen. Wir
erhalten so oot Paare von Projectivitiiten, welche das Verlangte leisten;
wir erhalten aber damil auch alle Paare von Projectivitiiten dieser Art.
Dénn erzeugt die Projectivitit F(zu) =0 mit einer anderen die
Reciprocitdt f(xy) = 0, in welcher = und % homologe Elemente sind,
so steht # zu z in reciproker, 2 zu 2" oder F(zu) = 0 in singulirer
collinearer, also % zu z’ in einer solchen singuliren reciproken Be-
ziehung, welche die Form (1) hat. F'(zu) = O setzt sich also aus
f(xy) =0 und jener singuliren Reciprocitit zusammen, ist also in
unserem Netze von Projectivititen (2) enthalten, w, z. b, w.

Zu demselben Resultate fithrt uns folgende mehr mit unseren
Ausfiihrungen in § 2 im Zusammenhange stehende Ueberlegung: *)

Dem Punkte p entspricht in der gegebenen Reciprocitit die Gerade

FLEIA():I(p)y oder , dem Punkte p' die Gerade f(p) IF(F lf(K)y *

*) Die vorhergehenden Betrachtungen lassen sich besonders einfach auf den
Raum ausdehnen, wenn es sich ndmlich darum handelt eine risumliche Reciprocitit
durch drei rdumliche Collineationen zu erzeugen. Es lisst sich dann ein System
von o3 (theils singuldren, theils eigentlichen) Collineationen angeben, weélche zu
je dreien die Reciprocitit erzeugen. - :
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oder =, Entspricht in derselben ausserdem dem Punkte ¢ die Gerade
«, dem Punkte b die Gerade §, wo weder a noch b auf pp’ liegt und
die Gerade ab weder durch p noch durch p' geht, so suchen wir
erstens die Projectivitst g(xu) = 0, welche den Geraden pa, pbd, pp’
von p die Punkte ne, #8, zx’ auf x bez. zuordnet (§). Alsdann
bestimmen wir eine zweite Projectivitit 2(zu) — 0, welche den Ge-
raden p'a, p'b, p'p von p’ die Punkte m'e, n'B, =’z auf =z’ bez.
zuordnet. Diese beiden Projectivititen g(xu) =0 und A(xu)=0
erzeugen aber eine Reciprocitit (vgl. Art 9), in welcher den Punkten
a, b, p, p’ bez. die Geraden ¢, ﬂ, x, =’ entsprechen, die also mit der
gegebenen identisch ist. Da wir die Punkte p und p’ beliebig in der
Ebene annehmen kénnen, so erhalten wir, wie vorhin, oot Paare von
solchen Projectivititen; die mit g(zu) = 0 bezeichnete Projectivitit

" lautet aber

T

- (3)

f(o) @)
(P @)y u
f(p)s (@)

denn dies ist eime Projectivitit p, =, welche dem Strahle pz von p
den Punki mw auf = zuordnet, wo z und u homologe Elemente der
Reciprocitit f(zy) = 0 sind. So kommen wir in der That wieder auf
unser System (2), fiir p = p’ erhalten wir die Beziehung h(zu) =10
u. 8. W.

Hieraus finden wir sofort das System von doppelt unendlich vielen
Projectivititen, welche paarweise unsere Reciprocitit in der Weise

_erzengen, welche in 13 zuletzt beschrieben wurde. Wir gehen einfach

. gum dualen Falle tiber, indem wir fiir f(2y) die Form ¢(uv) nehmen,
i w*obel durchweg Punkt- und Liniencoordinaten zu vertauschen sind.

ir erhalten somit das System

o(=), @), =

¥ (7‘)2 1 (“)2 Zzy
p(m); @(u); s

=

'von Projectivititen der gesuchten Art. Also:

- Um eine gegebene Reciprocitit f(zy) = O auf jede migliche Weise
dwrck Paare von Projectivititen 2u erzeugen, bilde man die Systeme

2 + F(0) F(@), ug wund 2—!— @ (%), @ (%), %, von je doppelt unendlich

. vielen zweitheiligen. Formen. Irgend swei Formen des ersten bes. des

zweiten Systems Zzefem swei bilineare Gleichungen, welche die gegebene
Reciprocitit in der emen oder in der anderen Weise darstellen.

15. Greifen wir zwei Projectivititen g(z4) =0 und h(z4) =0
aus dem System (3) heraus, indem wir p = p und p = p’ nebmen,
80 besteht nach 9 die Gleichung
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D+ 4, 9(@) h(a) = Const. (pp's) f(zy),

wo g(&); = ﬂé‘—%‘—) u. 8. w. gesetzt wurde. Indem wir in bekannter

Weise die Constante bestimmen , erhalten wir die Identitat;
Y1 (D)l (@)—F(0)sf(®)e F(D)af(®)s—F(0))sf (),

Y2 FP)sf(@h~F (o) f(@); F(P)sf (@) ~—Ff (PN (=)
f (@) f (@)~ F(p)of (), N (@) —f () f (&),

die Identitit

(5) =A(pp's)f (2y);

Pom o] (D) @)
(6) Dy Ty ()| =|f(D) (@) u,l,
Ps % p3(u) f(p)s @)

die sich leicht direct ableiten lisst, fithrt weiter mit Riicksicht auf die
. Ausfithrungen in 9 zu der folgenden:

Uy Dr@3(0) =39, (9) P, P (v)—p5 @, (v)

(1) |ue P39 () —p93(v) 3’9y (0)—p, P3(v) | = (Tx'v) ‘P(’“”)v
Uy PP (V)= D9, (¥) Py P2 (v) — 0y @, ()

wo

wi=f(ph, w =f(p')
gesetzt wurde.

Weitere Identititen erhilt man, indem man von der Erzeugung
unserer Reciprocitit durch zwei Projectivititen des Systems (4) aus-
geht. Alle diese Identitdten lassen sich aber direct aus (5) herleiten;
auch die Identitdt (7) erhilt man aus (5), indem man daselbst y; = u;,
T; = v;, a; == oy nimmt, also fir f(ry) @(wv) schreibt, wobei zu
beriicksichtigen ist, dass fiir A jetzt A? zu nehmen ist, da

det @ (uv) = A?
ist.

Da sich umgekehrt, aus der Identitit (5) (und den aus ihr sich
ergebenden weiteren Identitédten) Alles, was wir itber die Erzeugung
einer gegebenen Reciprocitit gesagt haben, direct ablesen lisst, so
wird eine rein algebraische Herleitung derselben nicht unangebracht sein.

Zu dem Ende betrachten wir die Determinante

)y (o) fle)
(e @) fx)|=
f(p)y )3 f(®)s

bezeichnen adj. f(p); in voretehendem System mit F(p). L '\w.ﬂund
bilden die neue Determinante ,

A(pp ),

Lol
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F(p), F(o) F(z),
F(p), F(0) F(a)|.
F(pyy F(p); F(x),
Alsdann ist fiir das neue System
P: = adj F(z)i = D,f(z)i = &(pp 2) f(2):,
also hat die in (5) links stehende Determinante den Werth

Sy P = 8(pp'a) Dlysf@) = A(pr) [(zy),

w. z. b, w.

Osthofen, im August 1892,

D, =
4




Ueber die Bewegung eines festen Kdorpers in einer Flissigkeit.
Von

W. SteerorF in Charkow.

(Auszug aus einem Schreiben an die Redaction der Annalen),

In der beriihmten Abhandlung ,,Ueber die Bewegung eines Korpers
in einer Fliissigkeit, die im III. Bande dieser Annalen abgedruckt
ist, 16st Clebsch unter Anderem folgende Aufgabe:

Man soll die Bedingungen finden, unter denen die Gleichungen
der Bewegung eines festen Korpers in einer idealen homogenen in-
compressibeln Flissigkeit ausser den drei Kirchhoff’schen Integralen
ein viertes ganzes homogenes Integral der zweiten Ordnung zulassen
und zeigt, dass dies eintritt, wenn die doppelte lebendige Kraft des
Korpers den Ausdruck hat

2T=——Sa,x,’+Sb,y,2, _

wo das Zeichen S die Summe der drei Glieder bezeichnet, die man

aus dem angegebenen durch cyklische Vertauschung der Indices 1, 2,
3 erhillt, vorausgesetzt, dass unter den Coefficienten a;, b; (z-l 2, 3)
die Re]atlon besteht
Qe — Q
Segt—o,

%, ¥; (1=1, 2, 3) bezeichnen die Componentensummen und die
Drehungsmomente der impulsiven Krifte durch die in jedem Augen-
blick dem ruhenden Korper seine wirkliche Bewegung mxtgethellt
werden kann. '

Aber der von Clebsch angegebene Fall ist nicht der einzige. - .

Es ist nicht schwer, sich von der Richtigkeit des folgenden
Satzes zu uberzeugen :
Wenn in den Gleichungen der Bewegung

2T=S“1x12 -+ QGszbe,y, +Sb,y,’_.

ist und
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ay = 6%b, (b,24-b,%),
a, = 6b, (b,2+-0,%),
ay = 6%by (b*+5,%),

so ist ein viertes Integral

0SB, (0, — 28, — 2b)) 7, + 26 Sb,z,9, — Sy,? = const.

und das Problem lésst sich durch Quadraturen ldsen.

Der hier bezeichnete Fall unterscheidet sich wesentlich von dem
Fall von Clebsch und ist von ihm nicht bemerkt worden, weil Clebhsch
in seinen Untersuchungen stillschweigend die Annahme macht, dass
die von ihm mit » bezeichnete Constante der Null gleich ist. Ist diese
Constante von Null verschieden, so erbélt man den von mir angegebenen
Fall. Dieser und der von Clebsch gefundene sind aber die einzigen,
bei welchen die Gleichungen der Bewegung eines festen Korpers in
der Flissigkeit ein viertes homogenes Integral der zweiten Ordnung
zulassen.




Bemerkungen zu der Abhandlung des Herrn M. Réthy aber
»Endlich-gleiche Flachen*

(diese Annalen Bd. 38, p. 405—428).
Von

H. Dosriner in Frankfurt a./M.

In der Geometrie ist Gleichheit eindeutig durch Congruenz de-
finirt: zwei Linien, Flichen oder Kérper sind gleich, wenn sie aus
congruenten Stiicken bestehen, Desshalb haben die Axiome der Gleich-
heit in der Geometrie eine andere Bedeutung als in der Arithmetik.
In dieser sind sie wesentlich Definitionen, in der Geometrie nehmen
sie den Charakter von Lehrsiitzen an, von denen zu entscheiden ist,
ob und in wie weit sie beweisbar sind. - ‘

Herr Réthy hat jingst die diese Fragen beriibrenden Unter-
suchungen von Wolfgang Bolyal wieder aufgenommen und seine
Ergebnisse im 38. Bande dieser Annalen (p. 405 —428) verdffentlicht.

Bolyai stellt in dem Bestreben, die Beweisbarkeit des Axiom’s

A) ,,Gleiches von Gleichem giebt Gleiches,“
in seiner Anwendung auf gleiche ebene Flichen zu priifen, den Hilfesatz
B) ,,Congruentes von Congruentem gicbt Gleiches,*
voran und beweist die beiden Stze 2 und 3 (p. 405), in die B) zerlegt
werden kann.

Herr Réthy bezeichnet (p.405) Bolyai’s Beweis des Satzes 2
als unzureichend, weil ,seine Construction in fast ebenso vielen Féllen

zu einer endlichen als unendlichen Anzahl gegenseitig congruenter .

Stiicke der Restflichen* fithrt. Die nothwendige Abénderung und .
Ergénzung des Bolyai'schen Beweises verlange die ,,Einfiihrung des _
gegenseitigen Drehungscentrums resp. der Drehungsaxe der beiden ge- _
gebenen congruenten Flichen* (p. 406) und ihre Zerlegung ﬁ’urc”ﬁ
zweckmissig angebra(,hte Querschnitte,

Ich werde zeigen, dass auch der Beweis des Herrn Réthy den
Forderungen der Strenge nicht geniigt. Die Constructionen, die er
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in Kilrze in der Einleitung, ausfiibrlich bei der Auflosung der Auf-
gaben 4 und 5 (p. 420 —421) beschreibt, fiihren im Allgemeinen
ebenfalls zu einer unendlichen Zerstiickelung der Restflichen. Sie ge-
niigen deshalb auch nicht zum Beweise des an die Stelle des Axioms A
tretenden Lehrsatzes (7. p. 411):

C) ,Schneidet man aus zwei endlich-gleichen Flichensystemen
endlich- gleiche Systeme heraus, so sind die beiden Restsysteme endlich-
gleich.«

1.

Von wesentlicher Bedeutung ist nur die Behandlung der Aufgabe 4;
das Problem 5 lisst sich ohne Miihe auf das vorhergehende zuriick-
fithren.

Aus den besonderen Annahmen iiber die congruenten Flichen A
und B, mit denen sich 4 beschiftigt, geht hervor, dass ihr gemein-
sames Gebiet aus zwei getrennten Systemen K, und K, besteht. Setzt
man zuniichst nur einen Zusammenhang der Flichen in K, voraus,
so gelingt es, die Reste r =4 — K, und =B — K, in eine
endliche Zahl paarweise congruenter Stiicke zu zerfillen:

r==5+4+ 84+ -+ S+ + Sa,

oe=nI+T,+ - - +Ti+ - +Tn (Si = T).
Nach der Wiederherstellung des Zusammenhangs in K, entsteht die
Aufgabe, die nicht gemeinsamen Theile der endlich-gleichen Flichen
r und ¢ ebenfalls als endlich- gleich nachzuweisen.

Haben S;und 7; (i=1, 2, ... m) ein Stiick K,; gemeinsam,
so konnen die Reste S; — K;; und T; — Kj; in congruente Theile
zerlegt werden, und dann braucht sich die Untersuchung nur auf
solche Theile s, s,...5, und ¢, ¢,...1%, zu erstrecken, deren Lage ein
theilweises Zusammenfallen zweier entsprechenden Stiicke (s; und &)
ausschliesst.

Hingegen moge, — wenn ¢ einen bestimmten, zunichst festzu-
haltenden Index bedeutet, — s; mit

...... ti t; R 7

1 . o Ui, i1 . . n
die Stiicke _ _ '
st=t...si=tl,, si'=ty...d=1¢

gemein haben und fiberdies noch das Stiick 60 besitzen; ferner sei 7}

das Stick, das von # iibrig bleibt, wenn man #; fortnimmt, Dann
bestehen die Zerlegungen

S=6 s 44t P
h=bt-+1 h=1,2...i—1,i4+1,...9)

und
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Da nun % o2 Si, Sy~ und stee ty ist, 80 werden auch folgende Zer-
legungen moglich und vollig bestimmt sein:

=4+ At T g
SJ.ES;;‘I'G;’
[fol; thousi=tios; o~
h=1,2...9—1,i4+1...n),

so dass sich die Flichen r und ¢ so darstellen:

r=a4 S i+ et
3 h A

er_—t?+2t?+2t£+2z§..
A A h

Nach Weglassung der gemeinsamen Theile 2 st und 2 ti bleiben

von 7 und ¢ Gebiete » und o' itbrig, die sich folgendermassen aus
pasrweise congruenten Stiicken zusammensetzen:

r’Eo?-}-Zo};-}—Es};, «
A A
9’27?+21§,+2t,-".
A A

Der durch dieses Verfahren erzielte Vortheil besteht in der Ab-

sonderung eines Theiles ¢f der Fliche », welcher ganz ausserhalb der
Fléche ¢ liegt. Man kann nun dieses Verfahren wiederholen, indem
man statt s; ein anderes Stiick aus r, also — wegen der soeben be-
wirkten neuen Zerlegung — eins der Stiicke ¢} und s behandelt, und

wird wiederum ein Element finden, das ganz ausserhalb ¢ liegt.
Damit ist jedoch keineswegs — wie Herr Réthy behauptet
(p. 421) — bewiesen, dass wir durch Beriicksichtigung simmtlicher
zu r gehorigen Sticke ,die vorgelegte Aufgabe in einer endlichen
Zahl von Schritten 16sen. Denn diese Bebauptung wire nur gerecht-
fertigt, wenn sich nach jedem Schritte die Zahl der zu beriicksich-
tigenden Theile verminderte und schliesslich in Null iiberginge. Diess
braucht aber im Allgemeinen nicht der Fall zu sein; die Anzahl der
Theile (6! und sj) kann vielmehr nach der Ausscheidung von of be-
trichtlich grésser sein als zuvor. Auch darf man nicht mehr. an-

nehmen, dass die correspondirenden Theile si und £} von g
samen Stiicken frei seien. Denn von den Gebieten (s; und #), denen
sie urspriinglich angehdrten, war nichi vorausgesetzt, dass sie tiberall
getrennt Jigen. Im Allgemeinen hitte man also, um-das vorhin be-
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schriebene Verfahren wiederholen zu konnen, erst durch Ausscheidung

der den s} und ¢ etwa gemeinsamen Stiicken einen &hnlichen Ueber-
gang zu machen, wie vorher von den S, T zu den s, £ Diess konnte
wiederum eine Vermehrung der Theile, die man in der Folge zu be-
riicksichtigen hitte, bedingen.

Es bleibt mir nunmehr noch zu zeigen tbrig, dass die von Herrn
Réthy angegebene Construction in einem bestimmten Falle thatsichlich
zu -einer unendlichen Zerstiicklung der Restflichen fiihrt.

Die zu betrachtende Fliche 4 setzt sich aus (n -+ 1) Theilen
D, ... D, und d zusammen, die aussen durch Bogen eines Kreises
mit dem Mittelpunkt O, und
innen durch je zwei gerad-
linige Strecken begrenzt
sind. Die Theile D, D;... D,
sind congruent; D, besitzt
als Grundlinie éinen Bogen
@, der wohl n-mal, aber
nicht (n 4 1)-mal in der
Peripherie enthalten ist, und
dessen Verhidltniss zu 2=
irrational ist. Der Zussere
Bogenvondist =2x —ne,
also kleiner als der zu D;
gehorige Bogen, dagegen
sind die. beiden Winkel
zwischen, den geradlinigen
Strecken und dem Bogen
in d diesélben wie in D,

Die zweite Fliche B sei
A congruent und komme
mit ihr zur Deckung, wenn
man sie um O um den
Winkel ¢ dreht. Bezeichnet man mit A,...A, und & die Theile
von B, so erkennt man leicht, dass .

Al o o 4 An_l
von D,...D,

ganz bedeckt werden, dass aber von A, ein viereckiges Stiick 7, und -

von D, das Viereck S, iibrig bleiben.
Um nun diese nicht gemeinsamen Theile von 4 und B in eine

endliche Zahl congruenter Theile zu zerlegen, habe ich (nach Réthy)
zuerst von O aus durch die Ringfliche 4 einen Querschnitt I, bis an
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die #ussere Begrenzang zu ziehen und den entsprechenden Querschnitt
l, in B zu suchen. Trifft 7, die Peripherie in dem Punkte zwischen
D; und Dy, so gebt 1, zwischen Diyy und Diys hindurch. In dem
einen Winkelraum zwischen [, und I, kommt A; mit D1 zur Deckung.

Den dadurch bewirkten Zusammenhang der beiden Fléichen 4 und B
hebe ich zunichst auf (— etwa indem ich A; aus der Ebene heraus-
biege —) und zerlege die aus A; und 7, auf der einen Seite und aus
Diy1 und S, auf der anderen Seite bestehenden Restflichen r und o
in congruente Stlicke. Diess erreiche ich durch wiederholte Drehungen
um die Winkelgrosse @ in beiderlei Sinne (p. 415) und erbalte
schliesslich vier paarweise congruente Stiicke,

S$; 1y, 8,T,, SgT; und 8,T,.

Die Zeichnungen gestalten sich wesentlich einfacher, wenn man
annimmt, dass der Bogen ¢ im Verhiltniss zur ganzen Peripherie
unendlich klein ist, also als eine geradlinige Strecke angesehen werden
kann. Dann sind S und S, zwei Dreiecke die mit dem Parallelo-
gramm S; das Dreieck lmn = Dy bilden, wihrend sich das con-
gruente Dreieck Apv = A; aus dem Parallelogramm 7, und den Drei-
ecken T, und T, zusammensetzt. Die folgenden Betrachtungen sind
aber ohne Einschrinkung auf die urspriinglichen, zum Theil kramm-
linig begrenzten Flichen » und ¢ anwendbar.

{

)
I,

AVAL il
P |,
| M Q“xlﬂ\““\llh,

Stellt man den Zusammenhang von 4 und B in dem Winkelrawm
zwischen [, und [, wieder her, indem man Imn auf Apv legt, und-
scheidet zuerst die Stiicke aus, welche 7, und 7, mit S; und S, g&s
" mein haben, so bleiben zur Untersuchung Flichen, die aus den Theilsy

8,884, und #,4,4,t,t bestehen. Von diesen bilden wiedernmisSi%a
und £,t,4, zwei in das gemeinsame Gebiet fallende congruente Byeiecke
Im'n’ und A'p'v’. Das Verfahren kann dann von Neuem: :owit der
Ausscheidung der Stiicke beginnen, welche #; und f .mit;;;svzw;nd 8y
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gemein haben. Man erkennt schon jetzt, dass auf diese Weise niemals
ein Abschluss erreicht werden kann, vorausgesetzt, dass die Grund-
linien von S; und S, incommensurabel sind. — [Dass an sich die
Zerlegung der Erghnzungsparallelogramme 7, und S, ohne Mihe aus-
fihrbar ist, darf ich wohl als bekannt voraussetzen.]

Die hier ausgefiihrten Operationen entsprechen einzeln véllig den
Vorschriften des Herrn Réthy; nur sind bei der Ausscheidung immer
diejenigen Theile zuerst beriicksichtigt worden, dié ganz ausserhalb
der ihnen entsprechenden Theile liegen, wihrend in den Ausfihrungen
des Herrn Réthy zuerst von den Theilen S; und T; die Rede ist, die
ein Stiick K;; gemein haben. —

Es lisst sich aber léicht zeigen, dass der processus in infinitum
nicht durch diese Aenderung der Reihenfolge bedingt ist.

~ Beginnt man nach Fortlassung des Stiickes, das S; und 7, gemein
haben, mit der Zerlegung ihrer nicht gemeinsamen Gebiete, so wird
man an der Grundlinie in
—r—A 8, zwei Theile s; und s;
finden, die auf der Grund-
linie von T, stehen, und in
T, die congruenten Theile
t; und #, die auf der Grund-
linie von S, stehen; und
zwar befindet wich 7% rechts
von %, wenn §; links von
s liegt, und umgekehrt. —
Zu wesentlich den gleichen
Ergebnissen muss man stets
gelangen, welcher Gestalt
auch immer die Figuren S,
und 7', sein mdgen, wenn
nur 1) der Drehungsmittel-
punkt ausserhalb S, und 7
liegt, 2) je ein Stick des Grundkreises einen Theil der Begrenzung
von S; und T, avsmacht, und 3) die auf dieser Grundlinie gemessene
Verschiebung in einem irrationalen Verhiltniss zu der ganzen Grund-
linie steht, '

Scheidet man nun' zuerst das Stuck aus, das S, mit # und # ge-
mein hat, 5o ist, um die Congruenz in der Zerlegung der Restflichen
aufrecht zu erhalten, erforderlich, dass man 7, in zwei Stiicke ¢ und
%" zerfallt und s, in zwei Stiicke sy’ und s;”. Dann tritt aber wiederum
ein theilweises Zusammenfallen zweier correspondirender Theile ein,
und zwar entweder von s; und ¢’ oder von s und ¢°'. Der soeben
durchgefihrte Process muss deshalb von Neuem beginnen, und kann

Fig. 4.
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zu keinem Abschluss filhren, weil jedes der Paare s;, ¢/ und &7, &~
den drei vorhin angefiihrted Bedingungen geniigt.

2.

Bei Réthy sind die beiden Flichen 4 —K,=r und B— K,=¢
zwar endlich-gleiche Flichen besonderer Art: sie gehen in genau
vorgezeichneter Weise aus den beiden congruenten Flichen 4 und B
hervor. Da aber seine Construction von dieser Besonderheit niemals
Notiz nimmt, so miisste sie auch fiir endlich- gleiche Flichen beliebiger
Art gelten, also zu dem Schluss berechtigen:

D) dass stets, wenn zwei endlich-gleiche Flichen ein Stick gemein
haben, die Reste endlich-gleich sind.

_ Auf diesen Satz liesse sich aber ein Beweis des Hauptsatzes C)
grinden. Man hitte zundchst aus D — durch das von Herrn Réthy
unter 7, p. 426 entwickelte Verfahren — den Satz abzuleiten:

E) ,,Schneidet man aus swei endlich- gleichen Fliichen comgruente
Stiicke heraus, so sind die Reste endlich-gleich*

und wiirde schliesslich durch wicderholte Anwendung desselben zur
Verification der in C) enthaltenen Behauptung gelangen.

Gibe also die Construction 4 in jedem Falle die gewiinschte
endliche Zerlegung, so kénnte man auf sie den Beweis von C) zurlick-
fihren, und wire mit Herrn Réthy (p. 427) zu behaupten berechtigt,
dass der Satz C) durch wiederholte Transpositionen bewiesen werden
konne.

Ob Herr Réthy bei dieser Behauptung den soeben angedeuteten
Zusammenhang mit 4 im Sinne gehabt hat, vermag ich nicht zu ent-
scheiden, da er sie ohne jede Begriindung aufstellt.

Jedenfalls konnen die Sitze D), E) und C) auf der fir § 2 an-
genommenen Grundlage noch nicht als bewiesen gelten, weil, wie ich
gezeigt habe, die Réthy’sche Construction zu 4 unter Umstinden
eine unendliche Zerlegung liefert. Auch auf anderen Wegen vermochte
ich nicht, befriedigende Beweise filr diese Sitze zu finden, trotzdem
es mir gelungen ist, die Aufgabe 4 durch eine einwurfsfreie Oonstructlon
zu lésen und damit den Satz B) in aller Strenge zu beweisen. Diesen
Beweid gedenke ich in einem zweiten Artikel zu verdffentlichen. 3

Der Beweis, den Herr Réthy im ersten Paragraphen semel,'.,
Arbeit giebt, kann meines Hrachtens — so interessant er an si
ist — nicht befriedigen, weil er sich auf eine Voraussetzung:jstt
ilber die die vorliegende Untersuchung erst Klarheit verschaffs

Ware nimlich C) in der in § 2 erstrebten Weise «bemaﬁe;l R sb
wiirde sich aus ihm der folgende wichtige Satz ergeben.. - LR
Mathematischo Annalen. XLIL 19
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F) Sind A und B zwei endlich-gleiche Flichen, d. h. giebt es
eine Zerlegung Z,, welche A in n Sticke" a,, a, ... an und B in n
entsprechend congruente Stiicke by, by . .. by (a: =2 b) theilt, so kann
es keine zweite Zerlegung Z, geben, wdcke 4 in p Sticke a, y, ... &,
und B in v Sticke B, B,... B, von der gegenseitigen Bezzehuny thezlt,
dass wohl jedem « ein congruentes f, aber micht jedem B ein congruentes
a entspricht.

v>up wuxp G=1,2,...4)]
Denn nach C) miissten, wenn man von 4 das System (oc,-}- Ot 4ay)
“und von B das System (8, 4+ B, + - - - + B.) abzieht, endlich-gleiche
Reste iibrig bleiben, was aber unmboglich ist, da '

"(“1+“2+"j+“#)50
—Bi+ Bt FB)=Buta + Bt - - '.+ By)

Dieser Satz, der in folgender kurzen Fassung leichter zu iiber-
sehen ist: -

F* Erweisen sich zwei Flachen bei einer Zerlegung als endlich-
gleich, so kann es keine zweite Zerlegung geben, die sie als ungleiche
Flédchen erscheinen liesse,
ist es, den der erste Réthy’sche Beweis als Axiom voraussetzt.

Um diess erkennen zu lassen, will ich kurz seinen Gedankengang
wiedergeben.

Bezeichnet man mit ¢ die Bedingung, dass sich die Begrenzung
zweier Flachensysteme 4 und B nur aus drei Arten von Linien zu-
sammensetzt, ndmlich 1) aus geradlinigen Strecken, 2) aus solchen
. krummlinigen Theilen, die auf demselben System sowohl mit posmvem

“aly'mit negativem. Krﬁmmungssmn vorkommen, und 3) aus einer end-
=~ lichen Anzahl paarweise congruenter Curven, deren Kriimmungssinn
. yoa ‘dem Tunersn der Flichen aus gérechnet in beiden Systemen der
gleiche ist, so-beweist Herr Réthy zunéchst den

Satz 5, p. 410: ,,Wenn dic Begrensung zweier Flichensysteme
A dnd B ‘der Bedingung & gendigt, so lassen’ sich A und B nach
Absonderung von endlich - gleichen Systemen A, wnd B, in geradlinige
Polygom P, und P, verwandeln‘:

— (4, + P), ,

=B+ P,
A =B1§

und

§st. .

dann félgt der

Satz 6, p. 411; ,,Sc}mezdet man - aus -swei congruenten Flichen
congruente Stucke hemus, so geniigen die Begrensungen der Reste der
Bedingung &<, .
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und schliesslich der '

Satz T, p. 411: ,,Schneidet man aus gwei endlich - gleichen Fldchen-
systemen A und B endlich-gleiche Systeme vom Stiicken A, und B,
heraus, so geniigen die Begremzungen der Reste der Bedingung &‘.

Mit Beriicksichtigung von 5) folgt hieraus:

. A=4,+ 4, + P,
B=B,+ B, + P,
(4=B; 4,=B,; 4,=D58,).

Nun lésst sich — auch ohne Zuzichung des Parallelenaxioms —
beweisen, dass sich jedes geradlinig begrenzte Polygon durch eine
endliche Zahl von Transpositionen in ein Dreieck verwandeln ldsst, -
und zwar in ein Dreieck, das noch zwei Bedingungen erfiillen kann,
also etwa in ein rechtwinkliges Dreieck mit der Kathete g. Man kann
also fiir P, das rechtwinklige Dreieck A; mit den Katheten g, A, und
fiir P, das Dreieck A, mit den Katheten g, A, setzen und hat:

A=Ao+<41+A1a
B=B,+ B, + A,

Schliesst man nun, dass wegen 4 = B, 4, = B, und 4, = B,
nothwendiger Weise auch A, ~ A, sein miisse, so hat man implicite
von dem Satze F*) Gebrauch gemacht.

Wollte man sich enger an Réthy anschliessen, so hitte man die
Polygone P, und P, in zwei Parallelogramme zu verwandeln und
diese durch die Construction 3, p. 407/8 in 6 Theile 1,2,...6 und
1,2"...6" zu zerlegen. Von diesen wiirden sich die Paare 1, 1’, 2, 2’
3,3  und 6, 6" als congruent erweisen, und man hétte:

A=Ay 4+ 4+ 14243 +64 @4+ 0),
B=DB,+ B + 1"+ 2 + 3+ 64 4+ 5)

Wenn nun Herr Réthy (p. 408 letzter Absatz) schliesst, dass

die Parallelogramme (4 4 5) und (4 4 5°), welche gleiche Grundlinien

haben, auch nothwendig gleiche Hohen besitzen miissen, so stiitzt er
sich dabei auf den erst zu beweisenden Satz I'*).

3.

Zum Schluss sei mir gestattet nachzuweisen, dass die Con-
struction, welche ein geradliniges (» — 1)-Eck in ein n-Eck iiber-
fiilhrt, vom Parallelenaxiom unabhiéngig ist. Dazu braucht man einzig
die Aufgabe zu behandeln: ein Dreieck A BC in ein anderes mit
gleicher Grundlinie BC so zu verwandeln, dass die Spitze auf einer
gegebenen Geraden Cx liegt. — Man verbindet D, die Mitte von 4 B,
mit E, der Mitte von AC, bestimmt F' auf Cz und macht GF == FC;

19°*
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dann ist GBC das gesuchte Dreieck. Zum Beweise macht man
ID = DH wnéd FK = FE upd verbindet J und K mit denjenigen
Dreiecksecken (A und @), welche mit dem Schnittpunkt L der Linien
AC und GB auf einer Seite von JK liegen. Dann folgt aus der
Congruenz von GFK und FE(C, dass GK = EC = EA und
X K = F ist, ferner aus der Congruenz von 4J.D und D BH, dass
X J = H ist. Mithin sind auch die Dreiecke 4JE und GHK con-

Fig. 5.

gruent. Da diese gegen einander lings der Geraden J K verschoben
sind, so lassen sich ibre nicht gemeinsamen Theile JALH und
LGKE in eine endliche Zahl paarweise congruenter Stiicke zerlegen;
also JALH=LGKE. Aus JALH=ABLund LGKE =LGC
folgt A BL = LG C und schliesslich 4 BC = GBC.



Der Satz: ,,Congruentes von Congruentem giebt Gleiches in
seiner Anwendung auf ebene Flichen.

Von
H. Dosringr in Frankfurt a./M.

F sei ein ebenes Gebiet von endlicher Ausdehnung und beliebiger
Begrenzung. Die Endlichkeit ist durch die Eigenschaft definirt, dass
die gerade Verbindungslinie zweier dem Gebiete von F angehGrenden
Punkte eine angebbare Lénge nicht tberschreitet, welche Punkte man
auch in F wiblen mag. — F kann ein einfach oder mehrfach zu-
sammenhiingendes Stiick sein, oder aus einer endlichen Zahl einfach
oder mehrfach zusammenhéngender Stiicke bestehen.

Befindet sich ein Gebiet ®, welches durch Verschiebung oder
Wendung mit # zur Deckung gebracht werden kann, in solcher Lage,
dass es mit F ein Gebiet G gemeinsam hat, so besteht der Satz:

1) Die nichigemeinsamen Gebiete, f in F und @ in &, lasseh sich
in eine endliche Zahl paarweise congruenter Stiicke zerlegen :

F=fi+fi+ +f
=+, + - +on
fie @i
Beim Beweise hat man zu unterscheiden, ob F und ¢ gleichwendig
oder gegenwendig congruent sind. Im ersten Falle (A) besitzen sie
einen Situationspunkt M von der Eigenschaft, dass man nur eine der
Flichen um diesen Punkt zu drehen braucht, um sie mit der andern
zur Deckung zu bringen. Der Betrag dieser Drehung sei gleich o flir
F und gleich — « fiir ®. — Man sagt, M liege im Unendlichen (Fall A,)
wenn die Congruenz bereits dadurch herbeigefiihrt wird, dass man die
eine der Flichen lings einer Geraden g verschiebt.. Der Betrag der er-
forderlictien Verschiebung sei d fir F und — d fir ¢. — Sind die
Flichen gegenwendig congruent (Fall B), so muss eine von ihnen
zuerst eine halbe Wendung um eine bestimmte Gerade g und dann
eine Verschiebung lings derselben machen, um mit der andern zur
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Deckung zu kommen. — Der Abschnitt C beschiftigt sich mit dem
Beweise des Hauptsatzes:

2) Schneidet man aus congruenten Fliichen congruente Stiicke
heraus, so lassen sich die Reste in eine endliche Zahl paarweise con-
gruente Theile zerlegen.

Die Fille, in denen sich meine Behandlung wesentlich mit der des
Herrn Réthy deckt, sind durch den Hinweis auf die in Betracht
kommenden Stellen seiner Arbeit iiber endlich-gleiche Flichen (diese
Annalen Bd. 88, p. 405—428) hervorgehoben.

A;) Die Flichen kommen durch Verschiebung zur Deckung.*)

- Man verschiebe F lings der Geraden g der Reihe nach um
d, 2d, 3d, ... und bezeichne das ebene System in den neuen Lagen
nit F,, F,, Fs ... Fi.... Dann wird man wegen der Endlichkeit von
F schliesslich zn einem F; gelangen miissen, das ganz ausserhalb F'
gelegen ist. Ist F,_; das erste Gebiet dieser Eigenschaft, so wird F,
mit F, = ® ebenfalls kein Gebiet mehr gemeinsam haben. — Schafft
man sich ferner durch die Verschicbungen um — d, — 2d, —3d, ...
die Gebiete F_;, F 5, ... F_(_y), so ist F__y in ihrer Reihe das
erste, das F nicht deckt, und F_(,_5 das erste, das F, = &
mcht deckt,

Verzeichnet man nun in ¥ die Umrisse von

F_(y.—.l)’ F_(,-_g), “ .. F_l, Fl’ FQ, e F'V—-l,
soweit sie in F hineinfallen, ferner in ¢ 'die Umrisse vou
S ‘AF—(’&..Q)’ F_(,_s),...F_l, F, Fﬁ,...F,,, .
"soweit sie in & hineinraden, so werden beide Gebiete in gleich viels
. .paarwelse cong'ruente Thexle zerlegt

= f i+ ot
¢=' ‘P1+ Pt - P,y
fi o o ‘
da té “erate Gruppe genau dieselbe Lage zu T hat w:e die ihr con-
gtuente zweite Gruppe zn .

Die Zahl der Theile ist sicherlich eine endliche, wenn wir die
Voraussetzung machen, dass sich die Begrenzungen von F' und @ in
jeder’ gegensexhgen Lage nur in einer endlichen Zahl von Puukten
durchdringen. Man tibersieht forner leicht, dass die 'das gemeinsame
Gebiet G fullenden Sticke @, ganz mit gewissen (ilinen micht ent-
sprechenden) Stticken fi zusammenfdllen mtissen, 8o dass, die Be-

grenzungen dieser q)g keme Zersthcklung der re hervorrufen (und um-
gekehrt). ,‘A - N

*) Vgl. Réthy p. 414—417,.,;-;. -
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Man kann nun die Zuordnung der Theile f; und @; so abindern,
dass sich in dem gemeinsamen Glebiete G die einander deckenden
Theile entsprechen, dass bingegen einem Theile aus f auch ein Theil
aus ¢ entspricht. .

Ist ndmlich f; ein Stiick aus dem nicht gemeinsamen Gebiete f,
80 kann das correspondirende Stiick ga entweder zu ¢ oder zu G ge-
horen. Im ersten Falle entspricht die Zuordnung der gestellten For-
derung, Im zweiten Falle muss ¢, auch ein Theil von F, also mit
oinem bestimmten f; identisch sein. Liegt nun das correspondirende
®x bereits ausserhalb des gemeinsamen Gebietes G, so kann man ¢
dem Theile £, und @5 dem Theile f; zvordnen. Befindet sich hingegen
@& noch in G, so muss es mit einem bestimmten f; identisch sein,
und es bleibt dann zu entscheiden, ob das correspondirende @; zu
G gehort oder nicht. Da aber die Zahl der Theile iiberhaupt endlich
ist, so muss man schliesslich auf ein in ¢ liegendes Stiick ¢ kommen,
das man dem Stiick f; zuorduen kann.

Sind (in geénderter Bezeichnung)

it fir resp. @y @al @a .. . pi”

die Theile von F resp. ®, auf die man im Verlaufe dieses Verfahrens
stosst, so ist es ausgeschlossen, dass in derselben Gruppe zwei, etwa
/»” und fi*+*, identisch sind, und so das Verfahren zu einem cyklischen
wird. Denn wegen [’ = @,~1 und f;0+#) = @,+*—) miisste dann
auch @~ = @,*+#~ sein, und mithin, da Foo d, auch fr-t=fr+s~1)
und schliesslich f, =/f*. Dies ist aber unmbglich, da f; zu f und
fax* zu G gehort.

Hiermit ist bewiesen, dass jedem Theile von f ein congruenter
Theil in ¢ entspricht.

A) Die Flichen kommen durch eine Drehung zur Deckung.
L

Steht der Drebungswinkel ¢ in einem rationalen Verhiltniss zu
2, so fihrt ein dem vorigen analoges Verfahren zur Zerlegung der
Restflichen, — Ist @ = 2m=x|n, so dreht man F um den Mittel-
punkt M nach einander um die Winkel ¢, 2¢, ... (# —1) « und
verzeichnet die Umrisse der erhaltenen Figuren F F| ... Fin_y sowohl
in F als in F;=®. Dann schliesst man genau wie vorhin, dass die
nicht gemeinsamen Gebiete von F und ¢ in paarweise congruente
Theile zerfallen. o
11.%) o

Ist das Verhiltniss & : 2« irrational, so machen wir zunichst: die
Annahmen, dass man von dem Drehungsmittelpunkte M "der” beiden

*) Vgl. Réthy p. 414 —417.
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Systeme F und ® lings einer Linie L in’s Unendliche gelangen kann,
ohne eins von ibnenezu durchqueren, und dass zweitens die Lucken
von F und &, durch welche L fiihrt, einander wesentlich entsprechen, —
Der Sinn der letzten Voraussetzung wird durch folgende Bestxmmung
festgestellt:

Verbindet man zwei Punkte ¢ und b in F durch eine Linie 7,
welche L nicht schneidet, so darf die entsprechende Linie A, welche
in ¢ die entsprechenden Punkte « und f verbindet, glelchfalls die
Linie L nicht schneiden, welche Punkte und welche Verbindung man’
auch immer wihlen mag.

Dieser Fall unterscheidet sich nicht wesentlich von dem unter A,
behandelten. Die Drehung um den Punkt M ist einer Verschlebung
lings der Peripherie eines um M geschlagenen Kreises gleich zu
achten. Wihrend aber F bei einer wiederholten Verschiebung lings
 einer Geraden g schliesslich ganz aus seinem urspriinglichen Gebiete
heraustritt, braucht die wiederholte Drehung dies Ergebniss nicht
herbeizufithren, — Vergrssern wir aber das der Drehung zu Gebote
stehende Feld, indem wir die Ebene zu einer vielblattrigen Windungs-
fliche umgestalten, so tritt an die Stelle der geschlossenen Peripherie
eine Anzahl {ibereinander liegender, zu einer Spirale verbundener
Kreisumfinge, lings deren F aus seinem urspriinglichen Gebiet hinaus-
geschoben werden kann.

Man legt die Ebene, welche F und ¢ enthilt, zwischen zwei
andere Ebenen, durchschneidet die drei Ebenen lings der Geraden L
und verbindet die Rinder der mittleren mit den nicht entsprechenden
_ Réndern des oberen und des unteren Blattes. Dadurch erhilt man

. eine Fliche von 3 Windungen, und es ist leicht, die Zahl der Windungen
s nach beiden Seiten nach Bedarf zu vermehren. — Wenn man dann

© = F um die Winkel ¢, 2¢,...ve, —e, —2a,... — (v — 1) & dreht,
.80 gelangt man zu der Gruppe F, F,... F, F,F ... F_(_,, in
- welcher Fj,_;) und F.- 4y die ersten Systeme sind, die ausserhalb F,
und Fy), F_y_g die ersten Systeme, die ausserhalb F, = ® liegen. —

'Die gesuchte Zerlegung ergiebt sich (wie in.A)), wenn man in F und ¢
die Contouren der iibrigen Systeme verzeichnet.

IIL

Es ist mdglich, dass sich vom gegenseitigen Drehungsmittelpunkte
M der beiden Flichen F und & mehrere, wesentlich verschiedene,
einander nicht schneidende Linien L, L, ... L, ziehen lassea, auf
denen man, ohne eins der beiden Systeme zu durchqueren, in’s Un-
endliche gelangen kann, von denen aber keine der im vorigen Para-
graphen festgehaltenen Bedingung gentigt. Die Liicken von F und &,
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durch welche L; geht, wiirden sich also bei der Congruenz von F
und ® als nicht entsprechende Gebiete erweisen. Jedenfalls theilen
die Linien L das System F' in h Partialsysteme X, X,... X, und
das System ¢ in h Partialsystemé =,"Z,"...Z,. Die Bezeichnung
soi so gewdhlt, dass X, und =,” in dem Winkelraum zwischen L; und
L, liegen, und X; und =/ in dem Winkelraum zwischen L, und L,
ferner dass auf L;_; zunichst L; und dann L., folgt, wenn man
den Mittelpunkt M in einem bestimmten Sinne umkreist. — Nach
der vorangestellten Einschrinkung ist es ausgeschlossen, dass X; und
=/ entsprechende Gebiete von F und & sind, oder genauer gesagt,
dass sie Gebiete darstellen, welche aufeinander fallen, wenn die ganzen
Systeme F und ¢ zur Deckung gebracht werden. Bezeichnet man
mit =; das System aus ¢, das bei dieser Congruenz dem Systeme X‘
correspondlrt so machen wir die Annahme, dass die Gruppe =,'=,’ .

mit der Gruppe =, =, ... =, tdentisch ist, dass also beide die gleichen
Glieder, aber in verschiedemer Reihenfolge emthalten. Ist dann =/
identisch mit =, so muss Z,” mit =4, identisch sein, oder allgemein

(E(', 52/ N E),'_k+1, E;,Cg_{.z e EA')
= (Ek, .-:.'.1,_;.1 e Eh, E] e Ek—-l)‘

Die Systeme X; und Z; sollen nunmehr mit neuen Indices versehen
werden und zwar nach folgendem Princip: Fiir den Index 1 setze
man 4,, 4, fir &, 4, fir den Index desjenigen =, das mit X, = X,
in demselben Winkelraum (L;—,, L) liegt, 4, fiir den Index des-
jenigen =, das mit X, in einem. Winkelraume liegt, u. s. f., und
schliesslich 4; fiir den Index » — k 4 2. Dann kann ein theilweises
Zusammenfallen folgender Partialsysteme stattfinden:

von X; X3 X5, ... Xy, Xi mit
resp. Ez, Ez, Eg. s Ez,‘ _=.,11.
Die Auftheilung ihrer nicht gemeinsamen Gebiete in paarweise con-

gruente Stiicke erfolgt nun vermittelst nachstebender Construction
unter Benutzung von congruenten Hilfsgebieten
Y;... th (Y;‘.___('E_ Xz‘.g_zzi).

Ihr Feld ist wiederum eine Fliche, die sich in einer hinreichenden
Zgh] von Bléttern um einen Punkt N windet. .

Man verzeichnet in einem der Blitter ¥, und zwar so, dass es
zu N dieselbe Lage hat wie urspriinglich X; zu M, dann legt misn
Y;, auf Y, so dass ihre gegenseitige Lage dieselbe wird wie :die
von =; und le, ferner Yz, auf Y3, so dass ihre gegenseitige’ Lsge
dieselbe wird wie die von = und Xj, u. s. f., schliesslich Y3, auf
Y;, ., so dass ihre gegenseitige Lage dieselbe wird wie die von =j
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und X, . — Das auf diese Weise construirte Flichensystem soll das

System 8 heissen. Seine Begrenzung setzt sich aus den Begrenzungen
sdmmtlicher Partialgebiete Y, zusammen.

Man drehe nun S um den Windungspunkt N so weit, bis X3,
dieselbe Lage zu Y, erhilt, wie sie in der urspriinglichen Ebene X,
zu Z; hatte, und bezeichne das System in der neuen Lage mit S,.
Dann fithrt man, genau wie in II, die Drehung um den glemhen
Betrag nochmals aus und erhilt das System S,; in gleicher Weise
schafft man sich die Reihe S_,, S_p—y . .. S-1, S ... S,, deren
letzte Glieder dadurch ausgezeichnet sind, dass sie mit S kein Fléchen-
stlick mehr gemeinschaftlich haben. Die Ummrisse dieser S; werden
in S, so weit sie in dasselbe hineinragen, verzeichnet und bewirken
eine Zerlegung desselben. Jeder seiner Bestandtheile Y3, wird durch

die Umrisse der iibrigen Y3, und durch die neu eingetragenen Linien
in ganz bestimmter Weise in Theile zerlegt.

Kebhrt man nun zu der urspriinglichen Ebene zurtick und nimmt
eine Zerlegung der Partialgebiete

X,... X, wd 5. .=

h

nach dem Vorbilde der Zerlegung vor, die in den congruenten Ge-

bieten Y; ... Y, vorliegt, so lésst sich beweisen, dass dann jedem

Theile der X;, der nicht zugleich einem der =; angehtrt, ein be-
stimmter Theil der 32, der nicht gugleich einem der X, angehdrt,
durch Congruenz entspricht, und umgekehrt. Da nimlich das Flichen-
paar ( Yz, Ya,,,) in S dieselbe gegenseitige Lage hatte wie das Paar

(Xg 2 S, +1), go wird in diesem dle neu ausgefithrte Theilung so be-

 Kchaffen sein, dass.in dem gemeinsamen Gebiete die Theilungslinien
" @inander vollstindig decken, und so das theilweise Uebereinanderliegen
won X, und Z;,, keine neuen Abgrenzungen hervorruff. Dies gilt
von allen Paaren, selbst von X; und Z;, weil S so in S, iiber-
' gefuhrt wurde, dass Y, zu X, dieselbe Lage erhielt wie X,
zu =;,.-

Izslxt nun % ein Theil von X;, der nicht auch zu =, gehort, so
muss ein correspondirender (congruenter) Theil £ in =; vorhanden
sein. Liegt dieser in dem Gebiete, das =; mit X;, gemein hat, so
folgt daraus, dass, — weil X;, einen Theil x besitzt, — auch =;, einen
Theil & besitzen muss. Liegt auch dieser nicht frei, sondern in dem
den Flichen X;  und =; gemeinsamen Gebiete, so muss auch in
=,,_, ein Theil § vorbanden sein u. 8. f. Schliesslich muss man, —
da die Zahl der Theile eine .endliche ist, — auf einen Theil £ stossen,
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der ansserhalb des den Systemen F und ¢ gemeinsamen Gebiets liegt. —
Dawit ist die Behauptung bewiesen.

Iv.
Wesentlich einfacher gestaltet sich die Construction, wenn die
in einem der Winkelrdume (L;_i, L;) liegenden Partialgebiete vollig
von einander getrennt sind. Haben etwa X;, und =, kein gemein-
schaftliches Stiick, so bildet man nur das System S durch das Auf-
einanderlegen von Y, ... Y, und kann sofort nach der dadurch erzielten
Zerlegung der Y;, die Theilung der X;, und =, vornehmen; die Zu-
ziehung der Systeme S; ist nicht erforderlich.
~ Sind ausser Xz, und = noch X3, und Z,,,
lichen Stiicken frei, so bildet: man am besten zwei Hilfssysteme S und
8’; das erste durch Aufeinanderlegen von Y3 .. . ng, das andere
durch Aufeinanderlegen von Xj, TR Y;

von gemeinschaft-

5

V.

Besitzen die Systeme F und ¢ keine Eigenschaften, welche unter
die vier bisher behandelten Besonderheiten fallen, so fiihrt eine” Zer-
legung derselben in Ringflichen zum Ziele.

Man sucht zunichst alle Punkte auf den Begrenzungslinien von
F auf, in denen die vom Drehungsmittelpunkte M gerechneten Vectoren-
radien maximale oder minimale Werthe besitzen, und legt durch diese
Punkte Vollkreise mit M als gemeinsamem Mittelpunkte. Diese gehen
natiirlich auch durch die entsprechenden Maxima und Minima der
Begrenzungen von ®. Vorausseteung ist, dass die Zahl dieser Punkte
endlich 1st. .

Ferner legt. man auch durch alle Punkte, in denen sich die Be-
- grenzungslinien von F' und ¢ schneiden oder beriihren, concentrische
Kreise um M. Fallen an eiuzelnen Stellen diese Begrenzungen fiir
ganze Strecken zusammen, so sind die Kreise durch die Punkte zu
legen, in denen die Trennung beginnt. Die zweite Voraussetzung
unserer Construction ist, dass die Schwittpunkte in endlicher Zahl
auftreten. :

Durchschneidet man nun die Flichen lings den sie durchqueren-
den Kreislinien, so zerfallen ¥ und ¢, — wenn m die Zahl der con:
centrischen Kreise ist, — in m oder (m — 1) Gruppen von Theilen,
jenachdem der Drehpunkt M selbst ein Punkt von F ist oder nicht: -
Jede Gruppe liegt zwischen zwei benachbarten concentrischen Kireisen
und enthilt eine Anzahl getrennter, einfach zusammenhingender Theile.
Die Gruppen von F und ®, welche zwischen denselben concentrischen
Kreisen liegen, -bestehen aus congruenten Theilen in gleicher. gegen-
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seitiger Lage. Diese konnen gemeinschaftliche 'Stiicke besitzen ; fw.ei
nicht entsprechende Gruppen von F' und ® liegen offenbar vollig
getrennt von einander. )

Die einzelnen Flichenstiicke einer Gruppe sollen ,, Trapeze® heissen,
weil ihre Begrenzungen aus zwei Bogen der concent{ischgn Kreise
(den #usseren und inneren ,,Grundlinien‘‘) und aus zwei ,,Selten.“ von
beliebiger Gestalt bestehen. Die Liicken zwischen Trapezen sind in
gleicher Weise begrenzt, haben also auch den Charakter von Trapezen.

~ Eine Gruppe aus F bestehe aus den Trapezen

by by By oo By By

A
getrennt sind; die entsprechende Gruppe in ¢ aus den Trapezen

die durch die Liicken

: Ty, Tgy Tgy v ov Tmy Ty
vid den Liicken .
Ay hyy ov Am [T, A0 ].

Die Numerirung der Trapeze geschieht, indem man in einem
bestimmten Sinne den Ring umkreist.

Haben in zwei entsprechenden Gruppen zwei Trapeze ¢; und ; ein
Stiick gemeinschaftlich, so entsteht ein ,,Doppelstiick (£;7:)*. Durch
die vorangegangene Construction der concentrischen Hilfskreise ist es
aber ausgeschlossen, dass sich dabei die Seiten der Trapeze ¢; und 7,
schneiden, Eine Seite eines Trapezes ¢ liegt also entweder ganz inner-
halb einer Liicke 4, oder innerhalb eines Trapezes z, oder fillt ganz
mit einer Seite eines 7 zusammen.

. Das gemeinsame Gebiet zweier Liicken I und 1; bildet eine

syDoppellticke (5;4;)%, durch welche ein Weg L; aus dem Mittelpunkte
des:Ringes ins Unendliche fithrt, Ebenso fihren durch Doppelstiicke
Wage aus dem Inneren des Ringes ins Aeussere, welche weder eine
" Ltieke. | noch eine Liicke 4 durchschneiden.
- = .Der Theil von #, der nicht auch Theil eines Trapezes v ist, muss
natérlich Theil einer Liicke A4 sein und kann keiner Liicke I an-
gehoren. — Die nicht gemeinschaftlichen Gebiete der Trapeze ¢ und =,
die-wir in paarweise congruente Theile zu zerlegen haben, kénnen
deshalb auch als die nicht gemeinsamen Gebiete der Liicken ! und A
aufgefasst werden. Unter Umstiinden kann es vortheilhafter sein, das
Gebiet der 7 und 4 zu untersuchen, als das der ¢ und .

Die weitere Behandlung - unserer Avufgabe richtet ‘sich nun nach
der Zahl der vorhandenen Doppelstiicke (bez. Doppelliicken) und der
Art ihrer Entstehung, : '

@) Ist kein Doppelstiick,vorhanden, so zerfallen die nicht gemein-
samen Gebiete an sich schon in paarweise congruente Theile, nimlich
ind ... und in 7, ... 7,. — Ist keine Doppelliicke vorhanden, so ist
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die Ringfliche villig gefiillt und zwar einerseits durch Doppelstiicke
(ti7z), andrerseits durch Stiicke, die nur einer der Gruppen angehbren.
Diese bilden offenbar nichts anderes als die Ausfillung der Liicken
ly...lp und 4, ...2, und sind deshalb ebenfalls von vornherein in
congruente Paare (I; o 1,) geordnet.

b) Besitzt der Ring eine Doppelliicke (I;4;), die durch das theil-
weise Zusammenfallen zweier entsprechenden Liicken I; und 4; ent-
standen ist, so kann, da die in II vorangestellten Bedingungen erfiillt
sind, die Zerlegung der nicht gemeinsamen Gebiete der ¢ und z nach
dem dort entwickelten Verfahren geschehen.

Hat eins der vorhandenen Doppelstiicke die Charakteristik (t,7,),
so sind jene Bedingungen hinsichtlich der durch die Stiicke I; und 4,
gebildeten Flachensysteme erfiillt.

¢) Wenn fiir alle im Ringe auftretenden Doppelliicken (1;4,) die
Indices ¢ und % von einander verschieden sind, so ist die Mdglichkeit
vorhanden, dass sich aus ihnen eine Anzahl hervorheben lisst, deren
Charakteristiken einen Cyklus bilden:

(To ) () () - - - (phg) (o).
Dann sind, wie sich zeigen lisst, die in Il gemachten Voraussetzungen
erfiillt. ‘
Bezeichnet man die Liicken
Lhl... L

in der Ordnung, in der sie im Kreisringe in einem bestimmten Sinne
auf einander folgen, mit

[ R
mit 4,, die Liicke aus der Reihe der

A dn hi o Ay Ay,
welche im Cyklus mit I, eine Doppelliicke bildet, so kann — wegen

der Congruenz der beiden Reihen [, ..., und 4,...4, — die Reibe
der Indices &, h,,...h, nur durch cyklische Vertauschung aus der
Reihe g, g;, . . . g» hervorgegangen seigy Ist also % identisch mit g,
S0 muss hy = gat1, Py = gits sein u. 8. f. Ich bezeichne nun die
Gruppe der ¢, welche zwischen den Lilcken 7, und I, liegt, mit X

und mit X; die Gruppe der ¢ zwischen , , und 7,,; ebenso mit =, die
Gruppe der z zwischen 7, , und 4,.. Dann findet eine theilweise Be- .-
deckung zwischen den Gruppen &

X x’ DY Xy.—.k x'~k+1 e x’ ..\) ,J:'_
und bez. )

Sk Sk1e e Sy

“ o k1
statt.
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Damit ist das Vorhandensein einer Gruppeneintheilung, wie sie
das Verfahren 1II voraussetzt, nachgewiesen. .

Giebt es unter den Doppelstiicken solche, deren Charakteristiken
sich in einen Oyklus ordnen lassen, so kann man die Systeme der !
und der 4 so in Grappen zerfallen, dass auf sie die Construction III
anwendbar wird. L )

d) Die letzte noch zu erdrternde Moglichkeit, dass sich aus den
Charskteristiken der vorhandenen Doppelstiicke kein Cyklus zusam-
menstellen Jasst, kann nur denn auftreten, wenn mindestens eins der
“Trapeze ¢ Aberhaupt nicht bei der Bildung eines Doppelstiickes betheiligt
ist, also ganz getrennt von den Trapezen z liegt. . .

Denn giebt es neben einem Doppelstiick (¢,7,) ein zweites in &,
liegendes Doppelstick mit der Charakteristik (£7;), so muss in ihr
(— nach der gemachten Annahme —) der Index ¢ von g (und k)
verschieden sein. An dieses zweite Doppelstiick kann sich nur ein
.drittes (4r) reihen, in welchem % von g, % und ¢ verschieden ist.

Hat man auf diese Weise eine Kette von » Charakteristiken
(ty) (Bams) Gema) + « .« (B 7g) (870
mit (v+1) von einander verschiedenen Indices zusammengestellt, so kann
sie nicht aus ebensoviel (m) Gliedern bestehen, als tiberhaupt Indices
vorhanden sind. v kann also héchstens = m — 1 sein, und dann
miissen f, und 7, von Doppelstiicken frei sein, weil sich sonst (gegen
die Voraussetzung) ein Cyklus von m (oder weniger) Gliedern bilden
wiirde. — Ist v kleiner als (m — 1), so kdonnte wohl ¢, mit einem der
=, die nicht in der obigen Reihe vorkommen, ein Doppelstiick bilden;
dann hdtte man aber die Kette irrthiimlicher Weise mit » statt mit
- {2 -+ 1) Gliedern angesetzt. Wir sind also berechtigt anzunehmen,
dass mindestens ein ¢ vollstindig frei liegt; es sei dies das letate #,.
> Nimmt man nun die beiden Trapeze ¢, und 7,, ganz aus der Ebene
“des Ringes heraus, so bleiben zwei aus je (m— 1) Trapezen zusammen-
- gesetate Syeteme fibrig. In diesen kann nun eine der in a), b) und c¢)
untersuchten Besonderheiten vertreten sein; dann ist man bereits im
Stande, die nichtgemeinsamen Gebiete der #; und 7; [i=1,2,... (m—1)]
in paarweise congruente Stiichm

T By 7, und & &, ... &

zu zerlegen. '

Bringt man, nachdem dies geschehen ist, die Trapeze ¢, und 7,
in ihre ursprlngliche Lage, so wird die Begrenzung von z, einige
der z; durchkreuzen und dadurch eine Zerstiicklung dieser Theile in
das System

z Xy ..y .

hervorrufen. Zugleich bringen umgekehrt die Begrenzungen der z;
eine Zerlegung von 7, in die Theile 7, 7, 4, . . - 1, hervor, von denen
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nur 7, kein Doppelstiick ist, wihrend sich die fibrigen 7, 9, ... %,
vollig mit w Theilen aus der Gruppe 2, %, ..., decken, und zwar
mit %, @5, . . . Ly, [Z5, O 0] -

Zerschneidet man die § ebenso wie die z in das System

g & ... & oual]

und das Trapez #, ebenso wie 7, in die Theile

* Yo Y1 - - Yu [y & i,
g0 ist unsere Aufgabe geldst.

Das nicht gemeinschaftliche Gebiet in dem Systeme der © zerfillt
némlich in die Theile: .
g E ... E und 9,
oder, — wenn man mit &; &, ... &, die Theile bezeichnet, welche
von &, ... &, nach Ausscheidung der Theile & . . . §,, ibrig bleiben, —

in die Theile:

G- -8p) Gu-o o Epy) und 7.
Der ersten Gruppe entsprechen die Theile (¥, ¥, ... %) in tn, der
zweiten Gruppe die Theile 2, ... #,,, und schliesslich ist #, dem y,
in dem Trapeze ¢, congruent.

Zum Schluss ist noch die Mbglichkeit in Betracht zu zichen, dass
auch nach Fortlassung voun 4, und z,, ein System iibrig bleibt, in dem
sich die Charakteristiken der Doppelstiicke nicht in einen Cyklus
ordnen lassen. In diesem Falle kann man die Zahl der Trapeze
wiederum um eins vermindern; und wenn in dem reducirten Sysfeme
die erstrebte Theilung mdglich ist, so wird man durch eine zweimalige
Wiederholung des eben beschriebenen Verfabrens auch in den voll-
stindigen Systemen eine Auftheilung der Reihe erreichen. Man iiber-
sieht leicht, dass es im #Hussersten Falle dahin kommen kann, dass
auf dem Ringe nur ein Trapez ¢ und ein Trapez = vorhanden sind;
dann lassen sich aber ihre nicht gemeinsamen Theile stets in eine
endliche Zahl paarweise congruenter Stlicke zerfillen.

B) Die Flichen sind gegenwendig congruent.*)

Liegen die congruenten Systeme & und & so, dass sie erst zur
Deckung kommen, wenn eins von ihnen — etwa F — zuerst eine
halbe Wendung um eine Gerade g macht und dann léngs derselben
um die Strecke @ verschoben wird, so gestaltet sich die Construction
folgendermassen:

Man bildet aus F und seiner (nach g) symmetrischen Gegenﬁgiﬁz
F' ein neues System V7 und bringt dies durch aunf einander ?olgende
Verschiebungen lings g um die Strecken

%) Vgl Réthy: p.423—526.
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—w—Ndy---—d,d,---vd

‘ Voo Ve, Voo Vo

Die Zahl der erforderlichen Verschiebungen ist dadurch gegeben, dass
die letzten Systeme weder mit F noch mit ¢ ein Stiick gemein haben
sollen. Verzeichnet man die Contouren simmtlicher ¥ in den beiden
Systemen F und ®, so zerfallen diese in gleich viele, gegenwendig
congruente Theile. Zum Schluss kann man, genau wie in 4,, die Zu-
ordnung dieser Theile so abindern, dass jedem Theil aus dem nicht
gemeinsamen Gebiet von F auch ein Theil aus dem nicht gemein-
‘#amen Gebiet von & entspricht.

in die Lagen

e C) Der Beweis des Satzes 2. *)

."Schneidet man aus 2 congruenten Systemen F und @ die congruenten
Systeme F, und ®, heraus, so lassen sich die Reste r = F' — F,, und
@ = ® — &, in eine endliche Zahl paarweise congruenter Stiicke zer-
legen, Denn legt man F so auf &, dass dabei F, und @, zur Deckung
kommen, so werden die ersteren ein Gebiet gemein haben, das im all-
gemeinen grosser als Fy, = @, sein wird [G=F, + 9=, + v; 9=7].
Thre nicht gemeinsamen Gebiete / und @ lassen sich nach den in den
vorhergehenden Abschnitten entwickelten Verfahren in paarweise con-
gruente Stiicke zerlegen: .

. f=fithf s 9=t P m ()
Mithin stellen sich di¢ Reste » und ¢ so dar: * .~
’ r=g+ it forefi 5
=7 F P i Ph
-Damit ist der voranstehende Satz bewiesen.

%) Vgl. Réthy p. 428—426.




Ueber endlich-gleiche Flachen.
Von

MoriTz RETaY in Budapest.
(Mit 2 lithograph. Tafeln,)

Die voranstehenden ,, Bemerkungen‘ des Herrn H.-Dobriner
(pag. 275ff.) veranlassen mich zu folgenden Erdrterungen iber die
Grundlagen meiner Arbeit, und zu folgenden Erginzungen.

1. Wir stellen uns vor, eine jede zusammenhingende Kliche 4
gei theilbar, der Gesammitheit ibrer Stiicke A,, 4,, ..., A, gleich,
einem Theile derselben aber ungleich, was man so ausdriickt

A=Ad + dy+ -+ 4, 1
A> A+ 4+ -+ 4y i<, -

Wir lassen ferner nur solche Bewegungen der Flichen und ihrer
Theile za, welche diese Eigenschaften unberiihrt lassen.

Besteht B aus den gefrennten Theilen B, und B,, so folgt aus
diesen Grundvorstellungen, dass B, durch keinerlei Theilung und Be-
wegung in Deckung zu bringen ist mit B, + B,. Dies hiesse ndmlich,
dass das susammenhdngende Stiick B, des urspriinglichen Systems
B, + B, in Deckung gebracht ist mit einem Theile von sich selbst.

Besteht B aus den getrennten Theilen B,, B,, ..., B,, so folgt

ebenso, dass
B+ B,+---+ B, j<n

durch keinerlei Theilung und Bewegung in Deckung zu bringen ist mit
dem ganzen B. Sonst misste némlich wenigstens einer von den Theilen
by, der einzelnen zusammenhingenden Flidchen B,, B,, ..., B, in
Deckung sein mit sich selbst und ausserdem noch mit Theilen von, .,

Bijy1+ Biys+ -+ - + B, :
was mit dem vorangehenden Satz in Widerspruch steht. R ;(
Eine Folge hievon ist, dass .4 und B keine gleichen hlwchen ‘sein
konnen, sobald sie aus den Theilen s
Al’ A?’ . ‘; Aﬂ)
Bn Bz; M | B-: Bn—l-l
Mathematische Annalen. XLIL 20
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zusammengesetzt sind von der gegenseitigen Benohung, dass 4, OV B,
fur alle s==1,2,...,n Bestand hat, B, aber eine Fliche ist im
gewdhnlichen Smn (also nicht Null).

Die Behauptung, A sei endlich-gleich B, wiirde nimlich darauf

fithren, dass
B+ B,+---+ B,
in Deckung zu bringen ist mit
B,+ B,+ -+ By + Bap1,

d. i. ein Theil mit dem Ganzen. Da niimlich 4, o) B; far alle
t==1,2,...,» Bestand bhat, so iiberftihrt man erst die gesammten

" Theile von
B,+B,+---+B,.

in’ dah Syotom A,fﬂ. 1.

:'..11.».1:":. A.‘ + A, + + .A,.,
und tiberfhrt dann im zweiten Schnitt das zerstickelte 4 in das ent-
sprechond zerstfiekelte

By+B,+ -+ + By + Bap,

was doch in Folge der zugegebenen Endlich-Gleichheit mdglich sein
m{lsste.

Es sei also A4 unendlich-gleich dem B; dann mtissten nach Aus-
scheidung von Theilen « und 8 aus 4 resp. B endlich-gleiche Reste
A — ¢ und B— B tibrig blexben, selbst wenn « und § der Beschriinkung
unterworfen werden, dase sie innerhald des gegnbcnon (im Uebrigen

beliebig kleinen) Stackes Bapa Platz haben. i
... Man’ hiite d@nw‘t in Folge von A‘NB“Z-'-&,#,. ves®y,
135 Br'*‘xﬂ""' +B-IA1+43+ +A¢»
zwbitm iﬁ mga ae. hb&n Aunsgeftihrien

" A~—ax B -8,
demnaeh

@ A+4h+ o FA=Ad—a)+aox(B—H+e
Aus (1) und (2) folgi aber
Bs+Bz+ ++ B.x (B~ 5)+¢:
was ssgen will, duss -
) B"'Bt+Bz+"'+Bu
durch Theilung 'and Bewegung in Deckung gebracht ist mit
B"=B;+4 B+ -+ + Bat (Bats—8) + 2.
Ds aber 8 innerhalb B,y Platz hat, so besteht letzteres System ausser

den gesammien Theilen von B’ noch aus dem Stlicke « und dem Reste
(Batr— B)- Wir wiren demnach darauf gefthrt worden, dass B” in
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Deckung gebracht ist mit seinem Theile B, in Widersprach mit den
hier zuliissigen Vorstellungen.
Man kann dasselbe auch in folgendem Satz aussprechen :

a) Entfernt man aus den Flichen A und B entsprechend gleiche
Stiicke A‘QB.', i=1,2,...,n—1, und it von den Hbrig
bleibenden Resien A, und B, der erste congruent cinem Theile des
sweiten, so sind A und B ungleich und swar ist 4 < B.

BEs ist dies ein Safs, und enthélt doch als Specialfall den mir als
Aziom zugedachten Satz F' des Herrn Dobriner, der nach seiner
. Meinung nur dann streng bewiesen werden kdnnte, wenn es mdglich
wire, das Resultat meiner Untersuchungen ,,Endlich-gleiche Flichen
aus Endlich-gleichen abgezogen ergeben wieder endlich-gleiche Flichen*
suf Grundlage des in § 2 meiner Arbeit angewandten Translationen
unabhbiingig von F zu beweisen. Dem gegentiber kann ich nicht um-
hin die Aufmerksamkeit darauf zu lenken, dass auch § 2 meiner Arbeit
auf die im Eingang dargelegten Vorstellungen basirt ist, da doch
ohne diesen die Flichen nicht nur getheilt und bewegt, sondern anch
gedehnt werden, und die Dehnung doch bei Untersuchungen tiber die
Grundlagen der Flichenmessung auszuschliessen ist.

Da ich nun nachtriiglich den Satz «), den ich als bekannt voraus-
setzte, streng bewiesen habe, und in § 1 meiner Arbeit die noth-
wendigen und hinreichenden Bedingungen der Endlich-gleichheit sweier
Flichen aus diesem Satz in aller Strenge abgeleitet sind, so glaube
ich, dass die Bedenken des Herrn Dobriner gegen diesen Theil meiner
Arbeit als behoben zu betrachten sind, Insbesondere betrachte ich
den Batz:

B) Endlich-gleiche Flichen aus endlich-gleichen weggenommen eygeben
endlich gleiche Reste, :
als vollig befriedigend bewiesen, -

2. Der zweite Theil (§ 2) meiner Arbeit stellt sich die Aufgabe,
die in § 1 bewiesenen Sitze mit Eimschrinkung der su benulsenden
Hilfsmitiel abzuleiten. Charakteristisch ftr die hier benutzten Con-
structionen ist, dass sie ausser den Grenzen der gegebenen Klichen
, und ihrer gemeinsamen Theile und den wiederholten Transpositionen
dieser Figuren in FEinander kein andeéres Hilfsmittel, — selbsé nichs
- Cirkel und Lineal, — in Anspruch nehmen. Nach den dieshezlig-
lichen zutreffenden Bemerkungen des Herrn Dobriner, erklire ich aber
unumwunden, dass die Constructionen ohne Weiteres nicht immer za -
einer endlichen Anzahl von gegenseitig congruenten Stticken fihren, whd
zu diesem Zweck im allgemeinsten Fall noch einer Ergénsung bedfitfen.
Ich spreche nun die Resultalte meiner neuern Untersuohingen in
- folgenden Si#tzen aus: o
’o.
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_ 9) Die Zerlegung der nicht gemeinsamen Theile sweier congruenter
beliebiger Flichensysteme A und B in gegenseitig congruente Stiicke
gelingt in einer endlichen Anzahl von Schritten unmittelbar durch wieder-
holte Transpositionen der gegebenen Figuren in Finander ,,ohne* sonstige
Anwendung von Cirkel und Lineal,

1) wenn A und B im entgegengesetsten Sinn congruent sind,

2) wenn A und B gegeneinander parallel verschoben sind,

3) wenn das gegenseitige Drehungscentrum O der in gleichem Sinn
congruenten Flichen A und B so gelegen ist, dass man von thm aus
ins Unendliche ein (sonst belicbig kleines) Flichenstiick fiihren kann,
ohme A esu streifen,

4" wenn die congruenten Flichensysteme A und B aus Kreisfléichen
oder Kreisringen mit dem Mittelpunkt O auf die Weise entsiehen, dass
man aus ihnen Flichen B resp. A, wo B oo A ist, ausschneidet, die
der Bedingung 3) geniigen. (Fig. 6a).

Die Fille 2), 8'), 4) sind dadurch charakterisirt, dass die Flichen
A und B in gleichem Sinne congruent sind, und von Kreisen mit dem
Mittelpunkt O abgesehen keine um O herum geschlossene Linien g
unter ihren Grenzen sich befinden. Ich heisse zusammenh#ngende
Flichenstiicke, die von solchen Linien g begrenzt sind, Giirfel vm O.

Enthalten nun die im gleichen Sinne congruenten Flichen 4 und B
solche Giirtel um O herum, (Fig. 6) so gilt folgender Satz:

0) Man fiihre wm O concentrische Kreise ky in einer Anzahl, dass
sammitliche um O herum geschlossene Linien g; durchschnitien werden;
es zerfillt dann A und B in auf den einzelnen Ringriuwmen gelegenen
Flichen 4% oo B® von der Figenschaft, dass die endlich-gleiche Zer-
lequng der frezen Theile eines jeden Paares A®., B dwrch wiederholte

V.;Z'mnsposztzonen ‘der gegebenen Figuren in Emander ,,oime“ sonstiger
Anwendung von Cirkel und Lineal gelingt.

“ Ich habe diese Zerlegnng durch Kreisschnitte in einem Specialfall
(Anmerkung zu der Aufgabe 5, § 2) angewendet, und verweise hier
zur Erlduterung auf Fig. 15, Bd. 38 dieser Annalen. Der Satz d) ist
eben die Verallgemeinerung des in dieser Anmerkung bewiesenen
Satzes.

" Die in den Sitzen ) und ) geforderten Zerlegungen vollziehen
sich simmilich nach den in § 2 gegebenen Methoden. Da jedoch mein
daselbst gefithrter Beweis, wie Herr Dobriner richtig bemerkt, in dem
Fall, wenn die Bedingung 3') resp. 4') erfiillt ist, eine Liicke enthlt,
so gebe ich die Construction fiir diese Fille, wie auch den Beweis
des mneuen Satzes d) in einer andern Darstellung, die als eine An-
wendung der Methode des grossten gemeinschoftlichen Theilers an sich
von Interesse ist. Da diese Constructionen nur auf einer mehrbléttrigen
in O zusammenhingenden Riemann’schen Fliche ausfiihrbar sind,
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daher hier ziemlich complicirt ausfallen wiirden, so ziehe ich vor;
dieselben auf einen Parallelstreifen abzubilden, wo dann an Stelle der
urspriinglichen Drehungen Parallelverschiebungen treten. Auch werde
ich in den Figuren an Stelle krummer Grenzen Gerade ziehen, ohne
aber von den Eigenschaften der Geraden Gebrauch zu machen, so dass
gie fir Curven gelten, Setzt man zum Schluss an Stelle der parallelen
Verschiebungen Drehungen um den Punkt O, so werden sémmitliche
Constructionen auf die genannte Riemann’sche Fliche tibertragen.

Bei dem Beweis des Satzes ) habe ich ferner die Bedingung 4')
nicht separat zu behandeln, da dieser Fall dadurch in den Fall 3)
iibergeht, dass man an die Stelle von 4, B die Flichen A’, B’ setst.
Diese Art Reciprocitit zwischen A, B und den Erginzungsflichen
B’, A’ soll zum Schluss zu einer einfachen Zurtickfihrung des Satzes 8)
auf Satz ) benutzt werden.

3. Die Grenzen der Fliche A seien vorerst ein Kreis mit dem
Mittelpunkt O, und eine geschlossene Curve, die mit diesem Kreis nur
einen Punkt M gemein hat (Fig.la); die Fliche B entstehe aus 4
durch Drehung um O von der Winkelgrosse ¢, wobei der Punkt M
in N tibergeht; die gemeinsamen Theile von 4 und B bilden einen
Giirtel bestehend aus den zwei Theilen K und K,, welche in den mit
M und N bezeichneten Punkten des begrenzenden Kreises zusammen-
héngen.

In der Abbildung auf den Parallelstreifen (Fig. 1) treten an Stelle
der Flichen A und B zwei Dreiecke; an Stelle der begrenzenden
Kreislinie die Grenze !l des Parallelstreifens; an Stelle der Drehung @
tritt die Verschiebung lings I um die Grosse b; die Basis der Dreiecke
liegt auf 71 und ist von der Linge a -4 b; (= der Peripherie des
Kreises); das Gemeinsame von 4 und B wird durch die Flichen K
und K, o K, reprisentirt; ihre freien Theile sind endlich durch die
Vlerecke S und T dargestellt.

Unsere Aufgabe ist jetet S und T, d. 1.

4—K— K,uMB K — K,

in gegenseztzg congruente Smgke ou zerlegen. *) )
Wir zerlegen zuerst bei. Anwendung der Construction pag. 406,‘
Bd. 38 die Flichen . e
A — KundB K

in. gegenseltlg congruente Stiicke. - Dies fordert hier die w1ederhﬂ§ﬁiv;
Verschiebung der-Pléchen. 43 (B): um ~+ b, (—b), und beiz wﬁﬁf‘z
Schrltt dle Emzeacbnung der Gontouren von K in die Flaéheﬂ@;«(ﬁ), :

L LR ca ,“.43.4_1 BLN

- %) Vergl.. die. ,,Bemevkungen*‘ des Herri Dobriner,. . <ia:¥ maziir
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welcher Process einen Abschluss findet, sobald die zur Linken (Rechten)
geélegenen Grenzen der fortgefiihrten Fliche K in die Stiicke K, (X,)
hineinfallen, Wir bezeichnen mit 4’ resp. B’ jenen Theil der ruhenden
Fléchen B resp. 4, welche durch die fortgefiihrten in der lefzten- Lage
bedeckt werden; A4’ und B’ enthalten demnach noch die ganzen
Flachen K, resp. K.

Wir haben auf diese Weise die ausserhalb B’, A’ gelegenen Theile
von S und T zerlegt in gegenseitig congruente Stiicke

S’, ey IS’{,
T, ..., T,

und zur Losung der gestellten urspriinglichen Aufgabe haben wir noch
aus B’ und A’ die ganz innerhalb derselben gelegenen Stitcke K, und
K, und ausserdem noch ihre in das Gebiet K hineinragenden Thelle
fz’ und XK, abzuziehen.

Wir verschieben zu diesem Behufe B’ mitsammt den auf der
Fliche fixirten Stiicken K, und K, um die Grbsse a - b, so dass
K, mit K, zur Deckung kommt, und bezeichnen B’ in dieser Lage
mit B’. Ein Blick auf die Figur zeigt, dass die gestellte Aufgabe auf
eine andere zuriickgefithrt ist, die sich von ihr nwr dadurch unter-
scheidet, dass an Stelle der Flichen und Strecken

4, B, K, K, K,, a, b
die Flichen und Strecken getreten sind
A, B, K,, K/, K,, b, 7.
Dxe Avfgabe ist eben vollstéindig geldst, sobald es gelingt, die Reste
4'— K,— K/’ wd B —K,— K,

in gegenseitig congruente. Stiicke zu zerlegen.

Daraus folgt, dass die Wiederholung desselben Verfahrens nach
einer endlichen Anzahl von Schritten zum Ziele fithrt, wenn ¢ und b
ein gemeinsames Mass besitzen. Das ganze Verfahren unterscheidet
sich némlich von dem Aufsuchen des grdssten gemeinsamen Masses
zwischen ¢ und b nur dadurch, dass wir auch die Grenzen von Flichen
zu zeichnen hatten. Wir zogen bei unseren Operationen b von g ab,
so lange wir einen Rest erhielten ¥ < 4. Da nun B’ gegen 4’ um
#* verschoben, und die Lénge der Basis von A’ von der Grdsse b+
ist, miissten wir im zweiten Schritt # von b abziehen, so lange der
Rest " < b wird. Wir erhalten so 4” und B”, die gegenseitig um
7” verschoben sind und die Basis von A" ist # 47", u. 8. . Wenn
daher 7™ das grosste gemeinschaftliche Mass ist, so ist #(+0) = 0;
_das Verfabren auf 4™, B®» angewendet zerlegt demnach die auf 1hnen
gelegenen Reste von S und 7'"in die gegenseitig congruenten Stﬁcke
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8", ..., 83,
5, ..., I3
ohne zu neuen Resten zu fiihren.

Wenn hingegen a und b kein gemeinsames Mass besitsen, so erhalten
wir auf diese Weise eine unendliche Reihe unendlich abnehmender
Fléchenpaare

A, B'; A", B"; A", B";.

deren simmtliche Punkte zur Linie /] unendhch nahe riicken, da die
Basis gleich der Summe der aufeinander folgenden Reste rix—1) 4 gt
ist. Daraus folgt aber, dass eine eur Basis 11 parallel gesogene Gerade
pp, welche die K, K,, K, noch entowes schuneidet, aus S und T swei
Stiicke Sy o Ty abschneidet, nach deren Absonderung S— S, und T— T,
durch die ausgefiihrten Constructionen schon in gegemseitig congruente
Stiicke zerlegt sind.

Anmerkung. Die Construction wn'd am einfachsten, weun man
den Querschnitt pp durch jenen Schnittpunkt der Grenzen von 4 und B
(Kig. 1a) fithrt, welcher der Basis I ! niéher liegt (Fig.2). Diese Figur zeigt
direct betrachtet die einfachste Zerlegung zweier Parallelogramme von
gleichem Winkel und Flicheninhalt in gegenseitig congruente Stiicke.

4. Fiir die oberhalb von pp befindlichen gesammien Theile der
Flichen A und B leisten demnach diese Constructionen eine endliche
Zerleguog der freien Theile. ~Denkt man sich nun aus 4 und B
beliebige homologe einfach zusammenhingende Stiicke A und B aus-
geschnitten, die ganz oberhalb pp verlaufen, so sieht man sofort ein,
dass dieselben Constructionen die freien Theile von A und B aus den-
selben Griinden in eine endliche Anzahl gegenseitig congruenter Stiicke
zerlegen.

Ueberhaupt sind die auf solche Flichen A und B ausgeiibten
Operationen unabhingig von der Entfernung, die sie von der Linie
11 trennt; dieselben fiihren sur endlichen Auftheilung, sobald die Flichen
der Bedingung unterliegen, dass von dem Drehungsmittelpunkt O aus
ein (geniigend kleines) Flichenstiick durch den Raum hindurch, der
thre gemeinsamen Theile trennt, ins Unendliche gefiihrt werden kawn.

Somit ist der Satz p) fiir einfach zusammenhéngende Flidchen A
und B bewiesen. e

Wir beweisen nun den Satz y) fir den Fall, wenn A und Bdex '
Bedingung 3') entsprechen, im dbngeu,mebrfach zusammenhingensy .:;

Wir haben zu diesem Behufe, in Anbetracht derselben Erwfignngen
die am Anfang dieses Abschnittes gemacht wurden, den. Bem Anr
fir die folgenden Fléchen A und B zu fiihren. :

Die Flichen A und B (Fig. 3) mogen aus dem oberh&lb yon pp
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befindlichen Theil von 4 resp. B in Fig. 1 auf die Weise entstehen,
dass man einfach zusammenhingende Stiicke ans denselben heraus-
schneidet; diese Locher sind in unserer Darstellung durch die theilweise
weissen Fiinfecke U, V repriisentirt. Wir wollen hier mit 4 und B
die oberhalb von pp befindlichen Fldchen beseichnen milsammt den
auf thnen gezeichneten Linien; diese Flichen sind also die Summe der
Flichen A, U resp. B, V.

Die Losung der Aufgabe geschieht auf dieselbe Weise, wie die
der fritheren einfacheren. Man muss nur die Flichen 4, B mitsammt
den auf ihnen gezeichneten Linien, die jetzt auch von den Réndern
von U, V herstaramen, fortfiihren; ebenso die aus denselben auf die
beschriebenen Weise entsichenden Flidchen A4’, B’y 4”7, B”;. .., die
wir gleichfalls mitsammt den auf ihnen liegendeu Linien so nennen.
Dass das Verfabren einen Abschluss findet, sieht man sofort, da doch
die Grenze pp nicht iiberschritten wird. Sind wir einmal zum letzten
Paar A™), B® gelangt, so machen wir dieselben Schritte riickwérts, und
zeichnen schrittweise jede moch fehlende Linie auf die Stelle, die sie
in diesen Lagen einnimmt. Zum Schluss erscheinen die freien Theile
von A und B eingetheilt in gegenseitig congruente Stiicke

Sty Sy 85, « -y Sn,
T, Ty T,y .., T

(In Fig. 3 sind die Constructionen des leichteren Ueberblicks halber
bloss oberhalb der Geraden p'p’ ausgefiihrt).

Beweis. Legt man 4™ ganz auf B™, so decken sich auch die
auf ihnen liegenden si@mmilichen Linien; dasselbe gilt von simmtlichen
Linien der Flichen .

A1, Ba=1). s 4”,B"; A, B’; A, B.

Decken sich zum Schluss 4 und B, so decken sich demnach auch
simmtliche auf U und V liegenden Linien. Es decken sich demnach
di¢ Stticke von A und B einerseits und die von U und ¥ andererseits
fily sich. Bezeichnen wir in dieser Deckungslage die auf einander
liegenden Stlicke’ von A und B mit A;, By, so sind demnach

A{Q.Bi, z'==1,2,...,n+m. :

Verschieben wir endlich B gegen A um die Grosse &, so dass sie die
gegebene gegenseitige Lage einnehmen, — neune Linien konnen hiedurch
nicht entstehen, da doch diese Lage bei der Construction vorkam; — so
kommen nur die in der Deckunmgslage um b abstehenden Stiicke von
A und B paarweise aafeinander, und entweder ihre fritheren Paare
oder von diesen um Vielfache von b abstehende Flichen werden frei;
daher bilden diese die gegenseitig congruenten Stiicke S;, T; der freien
Flichen von endlicher Anzahl; q. e. d. ~



Ueber endlich-gleiche Flichen, 305

5. Wir gehen iiber zum allgemeinsten Fall. Wir kntipfen unsere
Betrachtungen wieder an die Figur 3; die mehrfach zusammenh#ingen-
den Flichen A, B mdgen sich aber bis zur Linie /7 ausdehnen, so dass
sie zusammengesetzt sind aus den oberhalb von pp befindlichen A, B
und den zwischen pp und !l befindlichen A,, B,.

Da die freien Theile von A und B nach der soeben beschriehenen
Construction 4 in gegenseitig congruente Stiicke eingetheilt sind, so
haben wir uns nur noch mit den freien Theilen von A,, B, zu
befassen.

Wir unterscheiden folgende Fille:

a) Die Lochersysteme U, ¥ haben mit der Linie 1] keinen einzigen
Punkt gemein;

b) diese gemeinsamen Punkte P, @ sind in endlicher Anzahl vor-
handen;

¢) dieselben bilden continuirliche Linien.

Der erste Fall ist in (Fig. 3) dargestellt; die freien Theile sind
dieselben, wie in Fig. 1, — sie sind gegenseitig congruent.

Der zweite Fall ist in der unglinstigsten speciellen Lage in Fig. 4
dargestellt; ein Blick zeigt, dass die freien Theile durch Superposition
unmittelbar in gegenseitig congruente Stiicke zerfallen; fallen aber die
Punkte P, @ nicht in jene specielle Lagen, so sind die freien Theile
ohne weiteres congruent.

Der dritte Fall ist in Fig. 5 dargestellt; man kann in diesem
Fall die Zerlegung mit Hilfe der in der vorigen Nnmmer dargelegten
Methode ausfithren, da man durch Locher U, ¥ hindurch von der
einen Seite des Parallelstreifens auf die andere kommen kann, ohne
die Fliche A, resp. B, zu streifen.

. Die freien Theile von A;, B, sind daher in gegenseitig congruente
Stiicke zerlegbar, mithin auch die von A und B.

Sind nun zwei beliebige in gleichem Sinne congruente Flichen
A und B gegeben, so zerlege man dieselben in Ringriume durch
Kreisschnitte & auf die Weise, dass die Abbildungen den gestellten
Bedingungen geniigen, was immer leicht gelingt; tibt man dann auf
die einzelnen Ringriume die beschriebenen Constructionen aus, so ist
die endlich-gleiche Zerlegung der freien Theile vollbracht. In der
folgenden Nummer soll jedoch die in Satz J) ausgesprochene :im
Princip einfachere Losung naher beschrieben und der Satz hlemlt auf
den Satz p) zurilckgeflihrt werden. :

6. Die zur Giiltigkeit des Satzes p) nothwendigen Bedihéj;iiéez;
sind nur dann nicht erfilllt, wenn unter den Grenzen den ,gegebenen
Fliche A solche geschlossene Linien (Fig. 6)

91r 925 + o5 I2m
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vorkommen, deren Gesichtswinkel von O aus = 2z ist, und dazu
diese Linien keine Kreise sind mit dem Mittelpunkt O; die Anzahl
der Linien g; sei gerade, demnach simmitliche Giirtel von der Anzahl
m mehrfach zusammenhéngend ; hat der innerste Giirtel nur einen Rand,
so hat man etwa g=0 zu nehmen; zwischen je zwei aufeinander
folgenden Giirteln, wie auch innerhalb und ausserbalb aller Giirtel
konnen beliebige Theile der Fliche 4 liegen, die aber keine Giirtel
um O herum bilden. Ist nun eine solche Fliche 4 gegeben, so fiihre
man von O aus concentrische Kreise
kyy Koy ooy Fom,
go. dass der Kreis k; wenigstens die Linie g; schneide, wobei die Indices

g0 gewdhlt sind, dass die Radien 7; der Kreise %; eine zunehmende
- Reihe bilden, dass also

IR PRI
Simmtliche von A4 nicht bedeckten Theile der Ebene bezeichne man
mit B’ und heisse sie Locher von 4. Man bezeichne ferner mit k,
eine Kreislinie von O mit dem Radius = O und die Theile der Flichen
A resp. ihrer Locher B’ auf den Ringriumen

gelegen zwischen %, und %, mit 4,,

’
) »” k, w ky B,
) ” k, w ko, Ay,
’
” » k3 4 k‘ 124 'B2 4
’
” 1 kﬁm-—l 7 kzm 17} -Bm )
) ” ksm - 5y 00 4 Amia.

- @ Dieselben Kreise zerlegen auch die Fliche B und die Locher A
‘dieser Fléiche in die Theile

e " Bipu 4, i=1,2...,m+1,
- At(\)Bu 't=l2 vy M,

Em Blick auf die Figur zeigt, dass die soeben beschriebenen Flichen-
resp. Lochersysteme 4; o B; und 4/ o By simmtlich der Bedingung
3') unterliegen, dass demnach ihre freien Theile in Folge des Satzes y)
durch blosse Transpositionen der Flichen 4;, B; und 4, B, in
Einander in gegenseitig congruente Stiicke zerfallen.

Zum Schluss sind die freien Theile der einzelnen soeben be-
schriebenen Flichen- und Lochersysteme — mit Ritcksicht auf 4) —
identisch mit den auf denselben ngraumen gelegenen freien Theilen
der gegebenen Fléchen 4, B.

Die in dieser Constructlon gezogenen Querschnitte sind von der
Anzahl 2m; soviel werden aber nur im ungiinstigsten Fall nothwendig.
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In dem durch Fig. 6 dargestellten Fall z. B. ist der Schnitt %, iber-
flissig, und man kénnte auch g, und g; durch einen einzigen Kreis
aus O durchschneiden. Zur Bestimmung der kleinsten Anzahl der
nothwendigen und gentigenden Kreisschnitte fithrt ganz allgemein die
Bemerkung, dass eine jede Linie g; nur durch einen Kreis durchzu-
schneiden ist und ein Kreis eine moglichst grosse Anzahl Linien g;
durchschneiden soll. Geschieht das, so zerfillt die Fliche 4 in Stiicke
gelegen in Ringriumen zweierlei Art: entweder entsprechen diese 4;
der Bedingung 3), oder sie entsprechen ihr nicht; im zweiten Fall
sind sie reciprok zu ersetzen durch die in demselben Ringraum gelegenen
gesammien Erginzungsflichen B/, die der Bedingung 8" allenfalls ent-
sprechen,

7. Wir haben demnach gesehen, welche Bedingungen erfiillt sein
miissen, wenn Translationen der gegebenen Figuren in Einander ohne
Weiteres eine endlich-gleiche Zerlegung der freien Theile zweier con-
gruenter Flichensysteme leisten sollen, und dass es, falls keine dieser
Bedingungen erfiillt ist, zu diesem Zwecke geniigt und- nothwendig
wird zu den gegebenen Grenzen neue zu adjungiren, — niimlich die
soeben beschriebenen Kreisschnitte.

Daraus folgt, dass die Adjunction solecher Schnitte jedenfalls auch
bei der allgemeineren Aufgabe erforderlich sein wird, die endlich-gleiche
Zerlegung der freien Theile zweier endlich-gleicher, nicht congruenter,
Flichensysteme mittelst Translationen der Figuren in Einander zu
bewirken, Diese Ausdehnung der Untersuchungen ist von Interesse
und ich gedenke mich damit in einem folgenden Artikel zu beschéftigen.
Im Gegensatz zu Herrn Dobriner muss ich jedoch wiederholen, dass
von solchen Untersuchungen eine ,, festere® Begriindung des Satzes 8)
nicht zu erwarten ist aus dem Grunde, dass der einezige Unterschied
zwischen den beiden Beweismethoden, dem in § 1 gefiihrten und dem
zu fithrenden, nur durch die Verschiedenheit der erlaubten Querschnitte
bedingt ist.




Berichtigung zu dem Aufsatze ,,Ueber Systeme hoherer
complexer Zahlen*.

Von

TrEODOR MoLiEN in Dorpat.

In meiner Arbeit: ,,Ueber Systeme hoherer complexer Zahlen“
Math. Ann. Bd. 41, bhabe ich nachtréglich folgendes Versehen bemerkt:

Das Corollar zu Satz 18, pg. 115:

Ist eine Wurzel der Killing’schen Gleichung Differenz zweier ver-
schiedener Wurzeln eines irreductibeln Theilers einer charakteristischen
Gleichung, so sind auch alle tbrigen Differenzen ewischen verschiedenen
Wurzeln desselben Theilers Wurzeln der Killing'schen Gleichung,

ist nicht so unmittelbar evident, wie ich angenommen. Dies Corollar
wurde zum Beweise des 26. Satzes verwandt. Dieser Satz aber lisst
sic]} auch ohne Zuhilfenahme des Corollars beweisen. Er lautet:

: Satz 26, Die Killing'sche Gleichung eines Zahlensystems, das nur
) emc einziges begleitendes urspriingliches System besitzt, ist Potenz der
- Woirseldifferensengleichung der Rangglezchung des begleitenden urspriing-
: Maen Systems.
i Der Beweis kann folgendermassen gefasst werden:

Ist die Ranggleichung des begleitenden urspriinglichen Systems:
(€))] om — homt4 .. 4 hp=0,
so sind die beiden charakteristischen Gleichungen des gegebenen Systems
identisch, nimlich eine Potenz der Gleichung (1). Jede nichtver-
schwindende Wurzel der Killing’schen Gleichung ist mit Riicksicht
auf den 18. Satz eine Differenz zwischen zwei Wurzeln der Gleichung (1).
Da die Coefficienten der Gleichung (1) rational abhingen nur von den
Parametern einer Zahl des begleitenden urspriinglichen Systems, so
gilt dasselbe von den Coefficienten der Killing’schen Gleichung.

Entwickelt man die Killing’sche Gleichung:

@) ]Z(a;,—agk)u,-a..,,9|=o Gk l=1,...n)
¢
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nach Potenzen von ¢ in:
3) 0" — ot 4. =0,

(der Coefficient von gn~! verschwindet, weil aus der Identitit der
beiden charakteristischen Gleichungen

Za u, _20;,u, (G, l=1...m)

folgt), so findet man:
2¢,= D, (a1, - ap) (o, ~ alyww (5, k,l=1...m)
und dara.us.,:t’k"
4) czv-=2 @, at, u, u, — Za;‘a;,uku, 8, 6k, l=1...m).
8,k 8,1,k,4

Den Werth des ersten Theiles dieses Ausdrucks erhdlt man, wenn
man in dem linearen Coefficienten einer der charakteristischen Glei-
chungen u durch u? ersetzt; derselbe ist demnach

(= 2By ),

Was den zweiten Theil des Ausdrucks anlangt, so erschliesst sich
sein Werth aus der Bemerkung, dass aus der Form

5) Dlaau, (s thl=1...n)

(NN .
durch die Substitution % = vw eine Form mit Polareigenschaft hervor-
geht und -desgleichen aus der Form

(6a) Za;‘aj,u,‘ s tk=1...2)

stk

Man hat dabei die Bedingungsgleichungen:

Z’ag,a;, =Dl d,a, Gk, s=1...9
zu beachten. Es ist also der zweite Theil des Ausdrucks (4) eine
quadratische Form solcher Grissen, denen Formen mit Polareigenschaft
entsprechen und die linear aus den Parametern einer Zahl des be-
gleitenden urspriinglichen Systems gebildet sind. Die einzige solehe{
Grosse aber ist h;, geméss Satz 10 und 14,  und es wird. demznﬁolge
der zweite Theil von (4) vh> werden, wenn mit r eine noeh‘ ,ﬁl_:er'
za bestlmmende Constanrte bezeichuet wird. Es ist also:

Cy == ”,,T (—2hy + 1y%) + ©h)?
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Um nun noch 7 zu bestimmen, kann man folgenden Weg einschlagen.
Wird u durch % 4 Au® ersetat, so geht jede Wurzel @; der Gleichung (1)
in @; 4 4 tber. Die Wurzeln der Killing’schen Gleichung, als Diffe-
renzen zwischen jenen Wurzeln, #ndern sich nicht. Es muss also ¢,
unverandert bleiben, wenn u durch u 4 Au® ersetzt wird. Man findet
darum mit Rilcksicht auf die angefithrte Eigenschaft der Gleichung (1)

n .
T = — also:

€y = 7’:’- (— 2mh, + (m— 1) hy?).

Untersucht man noch den dkitten Coefficienten der Killing’schen
Gleichung, der durch

Boymm > (0,— ) (@ —0k) (4—al) st (8,601 =1...0)

r,8,¢

Sk
gegeben ist, so Uberzeugt man sich leicht, in gleicher Weise, wie bei
Bestimmung von ¢, rechnend, dass derselbe verschwindet.

Die tibrigen Coefficienten der Killing’schen Gleichung kdnnen aus
den beiden Coefficienten ¢, und ¢; gefunden werden. Statt der Coeffi-
cienten kann man auch die Potenzsummen der Wurzeln benutzen.
Bezeichnet man die Multiplicitit der Wurzel @y — o mit g, so ist
zuniichst

D@ —o) =0 G k=1...m
ik
und, weil auch ¢; = 0 ist,

(7) Dl ualo— =0 (i, k=1...m)
Gk

Diese Gleichung gilt allgemein, also auch, wenn u durch irgend eine
sndre Zahl ersetzt wird. Bs kann # durch « 4 34u? — 24243 ersetzt
werden, wo 4 eine unbestimmte Constante ist. Dann geht jede Wurzel
o; der charakteristischen Gleichung in ; 4+ 31w?® — 24202 iiber.
Trigt man diese Wurzelwerthe in die Gleichung (7) ein, so erhilt man
fir den Coefficienten von A2:

S pa@i— o =0 (G, k=1...m).
- r

Successiveé in gleicher Weise fortschreitend, findet man, dass alle
ungeraden Potenzsummen der Wurzeln der Killing’schen Gleichung
verschwinden. - Es sind also je zwei entgegengesetzte Wurzelu von
gleicher Multiplicitit. Die geraden Potenzsummen anlangend, ist
zunichst:

20,(u) = ) (s — wx) (@, k=1...m).
&
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Ersetzt man in dieser Gleichung # durch # -4~ 4442 — 642u%, =0
ergiebt die Vergleiehung der Coefficienten von 42:

2¢, (u) = 2 pir(os — o)t (5, k=1...m),

wo ¢,’ (%) in bestlmmter Wexse aus c¢,(u) hergeleitet wird. In der-
selben Weise ist zur Auffindung der iibrigen Potenzsummen zu ver-
fahren.

Wendet man sich nun der Wurzeldifferenzengleichung der Gleichung
(1) zu, die von der Form

®) o — dygrt =0
ist, so ergiebt sich sofort:
9) dy = —2mhy + (m — 1) b,%

Aus (7) ist ersichtlich, dass d, bis auf den Factor % mit ¢,
tibereinstimmt. Andererseits ist, weil (8) Wurzeldifferenzengleichung
von (1) ist:

2d,(u) = 2 (0; — g (i, ha=1...m)
und hieraus folgt wieder, wie schon vorhin bei ¢,:

2d, () = D (w: — wn)t
5,k .

und d,(u) ist bis auf den Factor —;:,— gleich ¢,’(u). So fortfahrend
erkennt man, dass tiberbaupt jede Potenzsumme der Wurzeln der
Killing’schen Gleichung das —ﬁ,—-fache der entsprechenden Potenzsumme

der Wurzeln von (8) ist. Da alsdann die m?'® Potenz der Killing’schen
" Gleichung und die n'® Potenz der Gleichung (8) einander gleich sind,

s0 ist — eine ganze Zahl, die die Multiplicitit jeder nichtverschwin-
m

denden Wurzel der Killing’schen Gleichung angiebt:

Ist somit die Killing’sche Gleichung, abgesehen von den ver-
schwindenden Wurzeln, Potenz der Wurzeldifferenzengleichung von (1),
so sieht man auch sofort, dass sie es auch mit Rticksicht auf die
verschwindenden Wurzeln ist, da der Grad der Killing'chen Gleichung

das —-fache des Grades der Wurzeldifferenzengleichung ist, und jede:

nichtverschwindende Wurzel letzterer —’:—-fach in ersterer vertré%%n
jst. So muss auch die Anzahl der verschwindenden Wurzeln in ersterer

Tn——-ma.l so gross sein, als in letzterer. —
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Dieser Beweis unterscheidet sich von dem in meiner Abhandlung
versuchten dadurch, dass erstens die Constante ¢ auf einem anderen
Wege gefunden wird, und dass zweitens nicht blos die¢ ersten Coeffi-
cienten, sondern tiberhaupt alle Wurzelpotenzsummen der Killing’schen
Gleichung und der Wurzeldifferenzengleichung verglichen werden. Da-,
durch ist das Corollar des Satzes 18 und sein niherer Beweis fiir die

Abhandlung tiberfliissig gemacht.
Moskau, 31. October 1892,
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Soeben erschien im Verlage von Georg Reimer in Berlin, zu be-
ziehen durch jede Buchhandlung:

Studien tber die

Reduction der Potentialgleichung

auf

gewohnliche Differentialgleichungen,
Ein Anhang zu Heine’s Handbuch der Kugelfunctxonen
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Dr. Emil Haentzschel,
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) Preis: M. 8.—.
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digirt von Dr. E. Budde und_FProf. Dr, B, Schwalbe. I. Abthl
enthaltend Physik der Materie. M. 13.—

Jahrbuch fiber die Fortschritte der Mnthematik begrﬁndet

von Carl Ohrtmann. " Im Verein mit anderen Mathema.tlkem und

" unter besonderer Mitwirkung der Herren Felix Miiller und Albert
‘Wangerin herausgegeben von Emil Lampe.

Band. XXIIL ‘%:hrga‘ng 1890. [In 3 Heften.] Heft I. M. 13.—.
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Einleitung.

Meine Abhandlung ,,Ueber die Theorie der algebraischen Formen‘‘ *)
enthilt eine Reihe von Theoremen, welche fiir die Theorie der alge-
braischen Invarianten von Bedeutung sind. Insbesondere in Abschnitt V
der genannten Abhandlung habe ich mit Hilfe jener Theoreme fiir be-
liebige Grundformen die Endlichkeit des vollen Invariantensystems be-
wiesen. Dieser Satz von der Endlichkeit des vollen Invariantensystems
bildet den Ausgangspunkt und die Grundlage fiir die Untersuchungen der
vorliegenden Abhandlung.**) Die im Folgenden entwickelten Methoden
unterscheiden sich wesentlich von den bisher in der Invariantentheorie
angewandten Mitteln; bei den nachfolgenden Untersuchungen némlich
ordnet sich die Theorie der algebraischen Invarianten unmittelbar unter
die allgemeine Theorie der algebraischen Functionenkdrper unter: so
dass die Theorie der Invarianten lediglich als ein besonders bemerkens-
werthes Beispiel fiir die Theorie der algebraischen Functionenkérper
mit mehr Veréinderlichen erscheint — gerade wie man in der Zahlen-
theorie die Theorie der Kreistheilungskorper lediglich als ein besonders.
bemerkenswerthes Beispiel aufzufassen hat, an welchem die wichtigsten
Sétze der Theorie der allgemeinen Zahlenkorper zuerst erkannt und
bewiesen worden sind. ,

Die im Folgenden angewandten Methoden reichen fiir Grund-
formensysteme mit beliebig vielen Veréinderlichen und Verinderlichen-
reihen aus, gleichviel ob dieselben simmtlich denselben linearen Trans-
formationen unterliegen oder ob sie in irgendwie vorgeschriebener
Weise theilweise verschiedenen linearen Transformationen unterworfen
werden sollen; dennoch werde ich bei der folgenden Darstellung der
Kiirze und Anschaulichkeit wegen meist nur binire oder ternire Grund-
formen mit einer einzigen Veréinderlichenreibe zu Grunde legen.

*) Math. Ann. Bd. 36, S. 473.

**) Vergl. die 3 Noten des Verfassers: ,,Ueber die Theorie der algebraischen
Invarianten.* Nachrichten v. d. kgl. Ges. d, Wiss, zu Gottingen 1891 (Lst® Note)
und 1892 (2'¢ und 3'¢ Note).
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Unter ,,Invariante’* ohne weiteren Zusatz verstehen wir im Fol-
genden stets eine ganze rationale Invariante d. h. eine solche ganze
rationale homogene Function der Coefficienten @ der Grundform oder
des Grundformensystems, welche sich nur mit Potenzen der Substitu-
tionsdeterminanten multiplicirt, wenn man die Coefficienten a durch
die entsprechenden Coefficienten & der linear transformirten Grund-
formen ersetzt. Diese Invarianten besitzen, wie bekannt, die folgenden
elementaren Higenschaften:

1. Die Invarianten lassen die linearen Transformationen einer
gewissen continuirlichen Gruppe zu.

2. Die Invarianten geniligen gewissen partiellen linearen Diffe-
rentialgleichungen.

3. Jede algebraische und inshesondere jede rationale Function
von Dbeliebig vielen Invarianten, welche in den Coefficienten a der
Grundformen ganz, rational und homogen wird, ist wiederum eine
Invariante.

4. Wenn das Product zweier ganzen rationalen Functionen der
Coefficienten @ eine Invariante ist, so ist jeder der beiden Kactoren
eine Invariante.

Die Sitze 1. und 2. gestatten die Umkehrung. Nach Satz 3.
bildet das System aller Invarianten einen in sich abgeschlossenen
Bereich von ganzen Functionen, welcher durch algebraische Bildungen
nicht mehr erweitert werden kann. Der Satz 4 sagt aus, dass in
diesem Functionenbereiche die gewdhnlichen Theilbarkeitsgesetze giiltig
sind, d. h.: jede Invariante lisst sich auf eine und nur auf eine Weise
‘als Product von nicht zerlegbaren Invarianten darstellen.

Zur Berechnung der Invarianten und zur weiteren Eutwicklung
der Theorie bediirfen wir eines Hilfssatzes*), welcher eine fundamen-
tale Eigenschaft des sogenannten Q-Processes betrifft und kurz wie
folgt ausgesprochen werden kann:

Wenn man irgend eine ganze rationale Function der Coefficienten
b der linear transformirten Grundform bildet und auf diese den Q-
Process so oft anwendet, bis sich ein von den Substltutlonscoefﬁclenben
freier Ausdruck erg1ebt 80 ist der so entstehende Ausdruck eine
Invariante.

An diese elementaren Sitze aus der Inva.nantentheorxe schhesst.

*) Vergl. meine oben citirte Abhandlung S. 524; der Satz stimmt im. Wesenf-.
lichen mit einem von P. Gordan und F. Mertens bewiesenen Satze tibor
Neuerdings hat Story in den Math. Ann, Bd. 41, S.469 einen Dﬁerenmﬁom'f;:
process [ ] angegeben, welcher sich direct aus Dxﬁ‘erenhatlonen nach den? ‘3{& ki
cienten o zusammensetzt und welcher den Q-Process zu ersetzen in’ Stan#te Teti-
dieser Process ist eine Verallgemeinerung des in meiner Inauguraldmsarbahon ftie
binére Formen aufgestellten Processes [ ], vergl. Math. Aun. Bd. 80,-8:20; -,

21°
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sich der bereits erwihnte Satz iiber die Endlichkeit an, welcher wie
folgt, lautet:

5. Es giebt eine endliche Anzahl von Invarianten, durch welche
sich jede andere Invariante in ganzer rationaler Weise ausdriicken
Tasst. Wir bezeichnen diese endliche Anzahl von Invarianten kurz
als ,,das volle Invariantensystem*.

Die zusammengestellten 5 Sitze regen die Frage an, welche der
aufgezihlten Eigenschaften sich gegenseitig bedingen und welche ge-
trennt von einander fiir ein Functionensystem moglich sind. In meiner
_oben citirten 1%ten Note ,,Ueber die Theorie der algebraischen In-
varianten “*) habe ich unter anderem an einem Beispiele gezeigt, dass
es ein System von unbegrenzt vielen ganzen rationalen homogenen
Functionen giebt, welchem die Eigenschaften 2, 3, b zukommen, ohne
dass der Satz 4 fiir dasselbe gilt.

Schliesslich sei erwihnt, dass aus den allgemeinen Theoremen
meiner anfangs citirten Abhandlung ,,Ueber die Theorie der alge-
braischen Formen* noch 2 weitere Endlichkeitssitze fiir die Invarianten-
theorie folgen, nimlich der Satz von der Endlichkeit der irreduciblen
Syzygien und der Satz von der Syzygienkette, welche im Endlichen
abbricht.

I
Der Invariantenkorper.
§ 1

Ein algebraischer Hilfssatz.

Die rationalen Invarianten einer Grundform oder eines Grund-
- formensystems bestimmen einen Functionenkbrper und die ganzen
. gationalen Invarianten sind die ganzen algebraischen Functionen dieses
. Punctionenkdrpers; um diese Thatsachen einzusehen, brauchen wir den
folgenden einfachen Hilfssatz:

~ Wenn irgend m ganze rationale und homogene Functionen f,,..., fix
der n Verinderlichen z,, ..., 2, vorgelegt sind, so kann man stets
aus denselhen gewisse x ganze rationale und homogene Functionen
Fy,..., F, der niamlichen Veriinderlichen zusammensetzen, zwischen
denen keine algebraische Relation mit constanten Coefficienten statt-
findet und durch welche sich jede der vorgelegten Functionen f,,...,fa
als ganze algebraische Function ausdriicken lisst.

Zum Beweise bezeichnen wir die Grade der Functionen f,, . .., fx
in den Verdnderlichen z,, . .., #, beziehungsweise mit »,, ..., 7, und
ausserdem das Product dieser Gradzahlen mit »: dann besitzen die
m Functionen ' :

*) S. 233,
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» 2
=H0" o fa=f"
simmtlich den Grad ». Besteht nun zwischen diesen m Functionen
keine algebraische Relation mit constanten Coefficienten, so besteht
auch zwischen den urspriinglichen Functionen f,,...,fn keine solche
Relation und diese Functionen bilden daher selbst schon ein System
von HFunctionen der verlangten Beschaffenheit. Im anderen Falle be-
steht eine Relation von der Gestalt

G(fl,y R fﬂ:) =0,
wo G eine ganze rationale homogene Function von f}, . . ., f, bedeutet.
Wir fihren nun eine lineare Transformation der m Functionen aus,

indem wir setzen:
”
fi = 0y ft + - +“1m fm)

f == Om1 fll' + - + ammf

wo die Determinante der Substitutionscoefficienten e, .. ., tnm von
0 verschieden ist und wo ausserdem fiir die @, ..., @, solche
Zahlenwerthe gewihlt sein mogen, dass in der linear transformirten
Function H(f", ..., fn) der Coefficient der hichsten Potenz von f}
gleich 1 wird. Dann ist offenbar f,, eine ganze algebraische Function
von f\", ..., fa—1 und folglich sind auch die Functionen f, ..., fn
und somit auch die urspriinglich vorgelegten Functionen f,, ..., fi
simmtlich durch die m — 1 Functionen f£", ..., fa1 ganz und
algebraisch ausdriickbar. Besteht nun zwischen diesen m — 1 Fune-
tionen f,”, ... fm—1 keine algebraische Relation, so bilden diese
m — 1 Functionen ein System von Functionen der verlangten Be-
schaffenheit. Im anderen Falle behandeln wir die zwischen diesen
m — 1 Functionen bestehende homogene Relation in der n#mlichen
Weise wie vorhin die Relation G =0, und so gelangen wir schliesslich
durch Fortsetzung dieses Verfahrens zu einem Systeme homogener
Functionen F}, ..., F, vom nimlichen Grade » in den Verinderlichen
Zyy « .. &n, welches die im Satze verlangte Beschaffenheit besitzt.

§ 2
Die Invarianten J, o}, ... J..

Es seien 4,, ..., ¢, die Invarianten eines vollen Invarianten-
systems; dieselben sind ganze rationale homogene Functionen der
Coefficienten der Grundform und so folgt unmittelbar aus dem in § 1
bewiesenen Hilfssatze der Satz: ‘

Ist eine beliebige Grundform oder ein Grundformensystem vorgelegt,
s0 lassen sich stets gewisse x Invarianten J,, .. 2, J, bestimmen, swischen
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denen keine algebraische Relation stattfindet und durch welche jede andere
Invariante gane und algebraisch ausgedriickt werden kann.

Die Zahl % ist beispielsweise im Falle einer einzigen biniren
Grundform n' Ordnung gleich n — 2 und im Falle einer terniren

Grundform xtr Ordnung gleich ~;— (n+1)(n+2)—8.

Die nach dem obigen Verfahren sich ergebenden Invarianten
iy ..., Jy sind simmtlich von dem nimlichen Grade in den Coeffi-
cienten der Grundform; dieser Grad werde mit v bezeichnet,

Es gilt ferner der Satz:

* Man kann ou den Invarianten Jy, ..., J, stets eine Invariante J
hinsufigen, derart, dass eime jede andere Invariante der Grunmdform
sich rational durch die Invarianten J, J,, ..., Jx ausdriicken ldsst.

Umn diese Invariante J zu finden, wihlen wir irgend 2 Invarianten
des vollen Invariantensystems aus, etwa 7,,4, von den Graden v, be-
ziiglich v, und setzen dann

i =mim,
iy =1 fifd7,
wo die Exponenten e, a,, §,, ,, ¥ ganze positive den Bedingungen

v + v, = f,v, 4 Byv, + pv,
@B, —ef =1
geniigende Zahlen sind. Um solche Zahlen zu finden, bestimme man
zunéichst 3 ganze positive Zahlen 9, d,, , so dass die Bedingung
) . 0, v, + 0,7, = yv
- erﬁﬂlt Jst und a.ueserdem die Zahlen 0, und 8, Zu einander prim sind.
Bann bestimma man 2 ganze positive Zah]en fy und B,, so dass
o ‘ 0,8, — 0,8y =1
= mrd die 5 Zah]en o, =20 +f,, e,=20,+B,, By, B, y sind
* dann, wie man leicht siebt, von der ver]angten Beschaffenheit.
' D1e Formeln
o by = F i) ey,
by =0 ~higy) @ J —ey
lehren, dass 4. und 4, sich rational durch i, 4, J, ausdriicken lassen.
Da die beiden Invarianten ¢, ,’ von dem ni#mlichen Grade in den
Coefficienten der Grundform sind, so ist auch jede lineare Combination
1 =04 -ty
eine Invanante In diesem Ausdrucke kdnnen nach einem bekannten
Satze aus der Theorie der algebralschen Functionen die Constanten
€1y Cy 80 bestlmmt werden, dass sowohl 4,” als auch 4, rationale Fune-
tionen von ¢”, J,, . J, sind. Hieraus folgt, dass simmitliche
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Invarianten der Grundform sich rational durch 2", J},...,Jx, i3, %,y tm
ausdriicken lassen. Wahlt man nun aus den Invarianten ¢, i;,4,,...,%,
wiederum 2 Invarianten aus, etwa ¢”, ¢;, so lisst sich in eben der-
selben Weise wie vorhin eine Invariante " bestimmen, derart, dass
sowohl 77 als auch 4; rationale Functionen von ™, J|,..., J; und
somit simmtliche Invarianten rationale Functionen von ", J,, ..., J,,
%4y b5y + + -» im sind.  Durch Fortsetzung dieses Verfahrens gelangen
wir schliesslich zu einer Invariante #™ = J von der im Satze ver-
langten Beschaffenheit.

Nach den eben bewiesenen S#tzen ist jede Invariante eine rationale
Function von J, J,, ..., Jx und eine ganze algebraische Function von
J, ...y Jx; €8 ist aber auch umgekehrt jede von J, J,, ..., Jy rational
und von J,, ..., Jx ganz und algebraisch abbéngende Function ¢
nothwendigerweise eine Invariante der Grundform. Denn da die Fune-
tion ¢ rational von den Invarianten J, J,, ..., Jx abhingt, so ist die-
selbe nothwendig eine rationale Function von den Coefficienten der

Grundform: wir setzen ¢ = % , Wo g und % ganze rationale Functionen

von den Coefficienten der Grundform.ohne einen gemeinsamen Factor
sind. Ferner geniigt ¢ einer Gleichung von der Gestalt

Fop Gt Gy =0,

wo Gy, ..., G ganze rationale Functionen von J,, ..., J, sind.
.

Setzen wir in diese Gleichung i=—%— ein und multipliciren dieselbe

¢

dann mit k!, so ergiebt sich, dass =- eine ganze rationale Function
b ] h

von den Coefficienten @ler Grundform ist. Da aber g und & zueinander
prim sind, so ist & nothwendigerweise eine Constante d. h. ¢ ist eine
ganze rationale Function der Coefficienten der Grundform und mithin
eine ganze rationale Invariante. Hieraus folgt der Satz:

Die Invarianten J, J,, ..., J. bestimmen einen Functionenkirper, '
in welchem die ganzen algebraischen Fumctionen genmau das System der
ganzen rationalen Invarianten ausmachen; dieser - Functionenkorper
werde im folgenden kurz der Invariantenkorper der Grumdform genamnt. .

Es giebt nun nach einem fundamentalen von L. Kronecker auf-
gestellten Satze in einem jeden Functionenkdrper stets eiuve endliche
Anzahl ganzer Functionen derart, dass jede andere gzﬂme Functign .
des Korpers als lineare Verbindung jener endlichen Anzahl dargestihlh -
werden kann, wobei die Coefficienten der linearen Verbindung:gawis -
rationale Functionen des Korpers sind, und die allgemeindyyon -
L. Kronecker - entwickelte Theorie der algebraischen Functiomep:ddbrt
zugleich, wie man die ganzen algebraischen Functionen eines;Kprpers
bestimmen kann. Um hiernach aus den Invarianten.J, Jy,: s, " das
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volle Invariantensystem 4,, . . ., i, wieder zurlickzugewinnen, berechne
man zuniichst die Dlscnmmante D der Gleichung k'» Grades flir J.
Die Invarianten der Grundform d. h. die ganzen algebraischen Func-
tionen des Invariantenkorpers sind dann sdmmtlich in der Gestalt
(P L N A L e )
v= D

darstellbar. Wenden wir das Theorem I in Abschnitt I meiner oben
citirten Arbeit*) auf die aus den Functionen l',, Fyy « « .y & zu bilden-
den unendlichen Reihen an, so erkennen wir in der That dass es eine
endliche Zahl j,, ..., ju von Invarianten giebt, derart, dass jede
: andere Invariante ¢ in der Gestalt

' i=Ayjy + -+ Aujx
da.rgestellt werden kann, wo 4,,..., Ay ganze rationale B‘unctiox}en
von J;,...,Jx sind. Die Invananten Jiyeveyduy Jiyee oy ju sind
gomit die Invananten eines vollen Invanantensystems

Nach Kenntniss der Invarianten J,d,, . .., Jy erfordert also die
Aufstellung des vollen Invariantensystems nur noch die Losung einer
elementaren Aufgabe aus der arithmetischen Theorie der algebraischen
Functionen.

II.
Das Verschwinden der Invarianten. .

§ 3.
Ein allgemeines Theorem fiber algebraische Formen.

. ...Da alle Invarfanten der Grundform ganze ﬂgebralsche Functioner
By .., Jy 8ind, so folgt unmittelbar die weitere Thatsache:
;Wenn man den Coefﬁmenten der Grundform solche besonderen Werthe
,erthezlt dass die. x Invarianten dis ..y JIx gleich O werden, so ver-
: schwmden zugleich’ auch sammitliche ubngen Invarianten der Grundform.
" Es ist nun von grosster Bedeutung fiir die ganze hier zu ent-
wmkelnde Theorie, dass die in diesem Satze ausgesprochene Eigen-
schaft des Invariantensystems J,, . . ., J auch umgekehrt die urspriing-
liche in § 2 zu Grunde gelegte Elgenschaft dieser Invarianten bedmgt
Um den Nachweis hiervon zu fithren, entwickeln wir zunichst ein
Theorem, wéches sich als drittes allgemeines Theorem aus der Theorie
der a]gebrarschen Functionen den beiden Theoremen I und III memer
oben citirten Arbeit**) zugesellt. Dieses Theorem lautet:
Es scien m ganze rationale homogene Fumctionen f,, . .., fa der
n Verdnderlichen a, .. ., z, vorgelegt und ferner seien F, F', F”, ...

*) Mathematische Annalen Bd. 36, S, 474,
**) Vgl. Math. Ann. Bd, 36, S, 474 und 492.
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irgend welche ganze rationale homogene Functionen der nimlichen Ver-
dnderlichen x, ..., z, von der Beschaffenheit, dass sie fiir alle die-
Jenigen Werthsysteme dieser Verénderlichen verschwinden, fiir welche die
vorgelegten m Functionen f,, . . ., fn simmtlich gleich O sind: dann ist
es stets moglich, eine gamse Zahl r zu bestimmen derart, dass jedes
Product TI™ von r belichigen Functionen der Reihe F, F', F”, . .. dar-
gestellt werden kann in der Gestalt

MY =afy + &fy + -+ + Gnfm,
WO Ay, Ay, ..., an geeignet gewdhlte ganze rationale homogene Fumnc-
tionen der Verdnderlichen z,, . . ., z, sind.

Im folgenden Beweise dieses Theorems nehmen wir zunichst an,
dass die Formenreihe F, F', F, . .. nur aus einer endlichen Anzahl
von Formen besteht.

Der Beweis zerfillt in 2 Theile: in dem ersten Theile zeigen
wir die Richtigkeit des Theorems fiir den besonderen Fall, dass die
vorgelegten m Formen f{, ..., f,, nur eine endliche Anzahl gemein-
samer Nullstellen besitzen. Um diesen Nachweis zu filhren, nehmen
wir an, dass das Theorem fiir Formen mit einer gewissen Anzahl
gemeinsamer Nullstellen bereits als giiltig erkannt worden ist und
zeigen dann, dass dasselbe auch fiir solche Formen gilt, welche noch
eine weitere gemeinsame Nullstelle besitzen.

Die gemeinsamen Nullstellen der Formen f,, ..., fu seien

:c,=(x1, x2=a2,~--,wn=“1n
=P, Ty =1P,, ..., Tn = P4,
x,=u,,x2=a¢2,.,.,x,.=x,..

Wir setzen nun an Stelle der Veriinderlichen z,, ..., z, bezliglich
die Ausdriicke &, 2,E,, ..., 2, &, &, ein, wodurch die Formen
fis» « - +» fm in binéire Formen von den Ordnungen »,, ..., v, in den
Verinderlichen &, £, iibergehen; dann bilden wir die Ausdriicke

s Fi=uwufi 4+ ufo + - - - + thmfm,
F2=”1fl+”2f2+"'+"’mfm:

WO Uy «++y Umy ¥y, ..., Uy bindre Formen mit unbestimmten Coef-
ficienten und von solchen Ordnungen in den Verinderlichen §,, &,
sind, dass Fy und F, in eben diesen Veriinderlichen homogen werden.
Die Resultante der beiden bindren Formen F,, F, in Bezug auf die
Verénderlichen &, & wird gleich einer ganzen rationalen Function
der in den Formen u,, ..., %n, v, ..., v, auftretenden unbestimmten
Coefficienten, und die Potenzen und Producte dieser unbestimmten
Coefficienten erscheinen mit Formen multiplicirt, welche nur die
n — 1 Verénderlichen z,, ..., z,—, enthalten; diese Formen mbgen
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mit f}', ..., fw bezeichnet werden. Aus den Eigenschaften der Re-
" sultante zweier binirer Formen wird leicht erkannt, dass die Formen
fi's « .y fw nur die folgenden gemeinsamen Nullstellen besitzen:

.’L’l == a‘7 x2 = a,, ee oy Zp—1 = “"—1)

Ty =%y, Ty =%Kyy o ¢.y Tp—1 = %p—1
und dass dieselben ausserdem simmtlich gleich linearen Combinationen
der Formen f,, ..., fu sind, d. h, es ist

f;~0

f,,. =0,

Wenden wir das eben angegebene Eliminationsverfahren nunmehr

auf die Formen f, ..., f,,’, an, so gelangen wir zu einem Systeme

von Formen £,", ..., fo der » — 2 Veréinderlichen z,, . . ., Z»_s;
welche nur die gemeinsamen Nullstellen

(firevoslm)-

x! = 0!1, x2 =a2, e ey Zp—g = Up-2,

- Ty ==y, Ly ==Ky, ..0p Tng== Ny 3
besitzen und welche simmtlich nach dem Modul (f‘, <+« fw) und
folglich auch nach dem Modul (f,,. .., fn) congruent O sind. Durch

weitere Fortsetzung des Verfahrens ergiebt sich schliesslich ein System

von biniren Formen £, ,..,f (?;_2;) der Verdnderlichen z,, z,, welche
m

nur die gemeinsamen Nullstellen
x,-#a,, x2=a2,

. Ty == 2y, Ty =%,
besitzen und welche simmtlich congruent 0 sind nach dem Modul (£,,...,fn)-
Wii wihlen eine von diesen biniren Formen aus und setzen dieselbe
gleich (a3, — @, 2y)e2 @,,, WO @, eine ganze positive Zahl bedeutet
und g@,, eine fir z, = a,, ¥, = a, nicht verschwindende binire Form
_ ist. Hierbei ist angenommen, dass die Grissen a,y @, nicht beide
gleich 0 sind.
In glelcher Weise finden wir, falls a,, o nicht zugleich O sind,
dass es eine ganze Zahl ¢,; und eine fiir #, = &, , @, = a; nicht ver-
schwindende bindre Form ¢, der Verinderlichen «, , z, giebt, derart, dass

(“s“’,"’“txs)e" 3 =0 (fl’ veer fr)
ist und es sei schliesslich g,;,, eine ganze Zahl und @,_;,, eine fiir
Lyt = Oy—1, %y == a, nicht verschwindende binire Form der Ver-
dnderlichen z,_;, @, derart, dass die Congruenz

bostent, Tt T I 90w S0, (fiy o o)
eS e 3 N ]
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Da nach Voraussetzung eine jede Form der Reihe F, F',F",...
fir r, = @, 2, = @,, ..., Z» = &, verschwindet, so kanu allgemein

FO9_FY® (p—e2,)+ F® (egzy—ayzg)+-- -+ F,,‘ﬂl,,. (CnZn—1—0Cn—1Tn)

gesetzt werden, wo FY , FP, ..., ,fﬂl,,. Formen der » Verénder-
lichen z,, ..., 2, sind, und hieraus folgt mit Hilfe der obigen Con-
gruenzen, dass, wenn zur Abkiirzung

0=201t+ 03+ "+ 01

D=0, Pi3--. Pu-t,n
gesetzt wird, die Congruenz
OO =0, (f,,... fn)
besteht, wo ® eine fir 2, =«,, 2, =a,, . .., Z» = @, nicht ver-
schwindende Form und TT® das Product von irgend ¢ Formen der
Reihe F, F', F”, ... bezeichnet.

Die Formen ®, f,, .. ., f besitzen eine geringere Anzahl gemein-
samer Nullstellen als die Formen f,, . . ., f, des urspriinglichen Systems.
Nehmen wir also an, dass das Theorem fiir ein Formensystem mit
weniger gemeinsamen Nullstellen bereits als richtig erkannt ist, so
folgt, dass es eine Zahl » giebt, derart, dass

MI=0 (@,f,...,fn)
wo TI® ein Product aus irgend » Formen der Reihe F, F', F”, ...
ist, und hieraus folgt dann mit Hilfe der obigen Congruenz

M =0 (fi,...,fn),
wo TTe+") ein Product aus irgend ¢ 4 r Functionen der Reihe
F, F', F”, ... bedeutet. Somit ist bewiesen, dass das Theorem unter
der gemachten Annahme auch fiir das Formensystem f,, .. ., fn gilt.

Nun gilt das Theorem in dem Falle, wo die vorgelegten Formen

keine gemeinsame Nullstelle haben. In der That, bei dieser Annahme

haben auch die bindren Formen £, ..., f&0
m

Nullstelle; es ist daher jede binire Form von z,, z,, deren Ordnung
oberhalb einer gewissen Grenze liegt, inshesondere also auch die Form
¢ und die Form ¢ fiir geniigend grosse Exponenten ¢, und ¢, con-
gruent O nach dem Modul (£}, ..., fn). Ebenso zeigt man, dass die
Formen P, ..., #%* bei geniigend grossen Exponenten gy, ..., ¢
congruent O sind, nach dem Modul (£}, ..., fin). Hieraus folgt, dass
eine jede Form der Verinderlichen z,, ..., #,, deren Ordnung die
Zahl ¢, + @, -+ - - -  @n iibersteigt, congruent O ist, nach eben jenem
Modul, und damit ist die obige Behauptung bewiesen.

[n dem zweiten Theil wird nun das Theorem allgemein be-
wiesen und zwar nehmen wir zu diesem Zwecke an, dass dasselbe fiir

und

keine gemeinsame
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beliebige Formen von # — 1 Veriinderlichen bereits als richtig erkannt
ist und zeigen dann, dass es auch fiir » Verinderliche gilt.

Setzen wir 2, = ¢x,, so gehen die Formen fiseeisfmy By F',. ..
in Formen der » — 1 Veriinderlichen Zyy « .., Tp liber, deren Coef-
ficienten ganze rationale Functionen des Parameters ¢ sind. Diese
Formen von # — 1 Veriinderlichen bezeichnen wir beziiglich mit
915+ 99my G, G',.... Wenn wir jetzt dem Parameter ¢ irgend einen
bestimmten endlichen Werth ertheilen, so ist offenbar, dass jede Form
der Reihe G, G, ... fiir solche Werthe der Veriinderlichen Loy.ou Ty
verschwindet, fiir welche die m Formen 915 - - -y gm sammtlich gleich

"0 sind. Es sei nun das Theorem fiir den Fall von #— 1 Versinderlichen
bewiesen und es sei fiir diesen Fall auch bereits erkannt, dass man
die Zahl r jedenfalls unterhalb einer Grenze wihlen darf , welche nur
vou den Ordnungen und der Anzahl der Formen Jiyeendmy G, G, ...
und nicht von deren Coefficienten abhiingt: dann wissen wir folgendes:
Es giebt eine Zahl » = 6,,, so dass ein jedes Product TT(+ von G,
Formen der Reihe G, G/, ... fiir jeden speciellen Werth von # eine
Darstellung von der Gestalt

b012) — b1 9, + b?gg + oot bugn

gestattet, wo b, ..., b, ganze rationale homogene Functionen der
n — 1 Verénderlichen ,, ..., z, sind. Betrachten wir in dieser
Formel die Coefficienten u der Formen b,, ... » bm als unbestimmte
Grossen und vergleichen dann auf der linken und rechten Seite die
Coefficienten der niimlichen Potenzen und Producte der Veriinderlichen
Zyy . + +y Zn, 80 erhalten wir ein System von linearen nicht homogenen
Gleichungen zur Bestimmung der Coefficienten w. Die Coefficienten in
diesen linearen Gleichungen sind ganze rationale Functionen des Para-
meters ¢ und wir wissen ausserdem, dass dieses System von linearen Glei-
chungen fiir jeden besonderen endlichen Werth von ¢ Losungen besitat.

Es gilt nun der folgende leicht zu beweisende Hilfssatz:

Wenn ein System von linearen Gleichungen von der Gestalt

CiyUy + - Crplp = ¢,

Cqrthy -+« - cupthp = ¢,

vorgelegt ist, wo ¢\, ¢y, ..., ¢, ¢, .. ., ¢, ganze rationale Func-
tionen eines Parameters ¢ sind, fiir jeden besonderen Werth von ¢
Auflésungen besitzt, so kann man fiir die Unbekannten Upy ooy Up
stets rationale Functionen von ¢ bestimmen, derart , dass nach Ein-
setzung derselben die obigen Gleichungen beziiglich des Parameters ¢
identisch erfiillt sind.

Wenden wir diesen Hilfssatz auf die oben erhaltenen Gleichungen
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an und setzen dann ¢— —:l,‘so ergiebt sich nach Fortschaffung der
. ]

Nenner eine Congruenz von der Gestalt

Y MM =0, (fy,...,[n)

WO 3y, eine bindre Form der beiden Veriinderlichen #,, x, ist, und wo
TT@) ein Product von irgend ¢,, Formen der Reihe F, F”, . .. bedeutet.
In gleicher Weise erhalten wir eine Congruenz von der Gestalt
Y3 T =0, (fise-esfm)

WO ;4 eine binéire Form der beiden Verinderlichen z,, , ist und wo
Ti») ein Product von ¢;; Formen der Reihe F, F', ... bedeutet, und
es sei schliesslich @,-,,, eine ganze Zahl und ¢, ,, eine Form der
beiden Veréinderlichen ,_;, , derart, dass die Congruenz

'pu—l,n n(a"—l'”) =0 (fl 3 oy fm)
besteht. Da es nun offenbar nur eine endliche Anzahl von Werth-
systemen giebt, fir welche die Formen y,,, Vigy e os Unetms frs e v oy [m
simmtlich verschwinden, so ist dieses Formensystem ein solches, fiir
welches die Richtigkeit des Theorems bereits feststeht; es kann daher
eine Zahl  gefunden werden, so dass die Congruenz

M =0 (1[),2, 1/113,..., ¢n—l,n: fj’-"7fm)
besteht. Mit Hilfe der obigen Congruenzen ergiebt sich hieraus
metN =0, (f,.. o fm)
wo ¢ die grésste der Zahlen 6,,, 6,4, . . ., 6,1, bezeichnet

Da biniire Formen itberhaupt nur eine endliche Anzahl von Null-
stellen besitzen konnen, so gilt das Theorenr nach dem ersten Theil
des Beweises fiir den besonderen Fall # = 2 und somit auch allgemein
fir Kormen von n Verinderlichen. Enthéilt nun die vorgelegte Reihe
F, F’, ... unendlich viele Formen, so bestimme man — was nach
Theorem I meiner oben citirten Arbeit stets moglich ist — eine Zahl
derart, dass eine jede Form der Reihe F, F”, . .. gleich einer linearen
Combination der u Formen F, F”,... F®-Y wird. Ist dann das Pro-
duct von irgend r der Formen F, F’,... F®—1 nach dem Modul
(fis-..fm) congruent O, so gilt offenbar das nimliche auch fiir jedes
Product von r Formen der unendlichen Reihe ¥, F’,... und somit
ist das Theorem vollstindig bewiesen.

Nach dem eben bewiesenen Theorem ist insbesondere die rte
Potenz irgend einer von jenen Kormen F, F', F”, ... congruent O
nach dem Modul (f,, f;, ..., fn) — eine Thatsache, welche fiir den
speciellen Fall zweier nicht homogenen Verinderlichen bereits von
E. Netto™) ausgesprochen und bewiesen worden ist.

*) Vergl. Acta Mathematica Bd. 7, S. 101,
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§ 4.
Der grundlegende Satz iiber die Invarianten, deren Verschwinden das
Verschwinden aller iibrigen Invarianten zur Folge hat.

Wir nehmen jetzt die am Anfang des vorigen Paragraphen untex-
brochenen Entwickelungen iiber die Theorie der Invarianten einer
Grundform oder eines Grundformensystems wieder auf und beweisen
den folgenden grundlegenden Satz:

Wenn irgend p Invarianten I1,, ..., I, die Eigenschaft besitzen,
dass das Verschwinden derselben stets nothwendig das Verschwinden

aller dibrigen Invarianten der Grundform gur Folge hat, so sind alle
Invarianten ganse algebraische Fumctionen jener u Invarianten I,,..., L.

Nach Voraussetzung sind die g Invarianten I, . .., I, Functionen
der Coefficienten der Grundform von der Beschaffenheit, dass allemal,
wenn man diesen Coefficienten solche besonderen Werthe ertheilt,
welche die p Invarianten I, ..., I, zu ‘O machen, nothwendig simmt-
liche Invarianten der Grundform verschwinden, und daher giebt es
dem allgemeinen in § 3 bewiesenen Theorem zufolge eine Zahl r derart,
dass jedes Product TT(" von irgend r oder mehr Invarianten der Grund-
form in der Gestalt

M=l 4 a1, 4 - -+ auly

darstellbar ist, wo a,, a,, ..., @, ganze rationale homogene Func-
tionen der Coefficienten der Grundform sind. Nunmehr bezeichnen wir
wie frither mit 4,, ..., %, die Invarianten eines vollen Invarianten-

systems und ferner mlt v die grosste von den Gradzahlen dieser In-
rianten: "dann stellt sich offenbar- eine’ jede beliebige Invariante
ydé‘er Grundform, deren Grad > vr ist, als Summe von Producten
: 'I’W") dar und es wird somit

‘ ' ) i=a/ +a, L+ -+ a/l,
wo ay, a2, . « +y @y wiederum ganze rationale homogene Functionen der
Coefficienten der Grundform sind. Nach den Entwickelungen des Ab-
sqhmttes YV meiner oben citirten Abhandlung ,, Ueber die Theorie
der algebraischen Formen‘‘*) kionnen in dieser Formel die Ausdriicke
a,y ayy .., @& durch Invarianten beziiglich ¢, 4,, ..., i, ersetat
werden, so dass sich eine Gleichung von der Gestalt

te=t' L+ L+ W,

ergiebt. Die Invarianten 4,, i,, ..., i. sind simmtlich von niederem
Grade in den Coefficienten der Grundform als die Invariante ¢; sie
konnen ihrerseits wiederum in der némlichen Weise durch lineare

*) Vgl. Math. Ann. Bd, 86, 8. 827,
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Combination der Invarianten I,, I,, ..., I, erhalten werden und dieses
Verfahren ldsst sich so lange fortsetzen, bis wir zu Invarianten ge-
langen, deren Grad < v» ist. Wir denken uns simmtliche linear
unabhiingige Invarianten, deren Grad < vr ist, aufgestellt und be-
zeichnen dieselben mit j,, j,, ..., j,. Fiir eine beliebige Invariante ¢
der Grundform besteht dann ein System von w Glelchungen der
folgenden Gestalt

Gy = G + G 4 - - - 4 G,
m=G”J Gt 4 60

i = G""’m + Géwbz +.- e Gf:"yw,

wo G, GV, ..., GS” ganze rationale Functionen der invarianten
I,,..., I, bedeuten. Durch Elimination von j,j,, ..., j, folgt die
Gleichung .

G ~i G L GY

G G‘” i@
Vo

G G("’) e G —i
welche zeigt, dass ¢ eine ganze algebraische Function von I,,..., I, ist.
Es ist hiernach offenbar fiir das Studium der Invarianten einer
Grundform von grosster Wichtigkeit, die nothwendigen und hin-
reichenden Bedingungen dafiir zu kennen, dass fiir diese Grundform
die Invarianten simmtlich gleich O sind; wir werden somit, wenn wir
die N Coefficienten der Grundform in bekannter Weise als die Coordi-
naten eines Raumes von N — 1 Dimensionen deuter, auf die Aufgabe
gefuhrt, dasjenige algebraische Gebilde Z in diesem Raume zu unter-
suchen, welches durch Nullsetzen aller Invarianten bestimmt ist. Be-
zeichnet wie frilher x die Anzahl der algebraisch unabhingigen
Invarianten, so giebt es den friiheren Betrachtungen zufolge genau
» Invarianten I,, ..., I,, durch deren Nullsetzen das algebraische
Gebilde Z bereits vollig bestimmt ist; aus dem eben bewiesenen Satze
folgt nun nothwendig g > d. h. es ist nicht mbglich, eine noch
kleinere Zahl von Invarianten anzugeben, durch deren Nullsetzen das
Gebilde Z ebenfalls schon bestimmt wird, '

§ 5.
Das Verschwinden der si..mtlichen Invarianten einer bindren Grnntfﬂpm -

-Der eben in § 4 bewiesene Satz bildet den Kern der ganz(e‘iﬂ;}zist:
zu entwickelnden Theorie der algebraischen Invarianten. Wn'»wemden
denselben zun#chst auf ‘die Theorie der bindren Formen an; ffﬁr, diese
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lgest sich das algebraische Gebilde Z ohne besondere Schwierigkeit
allgemein angeben, wie der folgende Satz lehrt: :

Wemn alle Invarianten einer bindren Grumdform von der Ord-
mng n=2h+1 beztiglich n = 2h gleich Null sind, so besitzt die
Grundform eimen h -+ 1-fachen Linearfactor und umgekehrt, wenn die-
selbe einen h -+ 1-fachen Linearfactor besitzt, so sind simmtliche In-

varianten gleich Null. . . .
Um den ersten Theil dieses Satzes zu beweisen, bilden wir fiir

die vorgelegte Grundform
- f==aowi’+(?) a2y ay e aaad
die folgenden Ueberschiebungen

Fy = [ay8,—0,"] e I

F, = [aya,—4a, “3+3“22]x12(“-4) +--

e e e e e .o - -

A =[aoan, __(21h) o aans + -+ ( A )ahz]xi( WL
Wir stellen dann die Bedingungen dafir auf, dass die Formen
f, Fy, ..., Fy beziiglich f, F,..., F,_, simmtlich die nimliche
Linearform als Factor gemein haben, was etwa auf folgende Weise
geschehen kann. Es sei M das kleinste gemeinschaftliche Vielfache
der Zablen n, 2(n —2), 2(n—4),...,2(n—2hk) und man setze

Mammne=22m(n—2)=-...=2m(n—25),
beztiglich
Memmn=2m(n—2) =+ .=2m_s(n—2h+2);
@ nachdem 7 eine ungerade oder gerade Zshl ist. Dann bilde man
Hig beiden Formen
U= uf™ b uy F™ 4. 5o B,
V=of"+ o, F™ . 0, B,

bezfiglich
U=uf" 4w, F™ 4 oy Fo1

-1y !
Veof" o, F™ . vy, Fo,
WO 4, 5. .., % und v, v, ..., v; unbestimmte Parameter sind. Die
Resultante dieser beiden Formen U , V, ist von der Gestalt
B, V)=d, P+ -+ I Py
wo-P,..., P, gewisse Potenzen und Producte der unbestimmten

Pa}rameter %, v und wo J;, ..., J, Invarianten der Grundform sind.
Die Gleichungen ' :
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Jy=0,...,d,=0

stellen die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen daftir dar,
dass die Formen f, F}, ..., Fj beziiglich die Formen f£, F,, ..., F}_,
simmtlich die nimliche Linearform als Factor enthalten. Denn wenn
das letztere nicht der Fall wiire, so konnte man stets den Parametern
#, v solche numerische Werthe ertheilen, dass die beiden Formen
U, V keinen gemeinsamen Factor enthielten und dieser Umstand
wiirde der Bedingung R (U, V) =0 widersprechen. Wir trans-
formiren jetzt die bindre Grundform f mittelst der Substitution

Y =0 Ty + ayZ,,

Yo =B, + B,2,
wo f,z, + B,, diejenige Linearform bezeichnet, welche eben in jenen
Formen als gemeinsamer Factor enthalten ist und wo «;, a, so ge-
wihlt sind, dass die Determinante e, 8, — «,f8, von Null verschieden
ausfiillt. Die Coefficienten der transformirten Form g bezeichnen wir -
mit by, by, ..., bs. Da nun die transformirte Form g und ihre Ueber-
schiebungen simmtlich den Factor y, besitzen, so miissen ihre Coef-
ficienten nothwendig folgende Gleichungen befriedigen:

by =0,
body — b =0,

bobar — () bibascs + - - £ 4 (2")b,.=0
beziiglich
bo = 0, .
bobz - b12 =0,

toburcs — (T %) bbb -k L () b,

Figen wir im Falle eines geraden # noch die Glelchung Fy=0
hinzu, so folgen fiir ein ungerades sowie fiir ein gerades n die Glei-
chungen :
by=0,b,=0,...,0p=0

und hieraus ergiebt sich, dass die Form g den Factor y, wenigstens
h 4 1-fach -enthilt. Es ist selbstverstindlich, dass in besonderen
Fillen die Berechnung der Bedingungen da.fiir, dass f, F, ..., F)
einen gemeinsamen Factor haben, sich erheblich abkiirzen lasst.

Der zweite Theil des Satzes wird unmittelbar als richtig erkannt,
wenn wir die Grundform so transformiren, dass dadurch die ersten
h + 1 Coefficienten by, b,, .. ., by simmtlich gleich O werden. In der
That, wenn €,41, €4, - - +, €s beliebige ganze positive Zahlen bedeuten,

Mathematische Annalen. XLII, %
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so lautet das allgemeinste Glied, welches aus den tibrigen Coefficienten
..., by gebildet werden kann, wie folgt

ex4-1 } eh4-2 5.
s el LN

es ist aber fiir dieses Glied das doppelte Gewicht nothwendig grosser
als das n-fache des Grades; jedes Glied einer Invariante enthiélt daher
nothwendig mindestens einen der Coefficienten by, b;, ..., by als
Factor und hat folglich fiir unsere besondere Grundform den Werth 0.
: Die vorhin aufgestellten Invarianten I, ..., I, beztiglich I,,..., I, F}
bilden, wie eben gezeigt worden ist, ein System von Invarianten der
Grundform f von der Art, dass das Verschwinden dieser Invarianten
-dothwendig das Verschwinden aller Invarianten der Grundform zur
Folge hat, und nach dem in § 4 bewiesenen Satee sind mithin simmt-
liche Invarianten der Grumdform f ganze algebraische Functionen jener
eben gefundenen. Zu der Herstellung dieses Systems von Invarianten
haben wir lediglich Resultantenbildungen verwands.

Z?H-I ’ bh+2 ’

§ 6.
Anwendungen auf besondere bindre Grandformen und Grundformen-
systeme.

Die allgemeinen bisher von uns erhaltenen Resultate finden in
allen besonderen berechneten Fillen die schonste Bestitigung, wie
folgende Beispiele zeigen:

Fir die biniire Form 5% Ordnung erfiillen die 3 Invarianten
4, B, C von den Graden beztglich 4, 8, 12 die Bedingungen des

in §4 bewiesenen Satzes. Denn das gleichzeitige Verschwinden der-
lbefij:;bedingt nothwendig das Auftreten eines dreifachen Linearfactors
fund dieser Umstand wiederum hat, wie der in § b bewiesene Satz
‘lehrt, zur Folge, dass alle Invarianten der bindren Form gleich Null
sind. Es miissen daher alle Invarianten ganze algebraische Functionen
von 4, B, C sein und in der That enthilt das volle System nur noch
eine weitere Invariante nimlich die schiefe Invariante R, deren Quadrat
bekanntlich eine ganze rationale Function von A4, B, C ist.

Die bindre Form 6t Ordnung besitzt 4 Invarianten 4, B, C, D
von den Graden beziehentlich 2, 4, 6, 10, deren gleichzeitiges Ver-
schwinden nothwendig das Auftreten eines vierfachen Linearfactors
bedingt. Dieser Umstand hat wiederum zur Folge, dass alle Invarianten
der Form gleich Null sind; in der That ist entsprechend unserem in
~ § 4 bewiesenen Satze die noch #brige schiefe Invariante K der Grund-
form eine ganze algebraische Function von 4, B, C, D, nimlich
gleich der Quadratwurzel aus einer ganzen rationalen Function dieser
4 Invarianten.
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Wir betrachten ferner eine binire Grundform f von der 5t Qrd-
nung und eine lineare Grundform I. Wenn die 6 simultanen In-
varianten 4, B, C, (f, 1%), (h,1%, (¢,1?),, zugleich verschwinden,
wo h=(f,f), und ¢ = (f, f), gesetzt ist, so folgt: entweder tritt
die Linearform ! 3-fach als Factor in f auf oder die Form f enthilt
irgend einen 3-fachen Factor, wihrend die Coefficienten der Linear-
form 1 gleich 0 sind, oder die Coefficienten der Form f sind simmt-
lich 0. In allen diesen 3 Fillen sind, wie man leicht erkennt,
simmtliche Simultaninvarianten der beiden Grundformen gleich 0 und
somit hat also das Verschwinden der genannten 6 Simultaninvarianten
das Verschwinden aller iibrigen Simultaninvarianten zur Folge. Hieraus
folgt nach dem in § 4 bewiesenen Satze, dass alle Simultaninvarianten
der beiden Grundformen f und ! ganze algebraische Functionen der
genannten 6 Invarianten sind.

Da die in Rede stehenden Simultaninvarianten mit dem System
der Invarianten und Covarianten einer 'einzigen biniren Grundform
5tr Ordnung identisch sind, so folgt, dass sich simmtliche 23 in-
variante Formen einer biniren Grundform 5t Ordnung als ganze alge-
braische Functionen der 3 Invarianten 4, B, C und der 3 Covarianten
f, b, © ausdriicken lassen. Beriicksichtigen wir noch, dass alle In-
varianten und Covarianten der biniren Grundform 5t Ordnung rationale
Functionen von f, k, ¢, (f, h),, (f; h), sind, so kann nach unseren
allgemeinen in Abschnitt I ausgefiihrten Entwicklungen aus diesen
Angaben allein das bekannte System jener 23 invarianten Formen
berechnet werden. Man hat zu dem Zwecke nur ndthig, alle diejenigen
Functionen aufzustellen, welche ganze algebraische Functionen von
A, B, C, f, h, i und zugleich rationale Functionen der Covarianten
f, k i, (f h)n (f, )3 sind.

Um die simultanen Invarianten zweier binéiren cubischen Formen
f, g aufzustellen, bilden wir eine lineare Combination %f 4 1g der-
selben und entwickeln die Discriminante dieser Form nach den un-
bestimmten Parametern % und 4, wie folgt:

D(xf+ 4g) = Dyx* + D %34 + Dyx?4% + D, %%+ D a4

Die 5 Invarianten D,, D,, D,, Dy, D, sind offenbar nur dann simmt-
lich gleich null, wenn die cubischen Formen f und g beide den nim:
lichen Linearfactor zweifach enthalten und dieser Umstand wiederam.
hat zur Folge, dass auch alle iibrigen Simultaninvarianten null sindi
Unserem Satze zufolge miissen daher alle simultanen Invariantex et
beiden cubischen Formen f und g ganze algebraische Functianen ’zﬁﬁ
D,, D,, D,, D;, D; sein. Das volle Invariantensystem enthalfHuti-
ausser diesen 5 Invarianten nur noch 2 weitere Invarianten:: *néﬁffwh
die Ueberschiebung (f, g); und die Resultante E der b{élden ‘Forhien;
S A

Y



332 " Davio HiLsexr.

man findet in der That durch Rechnung bestitigt, dass diese beiden
Invarianten ganze algebraische Functionen jener 5 Invarianten sind.

Um das simultane System einer cubischen Form f, einer quadra-
tischen Form g und einer linearen Form ! zu untersuchen, bezeichnen
wir mit d,, d,, r beziiglich die Discriminanten von f und g und die
Resultante beider Formen; ferner bilden wir die Invarianten (f]13),,
(k, 1%),, (9,1%, und (h,g),, wo h die Hesse’sche Covariante von f
bezeichnet. Wenn diese 7 Simultaninvarianten simmtlich gleich 0
sind, so nehmen, wie man ohne Schwierigkeit zeigt, die 3 Grund-
formen nothwendig die Gestalt an

f=cp'q, g=c'p’, l=2¢"p,

wo P, q lineare Formen und ¢, ¢’, ¢” gleich O oder von O verschiedene
Constante sind. Da nun fiir diese besonderen Grundformen offenbar
simmtliche Simultaninvarianten gleich O sind, so folgt mit Hilfe des
in § 4 bewiesenen Satzes, dass simmtliche Simultaninvarianten der
38 Grundformen ganze algebraische Functionen jemer T Simultan-
invarianten sind, oder, was auf das Niamliche hinausléduft, dass simmt-
liche simultane Invarianten und Covarianten einer cubischen Form f
" und einer quadratischen Form g ganze algebraische Funciionen ‘der
4 Tnvarianten d,, d,, 7, (k,g), und der 3 Formen f, k, g sind.

Wir behandeln endlich noch ein allgemeineres Beigpiel, nidmlich
das System von » bindren linearen Formen

h=az+by, ,=a2+Dby,...,L=az4by.
_.‘Da..s' volle Invariantensystem besteht aus den Determinanten
_ P abe —axhs (G,k=1,2,..., ).
Wiifbilden die beiden bindren Formen v — 1t Ordnung

e . o =a,£t + a, k24 .o+ F ayp, -
w = blgy-—-l + bzgv—ln + e + b,nv—l
und berechnen die Functionaldeterminante derselben

(@, ¥ =D &%~ + P E Sy + - - - + poyay™
Die Coefficienten py, py, .. P2s—¢ sind als ‘lineare Combinationen
der Determinanten p;; selber Invarianten der linearen Grundformen,
und man erkennt leicht, dass, wenn diese Invarianten p,, p,, ..., Pev-s
simmtlich Null sind, nothwendig entweder alle Coefficienten der Form ¢
oder diejenigen von 4% verschwinden oder beide Formen bis auf einen
numerischen Factor mit einander iibereinétimmep. -In allen diesen
Fillen sind simmtliche Determinanten p;; gleich Null und: hieraus
folgt mit Hiilfe unseres Satwes, dass die Determinanten p; ganze
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algebraische Functionen von p, py, . . ., ps,—( sind*), woraus zu-
gleich die Unabhingigkeit der letzteren 2v — 3 Invarianten geschlossen
werden kann.

§ 7
Systeme von simultanen Grundformen.

Um die in § 5 fiir eine bindre Grundform erhaltenen Resultate
auf ein System simultaner bindrer Grundformen auszudehnen, verfahren
wir, wie folgt: wir betrachten die beiden biniiren Formen von der
némlichen Ordnung »

f=ayz* 4 (?12) Q2" 2y - anz?,
g =byz" + (’f) by 1@y + - bazy

und bilden dann eine lineare Combination Af -4 pg derselben, wo 1
und p 2 Parameter bedeuten. Wenn nun die Invarianten von Af4-ug
fiir alle Werthe 4 und y verschwinden, so muss nach dem in § 5

bewiesenen Satze die Form Af 4 pg nothwendigerweise einen —‘} +1

bezfiglich -’-‘-—-'iat—l—-fachen Linearfactor besitzen, was fiir Werthe auch
die Parameter A und p annehmen mdgen und hiersus folgt leicht,
dass f und g selber die nimliche Linearform als -;‘— + 1 beziiglich

n4t " . .
'——-%-—--fachen Factor enthalten miissen, ein Umstand, welcher seiner-

seits zur. Folge hat, dass auch simmtliche Simultaninvarianten der
beiden Formen f und g gleich O sind d. h.

Wenn J,, . . ., Ju solche Invarianten der einen Grundform f sind,
durch welche sich alle tibrigen Invarianten dieser Grundform game und
algebraisch ausdriicken lassen, so gelangt man von diesen Invarianten
Ji, R durch wiederholte Anwendung des Aronhold’schen Processes

b06a+18a+ +b”8a

m emem System von Simultaninvarianten, welches die Eigenschaft be-
. sitet, dass jede Simultaninvariante der beiden Formen f und g eine
gange algebraische Function der Simultaninvarianten dieses Systems ist.
- Durch diesen Satz tritt eine neue fundamentale Eigenschaft dea
Amnholdschen Processes zu Tage.

) Das n&mhehe Resultat habe ich auf einem vollig anderen Wege erhalten
in- memer«é.rboiﬁ: »Ueber Biischel von biniren Formen mit vorgeschriebener
thoﬁal&ebermmanta“ Mathematische Annalen Bd. 83, 8, 238,
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Der besondere Fall-n = 3 ist bereits oben behandelt worden. Im
Fall zweier biquadratischer Grundformen haben wir die beiden In-
varianten ¢ und j in Betracht zu ziehen und setzen

(Af 4 pg) = 64 + 4 dp + 40,

JAf + ug) =402 + 18 + jy Ap? 4 jypd.
Es folgt dann aus entsprechenden Griinden wie vorhin, dass jede
Simultaninvariante der beiden Formen f und g eine ganze algebraische
Function der 7 Invarianten 4y, 4, i,, jy, Jy, Jo Js i8t und diese
7 Simultaninvarianten sind algebraisch von einander unabhingig, da
die Zahl % fiir das betrachtete Grundformensystem den Werth 7 besitzt.

Setzt man an Stelle der biniren Form g die n'* Potenz einer
Linearform, so gewinnen wir das folgende Resultat:

Aus den Invarianten dJ, . .., J, der bindren Grundform f er-
giebt sich durch wiederholte Anwendung des Processes

Zy" — zy @, !

aaro aa

ein System von Covarianten, welckes die Ezgensckaft besitzt, dass alle
tibrigen Covarianten der Grundform ganse algebraische Functionen der
Covarianten des erhaltenen Systems und der Invarianten J,, ..., J, sind.

Beispielsweise erhdlt man fiir die biniire cubische Grundform f
durch ein- und zweimalige Anwendung jenes Processes auf ihre Discri-
minante D die beiden Covarianten ¢ = (f, &), und £2; in der That ist
die Hesse’sche Covariante h = (f, f), eine ganze algebraische Function
von D, t und f, da ja ihre dritte Potenz eine ganze rationale Function
dieser invarianten Bildungen wird. Wenden wir ferner auf die In-
varianten 7 und j einer biquadratischen biniren Form j jenen Process
an, so gelangen wir zu den Covarianten f und & = (f, f), und in der
That ist das Quadrat der allein noch iibrigen Covariante ¢ = (f, k),
eine ganze rationale Function von ¢, j, f und A.

Simmtliche Ueberlegungen lassen sich leicht auf die Theone der
Combinanten von zwei oder mehr bindren Grundformen iibertragen.
So zeigt sich, dass die Combinantinvarianten der beiden Kormen f
und g dann und nur dann simmtlich verschwinden, wenn unter den
Formen des Formenbiischels 4f 4 g sich zwei Formen befinden, von
denen die eine einen r-fachen Linearfactor besitzt und die andere
diesen n#mlichen Linearfactor n 4 1 — - fach enthdlt und hieraus
folgt der Satz:

Eine jede Combinantinvariante eswéier bindrer Formen f, g ist
eine ganse algebraische Function der Invariamten ihrer Functional-
determinante (f, g),.

. Die Ausdehnung der bisherigen Entwicklungen auf die Theorie
der Formen mit mehr Veréinderlichen ist ohne weiteres nur in dem
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Maasse moglich, als man die Besonderheit derjenigen Formen an-
zugeben weiss, welche die Eigenschaft besitzen, dass alle ihre In-
varianten O sind. So ist beispielsweise im Falle einer ternéiren Form
dritter Ordnung das Verschwinden aller Invarianten die Bedingung
fiir das Auftreten eines Riickkehrpunktes in der durch Nullsetzen der
Form dargestellten Curve. Wenn wir nun 2 ternire cubische Formen
linear combiniren und die beiden Invarianten

S@Af+ pg) = Sgdt + - - - + S,ut,
TAf+ pg)=Tois + - - - + Tgp®
bilden, so folgt durch die entsprechende Schlussweise, dass alle simul-
tanen Invarianten der beiden Formen f und g ganze algebraische
Functionen der 12 Invarianten S;,... S,, T,,..., T sind und da
die Zahl x ebenfalls gleich 12 ist, so erkennen wir zugleich, dass
diese 12 Invarianten von einander algebraisch unabhingig sind.
Auch die ternére biquadratische Form kann noch auf dem nim-
lichen Wege durch Rechnung behandelt werden, wogegen die Erledigung

der entsprechenden Probleme fiir héhere Félle neuer und allgemeinerer
Methoden *) bedarf. ’

111.
Der Grad des Invariantenkorpers.
§ 8.

Darstellung des asymptotischen Werthes der Zahl ¢(o).

In § 2 ist ein System von Invarianten J, J|, ..., J, bestimmt
worden, von der Beschaffenheit, dass alle ibrigen Invarianten der
Grundform sich ganz und algebraisch durch J,, ..., J, und rational
durch J, Jy, ..., J, ausdriicken lassen. Die irreducible Gleichung,
welcher J gentigt, ist von der Gestalt

Tt Gt Gydt o - G =0,

wo G, @,, ..., Gi ganze rationale Functionen von J,, ..., J, sind.
Der Grad k dieser Gleichung ist zugleich der Grad des Invarianten-
korpers.

Um zundchst fiir eine bindire Grundform f von der n‘e Ordnung
die Zahl % zu bestimmen, betrachten wir die Anzahl (o) derjenigen
Invarianten der Grundform f, deren Grad in den Coefficienten der
Grundform die Zahl ¢ nicht iiberschreitet und zwischen denen keine
lineare Relation mit constanten Coefficienten stattfindet. Die Berech-
nung dieser Zahl @(o) kann auf 2 verschiedenen Wegen geschehen

*) Vgl. die Abschnitte IV und V dieser Arbeit.
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und die Vergleichung der auf beiden Wegen gefundenen Resultate fiir
den Grenzfall ¢ = oo ergiebt dann den gesuchten Werth von %.
Nach § 2 ist jede Invariante ¢ in der Gestalt

NI 4 ¥ 24 ... 41,
D

darstellbar, wo I, ..., I:, D ganze rationale Functionen von J,, ..., J}
sind. Aus dieser Darstellungsweise konnen wir eine obere und eine
untere Grenze fiir die Zahl ¢ (o) ableiten. Beachten wir namlich dass
im vorliegenden Falle die Zahl x den Werth » — 2 hat und bezeichnen
wir mit v, v,, ..., ¥s_g, 0 die Grade der Invarianten J, J, .. ., Jag,

D und mit 4(6) die Anzahl der Systeme von positiven ganzen Zahlen
" &, &, ... Ens, welche der Ungleichung

Vi€ + v A vaabae h
geniigen, so finden wir leicht
o)+ 4 —v) + 4(6—2v) 4 -+ + i(6 — [k —1]») < ¢(0),
9 (6) < A(6-+0)+ A(6+3—)+ A (048 —20) -+ A (0-+0— [k—1]v).
Nun gilt fiir die eben definirte Zahl 4(¢) die Formel

Q=

i(o) 1 1
=
g=c 6" 2 n—2l vivy...9, 4

und somit folgt aus obiger Ungleichung

@) _ 1 k

o= 0'“—2 n— 2! ViV . . .V

n—32

§ 9.
Berechnung des @rades % des Invariantenkoérpers fiir eine binédre
Grundform #'e Ordnung.

Wir kénnen eben diesen Grenzwerth noch auf einem anderen
Wege, nimlich mit Hilfe derjenigen Methode bestimmen, welche von
Cayley und Sylvester zur Abzihlung der lnvarianten von vorge-
schriebenen Graden benutzt worden ist. Bekanntlich ist die Anzahl
der linear unabhiéngigen Invarianten vom Grade ¢ in den Cofficienten

. N 1
der binéren Grundform n'r Ordnung gleich dem Coefficienten von #* "
in der Entwicklung des Ausdruckes

(1=t (1 —¢ot2) ... (1 — o
f(r) = : Q1 __.rﬂ) :1 _'73) e (1(_1_ ',n) ) *)'

N

*) Vgl. Fad di Bruno, Theorie der biniiren Formen Leipzig 1881, S. 194,
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Dieser Ausdruck kann in die Gestalt
) =fo(r) +rofi(r) + r2fo(r) + - - - + rofu(r)

gebracht werden, wo f£,(r), f,(r), .. ., fa(r) rationale Functionen von
r bedeuten, welche durch die Identitit
" a1 — (u——r)(u—r’)...(u—r")
wh+wfi + + 7 A= @a—rm...0—r)
definirt sind. Zur Ausfuhrung der Rechnung bedarf es der Unter-
scheidung zwischen ungerader und gerader Ordnung .
Es sei erstens die Ordnung n eine ungerade Zahl. Da es in
diesem Falle nur Invarianten von geradem Grade giebt, so erhalten
wir offenbar die gesuchte Zahl ¢(6), wenn wir den Coefficienten

von #* in den Ausdruck f, 4 7*f, 74 f, + .-,

” » » » ﬁ)"'r’fl""rsﬁz"‘""':
n Py n ” fo+ 7% 4 2 f, +

r2n

(4
-n
w T ” fo+rfi+rfo 4+ -
bestimmen und die Summe dieser Coefficienten bilden oder, was auf
das Nimliche hinausliuft, wenn wir die Coefficienten

a
=n

von r* rin 3 L, in £,
2 (n—8 3 7o
»w 2, r3n—2) 302 R
[
3 (—4)

» 4 rin—4), r3n—a), 1w T2y

g
2

2 3 :
w 7 , 7 y veey T 9 Fas

2
simmtlich zu einander addiren. Verstehen wir nun unter &, eine

primitive n'¢ Einheitswurzel, so ist, wie man sieht, die Summe der

(4
Coefficienten von 7=, 73», ¢3» .. 4 in f; gleich dem > Theil der
Summe der ersten —;— n Coefficienten in der Entwicklung des Ausdruckes
15 0) = £o0) + fo(ear) + Fo(E0) + -+ - o+ Fo(e27).

Verstehen wir ferner unter &,_; eine prlmltlve n — 2'¢ Einheitswurzel,
so ist die Summe der betreffenden Coefficienten in f, gleich dem

7 — 2ten Theile der Summe der ersten —(n — 2) Coefficienten in der
Entwicklung des Ausdruckes

i () = £(r) + fi (en2r) + fi(eas?) 4 - - - £ (3537).
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Endlich werde )
fn—l (r) = fn—l (r)
2

2

gesetzt. Wenn wir jetzt fiir den Parameter » in den Ausdriicken
fos fiy - -+ f,_, beziiglich die Grossen

n—1

1.8:5...n 1-8.5.0em
n n—2 1:8:5..n
¢ , ¢ Vet

einsetzen, so erkennen wir, dass die gesuchte Zahl ¢(¢) gleich der

Summe der ersten -;- 1.3.5...n Coefficienten in der Entwicklung

des Ausdruckes
1:8:5eem 1:8:5.eem

=36 4o () e

wird.

Aus einem bekannten Satze von Abel lidsst sich leicht die folgende
Thatsache ableiten:

Wenn die Coefficienten einer Potenzreihe

P)=ay+at + ayt*+---
von der Beschaffenheit sind, dass, unter x eine ganze Zahl verstanden,
der Ausdruck

“o+“1+‘h+“'+“¢
o#

fiir unendlich wachsende ¢ sich einer endlichen Grenze nahert, so ist
diese endliche Grenze

1
Ty :I—_{x (1 — ¢ BB
Mit Hilfe dieses Satzes findet man

L 9(0) =1 _ L [a—thip)
—w (S n—2 n—2)! ,_ ’
o (?1.3.5.,..'7») =1

Falls nun % > 3 ist, kann

1.8:5-e;8 1-3veenp

O =5 1 (”*"_) + oty hi (t‘ ‘) oo fo (95 K )
2

gesetzt werden, wo %'(f) eine solche rationale Function von ¢ bedeutet,
dass der Ausdruck (1—¢)*2 A'(f) in der Grenze fiir {=1 verschwindet.
Ferner ist fiir einen beliebigen Index 7

@ —-t)'—’f.‘(r)==[2. ER NPy 1.3.9;(.7.).'»]“.[”. 1.3.6._..3;_]’
| -

n— 2 n— 24 »n
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wo zur Abkiirzung

[M] =1+ ¢4 824 - o o 2
gesetzt ist und wo die Zeichen g;(r) rationale Functionen von 7 be-
deuten, welche durch die Identitdt

w—r)—r) - (u—r)=go(r)w + g ()W + -+ galr)
definirt sind. Nun fiihrt eine einfache Rechnung zu folgender Formel
L [1 — tr—2 h(8)]

t=1

AN(@®) dye(f)] 1.8.5...n
_2 1 -"i(‘)[ at ]¢=1—[ ar Jpea m—zg N
o n—2¢ N3(1) ’
”—
2

wo die Summe iiber die Zahlen ¢ =0,1,2,... ! zu erstrecken

ist und wo zur Abkiirzung
1.3.5...n 1.8.5...n 1.3.6...0°
N(t)=[2' n— et ][3 n— 21 ][” " — 24 ]
gesetzt ist und hieraus folgt durch geeignete Umformung der Summe
rechter Hand
L[ —#r=2h@®)

Y n!(1.8.5...n)"2 2(— 1y (’:) "= 22)”—3

n—1
2

wo die Summe wiederum iiber die Zahlen ¢ =0,1, 2, ...

erstrecken ist.
Die Vergleichung mit der am Schlusse des § 8 erhaltenen Formel
liefert das Resultat

i wZ’t D GE=Y

(G=0,1,2,.., 251

zu

Die eben fiir den Grad & des Invariantenkorpers gewonnene Formel
wird im Falle einer biniiren Grundform 5t Ordnung leicht bestitigt.
Da némlich die 3 Invarianten A4, B, C beziiglich von den Graden
4, 8, 12 sind, so haben wir v, = 4, v, =8, v, = 12 zu setzenzund
es ergiebt sich dann % = 2. In der That geniigt die schiefe Invariante
R einer Gleichung 2t Grades und durch diese 4 Invarianten 4, B,
C, R ist der Invariantenkérper vollig bestimmt.

Es sei zweitens die Ordnung » eine gerade Zahl. Wir erhalten
dann in entsprechender Weise wie vorhin die gesuchte Zahl ¢(0),
wenn wir die Coefficienten

*) Diese Formel, sowie die entsprechende filr eine gerade Ordnung » habe
ich bereits in den Berichten der Gesellschaft der Naturfoncher und Aerste, Halle
* 1891 mitgetheilt,
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1.2 2.2 3.2 P .
2 ] 2 2 .
von 7%, r °, r °, r °, , T in fy,
n »n n n’
o SETY G G o(5-1
n T, T y T y T y ren T » [is
” n n
o 2G) G- G o(3-3)
w r, r y 7 y 7 ’ y T » f2s
1 2 3 '
w 1, 7, % e, 9 T

” (_ —l)
simmtlich zu einander addiren. Mit Hilfe der primitiven Einheits-

n n
wurzeln &, , &, g von den Graden 55— L. gelangen

2 8
wir entsprechend wie vorhin zu den Functionen fy, £/, ..., 6”

und wenn wir in diesen Functionen fiir den Parameter » beziiglich die
n n
¥ 9!

n ”
d n1 ot} . . .
Grdssen {2, ¢2® |, ... ¢ einsetzen, so erkennen wir, dass die

gesuchte Zahl ¢(o) gleich der Summe der ersten o %! Coefficienten

in der Entwicklung des Ausdruckes
5! 3!

sy =i\t 4+ A=l )+ +f(__1)(t”_')

5} - —1

ist und hieraus folgt dann durch dieselbe Schlussweise, wie vorhin

(o) — f\n—2
Ly = gyt L, [(L— 0= (o)
Falls nun % > 4 ist, kann wiederum

=1

lea

w|3

: A 2

1 31 AN
h@)=—4f\t" |+ - fn(tg )+"'+f(3_,)<t2'>+h ®)
E) 77! :

- gesetzt werden, wo h'(f) eine solche rationale Function von ¢ bedeutet,
dass der Ausdruck (1 — ¢2?A'(!) in der Grenze flir ¢ = 1 ver-

schwindet. Ferner ist fiir einen beliebigen Index ¢ unter Benutzung
der oben erklirten Abkiirzungen
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9:(r)
(L =&~ fi(r)= " ’:l n,
P 2 3. 2 . e n- 2
-1 5 -é-—t

Bezeichnen wir den Nenner des Ausdruckes rechter Hand mit N(¢),
so wird

L [1 — typ5 h(t)]

(1)[dN(” ],=1 - [dﬁg)l:, _'i%_i,- N(1)

=2 n—f2i N (1) :
2.1 (2 )"—22(_1)‘( )(2 )

wo die Summe iiber die Zahlen ¢=0, 1,2, .., %’-—-1 zu er-

strecken ist.
Die Vergleichung mit der am Schlusse des § 8 erhaltenen Formel
liefert das Resultat

sy = 2 C (G-
(i==0, 1,2, -+ 4 2 —1) .

Die eben gewonnene Formel wird im Falle einer bindiren Grund-
form 6ter Ordnung leicht bestitigt. Da némlich die 4 Invarianten der-
selben 4, B, C, D beziiglich von den Graden 2, 4, 6, 10 sind, so
haben wir v, = 2, v, =4, vy = 6, v, = 10 zu setzen und es ergiebt
sich dann £ = 2. In der That geniigt die schiefe Invariante R einer
Gleichung 2t Grades und durch die 5 genannten Invarianten ist der
Invariantenkorper vollig bestimmt. ‘

§ 10.
Die typische Darstellung einer binéiren Grundform.

Die in § 8 und § 9 angewandten Methoden fiihren zugleich zu
einem neuen Beweise fiir die Moglichkeit einer typischen Darstellung
der biniren Grundform.

Um dies zu zeigen, nehmen wir erstens an, es sei die Ordnung
der bindren Grundform n eine ungerade Zahl, Die linearen Covarianten
der Grundform sind dann simmtlich von ungeradem Grade in den
Coefficienten der Grundform und es bezeichne ¢,(6) die Anzahl der
linearen Covarianten, deren Grad in den Coefficienten der Grundform
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die Zahl ¢ nicht iiberschreitet und zwischen denen keiue lineare
Relation mit constanten Coefficienten stattfindet. Um die typische
Darstellung der Grundform auszufiihren, bedarf es zweier linearer
Covarianten ! und m, welche nicht durch eine Relation von der Gestalt
Al+ Bm =20

mit einander verbunden sind, wenn man unter 4 und B geeignet ge-
wihlte Invarianten versteht. Die Existenz zweier solcher linearer
Covarianten kann, wie folgt, bewiesen werden: nehmen wir an die
Grundform besitze tiberhaupt keine lineare Covariatite, so hitte offenbar
9, (0) fir alle ¢ den Werth 0. Gibe es andererseits eine lineare
Covariante [ von der Art, dass alle iibrigen Covarianten der Grund-
form gleich A4 [ sind, wo A4 eine Invariante bedeutet, so wire noth-
wendigerweise, wenn 4 den Grad von ! bezeichnet

¢ (6) =096 — 4)

91(9) =1
o= 97(6) ‘

und folglich

Nebmen wir endlich die Existenz zweier linearer Covarianten [ und m

von der gewiinschten Beschaffenheit an und bezeichnen wir mit

Pis Pyy « - Pr die iibrigen im vollen Formensysteme vorkommenden

linearen Covarianten, so ist jede dieser Covarianten in der Gestalt
o A, -Z‘B'm

darstellbar, wo A4;, B;, C; Invarianten sind und es ist folglich eine
jede lineare Covariante p der Grundform in der Gestalt
Al 4+ Bm

P=706..C,
darstellbar. Bezeichnen wir jetzt den Grad der linearen Covariante m
mit u und den Grad der Invariante C, C, ... C, mit p, so ergiebt
sich fiir ,(6) die Ungleichung

pe—)+o@—m<P@) <90 —i+9) +90E—u+7)

und folglich ist

9:(9) __ <

. g=a ‘P(G) 2.
Um nun zu entscheiden, welchen Werth der Ausdruck L %(%)

: o=
in Wirklichkeit besitzt, wenden wir wiederum die Cayley-Sylvester’-
schen Abzéhlungssiitze an. Diesen Siitzen zufolge ist die Zahl der
linearen Covarianten vom Grade ¢ gleich dem Coefficienten von
1
=(no—-1) .
r? in der Entwicklung des Ausdruckes f, und wir erhalten daher
die gesuchte Zahl @,(¢), wenn wir die Coefficienten



Ueber die vollen Invariantensysteme. 343

1
%(n—l) % 8n—1) % (Bn—1) 3(@n—1) '
von 7 , T , T g oy T in f,,
1
%(a-—l )—1 -}(3 n—1)—$ % (Bn—1)—5 $@n—1)—0
» 7 y T s T PR 4 w [
1
11y 1 an—1)-6 1 sn—1-10 L (on—1)—20
2 2 2 2
w T , , 7 R » f2
\ F@=D
y 70 , , r s e T ” f("_l)
KN

simmtlich zu einander addiren. Die Ausfiihrung der Rechnung er-

giebt dann unter der Voraussetzung #>3 fiir den Ausdruck L i:—,’—((%
o=w

den Werth 2, und hiermit ist der gewiinschte Nachweis gefiihrt.

Ist zweitens die Ordnung » eine gerade Zahl, so bezeichnen
wir mit ¢,(6) die Anzahl der quadratischen Covarianten, deren Grad
in den Coefficienten der Grundform die Zahl ¢ nicht tiberschreitet und
zwischen denen keine lineare Relation mit constanten Coefficienten
stattfindet. Um die typische Darstellung der Grundform auszufiihren,
bedarf es dreier quadratischer Covarianten I, m, p zwischen denen
keine Relation von der Gestalt

Al+ Bm 4+ Cp=0

besteht, wo A4, B, C Invarianten sind. Wir erkennen wiederum
durch die némliche Schlussweise wie vorhin, dass es 3 solche Co-

varianten nothwendig giebt, falls der Quotient %’((0—6)) in der Grenze

fir 6 = oo den Werth 3 annimmt. Dies trifft unter der Voraus-
setzung % > 4 in der That zu, wie eine der vorigen entsprechende
Rechnung zeigt.

Die bisherigen Resultate dieses Abschnittes III sind auf rein
arithmetischem Wege abgeleitet worden und nur am Anfange des § 8
ist die aus algebraischen Betrachtungen bekannte Thatsache benutzt
worden, dass die Zahl x der algebraisch unabhéngigen Invarianten
einer bindren Grundform nte Ordnung den Werth % — 2 hat. Auch
diese Thatsache ergiebt sich, wie im Folgenden kurz gezeigt werden soll,
mit Hilfe unserer Methode ohne Benutzung eines Eliminationsverfahrens.

Die Ueberlegungen des § 8 zeigen, dass der Quotient Lf)

[
in der Grenze fiir ¢ = oo einen endlichen von O verschiedenen
Werth annimmt. In § 9 ist gezeigt worden, dass der Ausdruck

%—(% bis auf einen von O verschiedenen Zahlenfactor gleich der

O=xn

Summe
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‘
\ n—3 . -1
2(—- 1)y (':) (—Z— — z) (z=0, 1,2, ,"—2— bezgl. .—:4 — 1)

ist. Aus diesen Thatsachen kann % = n — 2 geschlossen werden,
sobald der Nachweis dafilr gefiihrt ist, dass jene Summe eine von O
verschiedene Zahl darstellt. Um diesen Nachweis zu fiihren, bestim-
men wir die Anzahl der Covarianten I, m, ..., p, welche in den
Veriéinderlichen von der Orduung » sind und zwischen denen keine
lineare Relation von der Gestalt
Al4+Bm+ ...+ Ep=0

besteht, wo 4, B, ..., E Invarianten sind. Diese Anzahl findet man
gleich dem Ausdrucke L %(( )) ,
rianten 2‘ Ordnung bezelchnet deren Grad in den Coefficienten
der Grundform die Zahl ¢ nicht iberschreitet und zwischen denen
keine lineare Relation mit constanten Coefficienten stattfindet. Be-
rechnen wir diesen Grenzwerth mit Hilfe der Cayley-Sylvester'schen
Abzihlungssitze entsprechend, wie dies oben fiir die Fille » =1 und
v=2 geschehen ist, so erhalten wir einen Ausdruck, in welchem
wiederum jene Summe

Ser(E-9)

auftritt. Tréigt man in diesen Ausdruck an Stelle jener Summe den
Werth O ein_und legt dann der Zahl » einen gentigend grossen Werth
bei, so fillt, wie die Rechnung zeigt, der Werth des neu erhaltenen
Ausdruckes grosser als v - 1 aus, und dieser Umstand widerspricht
der Thatsache, dass die Anzahl der Covarianten I, m,..., p von der
vter Ovdnung hochstens gleich » 4 1 sein darf. Dle Annahme, dass
jene Summe den Werth O hat, trifft folglich nicht zu und damit ist
sugleich der gewiinschte Nachweis erbracht.

Mit Hilfe der typischen Darstellung einer biniéren Grundform ist
von A. Clebsch*) der folgende Satz bewiesen worden:

Wenn fiir 2 bindre Formen von irgend einer Ordnung # > 4 mit
numerischen Coefficienten die entsprechenden Invarianten simmtlich
die nimlichen Werthe haben und ansserdem eine gewisse im Nenner
der typisch dargestellten Coefficienten auftretende Invariante N von O
verschieden ist, so gehoren die beiden Formen zu der némlichen Classe.

Dabei bezeichne ich 2 bindire Formen als zugehorig zur nimlichen
Classe, wenn man dieselben durch eine lineare Substitution von nicht
verschwindender Determinante in einander transformiren kann. Wenn
wir die Werthe fiir die Invarianten J}, . . ., J,_s iiberdies derart wihlen,
dass die Discriminante [ der Gleichung fiir J von O verschieden ist,

wo @,(¢) die Anzahl der Cova-

*®) Theorie der binéren Formen,
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so giebt die Zahl k an, wie viel Werthe von J mit jenen Werthen
von J,, ..., Js—g vereinbar sind, und hieraus folgt:

Der Grad k des Invarianienkorpers giebt zugleich im allgemeinen die
Zahl der von einander verschiedenen Classen von bindren Formen an,
deren Imvarianten J,, . .., J,_s gleich gegebenen Grossen sind.

§ 11.
Das System von » bindren Linearformen.

Die Methoden dieses Abschnittes III lassen sich auch auf Systeme
“von simultanen bindren Grundformen anwenden. Als einfachstes Beispiel
diene das System der » bindren Linearformen

a2+ by, az+4by, ..., ez by,
welches bereits in § 6 behandelt worden ist. Das volle Invarianten-
system besteht aus den Determinanten p:;. Ausserdem geniigt jede
dieser Invarianten der Differentialgleichung .
oJ J J
al‘gﬁ"‘%%*"“‘f‘avg—b"—‘—'o

und umgekehrt jede dieser Differentialgleichung gentigende Function J
von der Gestalt
J =2 Cal'a)*...a)” bb" ... b"
rntrt-o o tr=84+s4+--+s=0

ist eine Invariante der Linearformen vom Gewichte ¢. Hieraus kann
bewiesen werden, dass die Anzahl der Invarianten vom Gewichte g,

zwischen denen keine lineare Relation mit constanten Coefficienten
stattfindet, gleich ist

1(@) =v[¥(0)*(e) —v(e—1) ¥(e+ 1),
wo ¥(o) die Anzahl der positiven ganzzahligen Losungen der Glei-

chung

ntr+ooodrn=0¢
bedeutet und daber den Werth i:—,’—t;”—_‘—};—;—'— besitzt. Durch Einsetzung
dieses Werthes finden wir ‘

(o) = (e+1) (e+2)*)o+3) - - - (e+7—2) (e+r—1) |
ne) = =T (r—2)1

In § 6 ist ein System von Invarianten py, p,, . . ., Pes—s aufgestell’ .
worden, durch welche sich alle {ibrigen Invarianten der Gmn’dfoﬁ
ganz und algebraisch ausdriicken lassen, Ferner werde eire liieare
Function p der Invarianten p;; mit constanten Coefficienten- bestimmt

Mathematische Annalen, XLIL, 28
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derart, dass alle Invarianten p;; rationale Functionen von p, p,, p,, .
. +y P2y—g sind. Da in Folge dessen die Invarianten p, p,, »,,..., P2s—st
ein Invariantensystem von der in § 2 behandelten Art bilden, so kénnen
wir mit Hilfe der in § 8 angewandten Methode den Grad % des durch
diese Invarianten bestimmten Invariantenkorpers berechnen. Es ergiebt
sich auf diese Weise
2v —4)!
k=@t L A0 = O o

Auch kaun zugleich gezeigt werden, dass die 2v — 3 Invarianten
Pos Dys -« -, Day—s algebraisch von einander unabhingig sind.

Gehen wir zuriick auf die Bestimmungsweise der pg, py,. .., Pev—s
in § 6, so erkennen wir, dass die fiir & gefundene Zahl zugleich die
Anzahl der Biischel von bindiren Formen angiebt, deren Functional-
determinante eine vorgeschriebene bindre Form von der 2v — 4ten
Ordnung ist.*)

Endlich sei noch erwidhnt, dass die Function 3(¢) nichts anderes
ist, als die sogenannte ,,charakteristische Function® desjenigen alge-
braischen Gebildes, welches man erhilt, wenn man

Pir = aibr — axb; Lk=12....v)

setzt und hierin die Grossen p;; als die Verinderlichen, a;, b; als
willkiirliche Parameter auffasst. Somit zeigt das eben behandelte Bei-
spiel zugleich, wie die in der vorliegenden Abhandlung entwickelten
Principien sich mit denjenigen auf allgemeinen Moduln beziiglichen
Methoden in Verbindung bringen lassen, welche ich in Abschnitt 111
und IV meiner Abhandlung ,,Ueber die Theorie der algebraischen
Formen“ auseinandergesetzt habe. In Uebereinstimmung mit den
dort gemachten allgemeinen Angaben**) ist der Grad 2v — 4 der
charakteristischen Function in Bezug auf ¢ die Dimension des alge-
braischen Gebildes, wihrend der Coefficient der (2v — 4)'e» Potenz von
¢ nach Multiplication mit (2v—4)! in der That die Ordnung jenes
algebraischen Gebildes liefert.

*) Vgl. meine Arbeit: ,Ueber Biischel von bin#ren Formen mit vor-
geschriebener Functionaldeterminante‘, Mathematische Annalen Bd. 33, S. 227,
sowie die dort ausfiihrlich citirte Litteratur dieses Problems.

*#) Vgl. meine Abhandlung ,,Ueber die Theorie der algebraischen Formen*.
Mathematische Annalen Bd. 36, S. 520.
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Iv.
Der Begriff der Nullform.

§ 12.

Die Substitutionsdeterminante als Function der Coefficienten der
transformirten Grundform.

Nach den Auseinandersetzungen in Abschnitt I und II ist es zur
Aufstellung und Untersuchung des vollen Invariantensystems einer
Grundform vor Allem erforderlich, ein endliches System von solchen
Invarianten zu kennen, deren Verschwinden nothwendig das Ver-
schwinden simmtlicher Invarianten der Grundform zur Folge hat. Die
Aufgabe, ein System solcher Invarianten zu finden, ist in § 5 fiir eine
bindre Grundform f gelost, jedoch auf einem Wege, welcher bei Be-
nutzung der bisherigen Hilfsmittel keiner Ausdehnung auf Grund-
formen von mehr Verdnderlichen fahig ist. Zwar die Existenz eines
solchen Systems von Invarianten, deren Verschwinden das Verschwin-
den aller iibrigen zur Folge hat, folgt unmittelbar aus dem Theorem I
in Abschnitt I meiner Arbeit ,,Ueber die Theorie der algebraischen
Formen “*); aber dieses allgemeine Theorem giebt durchaus kein Mittel
in die Hand, ein solches System von Invarianten' durch eine endliche
Anzahl schon vor Beginn der Rechnung iibersehbarer Processe auf-
zustellen in der Art, dass beispielsweise eine obere Grenze fiir die Zahl
der Invarianten dieses Systems oder fiir ihre Grade in den Coefficienten
der Grundform angegeben werden kann. Die hierin liegende Schwierig-
keit wird nun vollstindig tberwunden durch die nachfolgenden Ent-
wicklungen, bei deren Darstellung wir uns der Kiirze halber auf den
Fall einer einzigen Grundform beschrinken, obwohl die Methoden und
Résultate von allgemeinster Giiltigkeit sind.

Es sei eine ternéire Grundform f von der n'* Ordoung in den

Verinderlichen 2,, 2,, #, vorgelegt, deren. N = -1- (n41) (n42) Coef-

ficienten a,, a,, ..., ay simmtlich besbmmte numerische Werthe
besitzen: dann besteht zunichst unsere Aufgabe darin, zu entschelden,.’
ob es noch irgend eine Invariante J giebt, welche fiir die vorgelegte:
besondere Grundform f von O verschieden ist oder ob alle Invarianten:.
von f gleich O sind. Um diese Entscheidung zu ermdglichen, stp
formiren wir die Form f der 3 Verinderlichen z,, %,, #; mittéls
linearen Substitution

%) Math, Ann, Bd. 36, S, 474,
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%, = 0y Yy + @Y, + #1393 &y % Gy3
Ty = Gy Yy + 0y + Cp¥s, O = |y oy &g
@y = 0y, Yy + @Y, -+ %5393, O3y O &gg

wo die Substitutionscoefficienten «,,, ¢, - - -, @33 unbestimmte Grossen
sind. Die Coefficienten der transformirten Form g(yy, ¥», ¥5) bezeichnen
wir mit b, b,, . . ., by; dieselben sind ganze rationale Functionen vom
nten Grade in oy, @,,, ..., & Mit bestimmten numerischen Coefficienten.
Nehmen wir nun an, es gebe eine Invariante J, welche fiir die be-
sondere Grundform f verschieden von O ist, so wire

J(g) =& JI(f),

wo p das Gewicht der Invariante J bedeutet und J(f) eine von O
verschiedene Zahl ist. Nach der Division durch diese Zahl lebrt die
Jetztere Gleichung, dass die Substitutionsdeterminante & einer Gleichung
geniigt, deren erster Coefficient gleich 1 ist und deren ibrige Coef-
ficienten ganze rationale Functionen von b, b,, . . ., by sind, d. h. die
Substitutionsdeterminante & ist unter jener Annahme eine ganze alge-
braische Function der Coefficienten b,, b,, . .., by. .

Es ist nun sehr wesentlich, dass der hierin ausgesprochene Satz
auch umgekehrt gilt. Um dies zu zeigen, nehmen wir an, es sei d
eine ganze algebraische Function von by, b,, .. .by und geniige etwa
der Gleichung :

& + Gy (b))t + -+ - + Gy (b) =0,

wo @, G,, ..., G, ganze rationale Functionen von b, b,, ..., by
mit numerischen Coefficienten sind. Diese Gleichung muss identisch

erfillt sein, weénii wir fiir die Substitutionsdeterminante & und fiir die
= Byyaesy byy ihte Absdriicke in den @, @, . . ., @5 eintragen. Da nun
" ¥ Fomogen" vom 3t Grade und die by, . ., by homogen vom nt° Grade
in"deii’ @y, &y, . . ., 0 8ind, 30 konnen wir offenbar annehmen, dass
n dér obigen Gleichung diejenigen Coefficienten G, gleich O sind,

fir welche 3:— eine gebrochene Zahl ist, und dass die #brigen Func-
tionen G, in den Grossen b,, b,, ..., by homogen vom Grade f’f— gind.

Wir denken uns ferner fiir den Augenblick in der.Form f die- Coef-
ficienten a,, @,,..., ay als unbestimmte Grossen, und b,, b,,..., b
dementsprechend als Functionen nicht nur der Substitutionscoefficientén
@)1y @5y « ..y &gy, sondern zugleich als linear von ay, a,, . .., ay ab-
héingig. Die linke Seite der obigen Gleichung, nimlich der Ausdruck

02 + G (B)31 + - - + Gy (D)

wird nunmehr erst dann identisch fiir alle Werthe von e, a;,, ..., ¢
verschwinden, sobald wir wieder statt der Grossen Gy Qgy o0y ON die
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betreffenden numerischen Coefficienten der besonderen Grundform f ein-
getzen. Indem wir auf diesen Ausdruck p-mal den Process
2 0 0
Jay  daye Doy
0 0 0
Q= Oy Cotgy 0 gy
0 d 0
3 Qgy a Oge 3 Ogg
anwenden, erhalten wir zufolge des in Abschnitt V meiner Abhand-
lung ,,Ueber die Theorie der algebraischen Formen“*) bewiesenen
Satzes einen Ausdruck von der Gestalt

Co + Jy(a) + Jy(@) + - - - + Jp(a),

wo Oy eine von 0 verschiedene Zahl bedeutet und J, (a), J,(a), . .., Jp(a)
Invarianten der Grundform f mit den unbestlmmt gedachten Coeffi-
cienten @y, a,, ..., ay, sind. Dieser Ausdruck muss nun O sein, so-
bald man fiir die Grossen a,, a,, .. ., ay die betreffenden numerischen
Coefficienten der Form f einfiihrt und daraus folgt, dass nicht simmt-
liche Invarianten J,, J,, ..., J, fir die besondere Grundform f
verschwinden konnen. Wir sprechen dieses Resultat in folgendem
Satze aus:

Eine Grundform mit bestimmten numerischen Coefficienten besitst
dann und nur dann eine von O verschiedene Invariante, wenn die Sub-
stitutionsdeterminante 0 eine gance algebraische Function der Coefficien-
ten der lincar transformirien Form ist.

§ 13.

Die Entscheidung ob die vorgelegte Grundform eine von 0 verschiedene
Invariante besitzt oder nicht.

Nonmehr soll der Weg angegeben werden, wie man durch end-
liche und von vornherein {ibersehbare Processe entscheiden kann, ob
"0 eine .ganze algebraische Function der Grossen b, b,, ..., by ist
oder nicht. Zunichst lehrt der in §1 bewiesene Hilfssatz, dass es
stets moglich ist, aus den Grissen b,, b,, ..., by mittelst geeigneter
numerischer Coefficienten ¢,,, ¢y, ..., ¢rx solche r lineare Ausdriicke

By =c¢y b, + ¢ ebz + + e b, . it

B = Cr1 bz + Cre b?. + + crNbN
zu bilden, durch welche alle Grossen b,, by, « .« «, by sich

*) Mathematische Annalen Bd. 36, S.524.
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algebraische Functionen ausdriicken lassen und zwischen denen keine
algebraische Relation stattfindet. Die » Ausdriicke B, ..., B, sind
dann ebenso, wie die Grossen b,, ..., by ganze rationale homogene
Functionen nte Grades von «,,, a,,, .. ., ¢4y mit numerischen Coeffi-
cienten und da zwischen irgend 10 solchen Functionen von e, e,
.« ., oy stets eine algebraische Relation bestehen muss, so hat »
jedenfalls hochstens den Werth 9.

Um zu untersuchen, unter welchen Umstinden die Zahl » < 9
ausfallt, denken wir uns in der transformirten Form g(y,, ¥,, y;) fiir
die Verinderlichen der Reihe nach irgend 8 Werthsysteme

Yi=9"%=9" o= ?'/1(8);
Vo=0 Ya=19" =009,
Ys =9 Ys="13" -+, Y5 == 95®
eingesetszt; wir gelangen so zu 8 linearen Ausdriicken g/, 9", ..., g®

von der Art der Ausdriicke B. Zwischen g und diesen 8 Ausdriicken
bestehe die algebraische Relation

G(g,9,...,98) =0,

wo angenommen werden kann, dass nicht auch die Differential-
quotienten der ganzen rationalen Function G nach den g, g',...,9®
fiir alle @, @y,, . . ., o identisch verschwinden. Durch Differentiation
der obigen Identitit nach den ¢y, a,,, ..., @5 erhalten wir

2G ag 0G 99’ , .. 0G 9g"®
_a—g_ Ooyy + ’ + +

. ®)
26 o9 | 96 09" .4 2¢ 39°

ay aass ag ’ a Olys 5?(8’ a (27
und hieraus folgt
. 29 . 29 29®
Doy 0oy 0oy
. e = 0
o9 09 . _29%
I ™ Doy

Beriicksichtigen wir die Gleichungen
a9 of .
"a-&";=?lk'a§;{‘, (6, k=1,2,38)

so liefert die Entwicklung der obigen Determinante nach den Elementen
der ersten Verticalreihe eine Relation von der Gestalt

3
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Dy, g‘ +D21!/2 ax, + Dy, 4, aa:
+D12.'/1 ax + Dy,y, af + Dy, aa;:
+ Dy, 3x +D033/2 Bx + Dy, aif =0,

wo Dy, Dy, . .., Dy; ganze rationale Functionen der Gréssen «,,, a,,

co Bags Yr Y25 Yss oo o 9O, 9,®, y;® sind.  Wir nehmen an, dass
die Unterdeterminanten D,,, D,,, ..., Dy nicht simmtlich identisch
fiir alle diese Parameter verschwinden und legen den letzteren dann solche
numerische Werthe bei, dass Wemgstens eine jener Unterdeterminanten
von O verschieden ist. Da die y,, y,, ¥, lineare Functionen von
%y, %,, g sind, so ergiebt sich hiernach aus der obigen Relation
eine lineare Diﬁ'erentialgleichunq fir £ von der Gestalt

'ax +1, Bz +zg af=.=0

‘wo 1, l,, 5 lineare homogene Functionen von z,, %,, z; sind. Wenn
jedoch die obige Annahme nicht zutrifft und somit alle Unterdeter-
minanten der obigen Determinante identisch verschwinden, so stelle
man mit irgend einer dieser Unterdeterminanten die entsprechende
Ueberlegung an: man gelangt dann wiederum zu einer linearen Dif-
ferentialgleichung fir f.

Die gewonnene lineare Differentialgleichung fiir f kann durch
Anwendung einer geeigneten linearen Transformation der Verdnder-
lichen leicht niher untersucht werden; es ergiebt sich dann das
Resultat:

Die Zahl » ist im allgemeinen nur dann < 9, wenn die vorgelegte
Form f die besondere Eigenschaft bat, lineare continuirliche Trans-
formationen in sich selbst zu gestatten,

Wir kehren nun zu der am Anfange dieses Paragraphen angestellten
Betrachtung zuriick und bestimmen, falls » < 9 ist, irgend 9 —r
Functionen B, ..., B, vom Grade % in e, &, ..., @y und mit
numerischen Coefficienten derart, dass zwischen den 9 Funetionen
By, ..., B, ebenfalls keine algebraische Relation stattfindet. Dass dies
unter den obwaltenden Umstdnden immer moglich ist, ldsst sich leicht
mit Hilfe einer bekannten Eigenschaft der Functionaldeterminante
zeigen. Nunmehr werde die irreducible Gleichung aufgestellt, welche
zwischen &, B,, ..., B, bestebt; dieselbe sei von der Gestalt ~ ™

[y0% 4+ F %=1 -+ 4 T =0,

wo g, Fyy, .00, Tn ganze rationale Functionen von By, ,’W
deunten. Nehmen wir an, es sei 0 eine ganze algebrmsche Funétion
der Grossen b, b,, ..., by, so héngt & nothwendig _augh. ganz ux;;l
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algebraisch von B, ..., B, ab und geniigt folglich einer Gleichung
von der Gestalt 4
o¢ 4 E gt ... + E, =0,

wo E,, ..., E, ganze rationale Functionen von B,, . . ., B, sind. Die
linke Seite dieser Gleichung muss aber die linke Seite der vorigen
Gleichung als Factor enthalten und hieraus kann leicht geschlossen
werden, dass [, gleich einer von O verschiedenen Constanten ist und
dass die tbrigen Coefficienten I,..., I, lediglich ganze rationale
Functionen der Ausdricke B, ..., B, sind. Um also die gewiinschte
- Entscheidung zu treffen, ist -es nur ndthig festzustellen, ob die
irreducible, zwischen 9, B, ..., B, bestehende Gleichung von der
soeben genannten Beschaffenheit ist oder nicht.

§ 14,
Eine obere Grenze fiir die Gewichte der Invarianten o, ..., J..

Wir konneun zugleich fiir den Grad = jener irreduciblen Gleichung
eine obere Grenze finden und zwar mit Hilfe der folgenden Betrachtung:

Es seien % - 1 Fermen H,, ..., Hy;, gegeben, welche simmt-
lich vom Grade m in den % homogenen Verinderlichen u,, ..., u;
sind. Wir bilden alle Potenzen und Producte Rte Grades der Grissen
H,, ..., Hyyy und betrachten die Gleichung

2001’3:"",0H1-H’lﬂ:’. .. H”H‘l = 0.

(14 8+ + spa= R). -

- Judém wir auf der linken Seite nach Ausfuhrung der Mnlt:phcatxon
* siwmiftliche Potenzen und Producte der Verdnderlichen u,, ..., u,
* gleich O setzen, ergiebt sich zur Bestimmung der

(B+1) (BA2)...(B+H)
1.2...h

Coefficienten C,, s, ..., 6iD System von

(mR<+1) (mR+2) .. fmR4+R—1
h—1

linearen homogenen Glelchungen, diese Glelchungen werden stets
Losungen haben, sobald

(R+1)...(R+h) > (mB41)...(mB+h—1)
1.2...h 1.2...h—1

und folglich um so mehr, sobald
(B+1)* > h(mB4-h—1)y1

ist. Diese Ungleichung wird jedenfalls dann erfiillt sein, wenn wir
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R = k(m-+1y~! nehmen. Hierans folgt, dass zwischen den Funec-
tionen H,, ..., Hyys nothwendig eine Relation bestehen muss, deren
Grad kleiner oder gleich der Zabl h(m- 1) ist.

Wir wenden diesen Satz auf die 10 Formen 0%, B3, ..., B3 an,
von denen jede homogen vom 3n*n Grade in den 9 Veriinderlichen
@y Opy - .oy Ogg ist; wir setzen also 4 =9 und m = 3n. Auf diese
Weise ergiebt sich, dass der Grad x der oben aufgestellten Gleiching
jedenfalls die Zahl 9% (3n--1)® nicht iibersteigt. Hieraus folgt unter
Anwendung des in § 12 eingeschlagenen Beweisverfahrens der Satz:

Wenn die Substitutionsdeterminante 0 eine ganze algebraische Func-
tion der Coefficienten der linear transformirten Grumdform ist, so giebt
es nothwendig eime von O verschiedene Invariamte, deren Gewicht die
Zahl 9n(3n- 1) nicht iibersteigt.

Dieser Satz fithrt dann mit Hilfe der in '§ 4 und § 12 bewiesenen
Sitze unmittelbar zu folgendem Satze:

Sémmiliche Invarianien einer terndren Gmndform n‘“ Ordnung
lassen sich als ganze algebraische Fumctionen derjenigen Invarianten
ausdriicken , deren Gewicht < In(3n+1)% ist.

Hiernach kénnen auch die in Abschnitt I béhandelten Invarianten
Jys ..., dy stets so angenommen werden, dass die Gewichte derselben
unterhalb einer gewissen nur von % abhingigen Grenze liegen und
aus der oberen Grenze fiir die Gewichte folgt dann unmittelbar eine
obere Grenze fiir die Grade der Invarianten J|, ..., Jy.

Um die in diesem Abschnitt IV gefundenen Resultate und die
spaterhin aus denselben zu ziehenden Folgerungen kiirzer aussprechen
zu konnen, fithren wir den Begriff der Nullform ein.

Eine Grumdform wird eine Nullform genannt, wenn ihre Coeffi-
cienten solche besonderen numerischen Werthe besitzen, dass alle In-
variamten fir dieselbe gleich O sind.

Ist eine Nullform f vorgelegt, so lehren die obigen Betraehtungen,
dass fiir gewisse endliche, durch Ij=0 bestimmte Werthe von
B,, ..., B, die Determinante & unendlich grosse Werthe annehmen
muss. Da. nun fiir endliche B, ..., B, auch die Grossen b, ..., by
simmtlich endliche Werthe haben mussen, g0 kann — in rlchhg zu
verstehendem Sinne — die Nullform f auch aols eine Form bezeichnet
werden , welche die Bigenschaft besitet, endliche Coefficienten 2u behalten
bet Anwendung gewisser linearer’ Substitutionen von unendlich grosser
Deierminante. Diese Eigenschaft der Nullform findet in dem folgenden
Paragraphen ihren genauen algebraischen Ausdruck. .
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V.
Die Aufstellung der Nullformen.

§ 15.
Eine der Nullform eigenthiimliche lineare Transformation.

- Aus den Betrachtungen des Abschnittes IV geht hervor, wie man
" " durch eine-endliche Anzahl rationaler Operationen ein System von
- Invarianten J|, ..., J, mit den in Abschnitt I aufgefiihrten Eigen-
- - schaften finden kann, Was die practische Berechnung eines solchen
Systems in bestimmten Fillen ‘angeht, so wird dieselbe offenbar wesent-
lich erleichtert werden, wenn man von Vornherein anzugeben weiss,
welche Bedeutung das Verschwinden simmtlicher Invarianten fiir die
vorgelegte Grundform besitzt. Diese Bedeutung ist fiir eine binsre
Grundform in § 5 ermittelt worden und ich habe dann auch auf Grund
dieser Kenntniss ein System von Invarianten aufgestellt, durch welche
sich alle ilibrigen Invarianten der bindren Grundform ganz und alge-
braisch ausdriicken lassen. Versucht man auf diesem im binéiren
Gebiete eingeschlagenen Wege oder durch Rechnung auch im Falle
von mehr Veriinderlichen die Nullformen aufzustellen, so stdsst man
auf wesentliche Schwierigkeiten und es ist mir nur fiir eine cubische
und eine biquadratische ternidre Grundform durch mithsame Rechnung
. - gelungen, die Nallformen auf solche Weise zu finden. -Im - gegen:
- .wirtigen Abschnitte wird mittelst einer.neuen- und allgetireinen Methode
disAufgabe, alle Nullformen zu finden, vollstindig gelost werden: Bei
'&Q‘kﬂnmleklung dieser Methode werde ich wiedérum der Ktrze -halber
& éinzige ternire Form zu Grunde legen. Die Methode beruht auf
der folgenden Hilfssatze:
" Wenn eine ternire Nullform f von der x‘r Ordnung mit den
Coefficienten a,, ..., ay vorgelegt ist, so ldsst sich stets eine lineare
Substitution von der Gestalt finden

Py, TPy, TPy
(@) = | 4 PByy, TPy, Py |,
> 4 Py, T Pyy, TPy

WO @, Wy, s ganze Zahlen und P, Byy, . . ., Py gewdhnliche nach
ganzen positiven Potenzen der Verinderlichen z fortschreitende Reihen
sind und fiir welche die Coefficienten b,, ..., by der transformirten
Nullform ¢ in der Grenze fiir v = O simmtlich endlich bleiben,
wihrend die Determinante der Substitution
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Py, Py, TPy,
0= | 1Py, TPy, TPy | =
L §1331 ) LT S/Bsz y TH %33

fir © = O unendlich wird.
Zum Beweise transformiren wir die vorgelegte Nullform f mittelst
der linearen Substitution

Ty = 0y Yy + @Yy + 3Ys, ' @1y Cpp U3
Ty == 0y Yy + Gg0Yy + @39, 0= } Ggy Cyy oy
Xy = 03 Yy + 0%y + 5393,

WO 0y, Oygs « « +y tt33 Unbestimmte Parameter sind. Es entsteht so eine
Form g, deren Coefficienten b,, ..., by ganze rationale Functionen
nten Grades von @y, ,, ..., &5, mit bestimmten numerischen Coeffi-
cienten sind. Wir construiren dann in der Weise, wie gegen Ende
des § 13 dargelegt worden ist, 9 algebraisch von einander unabhingige
Functionen B,, ..., By, durch welche sich alle Functionen b, ..., by
ganz und algebraisch ausdriicken und bilden auch wie dort die irreducible
Gleichung, welche zwischen d, B,, ..., B, besteht; dieselbe ist von
der Gestalt .

' Ogy Olgy Ogg

Fo0% 4+ [ 0%t 4 .o 4 T, =0,

wo Iy, I'y, ..., Iz ganze rationale homogene Functionen von B, ..., By
sind und wo insbesondere der erste Coefficient [, nothwendigerweise
ein Ausdruck ist, welcher einige der Grossen B,, ..., B, wirklich
enthilt. Denn im entgegengesetzten Falle wire & ecine ganze alge-
braische Function von b,, ..., by und dann kénnte f nicht, wie
vorausgesetzt worden ist, eine Nullform sein.

Nunmehr bestimme man 9 Zahlen B,", . . ., By’ derart, dass, wenn
man dieselben beziiglich fir B, ..., B, einsetzt, der Ausdruck T,
verschwindet, dagegen wenigstens einer der iibrigen Coefficienten
Myy..., [, jener irreduciblen Gleichung von O verschieden bleibt.
Ferner bestimme man 9 Zahlen B,%, ..., B,% derart, dass, wenn
man in jene irreducible Gleichung

B, -Bl +B°°t

B = B9° + B °°t
einsetzt, dieselbe dann in eine Gleichung zwischen & und ¢ iibergeht,

welche ebenfalls irreducibel ist *) Diese Gleichung zwischen d und ¢
sei folgende

*) Dass eine solche Bestimmung der B,%, ..., B, stets mdglich ist, 'habe
ich in meiner Abhandlung ,,Ueber die Irreducibilitit ganzer rationaler Functionen
mit ganzzahligen Coefficienten*, Crelle’s Journal Bd. 110 gezeigt.
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F00% o014 ... 4 Te=0,
wo [, I,% ..., s ganze rationale Functionen von ¢ bedeuten.
Nunmehr betrachten wir die folgenden 9 Gleichungen
("‘m “m “33) = B, + B,%¢,
9(“11, Cygr e ooy “33) = B + B oot

Da zwischen den 9 Functionen B,, ..., B, keine algebraische Relation
besteht, so verschwindet die Functionaldeterminante derselben

0B, 0B,
L Jdayy
aBl « v e a'BQ
Oagy 0oy

nicht identisch fiir alle «,,, &,,, ..., ¢y, und folglich sind durch jene
9 Gleichungen die 9 Grossen e, @,,. .., @, als algebraische Func-
tionen von ¢ definirt. Ein System zusammengehoriger Zweige dieser
algebraischen Functionen werde in der Umgebung der Stelle { =0
durch die folgenden Entwickelungen

1
Op = t"ikP._k (tm) (7«, k = ], 2, 3)
dargestellt, wo m eine positive ganze Zahl, »;; rationale Zahlen und
1

P, gewdhnliche nach ganzen positiven Potenzen des Argumentes ¢
fortschreitende Reiben sind. Die Determinante der 9 entwickelten

Grossen
1 1
0= t""Rk(t'”) =t Q t"‘)

ist von der némlichen Gestalt und stellt einen Zweig der algebraischen
Function 8(¢) dar, welche durch jene Gleichung

M08 + Mo0%14 .. .4 Tg=0
definirt ist. Da diese Gleichung nun irreducibel ist, so konnen simmt-
liche tibrigen = — 1 Zweige der algebraischen Function d(f) aus dem

1
eben gewonnenen Zweige 0 = ¢* Q (t”‘) durch analytische Fortsetzung
erhalten werden. Diese weiteren z — 1 Zweige seien

v =rg(F),

1
8" =V¢@7,

1
olm-1) — ta("—l) Q(’"”( (ﬂ—l)>
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und zwar moge der urspriingliche Zweig o tibergehen in die Zweige
8%, 8", . .., 0@ beztiglich auf den Wegen W', W", ..., Win-1 ynd
diese # — 1 Wege seien in der complexen Ebene der Verinderlichen
t so gewdhlt, dass die Unstetigkeitspunkte der algebraischen Func-
tionen ¢z (f) und 0(f) simmtlich ausserhalb dieser Wege liegen. Nun
verschw