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Beweis des Satzes, dass diejenigen endlichen linearen Substi-
tutionsgruppen, in welchen einige durchgehends verschwindende
Coefficienten auftreten, intransitiv sind.

Von

Hemrics Mascege in Chicago.

In meiner Arbeit¥) ,,Ueber den arithmetischen Charakter der
Coefficienten der Substitutionen endlicher linearer Substitutionsgruppen
habe ich folgenden, dort als Hilfstheorem (Satz VII, 1. c. pag. 497)
benutzten, Satz bewiesen:

y» Ist eine endliche Gruppe linearer Substitutionen von n Variabelen
gegeben, welche mindestens eine Substitution S enthdlt, deren charakte-
ristische Gleichung lauter verschiedene Wurzeln besitet, und weiss man,
dass die Gruppe, nachdem man sie so transformirt hat, dass S in der
kanonischen Form erscheint, so beschaffen ist, dass in ihren simmitlichen
Substitutionen mindestens ein (nicht in der Hauptdiagonale stehender)
Cocefficient durchgehend Null ist, so zerfillt die Gruppe in zwei Systeme
von je r und n — r Variabelen, in deren jedem sich die v, resp. n—r
Variabelen nur unter sich linear substituiren‘.

Im Folgenden soll bewiesen werden, dass die in diesem Satze
enthaltene Einschrinkung beseitigt werden kann. Kommen wir iiber-
ein, lineare Substitutionsgruppen, die sich so transformiren lassen,
dass die Variabelen der transformirten Gruppe sich in eine Anzahl
von Systemen derartig zerlegen lassen, dass sich die Variabelen eines
und desselben Systems nur unter sich substituiren, infransitiv zu nennen,
so soll also in voller Allgemeinheit bewiesen werden:

Jede endliche lineare Substitutionsgruppe, n deren simmitlichen
Substitutionen ein (nicht in der Hauptdiagonale stehender) Coefficient
durchgehend Null “ist, ist intransitiv.

Was die Bezeichnung anbetrifft, so sollen fiir die jeweiligen %?
Coefficienten der Substitutionen A4, 4', ... B, etc. der vorliegenden

%) Diese Annalen, Bd. 50, pag. 492.
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Gruppe G die entsprechenden kleinen Buchstaben gewahlt werden,
sodass also die Substitution 4 z. B. so lautet:

(1) z.-’=2a@kzk (=1,2,...n).
k==l

Vou dem Coefficienten (¢, k) sage ich, er sei durchgehend Null, wenn
in jeder Substitution der Coefficient von z; in dem linearen Ausdruck
fiir 27 Null ist, und bezeichne dies durch (i, k) =0, wahrend (¢, k)= 0
bedeuten soll, dass der Coefficient (¢, k) nicht durchgehend Null ist,
somit natiirlich nicht ausgeschlossen ist, dass dieser Coefficient in
einzelnen Substitutionen der Gruppe verschwindet. Ein fiir alle Mal
kommen hierbei nur solche Coefficienten in Betracht, fiir welche ¢ <=%.

§1.
Ich beweise zunichst folgendes Lemma:
Ist eine lineare Substitutionsgruppe (von endlicher oder unendlicher
Ordnung) so beschaffen, dass es miglich ist, aus einer Zeile, etwa der
ites, eine Anzahl, etwa m, Coefficienten

(ik)), Gky),y « .. (kn) (Bys Koy - o« k== 1)
so herauszugreifen, dass jede der Determinanten
Aityy Qitay - - - ai’km

” ” ”n
ity y Aikyy o« o Qiky,

(2) . . - - . . - ’

(m) (m m
ik, s agkz), PR aﬁ}n

gebildet aus den entsprechenden Coefficienten jeder moglichen Combination
von je m Substitutionen A, A", ... A™ der Gruppe, verschwindet, so
ldsst sich die Gruppe so tramsformiren, dass mindestens eimer der Coef-
ficienten (ik,), (ik,), ... (ikn) @n der tromsformirten Gruppe durch-
gehend Null ist.

Zum Beweise greife man eine derjenigen Determinanten heraus,
welche den hochsten Rang, etwa g, (o << m), besitzen. Sei dieses die
Determinante (2), wo wir uns jetzt also die Substitutionen 4', 47, ... 4™
fixirt denken. Dann sind ¢ der Grossen

i v b 2
(3) Do+ aBa, + -+ a,

(fir ¢ Werthe von 1) linear unabhingig. Seien dies die ¢ ersten,
also die Ausdriicke (3) fiir 1 =1,2,...¢, die wir entsprechend mit
Yny - - - Yz bezeichnen. Halten wir jetzt die zugehdrigen Substitu-
tionen A’ "y o.. A® fest, und lassen den Rest Atetd, ... A™ iiber
die ganze Gruppe variiren, dann sind die zugehorigen Ausdriicke (3)
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sammtlich linear durch die @ Grossen y ausdriickbar, da jede der ent-
sprechenden Determinanten (2) vom Range ¢ ist. Der Ausdruck (3)
constituirt aber in der Substitution A® gerade einen Theil der linearen
Function #/. In jeder Substitution wird also dieser Theil, welcher
urspriinglich die m Variabelen 2, .. . 2, enthielt, durch die o(o < m)
Variabelen gz, - . - 9, ersetzt. Fihrt man daher diese ¢ Grossen y an
Stelle von ¢ der Variabelen 2, ... 2, (welche letzteren man nur so
zu wahlen hat, dass die @ Grdssen y mit den {brig bleibenden
m — o Gréssen z linear unabhiingig sind, was wegen der linearen
Unabhiingigkeit der y stets moglich ist), so enthdlt die so frans-
formirte Gruppe in der it Zeile m — ¢ durchgehende Nullen, also
mindestens eine, qu. e. d.

Als Corollar zu obigem Lemma sei noch erwihnt, dass sich
durchgehende Nullen stets einfiihren lassen, wenn die Ordnung der
Gruppe mindestens wm zwes Kleiner ist, als die Anzahl der Substitutions-
variabelen. Die zugehdrige Transformation bestimmt man in Zhnlicher
Weise wie soeben,

§ 2
Sei also jetzt eine Gruppe G vorgelegt, welche durchgehende -
Nullen enthilt. Wir greifen alsdann diejenige Zeile heraus, in welcher
die Maximalanzahl durchgehender Nullen vorkommt, und bewirken
durch eine geeignete Vertauschung der Indices der z, dass jene Zeile
die erste wird, und dass die durchgehenden Nullen simmtlich an das
Ende der ersten Zeile zu stehen kommen. Wir setzen also voraus, dass

&) (1,F)=0 fir k=7r-41,...n,
) 1,k)=0 fir 2=2,3, ...r.
Nunmehr bilden wir in der Substitution 4B, wo 4 und B irgend

zwei Substitutionen von G bedeuten, die Coefficienten (1, k) fiir
k=7r-41,...%n. Dann folgt aus (4) in Anbetracht von

a1k=b1k=0 (k=¢—l—1,...n)

folgendes Gleichungssystem:

Py

) Dlaibin=0 =r+1,...n).

2A=2

Diese Gleichungen gelten fiir jede zwei Substitutionen 4 und B aus G-

Wir greifen jetzt solche » — 1 Substitutionen 4’, 4”, ... A¢—Y
aus @ heraus, fiir welche die aus den zugehorigen Coefficienten der
ersten Zeile gebildete Determinante
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’ ’ ’
g, 13, s Qip

4 ” ’
12, a3, «oe A1y

) R—=

.

r—1 r—1 (r—1)
a5, a5, ... afy

nicht verschwindet.

Falls dies nicht mdglich sein sollte, kénnen wir nach dem in § 1
bewiesenen Lemma, resp. Corollar, die Gruppe so transformiren, dass
zu den bereits in der ersten Zeile befindlichen # — » durchgehenden
Nullen noch weitere hinzutreten. Diese Transformation denken wir
uns bereits durchgefithrt, so dass nunmehr also eine der Determinanten
R von Null verschieden sein muss, es sei denn, dass tiberhaupt simmt-
liche Coefficienten der ersten Zeile mit Ausnahme von (1, 1) durch-
gehend Null sind, fiir welchen Fall jedoch der in diesem Paragraphen
zu beweisende Satz unmittelbar giiltig ist.

Setzen wir jetzt:

(8) Dldls— i 1=1,2,...r—1),

=2
so sind die so definirten » — 1 Grossen y in Folge von R == 0 linear
unabhingig. Diese Grossen y unterwerfen wir nun der, als allgemein
angenommenen, Substitution B der Gruppe G. Man erhilt:

?/2:—[—1 —*—-Zr]a@z;'=j27a§?b;m A=1,2,...r—1).

i=2 k=1 =2

Aber in dem letzten Ausdruck verschwinden die Coefficienten von
Zri1y @ry2, ..« % In Folge der Gleichungen (6); also ergiebt sich

©) vir = D albun (A=12,...r—1).

k=1 i=2

Driickt man nun mittelst (8) 2,, 2, ... 2, durch ¥,, 95, ... 9, aus, und
setzt in (9) ein, schreibt ferner der Gleichférmigkeit wegen noch y,
statt z;, so erscheint y,’, y,’, ... y/ in jeder Substitution von G als
lineare Function von y,,y,, ...y, allein. Hiermit ist folgender Satz
bewiesen:

Ist in einer endlichen oder umendlichen linearen Substitutionsgruppe
mindestens ein wicht in der Hauptdiagonale befindlicher Coefficient durch-
gehend Null, so lisst sich die Gruppe stets so tramsformiren, dass sich
eine geringere Anzahl von Substitutionsvariabelen absondern lisst, welche
nur unter sich substituirt werden.

Schematisch ldsst sich also die Matrix einer jeden Substitution
der so transformirten Gruppe folgendermassen darstellen:
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Q, } R =0

R? l Qz ’

wo @, und @, Quadrate aus resp. * und (» — r)* Elementen, R, ein
Rechteck aus 7 Zeilen und # — r Colonnen bedeutet, dessen simmtliche
Elemente Null sind, R, endlich ein Rechteck aus # — 7 Zeilen und
7 Colonnen. Hierbei ist r irgend eine der Zahlen von 1 bis » — 1.

§ 3.

Im Folgenden nehmen wir an, dass die soeben beschriebene Trans-
formation der Gruppe vollzogen, dass also jede ihrer Substitutionen,
die wir nun wiederum in den Variabelen z schreiben, in der Form (10)
gegeben sei. Ich habe jetzt des Weiteren zu beweisen, dass, falls die
Ordnung unserer Gruppe endlich ist, was wir nunmehr annehmen,
durch eine neue Transformation sich bewirken lisst, dass auch die in
dem Rechteck R, befindlichen Elemente durchgehend Null werden.

Zu diesem Zwecke transformire ich die Gruppe in die Hermite’sche
Normalform*), aber so, dass die schon in R, befindlichen durch-
gehenden Nullen nicht zerstort werden. Dies ldsst sich in folgender
Weise erreichen. Ich setze:

2; =2}%yk (t=L12..7),
k=1

(10)

(11) .
3£=?/£+2"~ikyk G=r+1,7+2 ...0).
k=1
Sei jetzt
(12) H=20{;53¢§k (ak,-_—:ﬁik)

i k=1
eine fiir die Gruppe invariante Hermite’sche Form. Hierin mache man
die Substitntion (11) und berechne die Coefficienten von

gr-l-l, gr+2, e gn-
Man findet als Coefficienten von ¥, folgenden Ausdruck:

(13) 22“:‘# 1¢kyk+2dk,,yk (g=r+1,...n).

=1 k=1 k=r-41
Ich suche nun die Grossen 4;; so zu bestimmen, dass in den #» — 7 Aus-
driicken (13) die Coefficienten von y,, ¥, ... 9 Null werden. Dies
erfordert die Losung der folgenden % — r Gleichungen in Bezug auf
die n Unbekannten o, vy, « .. %z

*) Siehe das in diesen Annalen Bd. 50, pag. 497 gegebene Citat.
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k3

(14) 2%‘,4%--?—0 (w=7r-+1,...0).

i=1
Wie immer auch die «;, beschaffen sein mogen, so ldsst sich diesen
Gleichungen stets durch # — (# —7)==r linear unabhingige Losungs-
systeme

(15) =4z (G=1,...m5k=1,...7)

geniigen. Es giebt also unter den Determinanten rt» Grades dieser
% .r Grossen 1;; sicher eine, welche nicht verschwindet. Sei dies
die Determinante |4;z| fir ¢,k=1,2, ... 7. Die mit diesen so
gewihlten Werthen der 4; Deblldeten Grossen (11) sind alsdann
erstens linear unabhiingig, zweitens werden durch ihre Einfiihrung die
in R, befindlichen durchgehenden Nullen nicht afficirt, und endlich
wird durch (11) die Form (12), wie aus (13) (14) und (15) folgt, in
folgende Form transformirt:

(16) H= 2 Bix¥:Yr + Z Bir%:i¥x -
i k=1 i k=r-1
Nunmehr kann durch lineare Transformation der y, ... y. unter
sich, als auch der %,ya, ... %, unter sich bewirkt werden, dass sowohl
der erste, als auch der zweite Summand von H in (16) in die Normal-
form iibergefiihrt wird (wobei wiederum die in R, befindlichen Nullen
nicht afficiert werden), H also die Normalform

H=2n7$,,3—$.

i==1
annimmt.

Nunmehr folgt, dass in der so transformirten, in den z; geschrie-
benen Gruppe auch simmtliche in dem Rechteck R, befindlichen
Coefficienten ohne Weiteres durchgehend Null sein miissen. Da nim-
lich die Gruppe jetzt auf die Hermite'sche Normalform redueirt ist, so
muss in jeder Substitution jeder Coefficient gleich dem conjugirten
Werth des Quotienten seiner Unterdeterminante % —1t» Grades durch
die Substitutionsdeterminante sein®). Bildet man aber die Unterdeter-
minanten % —1te» Grades der in dem Rechteck R, befindlichen Elemente,
so sieht man sofort, dass dieselben simmtlich verschwinden, weil jede
derselben die 7(n—7) Nullen von R, enthilt. Also muss jedes Element
in R, durchgehend Null sein. Hlermlt ist der im Eingange formulirte
Satz bewiesen.

University of Chicago, December 1898.

*) Vgl L c. pag. 497,



