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Sophus Lie.

.¥on .-

fﬂhrenden Geister: nachdem' Lie ein Menschenaler hindurch rastlos ge-
arbeitet, immer hohere und weitere Gebiete umfassend, immer richtung:
gebend, ist er mitten in emergisch kriftigem Schaffen abberufen worden.
Unsere Annalen sind an dem Verluste noch unmittelbarer ‘betheiligt:
einem Theile der Redaction war Lie persénlich und - wissenschaftlich
suf’s Engste verbunden; die erste Hilfte seiner Schipfungen ist in ihren
Béinden niedergelegt oder zusammengefasst, und-unsere Zeitschrift darf
sich rtihmen, Lis zuerst in'-eeitier Bedeutuny erkannt und -seine Ideent
verbreitet z- haben. ~Auch' die Frichte seitidr Eitiwirkung kommen schon
N j},m eitre ihrér Publivatiotn in hervorrageirdom Masse sar Erscheinung.
‘Wrir entsprechen daher durch-sinénr Nuchrdf‘std-Bid an- diesér Stells-nicht
nur einer wissenschaftlichen' Pflicht gegen den grossen ‘Forscher, “sondern
such einem persnlichen Anliegen; und glauben diesen beiden Seiten am
Besten dadurch gerecht werden zu kbnnen, dass wir am Faden seines
Lebenslaufes vorzugsweise der Entwicklung der Ideen Lie's in den ersten
Jahren seines Schaffens nachgehen, jener Zeit, aus welcher sein. ganzes
‘Werk zu erkliren ist und welche uns zudem dadurch niiher liegt, dass. er
sie theilweise in persénlichem Umgang und in Zusammenarbeit mit F. Klein
verbracht hat.*) Ueber die spateren Jahre geben wir nur éine Usbetsicht,

* Die Bearbeitung des mir vorliegenden Materiales ilbernechme ich an Stelle
und mit Unterstitzung von Herrn F. Klein, dem jetzt die Zeit zur Darstellung ‘nicht
zur Verfiigung stand. Von demselben finden sich brigens allgemeine Besprechungen
der Lie'schen Methoden und Ziele in seinen autograplurten Vorlesungen (Em]eltung :
in die hdhere Geometrie 1892/98 und 1893) und seinem Evanston Colloqumm 1893,
wie auch in seinem Gutachten dber den Lobatschewsky-Preis 1897. ‘Dazu kommen
als Material besonders einige handschriftliche Aufzeichnungen, welche aus persén-
lichen Besprechungen zwischen S. Lie und F. Klein Ostern 1891 und Herbst 1892
niedergelegt sind und welche urspriinglich zu einer Emlextung m eme f\ir dle Anh'&l‘dn

Mathematische Annalen. LIII. 1



2 M. Nozraxa.

welche das weite Gebiet weder nach der historisch-kritischen Seite, noch
nach der Seite einer Wiirdigung der Bedeutung Lie’s hin erschopfen will.
Wir kénnen uns um 8o eher auf die Genesis der Begriffe Lie's beschriinken,
als es noch verfritht wiire, die Tragweite seiner Anschauungen heute schon
abzustecken, eine spitere vollstindige Wiirdigung aber nicht ausbleiben kann.

Marius Sophus Lie wurde am 17. December 1842 in Nordfjordeid
am KEidsfjord als sechstes und jingstes Kind des dortigen Pastors Johann
Herman Lie geboren. Nach sechsjihrigem Besuche der Schule von Moss,
einer Insel im Kristianiafjord, wohin sein Vater versetzt war, brachte er
die Jahre 1857—1859 an der Nissen'schen Privat-Lateinschule von Christiania
zu, gleichmissig gut in allen Féchern, so dass er bei seinem Uebertritt
an die Universitdt von Christiania, 1859, ebenso sehr an das Studium der
Philologie, als an das der Realfdcher dachte. Jedoch beschiftigte sich
Lie wahrend seines 6%/-jihrigen Universititsstudiums vorzugsweise mit
diesen Fachern, mit Naturwissenschaft, mit Astronomie, und hérte mathe-
matische Vorlesungen bei Broch 1860761, bei Bjerkmes, bei Sylow auch
tiber Substitutionentheorie, ohne dass der langsam Reifende damals noch
einen tieferen Eindruck in dieser Richtung empfing. Vielmehr verliess er
die Hochschule unter einem Drucke, an welchem ebensosehr der Mangel
eines klaren Zieles, als eine wenig giinstige &ussere Lage ihren Antheil
batten. Nach December 1865 bestandenem Realexamen verbrachte Lie
einige Zeit mit Privat- und Schulunterricht und versuchte sich auch in
gut aufgenommenen Vortrigen iber Astronomie, ja dachte daran, sich
praktisch dieser Wissenschaft zu widmen. Jetzt erst, im Laufe des Jahres
1868, begann beim Selbststudium sein Interesse fiir s
metrie; er lernte mehr zufallig die fransBsischer W

beabaichtigte Sammlung von Lie'schen anderwiris publicirien Aufsitzen aus demn
exsten Jahren diemen sollten. Natilrlich wurden auch die hiufigen persdnlichen und
historischen Aeusserungen Lie’s in seinen Abhandlungen und Vorreden benutzt, wenn
such die sus splhterer Zeit mit grosser Vorsicht aufgenommen werden wussten. End-
lich habe ich auch in die Briefe Lie's an Klein, freilich erst fiir die Zeit seit 1878,
und in die an Herrn Engel (seit 1884) Einsicht nehmen diirfen.

Bekannt geworden sind mir ausserdem noch einige biographische Artikel und eine
Universititsrede auf Lie von E. Holst, der Nachruf auf Lie von G. Darboux in den
C. B. der Pariser Akademie von 27. Febr. 1899, ein solcher von L. Bianchi in den
Rendic. 4. R. Acc. dei Lincei vom 9. Sept. d. J. und ein kilrzerer von E. Segre in
den Atti d. R. Acc. d. 8c. von Turin; endlich in der Sitzung der mathematischen
Abtheilung der 71. Versammlung D. Naturf. u. Aerste vom 18. Sept. d. J. ein mind-
licher Nachruf von F. Engel. Eine Liste von Lie’s Arbeiten, die aber nur als vor-
I5nfige gelten kann, findet sich in G. Loria’s Bollett. di Bibl. e 8t. 4. Sc. Mat., Apr.-
Juni-Heft; eine genaue Liste wird F. Engel einem im November der Sichs. Ges. d.
Wiss. vorzutragenden Nachruf beifdgen.
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von Duhamel, Jullien, Lamé, die geometrischen von Chasles, sowie Monge’s
und besonders Poncelet's Anwendungen der Analysis auf Geometrie kennen.
Und die letzteren, in Verbindung mit Pliicker’s analytisch-geometrischen
Werken regten endlich die bisher in ihm schlummernden Fahlgkelten
pltzlich an und gaben ihm sogleich die Richtungslinie fir sein ganzes
Denken. Zwar von einer Reihe von Flugblittern, in denen er seine ersten
Resultate hinauswarf, insbesondere von einem 1869 der Universitit
Christiania eingereichten Satz iiber die Steiner’sche Fliche — tber den
Ort der Pole einer festen Ebene in Bezug auf die Kegelschnittschaar der
Flﬁche, der wieder eine Steiner'sche Fliche wird — wissen wir nur aus
einer im Band III seines Archivs (1878) enthaltenen, gemischt synthetisch
und amﬂyhﬁh ‘gehaltenen -Note. ‘Aber gleich  mit deiner ersten,- der
. Oeffeniflichkeit in geordneter Form tbergebenen originalen Arbeit offen- -
. barté sich ihm das Bewusstsein einer ihm innewohnenden mathematischen
Productionskraft. Sie trigt schon so sehr Keime seines spiteren frucht-
baren Schaffens an sich, dass wir genauer darauf einzugehen haben.
Diese Abbandlung ,,Reprasentation des Imagindren der Plamgeometrie®
ist in zwei bezw. vom Februar und August 1869 datirten Noten in den
nororhandlinger” der (esellsch. der Wiss. von Christiania von 1869 in
deutscher Sprache verdffentlicht (der erste Theil der ersten Note wegen
Schwierigkeiten der Zulassung bei der Gres. der Wiss. urspriinglich schon
selbstindig, dann auch in Crelle's J. Bd. 70 erschienen). Indem Lie einen
imaginiren Pankt X =z 4 yi, Z =174 pi der XZ-Ebene im reellen
zys-Raum durch den Punkt (z,y,#) mit dem ,Gewicht“ p repriisentirt,
erhiilt er fir jede imaginiire Curve der X Z-Ebene als Bild eine ,gestreifte”
Fliche, deren Streifen, Linien grosster Neigung der Fliche, durch p = const.
gegeben sind. Hervorzuheben ist schon hierbei die Angabe aller Be-
wegungen des Raumes, fiir welche die gestreifte Fache Bild einer imagindren
Curve der XZ-Ebene bleibt; also bereits der fiir Lie charakteristische
Operationsbegriff. Weiter aber ordnet Lie jeder der oo* complexen Ge-
raden g der XZ-Ebene eine reelle Raumgerade y zu, als O-Streifen
(p=0) der entsprechenden gestreiften Ebene; und zwar werden die
zwei Liniencoordinaten von g, in ihre reellen und imaginiren Theile
zerlegt, gerade die vier Plicker'schen Coordinaten der Raumgeraden y.
Ein zweiter Ausgangspunkt Lie’s — die Deutung der zwei Paare Bestim-
mungsstiicke von g als Coordinaten zweier reeller Punkte zweier gegebener
reeller Ebenen und die Auffassung von y als Verbindungslinie dieser beiden
Punkte — ist zwar einfacher, liefert aber nicht mehr als der frithere.
Lie erhilt zau den co® reellen Punkten P des zys-Raumes durch p =0 -
guerst oo® Imaginir-Punkte der X Z-Ebene, zu diesen dann vermdge einek |
polaren Beziehung dieser Ebene oo® Imaginir-Gerade g und ans ilinen
1¥
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durch eine Abbildung einen Liniencomplex I von oo reellen Raumgeraden y.
Dabei wird das Entsprechen zwischen den Punkten P und den Geraden y
von [ ein derart reciprokes, dass auch umgekehrt den Punkten P’ von y
Gerade y durch P entsprechen, so dass ein zweiter Complex I von Ge-
raden p’ entsteht. I und " sind Complexe 2% Grades, wie sie weiterhin
bei Lie als ,Reye’sche“ oder, nach der spiteren Bezeichnung, als ,tetrs-
edrale Complexe erscheinen, nur mit metrisch specialisirtem Tetraeder.
Lie verfolgt schon, wie hierbei den Punkten einer beliebigen Geraden des
Raumes die Erzeugenden einer Art eines Hyperboloids, denen einer Ebene
des Raumes die Sehnen einer Raumcurve 3t Ordnung entsprechen, er
verfolgt die Abbildung von Regelfiichen 3t%r Ordnung auf Ebenen, von
Pliicker'schen Complexflichen auf Flichen 2tr Ordnung, iberhaupt die
gegenseitige Abbildung der beiden Complexe in den Punktraum. Und
wenn schon diese Untersuchungen die Vertrautheit mit den Arbeiten von
Chasles, theilweise auch von Hamilton, vor Allem aber mit Pliicker’s damals
gerade publicirter Liniengeometrie zeigen, so verrathen sie doch auch eine
merkwiirdige Selbsténdigkeit des Autodidakten, vor Allem aber ist das freie
Schalten mit der Raumanschauung, die in der Geometrie irgend welche Ele-
mente als die erzeugenden ansieht — so schon von einer Greometrie der Ebene
spricht, welche die durch einen Punkt gehenden Kreise als ihre ,Geraden®
benutzt — der hervortretende Zug. Man erkennt den dchten Geist Pliicker’s.

Dass die hier gefundene Punkt-Geraden-Transformation eine besondere
Art von ,Beriihrungstransformation” ist, sollte fiir Lie von Wichtigkeit
werden.

Fiir Lie hatte die Arbeit noch den unmittelbaren Erfolg, dass Broch
ihm ein Umversﬂ.a,tsstlpendmm und die Maglichkeit: zux; meg sEiner
,Studmn im Anslande vermitteln konnte. Er, wandte: swﬁ fir den Winter

~ 1869/’10 zunhchst nach Berlin, und hier wurde es von einschneidender
- Bedentung fir seine Entwicklung, dass er sogleich mit F. Klein zusam-
"mentraf und in -engsten Ideenaustausch trat, der sich bald zu einer
Arbeltsgememschaﬁ herausbildete. In Klein, der damals schon, in Ver-
~ waltung der Erbschaft PIucker 8, den zwelten Band von dessen Linien-
geometrie herausgegeben, wie auch eine Reihe eigener Forschungen iber
allgemeine Liniencomplexe. 2%0" Gmdes veroffentlicht hatte, fand Lie micht
nur mannigfache Forderung durch den Hinweis auf ihm bisher fremd
gebliebene Gebiete, sondern vor Allem das offene Verstindniss fiir seine
liniengeometrischen Interessen, in welchem sich seine eigenen bisher noch
unfertigen Gedanken kliren komnten. Auch in dem Interesse fiir Trans-
formationen trafen Beide zusammen, wenn auch Klem mitten in der
modern algebralsch -geometrischen, Clebsch’schen Rwhtnmg stehend, mehr
. den projectiven und constructiven, zuordnenden Charakter betonte, Lie aber,
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von dem engeren Sinne des Projectiven unbeschrinkt, mehr den erzeugen-
den, den allgemeinen Charakter der Transformationen. Der gegenseitige
Anschluss wurde filr die Beiden um so enger, als sie fiir ihre schon fest-
gelegte Richtung bei Weierstrass keine weitere Anregung, nur in Kummer’s
Seminar einige Aufmunterung erhalten konnten. Anfangs beschiftigten sie
sich eingehend mit der Abbildung des linearen Complexes auf den Punkt-
raum, die im Sommer 1869 von anderer Seite (dem Referenten) gegeben
worden war. Indem Lie zugleich an die Complexstudien seiner ersten Arbeit
anschloss und hier, von Klein angeregt, die auftretenden Curven und
Flachen anschaulicher erfasste, ergab sich ihm als Frucht eine Note , Ueber
die Reciprocititsverhilinisse des Beye'schen Complexes” (Gott. Nachr. vom
16; Febr. 1870, dat. Jan. 1870),- welcho aber- nicht nur die frither theil-
weile. gelegten Keime weiter éntwickelte, soddern such die ersten Ansitze
w faet ‘allen spiter zur Entfaltung gekommenen Ideen aus der Verwandt-
schaftslehre schon deutlich erkennen lésst.

Es handelt sich um den oben genannten Complex, der, specialisirt
schon bei Binet und Chasles auftretend, allgemein von Reye als Er-
zeugniss zweier collinearer riumlicher Systeme 1868 discutirt worden
war, hier aber, wovon sein spaterer Name, als Gesammtheit der Geraden
auftritt, welche die Seitenflichen eines Tetraeders nach constantem Doppel-
verhiltniss schneiden. Bei Lie stellt sich als fundamentale Thatsache
die Ableitung seiner Figenmschaften aus den Tramsformationen dar, welche
der.-Complex i sich erleiden kann: den oo® vertauschbaren Collines-
tionen dos Ranmes, welche sein Fundamentaltetraeder unverindert lassen —
einer continuirlichen Schaar von Transformationen, die eine ,endliche“,
d. h. von einer endlichen Anzahl von Parametern abhingige, ,Gruppe
bilden. Das Charakteristische fiir Lie ist, dass ihm gar nicht mehr
der Geradencomplex an sich das geometrische Object der Betrachtung
bleibt; vielmehr wendet er seine Transformationen auf irgend ein
weiteres Element: eine Raumecurve, eine Flache, an und erzeugt hier-
durch neue Gebilde (Gattungen) von dreifach unendlichen Schaaren von
Elementen, die alle als covariante Gebilde zum Complex und Tetraeder
beziiglich der Transformationsschasr angesehen werden. Hierin geht Lie
dber seine beiden urspriinglichen Quellen, Monge’s analytische Erzeugungen
von Gebilden und die Ortsconstructionen der projectiven Geometrie, weit
hinaus, hauptsichlich dadurch, dass er mit Pliicker die Willkiirlichkeit des
Raumelements, auch innerhalb des Geradencomplexes, betont. So theilt er
die von Complexgeraden umhiillten Raumcurven in Gettungen, unter denen
dann die Punkte des Raumes nur eine specielle bilden, und von demen
wieder jede Gattung die andere durch Umhillung erzeugt; indem drei
sich berithrende Complexcurven immer zugleich ihre Osculationseberié
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gemeinsam haben, wird jede dieser Curven durch sRollen von einfach
unendlich vielen einer andern Gattung erzeugt. Weiter aber werden Trans-
formationen erértert, welche jede dieser Gattungen in jede andere iiber-
zufiihren erlauben, und zwar jede durch eine Gattung erzeugte Complex-
curve oder -fliche in eine durch irgend eine zweite Gattung erzeugte
solche Curve oder Fliche; und es wird schon von den algebraischen Haupt-
tangentencurven dieser Complexflichen gehandelt.

Die hier von Lie angewandten Transformationen sind alle, in noch
deutlicherer Weise, als in der Imaginérarbeit, das was er spiter als
,Bertihrungstransformationen® bezeichnet hat, und zwar solche von jeder
existirenden Art, endliche und sogar ,unendliche Gruppen, ohne dass
freilich diese Gruppenbegriffe selbst, oder auch nur die spéteren Lie’schen
Begriffe von ,vereinigten Flichenelementen® hier schon explécit hervortriten.
Wohl zu bemerken ist aber, dass die dem Complexe angehdrigen Flichen,
im Wesentlichen die tetraedralsymmetrischen Flichen von De la Gournerie
(1867), in ihrer mehrfachen Erzeugung als Verallgemeinerung vieler be-
kannten Flichen, so der Centrafisichen, erscheinen und als Transformation
der Minimolflichen aufgefasst werden konnen, in die sie durch logarith-
mische Abbildung iibergehen — eine Bemerkung, die Lie sehr bald
darauf (Sommer 1870) machte, als er sich mit seiner Geeraden-Kugel-
Transformation zu beschiftigen anfing, die aber erst 1879 (,Weitere
Untersuchungen tiber Minimalflichen®, Archiv IV) ausgefiihrt wurde [nach
einer der Gesellschaft von Christiania den 5. Juli 1870 eingereichten, aber
ungedruckt gebliebenen Note; vgl. die Andeutungen im ,Résumé, Forh. 1872].
Auch die Auffassung des Liniencomplexes als eine partielle Differential-
_ gléichung erster und eine solche zweiter Ordnung definirend, der Complex-
flachen als deren Integralfiichen, ist hiernach dem. Sommer 1870 zuzu-
weisen. [entgegen einer Bemerkung Lie’s in Math. Ann, XXTV, p. 540].

Dieser Sommer 1870, den Lie bis zum Ausbruch des Krieges in Ge-
. meinschaft mit Klein in Paris verlebte, ist iiberhaupt als die Glanzzeit
fiir seine ersten Conceptionen zu bezeichnen. Zunichst entstanden die
gemeinsamen Noten ,Swr une certaine famille de courbes et de surfaces®
(C. R. vom 6. und 13. Juni), welche die in der Note iiber den Reye’schen
Complex noch tbersehenen Raumcurven, bezw. Flichen betrachten, die
durch eine continuirliche geschlossene Schaar von oof, bezw. oo?, der
linearen Tetraeder-Transformationen in sich iibergehen, die ,, W- Curven und
-Fléchen®, eine Bezeichnung, die von dem Staudt’schen , Wurf“ abgeleitet ist
und den ,courbes anharmoniques®, nach dem spiteren Ausdrucke Halphen's,
entspricht. Die Curven sind die Integralcurven eines Systems gewshnlicher
linearer Differentialgleichungen mit linearen Coefficienten, das eben nichts
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weiter aussagt, als die in der Transformationsschaar enthaltene ,infinitesi-
male“ Transformation. Hier tritt dieser fiir Lie so wichtig gewordene Begriff
zum ersten Male bei ihm auf, abgeleitet aus dem der continuirlich von
einem Parameter abhiingigen Schaar. Freilich war der Begriff selbst
schon lange vorher von Sylvester in der Theorie der linearen Transforma-
tionen der Formen, zur Ableitung der die Invarianten definirenden par-
tiellen Differentialgleichungen, eingefiihrt worden.

Was aber als Fortschritt zu betrachten ist, ist der Hinweis auf gewisse
weitere Differentialgleichungen, welche durch die Kenntniss der Transfor-
mationsschaar und ihrer W-Curven von selbst mitintegrirt werden, derjenigen
niémlich, deren Integrale durch die Schaar in ebensolche ibergefiihrt
werden; in- den Noten freilich -nur andeutungsweise, explicit erst in der
in .diesen Annalén, IV, vom Mirz 1871, publicirten Ausfillirung ‘tiber die
ebenen W-Curven. Man braucht nur, wenn 7 == const. die Trajectoriencurve
der infinitesimalen Transformation ist, 7 als neue Variable einzufithren, um
die Zurtickfihrung auf Quadratur zu erkennen. Indem die Ausfiihrung in
Ann. IV so alle fiinf Classen von linearen oo®-Gruppen der Ebene discutirt,
ergeben sich zwar als W-Curven an sich nur bekannte Curven, wie die
logarithmischg Spirale, aber mit theilweise neuen Eigenschaften, und die
bekannten werden allgemeinen Gesichtspunkten eingeordnet. Und dann wird
auch ein Grund des Erfolgs der Integrationsmethode erkannt: die Einfiihrung
von 7 ist schon eine Art von Vorausnahme des viel spéteren Begriffs der
Differentialinvarianten. Uebrigens gehort eine noch directere Verwendung
der Hilfs-Differentialgleichung, ohne deren vorgingige Integration, auch
einer spiteren Zeit an (8. unten, S.26). Der Lie’sche Gedankengang war der,
die 00® Collineationen des Raums mittelst logarithmischer Abbildung durch
die oo® Translationen eines zweiten Raums zu ersetzen; und hieraus ent-
standen die in der genannten ungedruckten Note vom Juli 1870 zuerst
auftretenden Translationsflichen.

Leider ist die fiir die Annalen beabswhtlgte Ausfithrung auch der
riumlichen Betrachtungen der C. R.-Noten nicht fertig gestellt worden.
Aus den noch vorhandenen Bruchstiicken von Entwiirfen,*) wie aus der
zweiten Note selbst, geht hervor, dass der Zusammenhang der Complexe
von W-Curven und -Flichen mit den partiellen Differentialgleichungen,
insbesondere fir Satze wie der, dass die W-Curven einer W-Fliche Haupt-
tangentencurven auf derselben sind, in Lie’s Geist schon vollig entwickelt
war, sodass diese Arbeit einen wichtigen Durchgangspunkt zu den sogleich
zu besprechenden Entwicklungen, welche in Annalen V zusammengefasst
worden sind, bildet. Weiterhin wird in diesen Entwiirfen die Ausdehnung

*) Im Besitze des Herrn Klein.
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der projectiven und Reciprocitits-Begriffe vom Endlichen auf Linien- und
Flachenelement, also auch auf das ganze differentielle Gebiet (die spitere
Theorie der Berithrungstransformationen) schon sehr deutlich; und es tritt
der Begriff der infinitesimalen Transformation und der Transformations-
gruppe, wenn auch in specieller Form, noch mehr in den Vordergrund, als
in der eben angefithrten Anna.lenarbeit, welche die Curvencomplexe selbst,
also die erzeugten Gebilde, zum Ausgangspunkt nimmd.

Die hier hervorgehobenen Ideen der gemeinsamen W-Noten, mit Aus-
nahme der letzterwiihnten Begriffe, gehoren Lie allein an, wihrend die in-
variantentheoretischen Beziehungen und das auf Specialisirungen des Grund-
tetraeders Beziigliche auf Klein zuriickgeht. Gleichvertraut war beiden das
Operiren mit linearen Substitutionen; und die Einfithrung des Begriffes der
Abgeschlossenheit der Transformationsschaar, wie des der Vertauschbarkeit,
ist auf den Einfluss der Galois’schen Ideen zuriickzufithren, die damals
im Gebiete der discontinuirlichen Substitutionsgruppen durch das eben
erschienene ‘Werk von C. Jordan, und den -ein Jahr vorher in diesen
Annalen (Bd. I) auf Veranlassung von Clebsch versffentlichten Commentar
verbreitet wurden. Waren ja doch diese Ideen, die auch zu den in der
Zahlentheorie gebrauchten Begriffen von linearen Gruppen offene Analogien
darboten, schon von Jordan selbst ebenfalls 1869 auf das Gebiet aller
Gruppen von Bewegungen des Raums, der continuirlichen wie der dis-
continuirlichen, angewandt worden (Annali di Mat., ser. 2, II), doch ohne
dass hierbei die analytische Seite in Betracht gezogen worden wire.

Noch nach anderer Richtung sollten die damaligen Untersuchungen -
der_ franzdsischen Mathematiker fiir die beiden Forscher von:nadhialtiger
-Wichtigkeit werden, indem sie zugleich- bei-Lie. eine “verwandte Saite
‘erithrten; In"der-von Eiouville, Lamé, J. A. Serret, Bonnet tiberkommenen
Tradition bearbeitete man in Paris das Gebiet, welches nach Monge und
‘Poncelet als Application de’Analyse & la Géometrie bezeichnet werden kann;
mmd zwar. war das Intéresse vorzugsweise den Massverhilinissen der Flichen
zugewandt: den- Kriimmiungscurven, den Orthogonalsystemen, etc. Und
‘eine ganz analoge Richtung verfolgte man zugleich von projectiver Seite
Jer, im Kreise der Schiller Chasles’s: hier versuchte man, durch Heran-
-ziehen .des imagindren Kugelkreises auch complicirte Massverhiltnisse
einem besseren Verstindniss und einer allgemeinen Behandlungsweise
- zugénglich zu. machen. Beide Richtungen trafen in den Untersuchungen
der ,Anallagmatiker“ — Laguerre, Moutard, Darboux — zusammen; es
war ein Vorgang, der als ein Spiegelbild von Lie’s eigener an Monge und die
projective Geometrie anschliessender Entwicklung auf diesen sonst schwer
zuginglichen Forscher tiefen Eindruck machen musste. Zudem kamen
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die beiden Freunde gerade mit Darboux sogleicki in niheren personlichen
Verkehr.

Zwischen den Entwicklungen der anallagmatischen Richtung, die sich
auf eine Art von Kugelgeometrie bezog, und denen der Liniengeometrie —
z. B. zwischen den von Darboux miindlich mitgetheilten Formeln fiir das
Orthogonalsystem der confocalen Cykliden und den Klein’schen Formeln
fiir die oo! zur nimlichen Kummer'schen Brennfliche gehorigen Complexe
zweiten Grads; oder zwischen den Translationseigenschaften der Minimal-
flichen und Eigenschaften der beim Reye’schen Complex auftretenden
Lie'schen Flichen — herrschte eine unverkennbare Anslogie. Sollte nicht
ein Uebertragungsprincip exxstu'en welches zwmchen belderlel Bet:rev.(ahtungi:?~
welsen vermittelte? ' -

+Tii¢ erinnerte sich an seine fBesehafhg\mg it der Abbrﬁ’&ﬁg &8 Tinearen
ﬁd‘mplexes auf den Punktraum, an den hierbei in dieser Raume auf-
tretenden ausgezeichneten Kegelschnitt; ein Schritt weiter: die Verlegung
des Kegelschnitts in den Kugelkreis, und die merkwiirdige Beriihrungs-
transformation, welche die Gleraden eines Raumes R, in die Kugeln eines
Raumes R, tberfilhrt, und damit, als Umbhiillungsgebilde, die Haupt-
tangentencurven der Flichen von R, in die Kriimmungscurven der Flichen
von R, stand da!

Es war Anfang Juli, dass Lie diesen entscheidenden Schritt that,
von dem er aber erst am 31. October der Pariser Akademie Mittheilung
‘michen konnte (C. R.: ,Sur une transformation géométrique; unter dem
24. October der Ges. von Christiania in der am 9. December erschienenen
- Note: ,,Om en Classe geometriske Transformationer?). Zur volleren
Witrdigung desselben muss man hier noch den Inhalt der ungedruckten
Note vom Juli 1870 heranziehen; daselbst soll schon [¢f. ,,Kurzes Résumé ete.%
in Forh. von 1872, S. 24] der Reye'sche Complex ausdriicklich als
partielle Differentialgleichung 2! Ordnung aufgefasst sein — némlich als
alle Flichen definirend, deren beide Haupttangenten in jedem Punkte
harmonisch liegen zu den beiden Erzeugenden des Complexes in ihrer
Ebene; wobei denn die zum Complex gehérige partielle Differentialgleichung
erster Ordnung, welche den jedem Punkt zugeordneten Complexkegel
darstellt, ein singulires Integral jener Gleichung zweiter Ordnung wird;
und ebenso sollen die dem Complex angehérigen reciproken Beziehungen
als Beriithrungstransformationen ihrer Integralfiichen betrachtet sein.

In der That hatte Lie sich im Sommer 1870 intensiv mit Monge’s
Theorie der partiellen Differentialgleichungen befasst: mit dessen Eigenart,
. einerseits eine Reihe sehr allgemeiner geometrischer Begriffe, wie den der
‘Erzeugung von Flichen durch Umhiillung, weiter auszubilden und die
Gtesetze dieser Erzeugung durch partielle Differentialgleichungen suszu-
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driicken; andrerseits die Integrationen von solchen Gleichungen auf jene
geometrischen Begriffe zuriickzufithren. An der Hand dieser Anschauungen
kam nun Lie zuerst ein Begriff zur Klarheit, der seiner bisherigen Denk-
weise mehr unbewusst zu Grunde gelegen: der Gedanke des Flichenele-

mentes, des Grosseninbegriffs (a:, Y, 8, p == % , q=§;-) als des eigentlichen

Elementes der ganzen Theorie. Mit diesem neuen Begriff suchte Lie zuerst
in Monge’s Ideen, spiterhin auch in Cauchy’s Integrationsverfahren ein-
zudringen; vor Allem in die Thatsache, dass zur Integration einer partiellen
Differentialgleichung erster Ordnung F(z,y, 2, p, ) = O schon die Integration
des bekannten kanonischen Systems von gewihnlichen Differentialgleichungen
1% Ordnung zwischen z, y, 2, p, g, auf welches jedes Integrationsverfahren
zuerst fihrt, geniigt. Die allgemeine Aufgabe stellt sich fiir Lie dahin, die
oo* Flichenelemente, die durch F'= 0 definirt sind (also zu jedem Punkte
des Raums eine Kegelhaube von solchen), entsprechend der Lagrange’schen
yvollstindigen Losung® auf oo? Elementvereine von je oo? Elementen zu
vertheilen. Wie er etwas spiter erkannte, brauchen iibrigens diese Vereine
nicht gerade Flichen zu bilden, sondern deren consecutive Elemente haben
nur die Gleichung dz— pdz — g dy ==0 zu befriedigen, d. h. miissen in der
Art ,vereinigt” liegen, dass immer das successive Element durch den Punkt
des vorhergehenden geht. Wihrend nun jenes kanonische System fiir Monge
nur oo® Punktkurven als ,Charakteristiken® definirt, die je die Richtung
der Erzeugenden der Kegelhauben haben, definirt dasselbe System fiir Lie
oo® , charakteristische Streifen”, nimlich jene Curven, je verbunden mit
den oo! Flichenelementen von F =0, die sich an die Linienelemente
einer solchen Curve anschmlegen Diese Auffassung fithrt Lie dann zur
E:msxcht dass, wenn fiir zwei benachbarte charakteristische Streifen bei
giner Stelle die entsprechend benachbarten Flichenelemente von F =0
vereinigh liegen, dies lings der Ausdehnung der beiden Streifen tiherhaupt
geschieht. Und von dieser Grundlage aus tibersieht er den ganzen Inhalt
und Umfang, welche irgend ein Integratlonsverfahren von F =0 haben
kann: indem man von irgend einem nicht-charakteristischen Streifen —
d. h. irgend einer Curve mit F = O zugehdrigen Flichenelementen, bei
Canchy von einer Anfangscurve in y =0 — ausgeht, und von jedem
Element desselben den hier auslaufenden charakteristischen Streifen zieht,
erhilt man immer eine Integralmannigfaltigkeit, und zwar die allgemeinste,
wenn man die Ausgangseurve beliebig #ndert. Die Integration ist also
nur zur Bildung dieser oo charakteristischen Streifen erforderlich, wihrend
die zu Grunde gelegte Ausgangscurve die willkiirlichen Elemente mit sich
bringt. Insbesondere ktnnte man auch, mit Jacobi, die von einem fest-
gewshlten Punkle ausgehenden charakteristischen Streifen zusammenfassen.
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Diese Grundauffassung Lie’s, welche die Integralausdriicke mit zwei
Variabeln auf solche mit nur einer Variabeln zuriickfiihrt, die willkiirliche
Zusammenfassung der Streifen zu Fléchen aber als blosses Corollar behandelt,
ist, mit den Anwendungen auf die nun zu besprechenden Abbildungen
und die weiteren Problemstellungen Lie’s, bis jetzt von den Differential-
geometern vielleicht noch zu wenig benutzt worden. Uebrigens ist sie in
der angefiihrben Schlussform auch bei Lie nur nach und nach entstanden,
indem noch die Abhandlung in Annalen V (1871) die Integralflichen von
F = 0 nur als Zusammenfassung von irgend oo! Charakteristikencurven,
die eine Curve umhiillen, sufnimmt, fir den Begriff des ,Streifens® aber
noch keinen besonderen Ausdruck hat; ein solcher tritt vielmehr nur erst
in einer der Christiania-Gesellschaft im Sept. 1871 iiberreichten ungedruckten
Note wnd in’ den spiter zu besprechenden Noten vom Frithjahr 1872
explicite auf. Auch hat die Betrachtungsweise ihren Vorldufer in dem Lie
geit 1871 bekannt gewordenen Werke P. du Bois-Reymond’s von 1864,%)
in welchem der Begriff des Streifens, unter der Bezeichnung ,Integral-
streifen, und dessen Bestimmung durch ein Anfangselement, geometrisch
entwickelt und benutzt wird, wenn auch nicht so allgemein und umfassend
wie bei Lie.

Zuniichst verband Lie diese Gedankenrichtung nur mit den Begriffen
der Pliicker'schen Geradencomplexe. Indem er damit an die Abbildung
des linearen im Raume R, gelegenen Complexes auf den Punktraum R,
herangeht, erkennt er, dass sie durch zwei lineo-lineare (leichungen ge-
feistet wird; dass aber diurch solche in den beiden:Réumen Liniencomplexe
entstehen, deren Geraden je den Punkten des andern Raumes zugeotrdnet
sind, und die im Allgemeinen zwei Reye’sche Complexe werden. Ein
Complex m*® Grades nun bestimmt ihm ein Integrationsproblem, némlich
in jedem Punkte z, y, # einen Kegel m'® Grades, d. h. oo' Richtungen
dxz:dy:des und damit eine Gleichung f(z, ¥, 2, dz, dy, d2) = 0, die Glei-
chung fiir die Charakteristikenrichtungen einer partiellen Differentialglei-
chung 1%** Ordnung, welche die Gleichung jenes Kegels in Ebenencoordi-
naten ist; und deren Integration verlangt, alle Flichen anzugeben, die in
jedem ihrer Punkte den beziiglichen Kegel beriihren. Die Correspondenz
zwischen R, und R,, auf die Lie hier gefiihrt wurde, hat zugleich das
Besondere, dass Complex-Curvenrichtungen der beiden Riume eindeutig
einander zugeordnet werden, und zugleich reciprok, insofern, wenn man
zwei sich entsprechende Complexcurven betrachtet, immer irgend eine von
beiden als von den Punkten ihres Raumes erzeugt, die andere als von den
entsprechenden Complexgeraden umhiillt angesehen werden darf. Von zwei

*) Beitrige zur Interpretation der partiellen Differentialgleichungen mit drei
Variabeln., Erstes Heft. Leipzig 1864.
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sich entsprechenden Flichenelementen wird das eine ganz beliebrg, insofern
als, wenn ein Punkt sich auf einer Fliche bewegt, die entsprechende
Gerade wieder eine Fliche umhiillt: die Brennfliche der durch sie erzeugten
Congruenz.

Lie zbgert aber nicht, diese Betrachtungen in ihrer generellen Be-
deutung aufzufassen und baut daraus seinen allgemeinsten Begriff einer
Beriihrungstransformation suf. Zu den altbekannten Transformationsarten,
bei denen Beriihrung eine invariante Beziehung ist: der gewShnlichen
durch drei Gleichungen zwischen den Coordinaten vermittelten Punkt-
transformation, und der mittelst einer aequatio directrix von Pliicker
dargestellten reciproken Punkt-Flichen-Transformation, speciell der dua-
listischen Verwandtschaft, trat hier eine durch zwei lineare Gleichungen
vermittelte reciproke Transformation, eine ganz neue Art, mit Eigen-
schaften der Berithrung, der Zuriickfithrbarkeit auf gewdhnliche und par-
tielle Differentialgleichungen, die alle, wie aus seinem Begriff des Flichen-
elementes (zy#pq) hervorgeht, erhalten bleiben, wenn man die zwei linearen
Gleichungen durch zwei ganz beliebige Gleichungen zwischen zwei Werth-
systemen , y, 2, ; ¥, Yy %, ersetzt: eine Punkt-Curven-Transformation. Zugleich
erkennt Lie, indem er alle Beriihrungstransformationen zwischen zwei
Riumen als durch fiinf Gleichungen zwischen 2,y,2,p ¢, und Z3y;2,0,¢;
gegeben auffasst, aus denen die p, ¢ zu eliminiren sind: dass es keine
anderen solche Transformationen geben kann, als die drei eben vom
Punktstandpunkt aus charakterisirten Arten.

So grundlegend fiir Lie’s spitere Thitigkeit diese Generalisirungen
wurden, so interessant gestaltete sich sogleich die Anwendung auf das
- speciell-vorliegende Problem. Die Specialisirung. ging dahin, daes, stat
- der allgemeinen tetraedralen Complexe, in R, der: allgemeine lineare Com-
~ ‘plex-L, in Ry der ,Minimalcomplex M, d. h. der Complex der den
Kugelkreis schneidenden Geraden, der ,Minimalgeraden® oder Geraden von
Linge Null, gesetzt wurde. Nun gehen die Punkte einer beliebigen Geraden
von R, in die eine Schaar imaginérer Geraden einer Kugel von R, iiber —
“die. freilich, umgekehrt, ‘darch ihre zweite Schaar noch auf eine andere
.Gerade von R, abgebildet. wird —, die sich an die Gerade von R, an-
schmiegenden Flichenelemente in die Flichenelemente der Kugel von R,
Die Geraden irgend eines linearen Complexes von R, transformiren sich
in die Kugel von R,, welche eine feste Kugel unter constantem Winkel
treffen, senkrecht, wenn jener Complex mit L ,involutorisch lag; sich
schneidende Gerade in sich beriihrende Kugeln. Die Gesammtheit der
projectiven Transformationen des Raumes R, geht in die der Kugeltrans-
formationen in R, iiber, von denen solche aller Arten suftreten: die
gewohnlichen Bewegungen, vor Allem die Transformationen durch reciproke
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Radien und Paralleltransformationen — also eine auf ihre Fundamente zurtick-
geftthrte vollstindige Analogie zwischen der Geraden- und Kugelgeometrie, eine
merkwiirdige intimste Beziehung zwischen der allgemeinen projectiven und
zwischen der mefrischen, auf reciproke Radien gegriindeten Geometrie. Es
war zugleich die erste, wirkliche Geometrie mit der Kugel als Element;
geometrisch durch die Unterscheidung der beiden Geradenschaaren der Kugel
(Vorzeichen des Radius) équivalent der spiteren Laguerre’schen Auffassung
der Semisphiiren, eine Unterscheidung, welche die darauf folgende
Darboux’sche und die spitere Reye’sche Kugelgeometrie nicht treffen.

Dazu gesellte nun Lie noch infinitesimal-geometrische Betrachtungen,
die ihm die zu einem Complex von co® Curven gehdrige partielle Dif-
fergntmlglemhpgg Jter Ordnung neu mterpretu’ten dass nimlich irgend
eitré yon' solchen Curven umbhiillte ,,Complexcu.rve“ in jedem ihrer Punkte
mc'ht nur in der Richtung einer Erzeugenden des zugehdrigen Kegels
lguft, sondern auch dessen Tangentenebene zur Schmiegungsebene hat;
dass also die Integralfidchen in jedem ihrer Punkte von den beriihrenden
Complexcurven osculirt werden und insbesondere, wenn der Complex ein
Geradencomplex ist, dessen Geraden zu Haupitangenten, ihre charakte-
ristischen Curven zu Haupttangentencurven haben.

Und gleich das erste Ergebniss dieser Anschauungen eroffnete die
weitesten Perspectiven und war geeignet, einen kriiftigen Anstoss zur
Verfolgung dieser Theorien zu geben: eine Abbildung der Hauptiangenten-
_ . der Flichen von R, auf die Krimmungscurven der Flichen von R,.

In (Ier That sind, nach einér in Forh. 1882 ausgesprochenen Formulirung,
diese beiden Curvenarten als Ort von oo! Flichenelementen anzusehen,
unter denen je zwei consecutive einer Gteraden, bezw. einer Kugel an-
gehdren. So ergaben sich, da die franzosischen Mathematiker die Kriim-
mungscurven der Cykliden bestimmt hatten (C. R. t. 59), auf der Kummer™
schen Fliche 4 Ordnung und 4% Classe die Haupttangentencurven als
algebraische Curven 16'** Ordnung und Classe: Curven, welche, wie Klein
godann erkannte, mit einem von ihm in Math. Ann. II behandelten, aus
der Eigenschaft der Fliche als Singularititenfliche von oo Complexen
zweiten Grades fliessenden, Curvensystem identisch waren.

Unter den mannigfaltigen Richtungen, nach denen Lie diese Dinge ver-
folgte — so durch Untersuchung derjenigen partiellen Differentialgleichungen
1*r Ordnung, deren charakteristische Curven Kriimmungscurven sind;
ferner, mittelst Betrachtung der Kriimmungsmittelpunktsfiichen, derjenigen
Gleichungen, deren charakteristische Curven geoditische Curven werden;
oder auch durch Betrachtung von Liniencomplexen mit infinitesimalen Trans-
formationen in sich, als Erweiterung der fritheren W-Theorie — miissen wir
noch eine hervorheben: die Aufstellung einer jeweils zugehdrigen partiellen
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Differentialgleichung 2% Ordnung. Sie tritt auf, wenn man die Fléchen
sucht, welche an jeder Stelle drei consecutive Punkte mit einer Complex-
curve der Gleichung 1%* Ordnung gemein haben, oder derem Haupt-
tangentencurven harmonisch liegen zu zwei Complexrichtungen; wenn Inan
also die Flichen sucht, welche irgend co' der Charakteristiken der Glei-
chung 1% Ordnung enthalten. Hierbei erscheinen die bekannten Glei-
chungen von Monge-Ampére und deren Nachfolgern, mit der Reduction
- durch eine Berithrungstransformation auf eine in den zweiten Differential-
quotienten lineare Form, in neuem Lichte; und Lie verfolgt den besonderen
Zweck, alle derartigen Gleichungen anzugeben, welche ein oder zwei erste
allgemeine Integrale haben. Reichste Ausfihrungen finden sich in Lie’s
Noten in den Forh. von 1871: ,Over en Classe geometriske Trans-
formationer”, von demen die beiden ersten Abschnitte, in norwegischer
Sprache, Lie 1871 als Doctordissertation und Habilitationsschrift in
Christiania gedient haben, wihrend die tibrigen Abschnitte, wie fast alle
Arbeiten Lie’s, in deutscher Sprache geschrieben sind; und in der in
diesen Annalen, Bd. V, im Herbst 1871 erschienenen grossen Abhandlung:
yUeber Complexe, insbesondere Linien- und Kugel-Complexe, mit An-
wendung auf die Theorie partieller Differentialgleichungen®. Zusammen-
fassend sind die in diesen Arbeiten zur Geltung gekommenen, beherrschen-
den Gedanken Lie’s: die Zugrundelegung des Fldchenclementes, der Begriff
der Beriihrungstransformation, die Aufstellung aller solcher, ohne und mit
Wechsel des Raumelements, die Durchdringung der Monge’schen Ideen-
bildungen mit diesen geometrischen Begriffen, ihre ausgiebige Verwendung
fiir mefrische Differentialverhéltnisse der Flichentheorie und fiir die Awuf-
fassung der partiellen Differentialgleichungen. * ISR S

Lie hatte Anfangs August bei Beginn des Krieges Paris verlassen, um
zi Fuss nach Italien zu wandern, wurde aber schon in Fontainebleau irr-
thiimlicherweise als Spion verhaftet und einige Wochen festgehalten. Seine
Weiterreise fﬁhrte ihn dann {iber Italien und die Schweiz, und auf dem
R_\'ickwég nach Christiania fraf er nochmals kurz mit Klein zusammen, um
eine gemeinsame, in den Bérichten der Berliner Akademie vom 15. Deéember
1870 erschienene Note ttber die oben erwihnten Haupttangentencurven der
Kummer’schen Fliche zusammenzustellen. Dass die gestaltlichen Betrach-
tungen derselben, wie auch die Bestimmung der Pliicker’'schen Zahlen der
Curven, Lie nich? angehdren, ist charakteristisch fir die Art seiner geo-
metrischen Denkweise. Sicherlich wird man ihn, der bisher in seinem ganzen
Gedankengange und in seinen Darstellungen den freiesten Gebrauch von
Raumanschauungen gemacht, der aus solchen Anschauungen heraus dje

“analytischen Forschungen aufgefasst und mit neuen Ideen tiber Trapg-

L
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formationen und differentielles Verhalten der Mannigfaltigkeiten durch-
setzt hatte, dessen Bedeutung sogar zum grossen Theile gerade darauf
beruht, dass er die ganze Beweglichkeit der projectiv-algebraischen Be-
trachtungsweisen, welche auch das complexe Gebiet im vollen Umfang in
unserem Raum zulassen, ohne Weiteres auf das Differentielle und Tran-
scendente anwendet, in erster Linie nicht als Analytiker, sondern als
. Geometer zu bezeichnen haben. Aber seine Anscha.uung bezieht sich eben
such nur auf dieses Verhalten von Gebilden im Unendlich-Kleinen oder
begrenzten Gebiete. Das concrete Bild einer Gesammt-Mannigfaltigkeit in
ihrer Gestalt, d. h. in ihren endlichen Formenbeziehungen, deren Wechsel
bei vansbe].n Parametern, die Reahtatsfragen tberhaupt; haben Lie nie
interesairte:» %W@% ", das ini'-denr “geometrischen 'Elementen
4 %ﬁn& %ﬁonen nur eine Versmnhchung, eine Zusammenfassith von ganz
“abstracten Begriffsbildungen, oft von den complicirtesten, sieht, war Lie
Moeister. Bezeichnend ist, dass Lie sich von vornherein nie auf das Alge-
braische beschrinkte, sondern nur einen allgemeinen Functions- oder Abhingig-
keitsbegriff benutzte, der geometrisch eben mit reinen Mannigfaltigkeits-
begriffen zusammenfiel und dem erst spit einige Merkmale der analytischen
Function zugefiigt wurden. Aber einen Vortheil begrifflich-geometrischer
Auffassung analytischer Beziehungen hat Lie wie kein Anderer ver-
werthet: was in den Methoden der Formelsprache, die je besondere Ele-
mente sauszeichnen, oft die verschiedenartigste Darstellung annimmt,
. Aallg;, -als begrifflich Glemhea, ihm unter einheitlichen- Gesrchtspun.kt
%Fi6" sich ihm etwa die voin Standpunkt der Punkteoordimiten so ver-
schiedenartigen Gebilde: Punkt, Curve, Fliche unter deni Grandbegriffe
der Fléchenelement-Erzeugung zusammenordnen. Seine Raumauffassungen,
die er seine ,synthetische“ Methode zu nennen pflegte, werden in ihm
wahrhaft schopferisch anregend zu neuen Grundbegriffen.

Indess mag hierbei darauf hingewiesen werden, dass Lie, wie es scheint,
seine geometrischen Begriffe doch nicht so weit differentiell ausgebildet
hat, dass sie auch das Verhalten aller Beriihrungstransformationen an
speciellen Stellen, wo sie unbestimmt werden, umfassen, wobei der im
allgemeinen geltende Begriff der Invarianz von Beriihrung seine unmittel-
bare Bedeutung dndert; und doch ist diese Ausbildung im Anschluss an
Plicker moglich und liegt auch im Wesentlichen geleistet vor. Auch das
hingt mit dem Umstande zusammen, dass Lie bei seinen Transformationen
erst nur einen unbestimmten Functionsbegriff, spaterhin einen beschrinkten
Giltigkeitabereich, ohne analytische Fortsetzung, im Auge hat.

Der auf allgemeinen Mannigfaltigkeitsbegriffen beruhenden Denkweise,
wie sie unter den Geometern seit Ende der sechziger Jahre mehr und
mehr Gemeingut geworden ist, ist nun die Richtung zuzuschreiben, welche



16 M. Nogrsre.

die Fortbildung von Lie’s Ideen iiber Berithrungstransformationen in den
beiden folgenden Jahren nimmt: 1871, in Ausgestaltung der Kriimmungs- und
Orthogonaltheorien der Kugelgeometrie, auf eine Kriimmungstheorie hiherer
Riume; von hier aus, 1872, auf ein geometrisches Eindringen in die Theorie
der partiellen Differentialgleichungen 1'r Ordnung von mehr als drei Variabeln.
Die erstere Ausbildung ist in einigen Noten Lie’s (in den Gott.
Nachr. vom Mai und November 1871, und in der ungedruckt gebliebenen,
Sept, 1871 der Akad. von Christiania iiberreichten), welche analogen Noten
von Klein folgen, niedergelegt. Wenn Klein (Gott. Nachr. Marz 1871)
das Dupin’sche Theorem auf Involutionsbeziehungen an Liniencomplexen
principiell iibertrigt, indem er den Pliicker'schen Geradenraum als metrischen
Punktraum von vier Dimensionen auffasst, so verallgemeinert nun Lie um-
gekehrt die Kriimmungsbeziehungen selbst, deren Element die Kugel ist,
auf den Punktraum von # Dimensionen (R,,) , und stellt durch die oco™t?
Kugeln desselben und ihre mInvolutionsbeziehungen® eine’ Beziehung zur
metrischen Geometrie des R,y her (gleichsam durch. Schnitt - der. Minimal-
kegel des RB,i; mit einem ebenen R,), wobei die conformen Transforma:
tionen des R,4i in solche Beriihrungstransformationen des R, {ibergehen,
welche Kriimmungscurven in ebensolche iiberfilhren, und zwar in die all-
gemeinsten dieser Eigenschaft. Die Darboux’sche Methode zur Uebertragung
von Orthogonalsystemen (C. R. Aug. 1869) ist hiervon verschieden. Wie
jede dieser ersten Arbeiten Lie’s einen Ideenfortschritt aufweist, so auch
die zwei Gottinger Noten, indem sie nicht nur die Ueberleitung zu der
oben genannten Theorie von 1872 bilden, sondern auch, wenn auch noch
in schiichterner Weise, zum ersten Male die in den W-Noten concipirten
- Ideen mit bewusster Betonung in allgemeine gruppentheoretische 0 erg‘twnen
. 'umsetzen, so wenn Lie aus einer endlichen Zshl mﬁmtesfﬁm er Opera-
‘tionen dJe endliche - Gruppe der frither gena.n.nten ,,lmearen Kugeltrans-
formationen” des R,, mit 15 Parametern, erzeugt.
" '. Eine dritte fir die Gott. Nachr. bestimmte Note iiber den R,, welche,
in Erweiterung der Arbeit in Annalen V, die Integrationsfragen noch
schiirfer betonen sollte,*) unterblieb, da sich bel Lie um diese Zeit die Ideen
zu rasch fortbildeten, als dass er Musse zu ihrer ausfiihrlichen Be-
arbeitung hitte finden ktnnen. Dass alle diese Probleme der metrischen
Geometrie nur Specialfille der allgemeinen Theorie der partiellen Dif-
ferentialgleichungen vorstellen, zu deren Behandlung auch bei generellster
Fragestellung seine geometrischen Mittel sehr wohl ausreichen wiirden:
das war die Ueberzeugung, die sich ihm immer mehr aufdringte. Wenn
er bislang mit seinen neuen Vorstellungen nur die Monge'schen Probleme

*) Ein Entwurf von Mai 1872 befindet sich in den Hiindeﬁ des H. Klein.
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erfasst hatte, so musste jetzt sein Ziel werden, mit Hiilfe der zuletzt
gewonnenen geometrischen Begriffserweiterungen der allgemeinen Ortho-
gonalitits- oder Involutionsbeziehungen, in die Entwicklungen der Ana-
lytiker, wie Cauchy und Jacobi, iiber partielle Differentialgleichungen mit
n — 1 ‘unabhingigen Variabeln einzudringen. Und nicht nur dies gelang
ihm; sondern er ging sehr bald dariiber hinaus zu neuen allgemeinen
Integrationstheorien vor.

Ein ,Kurzes Résumé mehrerer neuen Theorien“ v. 30. April 1872
fForh. v. 3. Mai), aus nur vier Seiten bestehend, und eine noch kiirzere
Note ,Zur Theorie der Differentialprobleme® (Forh. v. 14. Nov. 1872)
enthalten schon programmatisch die Lie’ schen Ideen sur Theorie der
pa/rtzellen Differentialgleichungen I'r Ordnunmg: die Beriihrungstransforma-
tionen haben den Zweck, diese Gleichungen auf ihre einfachsten Formen
zuriickzufithren; aber eine solche Gleichung hat noch keine Invariante,
indem sie auf jede andere, wie auf #z =0, zuriickgefiihrt werden kann;
wohl aber zwei Gleichungen F =0, F;, =0. Fiir sie ist das Poisson-
Jacobi’'sche Klammersymbol (F'F)) ,charakteristisch®, d. h. invariant, da
(FF,)=0 — eben die oben (8. 16) besprochene Relation der Orthogonalitéit
oder der ,Involution® — die Bedingung ausdriickt, dass die beiden Glei-
chungen F=0, F;==0 ,in Involution® sind, d. h. dass sie ein gemeinsames
vollstindiges Integral mit » — 2 willkiirlichen Constanten besitzen. Und
indem, Lie den Charakteristikenbegriff von Lagrange und Monge und insbe-
- slg deregeme?ﬁ der ,,chamktenstlschen Streifen”, auf hohere Réume erweitert,
Taast er fur # — 1 u.nabha.nglge Variable die ganze Cauchy’sche Methode,
die zur Integration von F'— O die Angabe aller F, verlangt, filr welche
(FF,) =0 ist, in den Satz zusammen: Beriihren sich zwei Integral-
mannigfaltigkeiten M, ;, von n — 1 Dimensionen, in einem Punkt, so
haben sie einfach unendlich viele Flichenelemente, die einen charakte-
ristischen Streifen bilden, gemeinsam; und — indem man die von den
Punkten eines charakteristischen Streifens von F ausgehenden charakte-
ristischen Streifen von F; zusammenfasst — sogar zweifach unendlich viele,
wenn sie zwei in Involution liegenden partiellen Differentialgleichungen
F =0, F, = 0 angehoren.

Schon in einer Note vom 8. Mai (Forh. v. 10. Mai), wie in einer solchen
vom 4. Juni (G6tt. Nachr. v. 19. Juni), gelangt Lie von hier aus, ohne Hiilfe
des Poisson-Jacobi'schen Theorems, zu einem neuen Integrationsverfahren.
Ankniipfend an diejenigen Integral-M, , des involutorischen Systems F'=0,
F, =0, welche in der Jacobi’schen Weise aus den durch einen Punkt
gehenden Charakteristiken sich zusammensetzen, zeigt Lie begrlﬁ‘hch

dass die aus Verbindung mit #, , =« und Elimination von p, ;= Y e
n—1

Mathematische Apnalen. LJII. 2
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folgenden Schnitte der M, ; des urspriinglichen Systems F=0, F, =0
ohne Weiteres in die Charakteristiken der durch die Elimination resul-
tirenden einen partiellen Differentialgleichung ¢ ==0 von n—2 unabhingigen
Variabeln iibergehen. Mit anderen Worten: sobald man von den 2n — 3
gewohnlichen Differentialgleichungen fiir die charakteristischen Streifen der
(Aleichung F'=0 — dem der linearen partiellen Differentialgleichung
(FF,))=0 entsprechenden Systeme — ein einziges Integral F; = c kennt,
"ist hierdurch schon die ganze Integration der Gleichung F=0 mit n—1
unabhingigen Variabeln auf die einer Gleichung ¢ = O mit nur n — 2
solchen reducirt.

Gegentiber Cauchy und Jacobi war hiermit die Ordnung und Anzahl
der zur Integration vorzunehmenden Integraloperationen wesentlich er-
niedrigt. Aber in diesem Resultate traf Lie mit A. Mayer genau zusam-
men (Gott. Nachr. v. 12. Juni 1872); nur dass Letzterer auf scheinbar
snderem Wege dazu gelangt war, indem er ndmlich die Kenntniss eines
Integrals jener Gleichung @ == 0 zur Ableitung eines gemeinsamen Integrals
von F =0, F, = 0 benutzte. In der That ist — freilich entgegengesetzt
der Ansicht Lie’s — das der Reduction zu Grunde liegende Princip, Lie’s
»Schnittmethode, bei beiden Autoren im Wesentlichen dasselbe; schon
du Bois-Reymond hatte es (im § 1 des o. c. Werkes und in Cr. J. 70)
zur Integration eines integrabeln totalen Differentialausdrucks de = X X.dz;
mittelst einer Quadratur verwendet (wie man besser sieht, wenn man, statt
2,y = « zu setzen, mittelst der Substitution z,—3 = ex,—; an Stelle von
Z,s die Variable « einfilhrt): constanten Werthen der alten Variabeln
(hier 24—y =0, z,_3=0) wird eine unendliche Mannigfaltigkeit von
Werthen der neuen Variabeln (hier z,—; = 0, « beliebig) zugeordnet, wol

"denn in der transformirten Gleichung die erste Integmtxonsconste.nta von ¢
nnabhingig werden muss, also ¢ nur noch die Rolle eines willkiirlichen
Parameters spielt.

Das analytische Verstindniss der Lie’schen Methode, und ihrer An-
wendung auf simultane Systeme, war damals der Vermittelung von
A. Mayer zu verdanken; und der enge Verkehr mit diesem Forscher, der
im Herbst 1872 begann, hat Lie von da an dazu gefiihrt, die bisherige
»8ynthetische”, d. h. im Gewand der Mannigfaltigkeitsbegriffe einhe-
schreitende Darstellungsweise seiner Arbeiten selbst immer mehr durch
eine analytische zu ersetzen. Aber man sieht es diesen neuen Darstellungen
doch an, dass sie eigentlich Uebertragungen aus einer anderen' Denk-
weise sind, Verificationen von Sitzen, die in seiner Vorstellung fertig
dastehen; sie bleiben, selbst wenn er seine eigensten, in sich abge-
schlossenen Begriffe in Formeln fasst, hinter den klaren analytischen
Entwicklungen von Mayer und Anderen zuriick. Die begriffliche Auf-
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fassung selbst ist fiir Lie auch spiterhin immer das Primire geblieben;
gie ist es, welche Lie, wie in den Untersuchungen iiber Differential-
gleichungen, so auch in seinen spiteren Forschungen, in der Gruppen-
theorie und ihren vielgestaltigen Anwendungen, leitet; und die unmittelbare
Zurtickfiihrang auf die Grundbegriffe allein ist es, welche ihn in seinen
Schliissen befriedigt. Und wenn schon jeder algebraische Geometer
der neuweren Schulen die Schwierigkeiten der Umsetzung begrifflicher
Systeme in eine zusammenhingende verstindliche analytische Sprache
kennt, 8o kommt bei Lie hinzu, dass in seine ,synthetischen“ Begriffs-
bildungen manches zu Allgemeine, was noch der Pricisirung bediirflig
war, mit unterlief. Es kommt weiter hinzu, dass seinem ganzen Wesen
eine geopdnete systemstische Wiedergabe seiner Godankenwelt iiberhsupt
nicht e&pu'echend war, dass er vielmehr stets zu..freiem Ergehen in Aus-
_gehnitben derselben, wie es kurze Noten gestatteten zuneigte.
: Uebrigens wird auch die scheinbar gewaltige Intuitionskraft, welche
uns aus den analytischen Arbeiten Lie's entgegentritt, hier der Zergliederung
zugnglich: sie ist nichts anderes, als eine Form des Ausdrucks seines
vorgingigen begrifflichen Durchdenkens von einer mdoglichst umfassenden
Grundlage aus; und auf denselben Umstand sind die manchmal gewaltsam
erscheinenden spiiteren Interpretationen fritherer Behauptungen szurfick-
zufthren, indem Lie nicht das wirklich Ausgesprochene, sondern seinen,
vielleicht nur erst unbestimmt umrissenen fritheren Vorstellungsgang im
Auge hatte.

Als die wesentliche Errungenschaft dieser Forschungsperiode ist, auch
nach Lie's eigener spiterer Auffassung, nicht etwa die Forderung des
Jacobi’schen Standpunkts, welcher in den formalen Erniedrigungen der
Integrationsordnungen den Fortschritt erblickt, zu betrachten, sondern
eben die Erweiterung der begrifflichen Auffassung. Niedergelegt ist sie
in der denkwiirdigen, aus Erlangen den 11. October 1872 datirten Note
yLZur Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, ins-
besondere ilber eine Classification derselben” (Gdtt. Nachr. v. 30. October
1872), in Klein’s Programm vom November 1872, nach Mittheilungen
Lie's, und in Lie’s Note ,Zur analytischen Theorie der Beriihrungstrans-
formationen“ (Forh. von Frithjahr 1873).

Wenn frither alle Berithrungstransformationen im Wesentlichen durch
1,2,...,n Gleichungen zwischen den Variabelnsystemen

(2, &y, . - oy Tnr),y (Z, 21y .. .y Zn1)
definirt waren [eine genauere Festlegung dieser Definition hat Lie 1876
in seinem Archiv, Bd. 1, und in Note 2 zu seinem Aufsatze in diesen
Annalen, Bd. 11 gegeben], dann durch 2% — 1 umkehrbare Gleichungen
zwischen den Variabelnsystemen

2%
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0z ;o 27\ .
(Zy Z:, p£=a—x‘.)’ (Z, x;,p,-=5?_>, (1, =1, 2’,1;,_—1)

8o jetzt, in correcterer Definition, durch 22 — 1 umkehrbare Gleichungen,
welche die 2% — 1 gleichberechtigten Variabeln 2 , @;, p; als Functionen
der 2n — 1 Variabeln 2, x;, p; derart bestmmen dass -eine Relation
dz— = p‘dac, = 0 in sich ibergeht, d. h. dass eine Glelchung von der Form

dd — Zpidz; =g (dz—-z‘p,dz‘),

mlt @ als irgend einer Function der 2, z;, p;, existirt. :Die ’Relatzon

d¢ — Zp;dz; =0 bestimmt die ,vereinigte Lage* des ,Elements“ (s, i, 1)
mit dem consecutiven (2 dz, z;+ dz;, p.+ dp)). Aus dem Sinn einer
partiellen Differentialgleichung F(z, z;, p;)) = 0: 00?2 Elemente zu be-
stimmen, und dem Sinn einer vollstindigen Lésung von F ==0: diese
Elemente auf alle moglichen Weisen zu oo™! ,Elementvereinen® von je
oo™~ Elementen zusammenzuordnen — ergiebt sich von vornherein ein voller
Ueberblitk #ber die nothwendige Erweiterung des analytisehen Acppa.mtes,
wenn' man alle Fille von Gleichungen F == 0, auch die speciellstan, wie
etwa die, welche gar keine p; enthalten, und alle’ Arten von Losungen,
wenn sich die Elementvereine an Punkte, Curven, Flichen ete. anschmiegen,
umfassen will. Insbesondere wird man nicht nur das Verhalten gegen-
iber allen Berithrungstransformationen in’s Auge zu fassen haben, fiir
welches eine partielle Differentialgleichung ja nichts Ausgezeichnetes auf-
zuweisen hat; sondern z. B. gegeniiber den Punkttransformationen (zz)
im Raume von nur » Dimensionen; und auf dieses specielle Verhalten lisst
sich eine Classification griinden, von ihm aus erscheinen die Integrations-
erlexchterungen in speciellen Klassen, so fiir die in-den- p; linessedi:Glet- . -
chungen, in' neuem Lichte. Der eigentliche Lie'sche: S@'ﬂﬁdﬁtn Bleibt
aber doch die Auffassung der (¢ :p;)) als Coordinsfewi- dér Punkte eines
Raums von 2#n—1 Dimensionen, mit der einen Bedingung dz— Xp;dx; =0;
und wenn die analytischen Formeln aller Beriihrungstransformationen auch
lingst aufgetreten waren, wie in der Legendre’schen und der Ampére’schen
Transformation, und vor Allem bei Jacobi in seinen Untersuchungen iiber
paxtielle Differentialgleichungen, Pfaff’sches Problem und Mechanik (s. Cr.
J.II, C.R. t. V), so waren sie doch vor Lie nicht an sich, unabhéngig
von ihrer Anwendung auf diese Aufgaben, explicite betrachtet und als
ein nothwendiges Mittel zur Einsicht in die Structur der Integrations-
gebilde geometrisch erfasst. Merkwiirdig ist dagegen die bald darauf
folgende (Forh. vom 14. Nov. 1872) Entdeckung Lie’s, dass eine seinem
Ideenkreise vollig entsprechende analytische Fragestellung und Formulirung
— insbesondere wenn man damit die von Clebsch in seiner Connex-
theorie eingeschlagene Homogenisirung verbindet — gerade diejenige ist,
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welche Pfaff schon 1815 in seiner Untersuchung iber das Problem, welches
seinen Namen trigt, eingeschlagen hat (Abh. der Berliner Akad. von
1814/15): nimlich die allgemeinste Transformation eines kanonischen
Ausdrucks X X; dx;, hier von d2 — X p;d;, in einen dhnlichen kanonischen
Differentialausdruck X Y;dy:, mittelst Gleichungen (bei Pfaff im All-
gemeinen mittelst einer, bei Jacobi (Cr. J. II) mittelst beliebig vieler Glei-
chungen) zwischen den Variabelnsystemen. Der Gedanke der Moglichkeit
der allgemeinen Integration einer Gleichung X Y;dy, = O durch ein System
von Integralgleichungen war tibrigens von Pfaff selbst aus Monge (Hist. de
I'Ac.. des Sc., 1784) heritbergenommen worden. Nachdem Lie diesen
Pfaff'schen; Standpunkt des Punkiraums von 2n-— 1 Dimensionen wieder-
gefpndan-hat, " stellt: er sich auch fortan -mit -Verliebe -atf. .denselben und
mport wor ihm aus, wie nicht weiter ausgefithrt werden: mdge, spiter
natirlich auch das allgememste Pfaff’sche Problem. Bemerkt sei jedoch,
dass gerade die Leichtigkeit, mit der Lie, der Aufgabe entsprechend, vom
einen zum andern Standpunkt iiberzugehen vermag, einen fiir sein Schaffen
bezeichnenden Zug bildet.

In allen Untersuchungen Lie’s von 1871 und 1872 spielen — indem
immer wieder die drei Complexe: der lineare, der Minimal-, der Tetraeder-
Complex ihn wechselseitig anregen und insbesondere die Translations-
flichen - det’ beiden letzteren herangezogen werden — Systeme von infini-
tesvmalens ~Beviihrungsiransformationen, . zanichst -nur . von: paarweise ver-
tauschbaren, und auch schon der Begriff der Invarianz bei solchen Trans-
formationen, eine Rolle. Die hier ankniipfende Entwicklung aber, die Lie
zu seiner hochsten und bleibendsten Leistung filhren sollte, ist nicht zu
verstehen, ohne dass der damaligen Bezichungen zu F. Klein noch niher
nidher gedacht wird.

Schon frithe hatte Klein in der verwirrenden Mannigfaltigkeit geo-
metrischer Betrachtungsweisen, wie sie bei den reinen Projectivikern, oder
bei den nach der metrischen Richtung Neigenden, wie Grassmann, Moebius,
Hamilton entgegentraten, nach einem Ordnungsprincip gesucht. Im Winter
1870/71 bhatten beide Forscher dann im engsten brieflichen Verkehr
gleichzeitig, wie schon oben bertthrt worden, die metrischen, an die
Lie’sche Linien-Kugelgeometrie ankniipfenden Verhiltnisse verfolgt. In diese
Uebertragung, welche die in Deutschland bisher zuriickgesetzte metrische
Geometrie der projectiven als gleichwerthig an die Seite stellte, hatte Klein
dadurch einen neuen Einblick gewonnen, dass er die projective Linien-
geometrie unseres Raumes, mittelst der ihr zu Grunde liegenden quadra-
tischen Gleichung, als metrische Punktgeometrie eines Raums von wier
Dimensionen, genauer als Geometrie der ,Inversionen® desselben auffasste,
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und er hatte diese beiden Geometrien wegen der Ueberfithrbarkeit der beiderlei
Transformationsgruppen in einander identificirt. Zu genau derselben Ideen-
verbindung dréngte ihn nun seine erneute Beschiftigung mit der nicht-
euklidischen Geometrie (Ende 1871): es galt, den Kern des Grundes auf-
zudecken, nach dem diese Geometrie im Wesentlichen identisch ist mit der
metrischen, auf.der Cayley’schen absoluten Massbestimmung beruhenden
Gteometrie und mit der Riemann-Beltrami’schen Geometrie eines Raums von
constantem” Kriimmungsmass; von innenheraus einzusehen, dass und warum
diese Geometrien in die projective Behandlungsweise eingeschlossen sind.
Die Juni 1872 in einem 1873 in Annalen VI veriffentlichten Aufsatz
zuerst, wenn auch noch nicht in der spiteren Allgemeinheit, ansgesprochenen
Grundgedanken des Erlanger Programms von November 1872, welche die
Gesammitheit der geometrischen Entwicklungen zu ordnen strebten, waren
Eie behon im December 1871 mitgetheilt worden: dass das leitende Princip
‘nusschliesslich im Gruppenbegriff, in der zu’ adjungirenden Gruppe von
Transformstionen’ zu suchen ist; dass-es nimlich fir das Studium einer
Mannigfaltigkeit so viele verschiedene Behandlungsweisen gibt, als man
continuirliche Gruppen irgend welcher Transformationen construiren kann,
und ebensoviele ,Invariantentheorien*.

Beide Freunde verkehrten im Herbst 1872 zwei Monate lang persdnlich
mit einander zusammen, im September in Gttingen, im October in Erlangen,
nachdem Lie am 1.Juli desselben Jahres zum ausserordentlichen Professor an
der Universitit Christiania ernannt worden war: eine auf die Urtheile von
Clebsch und Cremona hin erfolgte Anerkennung, die iibrigens Lie sehr
wenig Verpflichtungen, nicht einmal die zu Vorlesungen, auferlegte. . Jetzt"-
fand eine erneute gegenseitige Binwirkung statt, unter der:éinerséits das
Programm: Klein’s, andrerseits die Octobernote Lie’s (@6tt. Nachr.), sowie
einige weitere noch zu besprechende Noten, zur Reife gediehen. Indem
die Lie'schen' Ideen iiber Berithrungstransformationen und partielle Dif-
ferentialgleichungeén, bei denen nur mit invarianten Gebilden, den Flichen-
elementen, operirt und Transformationen aller Arten und an jeder Art
von Mannigfaltigkeiten betrachtet wurden, Klein ein neues reiches Material
-darboten, musste sich die Tragweite der Ideen des Programms von selbst
erweitern.” Auf der anderen Seite war in dem Programm zum ersten Male
div. centrale Stellung der Tramsformationsgruppe fir alle geometrischen
Untersuchungen ausgesprochen: dass nicht einmal das Element, aus welchem
man eine Mannigfaltigkeit erzeugt, deren charakteristische Eigenschaften
bestimmt, sondern einzig ‘die Gruppe; dass es sich fiir invariante Eigen—
schaften immer um Herstelluug von ,Korpern“ mittelst der Transforma—
tionen der Gruppe handelt; dass ihre Zusammensetzung aus Untergruppen,
die Unterfille der betrachteten Geometrie festlegt; dass Abbildungen die
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Gruppe, also auch die Geometrie, bestehen lassen. Lie, der sich mit den
verschiedensten Gruppen beschiftigt hatte, dem aber ihre Bedeutung fiir
Classification zunichst fremd geblieben war, war der Gedanke von vorn-
herein congenial, da er aussprach, was Lie selbst mitvorbereitet, aber noch
nicht zur Klarheit herausgearbeitet hatte; und so konnte er auf Lie so-
gleich derartigen Eindruck machen, dass er mit seinem Denksystem vollig
zusasmmenschmolz ¥)

Wenn auch die Interessen der beiden Forscher von da aus nach ver-
" schiedenen Richtungen auseinandergingen, bei dem einen zunschst nach
der Seite der discontinuirlichen, bei dem anderen nach der der continuir-
lichen Gruppen, und wenn auch die persdnlichen Beziehungen sich hier-
durch immer mehr abschwichten: die Idee der Stellung des Gruppen-
begtiffs blieb der gemeinsame Ausgangspunkt. Die Fragen der invarianten
Eigenschaften der partiellen Differentialgleichungen gegeniiber der unend-
lichen Gruppe aller Berihrungstransformationen traten Lie 1872—1873
entgegen; bald aber gingen ihm diese Gleichungen in der Transformations-
theorie selbst villig auf, aus einem Untersuchungsmittel stiegen die
Gruppen zu dem eigentlichen Object der Untersuchung auf, und Lie's
That wurde, den Begriff der continuwirlichen Gruppe auszugestalten und
zur Grundlage einer umfassendsten abstracten Theorie zu machen.

Die Einftthrung der Gruppenideen kntipft bei Lie an die Losungen

einer Gleichung
E.P,dX‘ = pZ‘p,dx., .

wo die P;, X; nur von den p;, z; abhingen, mittelst der Pfaf’schen Theorie,
also wiederum an die Herstellung aller Berithrungstransformationen. Indem
er die Clebsch-Mayer'sche Theorie des Pfaff’schen Problems verwendet,
welche es auf ein vollstindiges System linearer partieller Differentialglei-
chungen zuriickfibhrt, gelangt er zu den nothwendigen und hinreichenden
Bedingungen fiir die Functionen X;, den Involutionsrelationen

_ SO 2X Y 09X D
XX =0, wo EN=(F 55 %)

aus denen sich die iibrigen
(P,'P),) = 0, (X,.Pk) = 0, (X;-P:) =0
von selbst ergeben (Forh. von Marz 1873; Math. Ann. VIII, 1874).
Der hierdurch angeregte wichtigste Schritt, von dem schon eine kurze
Note in Forh. v. 10. Dez. 1872 Mittheilung macht, eingehender aber in
der umfassenden Arbeit ,Begriindung einer Invariantentheorie der Be- -

*) Vgl. hierfiir Aeusserungen von Lie im , Résumé* von 30. Apr. 1872, in def
Octobernote in den G5tt. Nachr. von 1872, in Math. Ann. XIV, S. 541 etc.
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rithrungstransformationen in diesen Annalen VI berichtet wird, war
der, dass an Stelle des bei einer partiellen Differentialgleichung f__ 0
auftretenden vollstindigen Systems linearer partieller Differentialgleichuingen

Fif)=0,--(Ff)=0 .
in abstracterer Weise nun eine ,r-gliedrige Functionengruppe“ F,,...,F,
YON &y, ..., Ty Py, - -y Pn 80 sich betrachtet wird, von der Higenschaft,
dass a.]le (F:F%) Functlonen der F; sind [in zunachst uneigentlicher
Bedeutung des Wortes ,Gruppe“]; und diese Functionengruppe soll auf
alle Beziehungen hin untersucht werden, die bei beliebiger Berithrungs-
transformation der , p unverinderlich bleiben. Einer solchen Gruppe gesellt
sich immer eine reciproke (2% — r)-gliedrige Functionengruppe ®,,..., ®z, .
zu, derart dass (F;®;) immer = O ist. Unter den Functionen F; glbt es
eine gewisse Anzahl 7 von ,,ausgezelchneten“ Functionen F", fiir welche

- gegenuber allen F: (F;F") =0 isp, Functionen, welche glelchzeltlg in

der. ;:eclproken Gruppe a.usgezewhnat smd und deren Emfuhrung, an Stelle
von 7 der Functionen F., ). dazu dJent, dle Gruppe auf eine kanonische
Form zu bringen. Die Erhaltung der Zahlen 7 und ¢ wird, von Structur-
eigenschaften abgesehen, die einzige invariante Elgenschaft der Gruppe.

Als blosse Anwendungen dieser Theorie erscheinen die Integratlons-
vorschriften fiir die Involutionssysteme F; = Const., und zwar gestattet sie,
von vornherein die in speciellen Fillen mﬁglichen Erniedrigungen der
Integrationsordnungen systematlsch festzustellen.

Wichtiger ist aber eine weitere — wieder an die Gedanken der W-
Curven anschliessende — Auffassung dieser Theorie, wie sie von nun an
in den Vordergrund tritt (s. die eben genannte Abh. Amm. VILI, und
yVerallgemeinerung und neue Verwerthung der Jacobi’ schen Multlphcator-
theone“ Forh. 1874). Fir eine mﬁmtesmale Punkttransformatmn

= B, 0¢
wird zum ersten Male das Symbol
o _ of
Bf=Z2B; 7~ 7z,

emgefuhrt das anzeigt, dass durch sie f in f - d¢. Bf iibergehe. Dass
eine lineare partielle Differentialgleichung Af =10 eine infinitesimale Trans-
formation vom Symbol Bf gestattet, ist identisch mit der Behauptung,
dass aus jeder Losung f eine weitere Losung Bf folge. Gestattet ein
vo]lstandlges System 4;f =0 die infinitesimale Transformation Bf, so
kann man auch, zur, freilich speciellen, Einordnung in den oben ange-
* fithrten Begriff der yFunctionengruppe®, sagen, dass alle (4;B), als lineare
. Functionen der A4;, deren Functionengruppe angehoren.
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Lie leitet hieraus eine Rechnung mit infinitesimalen Transformationen
ab, indem er nur noch lineare vollstindige Systeme mit bekannten infini-
tesimalen Transformationen betrachtet, und nach seiner Functionengruppen-
theorie nun die Gleichungen so normirt, dass fiir das Transformations-
system B, alle (B,B;) nur wieder lineare Functionen der B, werden.
Diese Entwicklung nimmt also einen Grundgedanken der Transformations-
gruppentheorig iiberhaupt (s. S. 28) schon in starkem Grade vorweg.

Unter den infinitesimalen Punkttransformationen im Raume der z;, »;
hebt Lie eine besonders wichtige Classe hervor: die der infinstesimalen
homogenen Bmhrungstrcmsformatzonen Sie haben die Eigenschaft, homogene
Functionen hinsichlich p,, . .,49,. in ebensolc,he ubqrzuﬁihren, und nehm«m die
kanonische Form an:. - e

0wy = ——-d‘t d‘-==-—~-—0#

,’ et v «o, “\‘ oy

wo die Stammfunction H irgend eine Function der z;, p; ist, die nur in
den p; homogen von der ersten Dimension ist; durch sie wird %(Z‘p; dz;)

ein vollstindiges Differential dU. Wenn (Hg) = 0 ist, geht irgend ein
Integral ¢ der partiellen Differentialgleichung H = const. durch die H-
Transformation in sich iiber; also auch die Gleichung H = const. selbst
durch die qa-Transformation, welche @ als Stammfunction hat. So erkennt
man, dass die Aufgabe, eine partielle Dlﬁ'erentmlglewhung H = const. zu
integriren, identisch ist mit der, alle Functmnen @ zu finden, fiir. welche
(Hg) =0 ist, d. h.: alle mﬁmtemma.len kanomsghen Tra.nsformatwnen zu
finden, durch Welche H, also auch das zugehonge System von “kanonischen
Differentialgleichungen

oz,  9H op; oH

ot op;’ ot

in sich tbergeht. Die Theorie der Integration dieses Systems, oder von
H= const., ist daher mit einem Problem der Transformationstheorie iden-
tisch; z. B. wird das Poisson-Jacobi’sche Theorem zu der selbstverstind-
lichen Behauptung, dass zwei successive infinitesimale Bertthrungstrans-
formationen wieder eine solche geben. :
Man braucht sich nur an' die Hamilton’sche Theorie zu erinnern —
und Lie stand dieser ganze Zusammenhang von vornherein vor Augen —,
um zu sehen, welches Licht von hier aus zunichst auf die Mechanik fallt,
Das obige System von Differentialgleichungen der Mechanik, welches
zugleich die charakteristischen :‘Streifen von H == const. bestimmt, hat-ja
die Eigenschaft, dass die zugehdrigen Bahncurven der (w;, p;) eben durch
die endliche eingliedrige Gruppe erzeugt werden, welche- durch Wieder-
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holung der infinitesimalen Transformation mit der Stammfunction H ent-
steht. Diese endliche Gruppe zu bestimmen, ist nur ein anderer Ausdruck
fiir die Aufgabe, die Differentialgleichungen des von H abhingigen Problems
der Mechanik zu l6sen: wund so ist die gamse amalytische Mechwmk mit
einem Schlage der Gruppentheorie eingeordnet.

So verlangt nach Lie auch die Storumgstheorie nur die Ueberﬁihrun.g
aller-kanonischen Differentialgleichungssysteme der obigen Art, aber mit
beliebigem H, in dieselbe Form; und zwar geschieht dies durch Berﬁhrungs-
transformationen, fir die X P;dX;=c X p;dz;+ d V ist (Archiv II, 1877).

Unter den Sitzen der Mechanik, die durch die Lie’sche Uebertragung
evident werden, treten in erster Linie freilich nur die bekannten, auch
sonst durch Verschiebungen und Drehungen des Systems zu findenden
Integrale auf: diejenigen, welche zugleich rational und ganz, also linear
in den p; sind, die also in der That zu infinitesimalen PunktTransforma-

“tionen des Systems in sich Veranlassung -geben, so die Flichensitze- und
die ersten Schwerpunktsintegrale. S

Von den zahlreichen Resultaten, welche Lie weiter aus diesen Theorien
gezogen hat, erwihnen wir noch die Forderung des Pfaff’schen Problems
(For. 187 3). Vor Allem aber erwihnen wir den directen Zusammenhang
der Lie'schen Theorien mit den Jacobi’schen Betrachtungen iiber Multipli-
catoren, der ihn zu Ausdehnungen dieser Betrachtungen fiihrte (Forh. 1874
und diese Annalen, XI); ein Zusammenhang, der ja schon an sich wahr-
scheinlich ist, indem das Wesen jener Theorien darin besteht, die Dif-
ferentialgleichungen in ihrer Integrationsordnung zu erniedrigen. In Lie’s
Gedanken ging sogar die Anwendung der infinitesimalen Transformatiofién .
auf die Multiplicatortheorien der Erkenntniss der Integratlonserlemhﬁefﬁngen
voraus [s. Ann. XI.] Ueber die urspriingliche Theorie von 1870 und 1871
(Math. Ann. IV) hinaus ergiebt sich, dass fiir eine Differentialgleichung

Ydz — X dy = 0, welche eine infinitesimale Transformation dz = £d¢,
1

8y = 70t gestattet, sich ein Integrationsfactor, in der Form M = XT3
unmittelbar angeben lasst, so dass auch die Integration der Hiilfsgleichung
ndz-—Edy="0 wegfillt (s. oben, 8. 7). Auch die sogenannte neue Integrations-
theorie von 1874 (s. Annalen XI, XXV, etc.) beruht, ausser auf der Heran-
_ ziehung des Pfaff’schen Problems, darauf, dass bei vollstindigen Systemen
eine bekamnie infinitesimale Transformation mit der Angabe eines Integrals
identisch erscheint, und dass also bekannte Losungen derselben als neue
unsbhingige Variable eingefithrt werden — ,Invarianten“ bei infinitesi-
maler Transformation der Gleichungen. Dies fiihrt zu Reductionen der
vollstindigen Systeme, von denen jedes Problem fiir Systeme von partiellen
Differentialgleichungen abhiingt.
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Die Anwendung solcher Sitze auf die letzten noch fehlenden Losungen
einer partiellen Differentialgleichung und die Untersuchung der Frage, ob
seine Theorien an Einfachheit des Integrationsverfahrens im Jacobi’schen
Sinne das Hochstmdgliche leisten, bilden den vorliufigen Abschluss der
Betrachtungen Lie’s in dieser Jacobi’schen Richtung (bes. in Ann. XI,
Archiv I und II ete.) Damals (1877) trug sich Lie mit dem Plane
eines Werkes iiber Theorie der Berithrungstransformationen und partielle
Differentialgleichungen erster Ordnung; aber erst viel spiter sollte dieser
Gedanke durch die von Herrn Scheffers bearbeitete Vorlesung realisirt
werden, in freilich elementarerer Welse, aber nun mit weiter vor-
geschnttenen Ideen e

~ iWenn Lie in seinen frliheren A_rbelten ma.nmgfalhge von einér end-
"'ilchen Zehl von Parametern abhingige, ,endliche Gruppen von Trans-
~ formationen verwerthet hatte, und wenn alle zuletzt besprochenen Unter-
suchungen als solche angesehen werden konnen, die dem Gebiet der In-
varianten und der Aequivalenzprobleme von Differentialausdriicken erster
Ordnung gegeniiber der ganzen unendlichen Gruppe aller Bertihrungstrans-
formationen, oder doch von Untergruppen derselben, angehdren, so war nun
die Zeit reif zur Inangriffnahme des principiellen Problems: zur syste-
matischen Aufstellung aller Gruppen, zur Theorie der Tramsformationsgruppen.

. Dieser hervortretendste Schritt in Lie’s Werk, von ihm selbst mit dem von
Descartes verglichen (Vorrede zu Bd. III der ,,Theone der Transformations-
gruppen“), fallt tbrigens auch #usserlich ‘mit einem mchtxgen Abschmtt
in seinem Leben zusammen, indem er sich mit Anna Sophie Blrch der
Tochter eines Oberzollbeamten, Weihnachten 1873 verlobte und im Herbst
1874 vermilte. In diesem Winter 1873/74 entstanden die ersten syste-
matischen Begriffsbildungen; und auf der Hochzeitsreise, bei der Lie erst
nach Paris gegangen war, um die Beziehungen zu den dortigen Mathe-
matikern zu erneuern und eifrig zu pflegen, sowie um die ersten Vor-
bereitungen fiir eine neue Herausgabe “von Abel's Werken zu treffen,
war es, dass er in Diisseldorf, wo er mit Klein und Mayer zusammen
war, unterstiitzt von Ersterem, October 1874 die erste Aussprache seiner
Ideen fand, in einer Note ,Ueber Gruppen von Transformationen” (Gott.
Nachr. v. 3. December), welche die Fundamente fiir die Theorie gelegt hat.
Einige Stadien in der Entstehung des Systems lassen sich auch in den
Verdffentlichungen Lie’s verfolgen; denn in dem eine besonders vollendete
Theorie liefernden, mehrfach angefithrten Aufsatz in diesen Annalen VIII:
,Begriindung einer Invariantentheorie der Berithrungstransformationen,vom
5. Juli 1874, findet sich, als Schlusszusatz, nachdem eine Gruppe infinitesimeler
homogener Berithrungstransformationen H,, ..., H, durch die-aus' 1873
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herrﬂln'enden Gleichungen (H;Hy) —Z.C,k,H definirt worden, nicht

nur die Frage ,nach den Elgenschaften einer gegebenen solchen Gruppe,
die bei homogenen Berithrungstransformationen invariant bleiben“, angeregt,
sondern die Angabe, ,dass es eine begrenzte Zahl Typen jener Gruppen
gibe; es miisse spiatern Arbeiten vorbehalten werden, den pricisen Sinn,
_die “Richtigkeit und -Bedeutung dieser Behauptung darzulegen.“- Diese
letztere Fragestellung bezeichnet am Prignantesten diejenige Entwicklung
itber das Klein'sche Programm hinaus, welche fiir Lie charakteristisch ist.
In der December-Note erscheint zum ersten Male die explicite Defi-
nition einer endlichen r-gliedrigen — d. h. von r continuirlichen Para-
metern abhiingenden — Transformationsgruppe zwischen n Variabeln

ﬂ (xlf ,xn, al) ‘ a’)

du;ch Functlonalglezchungen zwischen den f}; die Ausdehnung der Galois-
“schen’ Grundbegnﬁ'e der Substitutionsgruppen auf diese Gruppen, vor
Ajlem des Begnﬂ’s der ,,Aeh;nhchkelt“ (Isomorphzsmus), und es tritt, indem
aIle dhnlichen, also ineinander transformirbaren, Gruppen als glelch-
berechtigt betrachtet und in einen Typus zusammengefasst werden, die
Frage nach der Anzahl der wesentlich verschiedenen Typen auf. Zur
Untersuchung der Frage werden — indem noch die Existenz der iden-
tischen und paarweise inversen Transformationen innerhalb der Gruppe
und ihres Parameterbereichs etwa als Axiom hinzugedacht ist — als
erzeugende Operationen der Gruppe die oo”—! infinitesimalen Transfor-
mationen derselben

0w; = X;; 0t @G=1,..,75=1,. O
(mxtr Symbol X,f) herangezogen und -[spiberer-erster- Hauptsatz der Theone]
die’ Dxﬁ'erentlalglexchungen a,ufgestellt welche die 7 als lineare Fune-

ylon,en der X;;, und umgekehrt, ausdriicken. Die Grundlage der Unter-
suchung bilden denn die daraus folgenden Integrabilitatsbedingungen
[zweiter Hauptsatz der Theorie]

X(Xf) — Fn(Xif) = (X X)f =, ers Xif,

mit constanten Zahlen ¢z, lineare partielle Differentialgleichungen, welchen
die X;; -als Functionen der z geniigen missen und welche die Defi-
nitionsgleichungen der infinitesimalen Transformationen der Gruppe vor-
stellen. Die weitere Discussion: dieser Zahlen c¢ixs, welche die Zusam-
mensetzung der Gruppe bestimmen, und die dbrigens nur mit den
Gliedern 2t Ordnung der infinitesimalen Transformationen zusammenhingen,
wird hier noch nicht gegeben, sondern nur, untef Annahme speciell
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normirter X;f, aber unter Ausdehnung der Untersuchung auf Berihrungs-
tramsformationen, die Hauptresultate fir # =1 und %= 2; also alle
Gruppen der Geraden: als welche nur die 3-gliedrige gebrochene lineare
Substitution mit thren Untergruppen gefunden wird, und alle Gruppen der
Ebene: Kreistransformationen, Collineationen etc. Auch die Wichtigkeit
dieser Typentheorie mit =2 fiir die Theorie der Differentialgleichungen
zwischen zwei Variabeln, von hoherer als 1'% Ordoung, wird erkannt:
durch Einordnung einer gegebenen solchen (leichung in einen der schon
bekannten Typen soll eben gefunden werden, ob und welche Gruppe diese
Gleichung gestattet, und so kann sie nach der Gruppe classificirt werden.

Um sich iiber seine mneue Gruppentheorie und die in Aussicht -ge:
nommeren Anvwenduzigen eingehender aussprechen’ zu kSnmets, als és in den
Forh:¢ der 'Gesellsch. d. Wiss. von ‘Christiania méglich ' war, mit der er
fberdies in Schwierigkeiten gerathen war, griindete Lie im Bunde mit
einigen Naturforschern 1876 eine eigene Zeischrift: , Archiv for Mathematik
og Naturvidenskab®; und hier finden sich denn die ersten Redactionen
seiner Ausfithrungen, in deutscher Sprache, doch viel weniger leshar ge-
schrieben, als die in diesen Annalen erschienenen systematischeren Dar-
stellungen. So bildet gerade fiir die allgemeine Gruppemtheorie die in
Math. Ann. XVI, Dec. 1879 gegebene Zusammenfassung die einfachste und
tibersichtlichste Einleitung in diese Theorie, und liefért zugleich alle Grup-
pen der Geraden und der Ebene, wihrend freilich die in den Binden I-—IV
des Archivs :(1876—1879) enthaltenen fiinf -Aufsiitze einige -begriffliche
Bildungen besser hervortreten lassen. Nur die 1885 wieder aufgenomimene
Untersuchung im 10%° Bande des Archivs erreicht in ihreth -zwéiten; schon
mit Hilfe von F. Engel redigirten Theile die Stufe des Annalenaufsatzes:

In ihrer Gesammtheit bieten diese Arbeiten eine Fiille neuer Grund-
ideen zur Gruppenlehre. Die wichtigste ist, dass vermdge der bekannten
nJacobi’schen Identitdt®, angewandt auf je drei infinitesimale Transforma-
tionen der Gruppe, gquadratische Relationen zwischen den Structurzahlen
¢ixs der Gruppe gebildet werden, und-dass [als dritter Hauptsatz und haupt-
sichliches analytisches Mittel der Behandlung der Gruppentheorie] diese
Relationen, verbunden mit den Gleichungen ¢i;, ==—c;z,, auch als hinreichend
erkannt werden, damit die » als unabhiingig vorausgesetzten infinitesimalen
Transformationen wirklich eine bestimmte r-gliedrige Gruppe erzeugen.
Der Beweis erfolgt erst durch Einordnung der Gruppe unter die frither
erwihnten ,Functionengruppen (Arch. I),. allgemeiner aber (Arch. IT)
durch directe Bildung einer Gruppe von infinitesimalen Transformationen,
deren Coefficienten lineare Functionen von »’ <+ Parametern sind, welche
der gesuchten Gruppe isomorph ist und welche sich tbrigens aueh =u
einer r-gliedrigen linearen Gruppe erweitern ldsst. Jenes ist die 1884
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(Forh.) noch mit dem besonderen Namen der ,adjungirten Gruppe“ be-
zeichnete Gruppe: die Entwicklung kommt darauf hinaus, dass der In-
begriff aller oo™ infinitesimalen Transformationen Ze; B;f einer endlichen
Gruppe als lineare Punktmannigfaltigkeit R, ; betrachtet wird, die vermdge
aller Transformationen der endlichen Gruppe nur linear — eben durch die
adjungirte Gruppe in den Variabeln e — transformirt wird. Dies. ist
Lie's. eigentliche ,fundamentale Auffassung® (s. diese Anmalen XXV); und
mif ihrer Hiilfe erkennt man, da die bei projectiven Transformationen ebener
Réume festbleibenden Gebllde bekannt sind, die Structurverhiltnisse und
Achnlichkeitskriterien der Gruppen mit gegebenen ¢ixs auf die anschau-
lichste Weise.

Auf ein weiteres Hiilfsmittel dieser Arbeiten mdge noch ausdriicklich
hingewiesen werden: auf die Eintheilung der infinitesimalen Transforma-
tlonen in ,,Ordnungen®, nach der Dimension des niedrigsten Gliedes der

”der Umgebung eines beliebig gewdhlten Punktes gemachten Potenz-
'entwmklung, von der-auch das eben bertihrte Verhalten gegeniiber der
a,&gungxrten Gruppe abhingt. Hiersuf beruht vorzugsweise die kanonische
Glestalt jener Transformationen, die Ermittelung der Typen fiir # =2 —
wihrend die Aufstellung aller Typen fiir unsern Raum, » == 3, von Lie
damals zwar schon im Wesentlichen geleistet war, aber erst sebhr viel
spiter (Bd. III der ,Transformationsgruppen”, 1893) mit Hiilfe der ver-
einfachten Methoden dargelegt wurde —; ferner aber die Bestimmung von
Curvenschaaren (oder Differentialgleichungen), welche bei gegebenen in-
finitesimalen Transformationen invariant bleiben. Als allgemeines hierher
gehoriges Resultat (Arch. IIT) sei angefithrt, dass fiir den R, die all-
gemvinste lineare Gruppe, nebst einigen ihrer Untergruppen, die einzige
Gruppe ist, welche ,im Infinitesimalen die grosstmdgliche - Transibivitiit
hat, d. h. Welche ein jedes durch irgend einen Punkt allgemeiner Lage
gehende Element in jedes andere Element dieses Punktes iiberzufiihren
erlaubt. Im ganzen kann man sagen, dass in dieser Periode die Erledigung
aller Gruppenprobleme immer auf die Integration von gewdhnlichen totalen,
unbeschriinkt integrabeln Differentialgleichungen hinausléuft.

- Wihrend Lie’s #ussere Verhiltnisse an der Universitit Christiania
sich um diese Zeit zu bessern anfingen, gewihrte ihm die Aufnahme seiner
abstracten Arbeiten von Seiten der Mathematiker immer weniger Be-
friedigung. Wie zur Ablenkung wandte er sich um 1877 zu dem Kreise
der geometrischen Untersuchungen zuriick, der ihn 1870—71 umfangen
hatte: 2u den Kritmmungsverhilinissen der Flichen, um nun, neben blossen
Rechnungen tiber Gruppen und neben Redactionen von fritheren Arbeiten,
besonders aber von der mit Sylow unternommenen und 1881 fertig ge-
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stellten Ausgabe von Abel's Werken, einige Jahre lang auch dieses Gebiet
mit seinen ,synthetischen® und seinen gruppentheoretischen Ideen zu
durchsetzen. Was Lie hier Erholungsarbeit wurde, lag aber doch zu sehr
innerhalb seines eigensten Kénnens und entsprach zu sehr der Hochschitzung,
die er fiir Anwendungen hegte und die ihm trotz seiner auf’s Allgemeinste
gehenden Geistesrichtung immer als Richtschnur diente, als dass er nicht
wieder zu glinzenden Bereicherungen des Gebiets hiitte gelangen sollen.
Und zwar war es gerade der Verfolg seiner fritheren Betrachtungen tber
den tetraedralen und den Minimal- Complex, der ihm in der Theorie der
Minimalfiiichen, und der Tramslationsflichen uberhsupt, die schénsten Re-
sultate brachte. - :

Wenn man einen Complex von Geraden in’s Auge fasst, die.eine ebene,
im Unendlichen gelegene Curve treffen, erhilt man alle Translationen des
Raums als der Gruppe angehorig, welche der Complex gestattet; und Lie
erzeugt nun aus den Complexcurven Translationsflichen, indem er irgend
eine solche Curve derart congruent mit sich verschiebt, dass einer ihrer
Punkte ebenfalls eine Complexcurve beschreibt, indem er also eine einfach
unendliche Schaar von Translationen, die aber im Allgemeinen keine Gruppe
bildet, anwendet. Die Fliche enthilt dann zwei co'-Schaaren von Complex-
curven, durch jeden Punkt je zwei Curven, deren Richtungen harmonisch
sind zu den beiden Haupttangenten der Fliche in diesem Punkt [vgl. oben
S.6,7,9, 13]. Die Specialisirung, dass die Haupttangenten senkrecht
auf einander stehen, giebt die allgemeinsten Minimalflichen; eine andere
Specialisirung, dass die beiden Curvenschaaren nur eine einzige irreductible
Schaar bilden, liefert ,Doppelflichen” (nach dem Ausdruck Klein’s), auf
welchen man nimlich stetig von der einen Seite zur anderen gelangen
kann, Flichen, wie sie zuerst Moebius behandelt hat.

Lie’s Verdienst ist, mit diesen geometrischen Hiilfsmitteln sowohl die
alte analytische Theorie von Monge, als auch die Weierstrass’schen Formeln
tiber Minimalflichen, deren Interpretation wesentlich mit der der Monge’-
schen Gleichungen iibereinstimmt (Arch. IT), anschaulich aufgefasst zu haben,
und zwar indem er sich in keiner Weise mehr auf die reellen Punkte
dieser Flichen beschrinkt. So betrachtet er hauptsichlich die projectiven
Verallgemeinerungen der Minimalfiichen, sowohl algebraische, als transcen-
dente, von den letzteren die periodischen, d. h. solche, welche eine Trans-
lation von endlicher Amplitude in sich zulassen. Fiir die algebraischen
Flichen dieser Art kommt hier auch einmal eine Seite zum Vorschein,
die Lie sonst wenig entsprach: die absdhlende, um untere Grenzen fiir
Classen und Ordnungen der Flichen zu gewinnen, und zwar nicht nur
im Anschluss an seine Constructionen, sondern auch zwecks Eliminafion
an Reihenentwicklungen in singuléren Punkten. So ergeben sich, ihm
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z: B. alle reellen algebraischen Minimalflichen (Doppelﬂachen}, deren Classe
eine Primzahl ist; und tiberhaupt eine Reihe von Verallgemeinerungen von
Sitzen, die kurz vorber von anderer Seite bekannt gemacht waren
(vgl., ausser Arch. II—IV und VII, besonders wieder die lesbar geschrie-
benen Aufsitze in diesen Annalen }\IV und XV), sowie synthetisch neue
Erzeugungen solcher Flichen (Arch. III ete). Immer aber bleibt die
freie- Beherrschung des Imaginiiren auch in den differentialgeometrischesn
‘Botrachiungen, wie sie dem Geometer sonst mur bei algebraischen Gre-
bilden -geliufig war, bemerkenswerth. Auch darauf sei kurz hingewiesen,
dass Lie in einigen Noten aus spiterer Zeit (s. insbes. die Berichte der
Séchs. Ges. d. W. von 1896) diesem Gebiete der Translationsflichen, und
zwar denen mit mehr als zweifacher Translationserzeugung, oder vielmehr
ibrer Verallgemeinerung auf p Dimensionen, die Additionstheoreme der
Integrale algebraischer Functionen einordnete, indem diese Theoreme Gruppen
von: vertauschbaren algebraischen Transformationen, -und zwar in der
kaniénisehen - Franslationsform, liefern. Lie hatte gehofft, auf diese Weise
nicht nur eine neue geometrische Anwendung des Abel'schen Theorems,
sondern auch fiir sich einen Weg zur Forschung im Gebieté der Fun:ea
tionentheorie zu gewinnen.

Enger mit den gruppentheoretischen Fragen, als specielle Anwendung,
hingt die nichste Serie von geometrischen Arbeiten Lie’s, von 1879—1881,
zusammen. Sie beziehen sich alle auf Fliichenclassen, welche Gruppen
von infinitesimalen Transformationen einer ihrer Curvenarten, so besonders
ihrer geoditischen Curven, in sich gestatten: die in der italienischen und
franzdsischen Litteratur gerade vielfach behandelten Flichen constanter,
oder constanter mittlerer, Krimmung ete. .Jmmer wird nach- der. Luf-
suchung dieser Flichenclassen selbst, und naeh - rationellen: Intégrations-
miethoden fiir - die- Ermittelung ihrer besonderen.-Curwenarten gefragt:
d. h.-nach gewissen Differentialgleichungen 2* Ordnung und ihren Be-
rithrungstransformationen. Eine dahin gehende Abhandlung ,Classification
der’ Flichen-nach der Transformationsgruppe ihrer geoditischen Curven®
ist 1879 als Universitiitsprogramm von Christiania erschienen und in
. diesen Annalen, XX im Wesentlichen wiedergegeben; und nach analogen
Classifieationsprincipien -dachte sich Lie etwa auch die Probleme der
Mee¢hbnik behandelt und- in: einander verwandelt, wie es ja in neueren
Arbeiten, z. B. beztiglich der Kreiselprobleme, schon theilweise verwirklicht
worden ist. Eines der hiibschesten solcher specieller Resultate ist 1882 in
einer Note mitgetheilt (Arch. VII), welehe alle Flachen mit infinitesimalen
linearen Transformationen in sich bestimmt: dass: nimlich Gerade und
Kugel die einzigen Gebilde unseres Raumes sind, die bei allen Be-
wegungen und Achnlichkeitstransformationen genan oot verschiedene
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Lagen einnehmen — also ein Charakteristikum der Linien- und Kugel-
geometrie.

Die Bedeutung dieser Arbeitenreihe ist aber weniger in neuen Re-
sultaten zu suchen, als darin, dass sie Lie wieder in seine Haupt-Gedanken-
richtung zuriickbrachten, aus der auch jetzt neue und umfassende Ideen-
bildungen hervorgehen sollten: iber Differentialinvarianten, oder Differen-
tialgleichungen mit Transformationen in sich, und tiber unendliche Gruppen.

Wie frither beriihrt, hatte Lie schon in seinen Programmnoten von
1872 (Forh.) und in der Decembernote von 1874 (Gott. Nachr.) Begriffe
tiber: G]nsmﬁca.tmn von- Differentialgleichungen, Zurickfihrung auf Normal-
formen, lmd Atber - Invariantenbildungen aus den Variabeln und (damals nur)
'*efrsfén Differentialquotienten gegeniiber gewissen Gruppen von Trans-
“forutationen, insbesondere der aller Berithrungstransformationen, theils aus-
gefilhrt, theils in unbestimmter Form vorausgefiihlt und erst spéterhin
im Sinne der Differentialinvarianten gedeutet, ohne dass er bis dahin ein-
gehend darauf zuriickgekommen wire. War doch inzwischen die Aufgabe,
den Gruppenbegriff an sich auszubilden, beherrschend an ihn herangetreten.
Jetzt, bei lingerer Beschiftigung mit dem Verhalten geometrischer Dif-
ferentialausdriicke 2'°* Ordnung gegeniiber Transformationen, stieg wieder
mehr und mehr die Erkenntniss in ihm auf, dass seine Begriffe von in-
vma.nten Bildungen noch eine grosse Erwe1temng zulassen miissten.¥)
Inigelsohidn- aber war schon von anderer Seite das Problem michtig ge-
fordert worden, freilich nur in einem beschriinkteren Gebiete: Halphen
und Laguerre hatten sich seit 1875, bezw. 1879, der Theorie der Dif-
ferentialinvarianten zugewandt, so fiir die endliche projective Gruppe der
Ebene und — in der Theorie der linearen homogenen Differentialglei-
chungen 7%** Ordnung — fiir die unendliche Gruppe z, = F(z), y, =y ®(x),
mit willkiirlichen Functionen F(x), ® (x), wihrend vorher nur einzelne solcher
Invarianten (Riemann-Schwarz'scher Ausdruck) bekannt waren. Insbesondere
hatte Halphen seine Theorie, welche von Fritherem nur die W-Curven-
Betrachtungen benutzt hatte, schon in einigen grosseren Arbeiten publicirt
(1876—1880) und sogar bis zu Fragen der Systemsbildung von Differential-
invarianten (im Sinne der rationalen Abhingigkeit) durchgefiihrt, wéhrend
freilich seine preisgekronte wichtigste Arbeit von 1880 erst 1883 erschienen ist.

Es kann kein Zweifel sein, dass Lie hierdurch einen kriftigen Anreiz
erhielt: er sah im Sommer 1882, dass sich die Differentialinvarianten
tiberhaupt als Losungen eines vollstindigen Systems bestimmen lassen

# Vgl. z. B. Lie's Referat von 1880 im Jahrb. iiber die Fortschr. d. Math, X,
S. 260.
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(Arch. VII, p. 192, Juni 1882); dass weiter die Hiilfsdifferentialgleichungen
1%* Ordnung, welche von der Gruppe allein abhiingen, noch specielle
Affecte haben, so dass eine gewisse unter denselben auf eine Riccati’sche
Gleichung zurtickfiihrbar ist (n#mlich die einer invarianten Curvenschaar
entsprechende, welche oo! Gieraden der Ebene in projectiven Punkireihen
trifft); und dass sich die Laguerre’sche Classification seiner Gruppentheorie
einordnen lasse (Forh. 1882, Nr. 21, 22 von Oct. u. Anfang Nov. 1882).
Mit diesen Ueberlegungen reiste Lie (mit Universitéitsstipendium) im October
1882, tiber Leipzig und die Schweiz, nach Paris und hielt dort am
8. November einen Vortrag tiber seine Integrationstheorien von 1874 (von
vollstéindigen Systemen mit bekannten infinitesimalen Transformationen).
Als nun in der Discussion Halphen auf die Beziehungen hinwies, welche
diese Begriffe zu seinen eigenen Arbeiten iiber Differentialinvarianten der
allgemeinen projectiven Gruppe und zu Transformation von einer Reihe
zugehoriger Gleichungen auf lineare Gleichungen niedrigerer Ordnung
haben (vgl Lie in Ann XXV), schlug dies ziindend bei Lie ein: er
sprach aus, dass seine Principien den Halphen’schen Fall umfassten und
die Ausdehnung auf alle endlichen Gruppen zuliessen. Noch in Paris
berechnete er fiir alle seine Gruppen der Ebene die zugehdrigen Differen-
tialinvarianten und gab die Theorie der Integration jeder daraus durch
Nullsetzen entstehenden Differentialgleichung. Der Fortschritt aber, auf
den eben Halphen’s Bemerkungen Lie hingeleitet haben, ist der, dass nun
durch Benutzung der endlichen Gleichungen der Gruppe die Hiilfsglei-
chungen im Allgemeinen auf lineare homogeme Differentialgleichungen
zwischen zwei Variabeln zuriickkommen. Die Entstehung der Differential-
invarianten durch Erweiterung der infinitesimalen Transformationén auch™ -
auf die hoheren Differentialquotienten, ihre Bildungsweiné: fiir ;jéde: Gruppe,
die Zurtickfithrung des Aequivalenzproblems auf diese Formen: iiberhaupt
das ganze Riistzeug der linearen Invariantentheorie — die, in besonderer
Auffagsung, wenn man némlich durch Einfihrung geniigend vieler Variabeln
die Gruppe durch eine #hnliche aus linearen Substitutionen -ersetst,
fibrigens selbst schon einen sehr grossen Theil der allgemeinen Gruppen-
theorie umfasst — stand sogleich in Ausdehnung auf alle endlichen
Gruppen vor seinem geistigen Auge. Schon im December 1882 verdffent-
lichte Lie im VII Bande des Archivs ein kurzes Programm dieser Richtung,
die Ausfihrung in den Forh. von 1883 und in den Noten ,Classification
und Integration der gewdhnlichen Differentialgleichungen zwischen z,y,
die eine Gruppe von Transformationen gestatten*, Archiv von 1883 und 84
(abgedruckt in diesen Annalen XXXII, 1888). Alle friiheren Probleme,
wie Aufsuchung der Gruppe einer gegebemen Gleichung, Transformation
auf eine kanonische Form bei bekannter Gruppe, erscheinen jetzt in dem
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héheren Lichte der Differentialinvarianten und gestalten sich in Folge
dessen plastischer und klarer.

Aber nicht nur auf diese principielle Seite der neuen Ansicht ist hier
hinzuweisen. Lie selbst hat wiederholt darauf aufmerksam gemacht — und
in einer schonen Schilderung der Bedeutung von Galois im ,Centenaire
de I'Ecole Normale, Paris 1895% in der er sich eingehend iiber seine
eigenen Ziele ausspricht, hat er mit Nachdruck dabei verweilt —, welch’
grosse Analogie zwischen seinen Problemen in der Theorie der Differen-
tialgleichungen mit denen von Abel und Gtalois in der Theorie der alge-
braischen Gleichungen bestehe.

In der That ist diese Analogie, soweit sie die Abel'schen Gleichungen
betrifft, nicht zu verkennen: den Functionalgleichungen, durch welche bei
diesen' eine Wurzel an die andere gebunden ist, entsprechen zunéchst die
vertauschbaren linearen Transformationen, welche die Integrale der Dif-
ferentialgleichungen in sich iiberfihren, die auf die W-Curven fithren
(1870); weiterhin aber die Transformationen einer Gruppe, welche tiber-
haupt eine Differentialgleichung gestatten kann. Und auch der Galois’sche
Standpunkt, der auf die Erforschung der Gruppe einer Gleichung und ihrer
Structur das Losungsproblem der Gleichung griindet, findet sein Gegenbild
in Lie’s Standpunkt bei Differentialgleichungen; ja um so stérker, je mehr
sich nach und nach ergab, dass besonders die Differentialgleichungen,
zwischen deren particuliiren Lsungen constante Relationen vorhanden sind,
oder welche aus particuliiren Fundamentallosungen auf das allgemeine Inte-
gral schliessen lassen, gerade vermdge dieser Eigenschaften besondere Trans-
formationsgruppen (Rationalitétsgruppe, nicht Monodromiegruppe) zulassen,
deren Herstellung mit der Bildung der Structur der Integrale idemtisch
ist, und deren Erniedrigung auf Untergruppen durch Adjunction neuer
Gleichungen hier, wie dort, die Frage der Losung einschliesst. So ist
nicht zu verwundern, dass Lie selbst diesen Galois’schen Standpunkt immer
stirker betonte und sich als den eigentlichen Erben der Galois’schen Ideen
betrachtete. Hierbei moge aber nicht vergessen werden, dass, wenn die
Analogie mit Lagrange-Abel eine vollstindige ist, die zu Galois nicht
vollig durchgreift: so giebt es auf Quadratur zuriickfiihrbare Differential-
gleichungen — wie die der geoditischen Linien eines Ellipsoides und
anderer Flichenarten —, fiir welche keine Gruppeneigenschaft als der
massgebende innere Grund der Reduction vorhanden ist, wihrend doch die
Galoig’sche Theorie auch bei den speciellsten algebraischen Gleichungen
durchschlagend bleibt. Lie pflegte solche Gleichungen als ,auf ausfithr-
bare Operationen fiihrende“ oder als ,triviale“ einfach bei Seite zu setzen.

Auch nach anderer Richtung hin consolidirten sich Lie’s Ideen in
dieser fiir sein Schaffen denkwiirdigen Zeit, offenbar ebenfalls durch den

3%
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Anstoss, den die Halphen-Laguerre’schen Arbeiten ihm gegeben hatten.
nach der Seite der unendlichen continuirlichen Gruppen und ihrer Differen-
tialinvarianten. Wihrend bis dahin auch fiir Lie [abweichend von dem,
was man aus der Vorrede zum III. Bande des Transformationswerks
schliessen méchte] der Begriff ,Gruppe“ nur jede beliebige Gesammtheit
von Transformationen bedeutete, von der Art dass je zwei, successive an-
gewandt, wieder eine Transformation der Schaar erzeugen, begrenzt er
jetzt (Forh. 1883: ,Ueber unendliche continuirliche Gruppen“ — d. h. iiber
von willkiirlichen Functionen abhingende Gruppen —) zum ersten Male
ausdriicklich den Begriff dahin, dass ihre infinitesimalen Transformationen
einem System linearer partieller Differentialgleichungen irgend einer Ord-
nung geniigen sollen, #quivalent den ,Definitionsgleichungen® einer end-
lichen Gruppe. Und unter dieser Beschrinkung gelingt es ihm, auch fiir
diese umfassenderen Gruppen, die in Lie’s Sinne fiir die Transformations-
theorien der Differentialgleichungen eine noch grossere Bedeutung erlangen
sollen, als die endlichen Gruppen, eine der Theorie der letzteren vollig
ahnliche Theorie aufzubauen, aus der nur das eine Resultat angefiithrt sei:
dass von gewthulichen Differentialgleichungen nur diejenigen erster Ordnung,
keine von hoherer Ordnung, solche Gruppen zulassen. Auch hier haben
diese Annalen (,,Ueber Differentialinvarianten®, XXIV, 1884) eine zusam-
menfassende Redaction der ersten beziiglichen Untersuchungen Lie’s gebracht,
wihrend seine weiteren Forschungen hauptsichlich in den Schriften der
Sichs. Ges. d. Wiss. niedergelegt sind. Wie ausgedehnt das Gebiet ist,
moge daraus entnommen werden, dass sich ihm z. B. die ganze Grauss’sche
Kriimmungstheorie, als Theorie der Differentialinvarianten der unendlicher
Gruppe aller Biegungen, d. h. der Punkttransformationen,--welche dag
Langenelement der Fliche unverindert lassen, einordnet und von diesem
Geésichtspunkte aus durch Lie behandelt worden ist.

Wir haben Lie's Werk und Leben bis zum Jahre 1884, dem Hohe-
punkt seiner Entwicklung, verfolgt. Von da an galt es vorzugsweise,
das grosse Ideenmaterial zusammenhingend zu verarbeiten und elnen
dauernden Bau daraus zu errichten, der zugleich Ausblicke nach allen
Gebieten der Wissenschaft gewdhren konnte, oder auch einzelne Ideen an
sich weiter auszubilden. Lie hatte zunichst ein Werk tiber Transformations-
gruppen in Aussicht genommen, das zu gleicher Zeit die Theorie der endlichen
und unendlichen continuirlichen Gruppen, nebst ihrer Invariantentheorie, in
einem Bande umfassen sollte; aber an eine Inangriffnahme konnte erst gedacht
werden, nachdem Herr F. Engel, auf Veranlassung von Klein und Mayer,
. sich zur Unterstiitzung bereit gefunden und Lie mit beiden Hénden dieses
. Anerbieten ergriffen hatte. Rasch entstand in dem Dreivierteljahr (Sept.
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1884—Sommer 1885), das Engel in Christiania zubrachte, eine grissere
Anzahl Capitel des Werkes in erster Anlage. Fir den Fortgang aber
wurde ein kurz darauf eintretender Umschwung in Lie’s #usseren Lebens-
verhiltnissen, seine Uebersiedlung nach Deutschland, von Wichtigkeit:
einerseits durch die Forderung, welche der persénliche Umgang mit dem
Bearbeiter nun dem Werke gewihrte, andrerseits durch den Nachtheil der
grossen Verpflichtungen, welche die neue Stellung mit sich brachte.

Lie erhielt eine Berufung an die Universitit Leipzig als Nachfolger
Klein's und entschloss sich ihr zu folgen. Mit seiner Familie, die sich
inzwischen 1877—1884 um zwei T6chter und einen Sohn vergréssert hatte,
siedelte er im Frithjahr 1886 iiber, um ifber zwolf Jahre seiner Thitigkeit
einer ' deutschen Universitdt zu' widmen.. Es konnbte nicht fehlen, dass
die.:ungewohnten neuen Verhiltnisse und Anforderungen dem Auslindér,
der zudem von sausgepriigtester Eigenart, von urwiichsig geradem und
offenem Wesen, und Vertreter einer speciellen Richtung war, deren
Geltendmachung umfassende neue Unterrichtsorganisationen verlangte,
eine Reihe von Schwierigkeiten und Lasten auferlegte, die nur durch
grosse Energie und volles Selbstvertrauen zu iiberwinden waren. Aber
diese Eigenschaften waren bei Lie, solange er sich koérperlich wohl
fiihlte, in michtigem Grade entwickelt, und so gelang es ihm denn, seine
Vorlesungscyklen nach und nach immer hoher anzulegen und eine Reihe
tiichtiger Horer zu gewinnen, von denen jetzt eine grossere Anzahl, In-
und Auslinder, als hervorragende Forscher in der Gruppentheorie oder
-deren Anwendingen thitig sind. Unterbrochen wurde diese Thatigkeit
nur im Jahre 1889—90, als dem scheinbar hiinenhaften, unermtidlich
schaffenden Manne in Folge von Ueberarbeitung und Schlaflosigkeit, und
vielleicht auch durch Anlage, die Nerven den Dienst versagten: er verfiel in
eine tiefe Depression, aus der er sich zwar bald zu seiner vollen geistigen
Schaffenskraft wieder erhob, von der aber eine Ueberspannung des Selbst-
gefithls und ein Misstrauen gegen Andere in seinem Gemiithe zuriickblieb.
Zeugniss von der erneuten Vorlesungsthitigkeit Lie's liefern, ausser den
Arbeiten seiner Schule, die von Herrn G. Scheffers seit 1890 heraus-
gegebenen drei Vorlesungswerke, welche zur Einfilhrung in die Lie'sche
Theorie der Gruppen iiberhaupt, der Differentialgleichungen mit infinitesi-
malen Transformationen und der Geometrie der .Beriihrungstransforma-
tionen — leider noch nicht in die Theorie der Differentialinvarianten und
in die von Lie immer als Abschluss gedachte allgemeine Integrations-
theorie — sehr geeignet sind.

Das grundlegende Werk, die ,Theorie der Tramsformationsgruppen®,
riickte unter diesen Umsténden, und bei den iibergrossen Schwierigkeiten,
welche, wie sich nach und nach herausstellte, die Systematisirung -dér
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Lie'schen Gedankengiinge bot, viel langsamer voran, als in Christiania
vorausgesehen war. Es galt zundchst, eine strengere Begriindung zu
geben, die nun von Lie auf functionentheoretischen Boden gestellt wurde,
ohne dass {ibrigens dabei die Beschrinkung der Giltigkeit auf einen end-
lichen Bereich {iberwunden wurde; es galt vor Allem, ebenso eine durch-
greifende Glestaltung des Ganzen, wie eine Herausarbeitung der Details
vorzunehmen, wihrend Lie nur die oft unbehauenen Steine geliefert hatte.
Uebrigens sind auch eine Reihe neuerer Lie'scher Ideen in dem Werke
verwerthet, so die der ,Parametergruppe®: der r-gliedrigen Gruppe zwischen
den r Parametern der Transformationsgruppe selbst, die durch das associa-
tive Gesetz der Operationen geliefert wird und die fiir die Fragen nach
allen zu einer gegebenen Gruppe isomorphen Gruppen eine Rolle spielt —
ein auch 1884 (Forh.) von Lie eingeschlagener Gang, der spiterhin in
dem Grundproblem der Gruppenlehre, der Zusammensetzungstheorie, noch
eine grossere Litteratur im Gefolge hatte. So wuchs unter den Hinden
des hingebungsvollen Bearbeiters das Werk, dessen Zweck ist, die Grund-
lagen, bis zu den Anwendungen hin, darzubieten, nach und nach zu drei
starken Biinden heran, erschienen 1888—1893: ein von Anfang bis Ende
durchaus originales Werk, das seine Selbstindigkeit bis zu dem Masse
aufrecht erhilt, dass es keinerlei fremden Arbeiten Einfluss auf seine
Entwicklungen gestatten will. In seiner sehr abstract gehaltenen Form
ldsst es itbrigens, vielleicht mit Ausnahme des II. Bandes, der von vorn-
herein so angelegt wurde, dass er mdglichst fiir sich verstindlich wiirde,
den synthetischen Gang der Lie’schen Ideenbildungen ziemlich zuriick-
treten. Zu bedauern bleibt, dass weder die Theorie der Differentialin-
varianten eingehender beriicksichtigt, noch die der unendlichen Gruppen
berithrt werden konnte, und dass die dahin zielenden Absichten Lie’s auf
- ein. weiteres systematisches Werk zu nichte geworden sind.

Aus der Leipziger Zeit ragt unter den Anwendungen der Gruppen-
theorie eine besonders hervor, die iibrigens auch ihren Platz im III. Bande des
Transformationswerkes gefunden hat: die auf das ,Riemann-Helmholtz’sche
Raumproblem®, d. h.:auf die Grundlagen der Geometrie. Friih schon
durch Klein und dessen Programm auf den gruppentheoretischen Charakter
des Problems, und insbesondere auf die Frage der Bedeutung des Helm-
holtz’schen ,Monodromieaxioms“ hingewiesen, wilzte Lie seit 1880 diese
Fragen in sich, um zuerst 1886 bei Gelegenheit der Berliner Natur-
forscherversammlung mit seiner Ansicht hervorzutreten. Helmholtz’ Auf-
fasgung selbst war, hochst bemerkenswerth- filr .1868, aber dem grossen
Forscher unbewusst, eine gruppentheoretische gewesen, indem sie die
Gruppen der oo® Bewegungen des Raumes, welche zu den drei Geometrien
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fiihren, gegeniiber allen iibrigen Gruppen zu charakterisiren sucht, nimlich
durch die freie Beweglichkeit (innerhalb eines beschrinkten (ebiets, wie
Lie hinzufiigte) der starren Korper, also durch die Existenz einer Invariante
zwischen je zwei Punkten, als der einzig wesentlichen Invariante. Indem
Lie nun dieses Problem principiell als Gruppenproblem aufgriff, erkannte
er zuntichst fiir unseren Raum die Ueberfliissigkeit desjenigen Theils des
Monodromieaxioms, der zur freien Beweglichkeit um eine feste Axe (mit
einem Grade der Freiheit) noch die Periodicitit ausdricklich postuliren zu
miissen glaubte; vor Allem aber gab er, neben einer vollen Ldsung des
Problems im Helmholtz'schen Sinne, eine zweite noch tiefer gehende,
welche nur mit den Begriffen Punkt, Linienelement, Flichenelement operirt,
Annshmen ‘tiber dié_Transitivitat der Bewegungen nur fiir das Infinitesimale
" macht, ‘und damit auch die Helmholtz'schen differentiellen Betrachtungen
verbesserté. Zu dieser Untersuchungsreihe gehort auch Lie's Forschung iiber
die” Gruppen, welche einen quadratischen Differentialausdruck invariant
lassen (ibidem), als Beitrag zur Begriindung der Riemann’schen Abhandlung.
Der Werth dieser Untersuchungen welche natiirlich den Betrachtungen
von Riemann, Lipschitz etc. nur parallel laufen, liegt wohl hauptséchlich
darin, dass sie erlauben, fiir jede Stufe der Geometrie das geeignete
Axiomensystem auszuwihlen; und so haben sie mit Recht 1897 [vgl. das
in_der Note S. 1 angefiihrte Gutachten, Annalen Bd. 50] den ersten von
der Kasaner Gesellschaft vertheilten Lobatschewsky - Preis erhalten.
35 -Fast:noch stolzer als auf sein grosses. Gruppenwerk war Lie auf diese
Asniwenidungen, imd auf die Anwendungen: iherhaupt: war ihm doch der
Gruppen- und Invarianten-Gedanke nicht nur ein methodischér Gesichts-
punkt, von dem aus er das ganze alte Gebiet der Mathematik neu durch-
denken wollte, sondern auch das Element, das nach und nach alle mathe-
matische Wissenschaft durchdringen oder einheitlich verbinden sollte. So
erfiillie es ihn mit hoher Gtenugthuung, als in den achtziger Jahren in
der Theorie der complexen Zahlensysteme durch Poincaré und durch Lie
nahestehende deutsche Mathematiker, und in den functionentheoretischen
Untersuchungen iiber lineare Differentialgleichungen durch franzgsische
Mathematiker, der Begriff der continuirlichen Gruppen mit zu Grunde gelegt
wutrde, und zwar unter Berufung auf ibn selbst. In das erstere Gebiet griff
Lie auch ein, indem er gelegentlich (,Ueber irreductible Beriihrungstrans-
formationsgruppen®, Sichs. Ber. von 1889) auf die Existenz irreductibler
Zahlensysteme hinwies, Das functionentheoretische Gebiet aber, mit seiner
Anwendung von analytischen Fortsetzungen, und noch mehr das alge-
braische, und besonders das arithmetische mit vorgegebenem Rationalitéts-
bereich, lag ausserhalb der Sphiire des Lie'schen Schaffens. Sein ganzes
Denken, wie sein Wissen, stand weit ab von jemer Richtung, welche,
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durch grosse Forscher gepflegt, als ,Pricisionsmathematik” im Laufe dieses
Jahrhunderts allméblich emporgestiegen ist und am Ende desselben fast
die allein herrschende zu sein scheint: gerade ihr gegeniiber steht Lie
da wie rickweisend auf die fritheren Classiker der infinitesimalen und
projectiven Gleometrie, als lebendiges Zeugniss, dass auch deren Gedanken-
gebiet unter dem Einfluss eines naiv-schopferischen Grenies, das beide Geo-
metrien vereint, wieder fruchtbar werden und zu unsbsehbaren Neuent-
wicklungen, neu nach Inhalt und Tragweite, gelangen kann.

Will man den wirklichen Umfang des Lie'schen Schaffens durch ein
Wort festlegen, das sowohl seine Transformations- und Invariantenrichtung,
als seine geometrischen Untersuchungen einschliesst, so braucht man nur
sein eigentliches Ziel: die Integration der Differentialgleichungen, zu
nennen. :

Und wenn es der Zukunft vorbehalten sein mag, such in den Lie
ferner liegenden Gebieten. seine Ideen zur Geltung zu bringen, so ist doch
zweifellop, dass diese.nicht. fiir sich den Angelpunkt aller Untersuchung,
sonderri. imifier hur.'eiiién: Theil der mathematischen Speculationen um-
fassen konnen. Sie werden um so anregender wirken, je mehr wir sie
als blosses Hilfsmittel der geometrigchen und analytischen Forschung zu
betrachten lernen werden. 'Das Transformationswerk Lie’s an sich mag
nach Fundamentirung und System, nach analytischer Form und nach der
kritischen Seite hin, dem Wandel der Zeit und der fortschreitenden
Wissenschaft verfallen — und Lie selbst hat seitdem die Systematik des
I. Bandes in manchen Punkten iiberholt (Sichs. Ber. von 1890) —: die ibm
tiefer zu Grunde liegenden begrifflichen ldeenverbindungen Lie's in ihrer
-umfassenden Einfachheit und in ihrer Beweglichkeit, die geometrische Er-
fassung . der Transformations- .und Invariantentheorien mit jhrer un-
‘beschriinkten Breéiheit..in“der Wahl des Raumelements, sie sind es, welche
ihre schaffende und ordnende Kraft, ihre problemstellenden und problem-
d6senden” Eigenschaften, ihre ,synthetische“ Durchdringung der Wissen-
schaft,-die fiir jeden .ihrem Bereich unterzuordnenden Fall die geeignete
-analytische Formel .-aus.sich herausbildet, immer bewahren werden.
Denn wenn die Kraft. yon. Lie's Schaffen aus der ausserordentlichen Con-
‘centration seines Denkdns,: aus der Ausbreitung von einem einzigen
-Punkte .aus hervorgeht, “in- éinem Masse, dass sie als eine auf die Spitze
getriebene Einseitigkeit:empfunden werden konnte, go beruht die Kraft
seines . Einwirkens eben auf einer mit jemer Concentration verbundenen
‘hichsten Abstractions- und Verallgemeinerungsfihigkeit — einer Fahigkeit,
-die darin den echt mathematischen Geist zeigt, dass ihre wenn auch rein
begrifflichen Speculationen - unmittelbar in analytisches Gewand gekleidet
werden kémnen. .. .
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Im Jahre 1898 zog es Lie zurfick in sein norwegisches Heimathland,
an dessen gewaltiger Natur er, der riistige Fusswanderer, so oft Korper
und Geist erfrischt hatte, und fiir das sein Herz hochschlug, wie fiir seine
Familie und fiir seine Wissenschaft. Nachdem fiir ihn in Christiania wieder
eine Universititsprofessur unter ehrenvollen Bedingungen errichtet worden
war, siedelte er im September dahin tiber. Aber seine korperlichen Krifte
waren gebrochen, und schon um Weihnachten zeigte sich der unver-
meidliche Ausgang. Am 18. Februar 1899 erlag Lie einer pernicitsen
Animie. Mit- ihm schied der originalste und schopferischste Vertreter
der geometrischen Wissenschaft der letzten drei Decennnien dieses Jahr-
hunderts dahin.

— b

Erlangen, September 1899. ... -




