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3
Dimension und duBeres MaB. .

Von

i
Feuix Havsporrr in Greifswald. -

Herr Carathéodory hat eine hervorragend einfache und allgemeine,
die Lebesguesche als Spezialfall enthaltende MaBtheorie entwiekelt*) und
damit insbesondere das p- dzmenswnale MaB einer Punktmenge im g-dimen-
sionalen Raume definiert. ~Hierzu geben wir im folgenden einen kleinen
Beitrag. Nach einleitenden Betrachtungen, die das Carathéodorysche
Lingenmaf in naheliegender Weise veraligemeinern und einen Uberblick
iiber die reiche Fiille analoger MaBbegriffe gestatten, stellen wir eine Er-
klirong des p-dimensionalen MaBes auf, die sich unmittelbar auf nicht
ganzzahlige Werte von p ausdehnen und Mengen gebrochener Dimension
als moglich erscheinen 1iBt, ja sogar solche, deren Dimensionen die Skala
der positiven Zahlen zu einer verfeinerten, etwa logarithmischen Skala
ausfiillen. Die Dimension wird so zu einem Graduierungsmerkmal wie die
»Ordnung® des Nullwerdens, die ,Stirke“ der Konvergenz und verwandte
Begriffe, In wesentlich anderer Art hat bekanntlich Herr Fréchet Dimen-
sionstypen definiert, die die Reihe der natiirlichen Zahlen interpolieren.®¥)
Nieht so ungezwungen wie unser Dimensionsbegriff ist freilich der Nach-
weis, daB es Mengen gibt, die genau von vorgeschriebener Dimension sind,
d. h. ein entsprechendes MaB besitzen, das weder Null noeh unendlich
ist; wir beschrinken uns in dieser Hinsicht auf die einfachsten Beispiéle,
namlich gewisse lineare nirgendsdichte perfekte Mengen (auf welche,. fiir
abnormes Verhalten aller Art typische, Mengengatiung hier ein nemes
Licht fallt) und die hieraus durch Multiplikation entstehenden ebenen
and rinmlichen Mengen.

*) C. Carathéodory, Uber das lLineare MaB von Punl;tmengen — eine Verallge-
meinerung des Lingenbegrifs, Gots, Nachr. 1914, S. 404—426. Hierauf beziehen sich
unsere Zitate. Die etwas modifizierte Darstellung in den Vorlesangen dber reelle Funk-
tionen (Teubuer 1918) enthilt gerade den Teil der Theorie nicht, an den sich unsere
Arbeit anschlieBt, und konnte daher aufer Betracht bleiben.

**) M. Fréchet, Les dimensions d'un ensemble abstrait, Math, Ann. 68 (1910), ,
S $45-—168. .

<
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1. Die Voraussetzungen der Carathéodoryschen MaBtheorie sind:

I. Jeder Punkimenge A4 eines g-dimensionalen euklidischen Raumes
ist eine Zahl L(A4) eindeutig zugeordnet, die entweder Null oder positiv
oder unendlich ist (0 < L(4) < o0).

IL. Fiir eine Teilmenge B von A4 ist L(B) < L(4).

III. Ist 4 die Summe gon endlich oder abzihlbar vielen Mengen
Ay, Ay, oo s0ist L(4) < L(4y) + L(4s) + - - - .

IV. Sind 4 und B zwei Mengen, deren Entfernung positiv ist, so ist

L(4 £ B) = L(4) + L(B).

V. L(4) ist die untere Grenze von L(B) fiir die.meBbaren Mengen
B iiber A (d h. die 4 als Teﬂmenge enthalten).

MeBbar (beziiglich L) heiBt eine Menge 4, wenn fiir jede Menge W
die Gleichung gilt

L(W)=L(AW)+ L(W—AW).

Jede Mengenfunktion L(A4), die diesen fiinf Bedingungen geniigt,
heiBe ein duferes Maf; ihr entspricht ein System meBbarer Mengen und
eine MaBtheorie mit den von Herrn Carathéodory entwickelten Eigen-
schaften. Auf Grund von IV. sind die Wiirfel des g-dimensionalen Raumes,
die abgeschlossenen’ Mengen, die offenen Mengen oder Gebiete und die
(hieraus durch wiederholte Summen- und Durchschnittsbildung &iber Mengen-
folgen entstehenden) Borelschen Mengen stets meBbar.

Wenn L(A4) nur die vier ersten Bedingungen erfiillf, so definiere
man M(A) resp. N(4) als untere Grenze von L(B) fiir dxe (beziiglich
L) meBbaren resp. Borelschen Mengen B iber 4. Diese beiden Funk-
tionen erfiillen dann alle fiinf Bedingungen und sind also &uBere MaBe.
Wir unterdriicken den einfachen Beweis dieser Bemerkung, von der wir
im folgenden keinen Gebrauch machen.

Wir werden uns naturgemif auf duBere MaBe beschrinken, die fiir
kongruente Mengen gleich ausfallen. Wenn iiberdies L(B) = m?L(4) ist,
sobald B zu A im Verhiiltnis #:1 #hnlich ist, so nenmen wir L ein
duBeres MaB von der Dimension p. _ .

Wenn zwei duBlere Mafe L(A), M(A) fir jede MengeA gleichzeitig
Null oder positiv oder umendlich sind, so nennen wir sie von gleicher
Ordnung; das ist insbesondere der Fall, wenn mit zwei positiven Kon-
stanten &, & stets RL(A) L M(4) < EL(4)
gilt. Wenn M(4) stets O ist, sobald L(4) endlich ausfillt (oder L(4)
stets 0o, sobald M(4) von Null verschieden ist), so heiBe L von nicderer,
M von hiherer Ordnumg; das ist insbesondere der Fall, wenn fiir jedes

" positive & M(A) L :L(4) gilt.



Dimension und #uBeres Ma8 159

2. Bs sei U ein System beschrinkter Punktmengen U des ¢-dimen-
sionalen Raumes von der Art, daB man jede beliebige Menge A dieses
Raumes in endlich oder abzihlbar viele Mengen U mit belichig Ileinen
Durchmessern d(U) einschlieBen kann; jeder Menge' U sei eine endliche,
nicht negative Zahl I(U) zugeordnet. SchlieBen wir, bei gegebenem posi-
tiven o, 4 in & U, ein mit d(T,) < ¢; die untere Grenze der bei allen
solchen Mengenfolgen auftretenden Summen >1(U,) heiBe I o(4); sie
kann Null, positiv oder unendlich sein. Nimmt ¢ ab, so verschirfen-sich
die Bedingungen, L,(4) nimmt nicht ab und hat einen endlichen oder
unendlichen Grenzwert L(4) — lim L,(4)

¢>0

= lim inf. J'U(U,)
o->0

g Lg('A')'

-

Diese Mengenfunktion erfiillt, ohne weitere Einschrinkung iber L(U), die
vier ersten Carathéodoryschen Bedingungen und, wenn die U DBorelsche
Mengen sind, auch die fiinfie.

Der Beweis mag unterdriickt werden, da er fast wortlich wie der
Carathéodorysche (S. 1Tff) fiir das lineare MaB verliuft. Zur fiinften Be-
dingung sei bemerkt, dab es iiber jeder Menge A4 eine Menge W mit
L(W) = L(4) von folgender besondgrer Form gibt: W ist Durehschmtt
abzéhlbar vieler Mengen V, die ihrerseits Summen abzihlbar vieler
Mengen U sind. Mit den U ist also auch W eine Borelsche, insbesondere
meBbare Menge, und die Bedingung V. ist erfiillt.

3. Sei B ein zweites Mengensystem wie Ul und jeder Menge V
dieses Systems eine endliche Zahl m(¥) >0 zugeordnet; wir definieren
damit analog wie zuvor die Zahlen M (4), M(A) Nehmeu wir an,
zwischen diesen Systemen und zugeor«ineten Funktionen I, m bestehe die
folgende Beziehung:

@) Zu jeder Menge U und jedem positiven ¢ gibt es eine Menge V
tiber U derart, daB

a(Vy<rd(U)+¢ m(V)<E(U)+s,

wo r, k zwel positive Konstanten sind.
Man schlieBt leicht, daB dann fiir jede Menge A4

M, (4) SBL,(4), M(4)<EL(4)

ist. Ein besonderer Fall dieses Verhaltens (mit » =% =1) ist der, daB
1 Teilsystem von B und }(U) = m(U) ist; dann ist also M(4) < L(4)
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Steht jedes der beiden Systeme zum andern in eimer solchen Be-
ziehung, so is mit zwei positiven Konstanten h, %

hL(4) < M(4) L RL(4),
die beiden Mengenfunktionen sind von gleicher Ordnung. Ist iberdies
h=Fk, M(A) wit L(4) proportional, und besteht B aus Borelschen
Mengen, so ist auch fiir die auf I beruhende Mengenfunktion L(A4) die

fiinfte Carathéodorysche Bedingung erfiillt und es gibt iiber jeder Menge 4
eine Borelsche Menge B mit L(B) = L(4).

4, Die Funktion {(U) = 0, die wir uns iibrigens fiir jede beschrinkte
Menge definiert denken, habe eine der folgenden Eigenschaften:
A) Fiir die kleinste abgeschlossene Menge U, tiber U ist
WUy = UT).
B) Umgibt man jeded Punkt von U als Mittelpunkt mit einer Kugel
vom Radius f und ist U, die Menge der inneren Punkte dieser Kugeln,
so ist fiir beliebiges ¢ > 0 und hinreichend kleines j

W) <)+ .
Wir wollen die Funktion I(U) im Falle A) abschleeﬁbar im Falle B)
Stetig nennen. ,
Sei nun U wieder ein Mengensystem von der bekannten Art; unter
B verstehen wir entweder das System der abgeschlossenen Mengen U,
oder das der offenen Mengen U; (wo f alle positiven Zahlen oder eine
Menge solcher mit der Haufungsstelle 0 durchliuft). Da auch der Durch-
messer d(U) eine abschlieBbare und stetige Mengenfunktion ist, so kann
man zu gegebenem U und ¢ ein V= "U, oder V=70, so bestimmen,
daB entweder a(vy=d(l, (V) =UiH)
oder wenigstens A(V)<d(U)+¢, UV)<UU)+s.
Das ist eine Beziehung von der Form «) und demmach
’ M(4) £ L{4),
wo das duBere MaB M sich auf das System B und die gleiche Funktion

(V) bezieht.
Ist Ul das System aller beschrinkten Mengen, also B Teilsystem von

11, so ist andererseits L{4) < M(4)

und L(4) = M(A) ist ein SuBeres MaB, das auch die fiinfte Carathéo-
dorysche Bedingung erfillt und zn jeder Menge 4 die Existenz einer
Borelsehen Menge B ither 4 mxti L{B) = L(A) sichert. Wir kénnen also
<den Satz aussprechen:
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Ist I(U) >0 eine fiir beschrinktes U definierte, abschlieBbare oder
stetige Mengenfunktion und schlieBt man A in endlich oder abzihlbar
viele beschrinkte Mengen U, mit Durchmessern < ¢ ein, so ist

L(A) = lim inf. JU(T,) ein duBeres MaB.
. ¢=0

5. Die Funktion I(U) sei stetig und iiberdies monoton, d. h. ist U
Teilmenge von ¥, so ist I(T) < I(V). '

Sie ist damn auch abschlieBbar, denn U, ist der Durchschnitt der
Mengen Uj.

Es aelen dann U, 58 zwei Mengensysteme von folgender Art:

Zwischen U und U; liegt stets ein V; zwischen ¥V und ¥, legt
stets ein U.

*Da auch der Durchmesser d(U) stetig und monoton ist, so kann
man zu jedem U und positiven ¢ ein ¥ angeben mit

AVy<d(U)+¢& WV)<UU)+e
und es ist also M(4) < L(A4), umgekehrt aber auch L(4) < M(4), also
stimmen die (auf U, B und die Funktion ! beziiglichen) Mengenfunk-
tioner L(A4), M(A) iiberein:

Die Voraussetzung trifft z. B. zu, wenn die -U abgeschlossene, die V’
offene Kugeln des g-dimensionalen Raumes sind. Die hierauf gegriindeten
L(4), M(A) wiirden zwar ohne jede Kinschrinkung iiber die Funktion /
(die nur >0 sein muB) duBere MaBe sein, da es sich um Borelsche
Mengen handelt; aber auf ihre Gleichheit konnte im allgemeinen nicht
geschlossen werden.

Dasselbe gilt, wenn man statt der Kugeln Wiirfel, Quadern (= rechi-
winklige Parallelepipeda), Simplexe des ¢-dimensionalen Raumes ver-
wendet; es ist bei stetiger monotoner Funktion I(U) gleichgiiltig, ob diese
Figuren abgeschlossen oder offen (mit oder ohne Begrenzung) gewdhlt
werden. ’

6. Wir nennen einige Beispiele monotoner stetiger Funktionen /= 1(U).

A) Der Durchmesser d, d. i. die obere Grenze der Entfernung eines
zu U gehoérigen Punktepaares w,u, .

B) Die obere Grenze A der Fliche eines Dreiecks w,u,%,, dessen
Ecken auf U liegen.

C) Die obere Grenze A, des p-dimensionalen Volumens eines Simplex
UgUy - - - Uy, dessen Ecken auf U liegen.

Hiervon sind ¢ und A Spezialfille fiir p - 1, 2. Ein auf I = A, be-
ziigliches duBeres MaB hat die Dimension p. Ein auf A besziigliches ist
nicht nur bei lingentreuer, sondern auch bei affiner volumentrener Trans-
formation des g-dimensionalen Raumes invariant. *

Mathematische Annalen. LXXIX : 11
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D) Die untere Grenze des (elementargeometrischen) ¢-dimensionalen
Volumens einer Kugel (oder eines Wiirfels, Quaders, Simplex), die die
Menge U enthilt.

E) Die untere Grenze der Volumensummen endlich vieler Kugeln
(oder dergl.), die U einschlieBen, d. h. der fuBere Inhalf von U (im Jordan-
Peaposchen Sinne, nicht das #uBere Lebesguesche MaB).

F) Das g-dimensionale Volumen (im Jordanschen oder Lebesgueschen
Sinne) der kleinsten komveren Menge U, iiber U. :

G) Die obere Grenze des p-dimensionalen Volumens der semkrechten
Projektion von U, anf eine p-dimensionale Ebene; dies nennt Carathéodory
den p-dimensionalen Durchmesser von U. Hiervon sind A) uwnd F)
Spezialfille fir p=1, p=g¢.

- Der Beweis, daB diese Mengenfunktionen stetig sind, ist elementar-
geometrischer Natur bis auf die letzten beiden Fille, die eingehendere Be-
trachtungen iiber konvexe Mengen erfordern; librigens geniigt ja die Iexchter
za beweisende AbschlieBbarkeit.

Bedenkt man nun noch, daB jede nichtnegative resp. stetige resp.
monotone (mit wachsendem ¢ nicht abnehmende) Funktion 1(¢) von ¢>>0
aus einer nichtnegativen resp. stetigen resp. monotonen Mengenfunktion
I(U) eine ebensolche A(I(U)) hervorgehen 1i8t, daB man auch mehrere
Mengenfunktionen in analoger Weise verkniipfen kann und daB endlick
noch die Wahl des Systems U freisteht, so ergibt sich ein weiter Spiel-
raum von Moglichkeiten, uBere MaBe im Sinne Carathéodorys zu defi-
nieren. Um abseits der folgenden Betrachtungen, die sich auf Funktionen
von d(U) beschrinken, noch ein einzelnes unter B) oder D) fallendes
Beispiel zu nennen: schlieBt man die ebene Menge 4 in Dreiecke A, von
Durchmessern <C o ein, so erhilt man ein duBeres MaB (von der Dimen-

fom 2 - 1
ston s) L(4) = Lim inf. J'A¥,
e>0

das nach einer Bemerkung von Herrn Blaschke¥®) fiir konvexe Kurven-
bégen ‘auf die ,Affinlinge” f 1
kds

(¢ Krimmung, s Bogenlinge) fiihrt.

7. Fir p=1, 2, - - - erhilt man das p-dimensionale ZuBere Ma8 von
Carathéodory, indem man fir die Mengenfunktion I(U) des Satzes am
Schlusse von Nr. 4 den in Nr. 6, G) erklirten p-dimensionalen Durch-
messer wihlt, Da diese Definition zzemhch viel aus der Theorie der kon-

* % W. Blaschke, Uber affine Geometrie IIl. Eine Minimumeigenschaft der Ellipse
(Leipz. Berichte 69 (1917), S. 19).
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=

vexen Mengen voraussefzt, scheint eine Vereinfachung erwiinscht. Wenn
man z. B. statt der Mengen U speziell Kugeln setzt, erhilt man ein — im
Sinne von Nr. 1 jedenfalls p-dimensionales — #uBeres MaB L, durch die
Vorschrift: -

Definition 1. Man schlieBe 4 in endlich oder abzihlbar viele
Kugeln K, von Durchmessern d,< ¢ ein und bilde

L,(4)= li??) icnf. ¢, a2,

il
2

2 9877 (l;}) .

-

wobei €, ==

das Volumen einer p-dimensionalen Kugel vom Durchmesser 1 ist.
Ubrigens kann man nun den p-dimensionalgn Durchmesser ganz bei-
seite lassen, denn I, ist mach Nr. 2 sicherlich ein #uBeres MaB, da die
Kugeln Borelsche Mengen sind, und wiirde, da d(U)? eine stetige Mengen-
funktion ist, auch eins bleiben, wenn man sie durch beliebige beschriinkte
Mengen ersetzt. Man konnte ferner die Definition durch Benutzimg von
Wurfeln, Quadern, Simplexen an Stelle der Kugeln modifizieren, mit even-
tueller Anderung des Faktors ¢,; da d(U)* auch monoton ist, kommt es
nicht darauf an, ob diese Mengen als abgeschlossen oder offen gedacht
werden. Alle dxese duBeren MaBe sind tibrigens von gleicher Ordnung,
da man jede Menge der einen Gattung vom Durchmesser d in eine Menge
der andern vom Durchmesser rd einschlieBen kann, wo r ein konstanter
Faktor ist; z. B. kann man eine beschrinkte Menge vom Durchmesser ¢
des g-dimensionalen Raumes gewif in eine Kugel vom Durchmesser 2d,

¥
sogar vom Durchmesser (;1—%?—1—) “d einschliefen.®)

Bleiben wir bei der Definition 1 und zeigen, daf sie in den Fillen
p=1, p=2, p=q wenigstens bei den einfachsten Mengen die tiblichen
Ausdriicke fir Linge, Fliche, Volumen liefert.

¢) Fiir jede Menge A des g-dimensionalen Raumes ist L,(4) gleich
dem #uBeren Lebesgueschen MaBe m(4).

Es ist einerseits bei jeder EinschlieBung von 4 in Kugeln die Summe
ihrer Volumina > m(d4), also L (A4)=>m(4). Andererseits kamn man
n%@n Uber&eckungssatzen von Vitali und Lebesgue 4 in Kugeln
von kleinen Durchmessern so emschliefen, daB die Summe ihrer
Volumina m(A4) beliebig wenig tibertrifit, also ist stets L, (4) <m(4)
und L (4) < m(4).

* H. Jung, Uber die kleinste Kugel, die eine raumliche Figur einschlieft, Diss.
Marburg 1899 = Journal f. Math. 123 (1901), 8. 241—257.

11*
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B) Fiir einen einfachen Kurvenbogen A ist IL,(4) gleich der Linge
{A), 4. h. der oberen Grenze der Lingen der in A eingeschriebenen
Polygone.

Man hat A in Kugeln X, von Durchmessern d, < o einzuschlieBen und

L{d)= lim | mf =>d,

zu bilden. Der Beweis, da L, > 4, verlauft genau wie bel Caratheodory
(8.21): man kann auch sagen, er ist in dem Carathéodoryschen Beweis
enthalten, da dessen I, auf Zulassung aller beschrinkten Mengen U be-
ruhend, kleiner oder gleich dem unsrigen, auf Benutzung von Kugeln be-
ruhenden, ist. Um auch L, < 1 zu beweisen, wo 1 endlich angenommen
werden kann, teile man 4 in Teilbdgen von Lingen 1,< ¢ und schiiefe
jeden solchen in eine Kugel vom Durchmesser 2, ein (em Kurvenbogen

von der Linge 1 lieght ganz in einer Kugel vom Radms , deren Migtel-
punkt der Mittelpunkt des Bogens ist); es ist also L10~— Sho=1,
L LA
») Fir das Flichenstiick
F: a<r< A4, bégéB) z=f(x,y)
mit stetigen Ableitungen p = f,, ¢ =, ist Ly(F) gleich dem Integral

4 B
JIVi+P¥fazay.
a b

Der Beweis braucht nur kurz angedeutet zu werden. Es ist
Ly(F)~=L=1Xm L, wnd L, (eigentlich L,,) die untere Grenze von e,
e>0

wenn F in Kugeln von Radien ¢, < o eingeschlossen wird. Mar kann
nun das Rechteck
R: alz<LAd, bLy<L B
in Teilrechtecke mit beliebig kleiner Schwankung von p, g zerlegen;
nehmen wir zundchst an, B selbst sei ein solches Teilrechteck, ziehen die
Tangentialebene in einem Punkte s, von F und projizieren jeden Punkt
s von F durch Vertikalen (Parallelen zur z-Achse) in einen Punkt ¢ der
Tangentialebene, wodurch ein ebenes Viereck T’ entsteht; andererseits sei
T* die senkrechte Projektion von F auf dieselbe Ebene. Man kann dann
annehmen (wenn man die elementaren Inhalte dieser Mengen mit den-
selben Buchstaben bezeichnet): .
daB 7 und 7% sich von F (dem obigen Integral) um weniger als

&R unterscheiden,

. “und daf bei der- ersten Pro,;ektxon der, Yerzemngsquatzent 58, 1 8ty
kleiner als 1 -}—e st T4 -

’
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Nun schlieBe man 7 in Kreise mit Mittelpunkten 7, (in T se}bst) “und
Radien 7, < v«_i«_—— ein derart, daB
2 < T+ 4,

0 6 > 0 beliebig ist. Dann schlieBen die Kugeln mit Mittelpunkten s,
(den zu #, entsprechenden Flichenpunkten) und Radien (1+¢)7, <o die
Fliche F ein und es ist

L Lo 2+ era <(1+e (T+38),
also, wenn man ¢ und & nach O konvergieren la8t: L < (14 ¢)*T.
SchlieBt man andererseits F° in Kugeln mit Radien ¢, < ¢ und

x Dok < L,+ 9o
ein, so erhilt man durch senkrechte Projektion auf die Tangentialebene
Kreise mit denselben Radien, die 7 einschlieBen, also

T* < x 3¢
oder 7#* < L. ZusammengefaBt
F—eR<L<(1+4¢f (F+eR). .

Man beachte noéh, daB L(F) sich nicht dndert, wenn man die vier Be-
grenzungslinien (den Rechteckseiten entsprechend) weglaBt, weil sie als
ebene Kuryen das Lebesguesche FlichenmaB O und daher auch das I-MaB
0 haben (vgl. diese Nr., a)).

Kehren wir zn der ursprunghchen Bedeutung von B zuriick, zerlegen
es in Teilrechtecke R, obiger Beschaffenheit und beachten, daB nach der

letzten Bemerkung L = 3'L,, so ergibt sich obige Ungleichung a.uch
fir das ganze Rechteck und daher L=PF.

8. Nachdem die Definition 1 so ihre Existenzberechtigung wenigstens
in gewissem Umfange erwiesen hat, ist es ein naheliegender Gredanke (der
bei der Carathéodoryschen Definition ausgeschlossen wire), sie auch -auf
nicht gamezahlige positive Zahlen p anszudehnen. Es ist nur die Frage,
ob dies nicht vielleicht in dem Sinne zu einer Trivialitdt fithrt, daB dann
alle Mengen das duBere MaB O oder oo bekommen, d. h. es erwichst die
Aufgabe, Mengen A zu konstruieren, fir die 0 < L,(4) < oo und die in
diesem Sinne genau von der Dimension p sind. Dies Problem lift sich
noch erweitern. Bei der Definition von L, hat, vom Zahlenfaktor ¢, ab-
gesehen, die p** Potenz des Durchmessers d die Rolle der Mengenfunktion ?

gespielt: kann man dafir auch etwa eine Funktion wie d? log%— setzen,

die fiir d— O schwiicher als d*, aber stirker als jede niedrigere Potenz
Null wird, und in diesem Sinne Mengen bilden, deren Dimension in die
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Zwischenstufen der Skala der positiven Zahlen fillt? Wir werden also von
der in Nr. 6. hervorgehobenen Freiheit Gebrauch machen und jeder posi-
tiven, stetigen, mit z wachsenden und zugleich wit x nach O konvergierenden
Funltion 4(z) ein suBeres MaB L(4) zuordnen nach folgender Vorschrift:

Definition 2. Man schlieBe 4 in endlich oder abzihlbar viele
Kugeln K, ein, deren Durchmesser d, < ¢ sind, und bilde

L(4) = lim L(4),
o->0

wo L,(4) die untere Grenze der Summen SAi(d,) ist.

Die Einschrinkungen, denen wir i(z) unterworfen haben, sind zwar
nicht unbedingt notwendig, aber im Simne von Nr. 4 und 5 zweckmiBig
und zugleich der Absicht entsprechend, das Null- oder Unendlichwerden
aller L(4) anszuschlieBen.

Wenn 0 < L(A4) < oo, so sagen wir, 4 sei von der Dimension [4(z)]
Die Dimension [2#] bezeichnen wir auch mit (p); eine Menge dieser Di-
mension ist im fritheren Sinne (Nr. 1) von der Dimension p, aber nichi
umgekehrt (s. w.).

Sind 1(z), w(x) zwei Funktionen, denen die duBeren MaBle L(4),
M(A) entsprechen, und sind L, M von gleicher Ordnung, so nennen wir
die Dimensionen [4], [p] gleich: jede Menge von der Dimension [1] ist
gleichzeitig von der Dimension [u] und umgekehrt. Ist M von hoherer
Ordnung als L, so nennen wir auch [u] die hohere, [4] die niedere Di-
mension; eine Menge von bestimmter Dimension hat fiir jede hohere Di-
mension das MaB 0, fir jede niedere das MaB co. Natiirlich brauchen
zwei Dimensionen nicht in diesem Sinne vergleichbar zu sein.

- Offenbar hingt L(A4) nor von dem Verhalten von A(z) in einer be-
liebig kleinen Nachbarschaft der Stelle # — 0 ab, d. b. die Dimension er-
scheint hier als Abstufungsmerkmal wie die ,Ordnung® des Nullwerdens
einer Funktion und verwandte Begriffe. Ist i(z) < p(2) fiir hinreichend
kleines z, so ist L(4) < M(4) fiir jede Menge 4; ist u =¢d (¢>0), so

ist M =cL. Liegt ~§'— zwischen zwel positiven Schranken, so sind die
Dimensionen [4], [u] gleich. Ist & — 0 fir 2— 0, so ist M <L fiir

edes positive &, M verschwindet bei endliChem I, und [u] .ist die héhere,
{A] die niedere Dimension. Speziell ist (¢) die hohere, (p) die niedere Di-
1

mension, wenn g > p. Biner Funktion wie ¢ <, die stirker Null wird als
jedes 2%, entspricht eine unendlich groBe Dimension, die von keiner euklidi-
schen Punkimenge erreicht wird, wihrend unendlich kleine Dimensionen
sick im folgenden als realisierbar erweisen werden. Die Funktionen der
bekannten logarithmisehen Skala

£
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1 \Pif 1 \P 1 N\7 ¥ x
O A R O R
1= 5 - I—

. x x . ®

worin das erste nichtverschwindende p, positiv sein soll, sind fiir hin-
veichend kleines x mitsamt ihren Ableitungen positiv, unseren Voraus-
setzangen entsprechend; sie definieren Dimensionen, die auch mit

P = (po; P1s -+ Po)
bezeichnet werden mogen®) und lexikographische Anordnung zeigen, d. h.
@ ist hoher als P, wenn die erste nichtverschwindende Dlﬁ'erenz q;— 0
positiv ist. Wir scheiden sie in zwei Klassen:

Dimensionen wiedriger als (1): %m) — 00
.
Hier ist 4'(z) — oo, A" (%) negativ fiir kleine z, die Funktion (z) konver
(nach oben). Fiir die Exponenten gilt
entweder p, = O und das erste nichtverschwindende p, > 0,

oder 0 < p, < 1,
oder p, =1 und das ngchste nichtverschwindende p, < 0.

Dimensionen hiher als (1); “2 — 0.

Hier st 4'(z) — 0, 1" (x) positiv, 1(z) konkav;
entweder p, — 1 und das nichste nichtverschwindende »,>0,
oder p, > 1.

Den Ubergang bildet die Dimension (1) mit 1(z) = z.

8. Um lineare Mengen vorgeschriebener Dimension [1(z)] 2 bilden,
wollen wir nach diesem Fingerzeig 1(z) als konvezr voraussetzen. Unsere
Annahmen fiir die stetige Funktion 1(z) der positiven Variablen « sind also:

(«) () >0.

()] Ax) < A(my) fir z, <z,

‘ RICHRENE D .

@) Mz # 1 >0 fir 2,<2,<2,.
CA(xg) oz 1 .

(8) i(@)—0 far z—0

() . A(&) — oo fir z — oo

*} Eine Menge dieser Dimension ist, im Sinne des Verhaltens bei ahnlicher Ven-
groBerung, von der Dimension p,; der jetzige Dxmensmusbegnﬁ unterschexdeh femer
als der ﬁ*&bere

&,}5 fgi" ¢ *""’-" t -
Kk
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Wesentlich sind nur die vier ersten Bedingungen fiir eine Nachbarschaft

der Stelle z = 0; der Einfachheit wegen denken wir uns aber i(x) so

fortgesetzt, daB sie fir alle positiven z erfillt sind und auch (&) gilt.
Nach () ist die Kurve y — A(z) nach oben kouvex, der Kurven-

punkt 2 liegt iiber der Sehne 13 und es folgt fiir die Differenzenquotienten
12>13 > 23,

& — Z;

wenn -
gesetzt wird. Ist also auch 2, <=z, <, so ist zugleich
14 > 13 > 43,
a15f> 14 > 23, 12> 43.
In der ersten dieser Relationen nehme man z, =z, — 2, + 2; zu z, In
bezug auf die Mitte von z,, #; symmetrisch; es kommt
® Az, — 25+ 25) > A(zy) — l(%)_ + A(z,) (@, <@, < 7).
In der zweiten Relation nehme man, mit ¢ > 1, z, = ¢z, und 2 = w4,
an; es kommt .
(n) ed(Zy) — ad(zy) > A(azy) — A(ezy) (2, <&y «>1).
Die Funktion al(z)— i(¢x) nimmt also mit z zu und ist groBer als ibr
Grenzwert O fiir z — 0, also
€)) «i(z) > {ex) (e>1).
Setzt man in (§) 73 = 23 + k, so ist
May +h) — 2(#2) > A+ h) — A(zs) (2, <y, 1>0),
" die Funktion (2 +%) — (<) nimmt mit wachsendem & ab und ist kleiner
als ihr Grenzwert A(h) fir z — 0, also
® Ay + 2) < A(@) + A (2y)-
Nach dieser Vorbetrachtung wollen wir zeigen, daB es lineare abge-

schlossene Mengen A von der Dimension [4(2)], d. h. mit endlichem posi-
tiven MaB L(4) gibt; L(4) ist =1lim L (4) und L,(4) die untere
°

Grenze von >'A(e,), wenn man A4 in (};tervalle von Lingen «, < g ein-
schlieBt. ’

10. Wir nehmen eine Folge positiver Zahlen &, &, &, - - - mit
(1) ’ §>28, §>28, - '
an: Aus dem abgeschlossenen Intervall [0, £)] der 2-Achse tilgen wir das
‘mittlére offeme, zweckmaBig mit ﬁ(;) zu begeichnende Intervall von der
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Linge £, — 2&,; aus den verbleibenden beiden abgeschlossenen Intervallen
von der Linge &, tilgen wir je das mittlere offene Intervall von der Lange
£, — 2, und nennen diese gefilgten Intervalle links ‘3(?)’ rechts 8 (Z} ;

aus den verbleibenden vier abgeschlossenen Intervallen von der Linge &,
tilgen wir je das mittlere offene Intervall von der Linge &, — 2§ und

nennen diese getilgten, Intervalle von links nach rechts ;3(%), B (i),
ﬁ(%), ﬁ(-‘;—), usw.

5 8(5) 3 :
el % w e &

So wird jeder dyadisch rationalen Zahl y zwischen O und 1 ein offenes
Intervall §(y) zugeordnet, und nach Tilgung der offenen Menge B= 8(y)
aus dem Grundintervall [0, £] verbleibt eine perfekte, nirgendsdichte
Menge A4, die sich fir n =0, 1, 2, --- in 2" Intervalle von der Lange &,
einschliefen 148t und deren Maf L(4), Wegen g, — 0, daher hochstens
gleich lim inf. 274(£)) ist. Wir wihlen die £, nun der Bedingung

(2) 2¢2(¢,) =1
entsprechend, wodurch L <1 wird; diese Wahl ist zulissig, da i(z) jeden
positiven Wert einmal und nur einmal annimmt®) und wegen (9)
MEay) = 22(8) > 2(28,),  also §,_,>2E, it
Nun ist andererseits L > 1 zu beweisen. Unsere Konstruktion be-
stand darin, daB zwischen zwei Intervallen ﬁ(‘b;l) und 3(;3]3;), die aut-

einanderfolgenden dyadischen Zahlen mit dem Nenner 2" entsprechen, ein
Intervall von der Linge &, frei blieb; nennt man also #(y) den linken,
‘0(y) den rechten Endpunkt von S(y) (beide Punkte waren dem offenen
Intervall nicht zuzurechnen), so ist

® o) -efr -t

¥) Wir erinnern daran, da8 diese Eigenschaft nur zur Vereinfachung dient und
an sich unwesentlich ist; L hiingt natiirlich nur vop dem schlieBlichen Verhalten der
g, fir n—o ab. Z. B, zerfallt 4 in zwei kongruente Hilften d,, A, links und

1
rechts von ﬁ(vg) und es ist L(d)==L(4,) + L(4,)=2L(4,), also von § unab-
hingig, ebenso von beliebig vielen Anfangsgliedern der Folge &, &, - -
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und dies gilt zuniichst fiir #» > 1 und k=23 ... 2" —1, aber auch fiir
k=1, k=2" und n=1, n =0, wenn man erginzungsweise

v(0) =0, u(l)=§
setzt. Die Formel (3), die wir vereinfacht

S u(yy) —o(p) =&,
schreiben, kann zur rekursiven Bestimmung dieser Intervall-Endpunkte

dienen, denn eine dyadische Zahl y = 3275,;}‘1}, die in reduzierter Gestalt

den Nenner 2%+ hat, ist arithmetisches Mittel ihrer ,Nachbarzahlen, d. b
E—1

k .
~gn 7 Yo =gu mit Nennern 2%

-

zweier aufeinanderfolgender Zahlen y, =
und man hat nach (3)

®) u(ys) — o(y) = u(y) —v(y) = &1

Wir behaupten nun, dab das zwischen zwei Intervallen f(y), p(y) fir
y < 7 freibleibende Stiick

(6) T oa=u(n) —v(y) ' die Ungleichung
o HOPL R

erfillt, die wir sogar in etwas erweitertem Umfange fir 0 <y <9 <1
nachweisen wollen. Da sie in den niedrigsten Fillen (z. B. y =0, 5 =1,
« =&, A(¢) = 1) unmittelbar verifiziert werden kann, so beweisen wir sie
durch Rekursion fiir dyadische Zahlen mit Nennern < 2*%%, wenn sie fiir

solche mit Nennern < 2% bereits feststeht. Es ist zu unterscheiden, ob
nur y oder 5 oder beide den reduzierten Nenner 2"*! haben.

A) y habe den reduzierten Nenner 2¢+%, 5 den Nemmer < 2 Sind

45, Y, die wie oben bestimmten Nachbarzahlen von y, also 9, <y, <1, so ist

u(ys) — v(y) =&, )

w(ye) —v(y) =Eusrs

v(y) =v(y) +5— &

o= o*— ga + gﬂ-i-l?
wobei o = w(n) — o(y;) = wlye) — v(%) = &,
(Man beachte, daB, fir y < 7, f(y) links von f(y) liegt). Auf Grund von
(&) in Nr. 9 ist daher :
(o) 2 a(e®) — 4(8,) + 4G,

and, weil fir «* die Ungleichung (7) bereits feststeht,

PR 1 1
=—y9)—Ft+tma=1—9
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B) 4 habe den reduzierten Nenner 2*+', y den Nemner < 2% Sind
%, 1, die Nachbarzahlen von 7, also y <oy < 17,, so ist

u(ng) — 2(%) = &>
’“(’7) - ”("?x) = gn-&-l}
. "(’7) = “(’?2) - §,,.+ E,,H,

« 2“*_53 + gn-{-l}

wobel o = u(ny) — v(y) = ulng) — v(n) = &,.
Also wieder Aa) = A(e®) 5 A(E,) + 2(E, )
1 1

ZM—Y) — st yai=n—9.
C) y und 5 haben den reduzierten Nenmer 2°+! Sind 4, y, und
%,, %, die Nachbarzahlen, also y, <y, < % < 7,, so wird wie oben
v(y) = o)+ & — Euirs
u(’?) = u(’??) - gn + gu-rl)
6= o*— 25, + 2,
wobei Toa® = u(ny) —o(y,)
> u(ny) — o(ny) + wl(yy) — o)
= ;)gn‘
Nach den Ungleichungen (§), (%) (fiir « = 2) der vorigen Nr. wird also

Me) > A(e®) — 1(26,) + 1(2E,,,)
> Ae®) — 24(8,) + 24(8, 1)
2 (712—"%) - 21‘41—1 + 21u =1n—Y.

Damit ist der Beweis der Ungleichung (7) erbracht.
SchlieBen wir nun 4 in zunichst offene Intervalle «, < ¢ ein mit

24(e,) <L, + ¢

Ohne die Summe links zu vergroBern, kann man sich mit einer endlichen
Anzabl der « begniigen (Borelscher Satz), kann diese durch abgeschlossene
Intervalle, die Teile des Grundintervalls=[0, §,] sind, ersetzen, kann zwei
iibereinandergreifende oder zusammenstoBende « nach Nr. 9, (:) durch
ein einziges ersetzen und kann endlich ein «, das in ein B(y) ibergreift,
(obne f(y) ganz in seinem Innern zu enthalten), um das iibergreifende
Stick verkiirzen. So bleiben schlieBlich » - 1 Intervalle «, o, -- -, a,,
die zusammen mit gewissen Intervallen f;, f;, ~- - f, aus der Reihe der
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A(y) das Grundintervall einfach bedecken. Wenn diese letztere den, dyadi-
schen Zahlen y,, ¥, - - -, ¥, entsprechen, so ist nach (7)

ey =,

W) =% —¥,

*

l(“ﬂ-—l) 2 Y, — Yu1>

l(“n) ; 1 _yn)
also L,+¢ > i) > 1,
folglich L,>21>L>L, %so L,—=L=1

Die Menge A ist also von der Dimension [ ()]

Beispiele: Um eine Menge von der Dimension (p) (0<p<1) za
erhalten, haben wir zu setzen 1(z)= 2?, welche Funktion fiir alle posi-
tiven z unseren Anforderungen gentigt, sodann nach (2)

g = 1,

, . 7 _ 1
g mit £—(,) <5

b

e .1 .
Um z. B. die Dimension - zu erhalten, hat man § — 213 zu wihlen, d. h.

jeweils die mittlere Hilfte der verbleibenden Intervalle zu tilgen. Bei ge-

gebenem £ (0'< E< ;) bestimmt sich die Dimension zu
p-——log?:log%—;

z. B. hat die klassische Cantorsche Menge, bei der jeweils das mittlere

Drittel der Intervalle getilgt wird (S, o= —;:
= 0,63093.

Um eine Menge von der ,unendlich kleinen“ Dimension (0, p) der
logarithmischen Skala zu bilden (p > 0), ist

Ae)=1: (Iog %)p

zu setzen, welche Funktion allerdings erst fiir hinreichend kleine z konvex
ist, sodann von einem gewissen % ab

(e 2=
E,=e¢ " mit g =2/ >1;
: dle Forderung (1) §,_,:§,>2, 7" — 7" ">log2
wird auch erst ¥or einem gewissen % ab evfiillt.

) die Dimension p = log2:log3
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Ersetzt man (2) durch 2°i(¢,) =L,
so wird L(A4)= L. Bringt man in die von A freigelassenen Intervalle
8(y) wieder solche Mengen wie 4, von derselben Dimension [i(z)] und
mit konvergenter Summe ihrer L-MaBe, verfihrt mit den danach frei-
bleibenden Intervaller ebenso und setzt dies, mit endlicher Summe aller
L-MaBe, unbegrenzt fort, so erhillt man eine Menge, die in jedem Inter-
vall von der Dimension [A(x)] ist.

Dagegen ist es nicht moglich, etwa eine Menge A zu bilden, deren .
Durchschnitt 42 mit dem Intervall 0 Lz <a eine mit a monoton
wachsende Dimension [1 (z)] hitte, in dem S. 166 erklirten Sinne, daf
lim %
x>0 2'a.< )

L,(47") =0 und, da das L-MaB aufsteigender Mengen nach dem ihrer
Summe konverglert (Carathéodory, Satz L)), auch L,(4%) =0, also Ag
nicht von der Dimension [1,(z)]. Wenn also die Dimension [1, (x)] uber-
haupt vorhanden und mit'a verinderlich ist, so kommen in jedem noch
so Kleinen Intervall unvergleichbare Dimensionen vor.

=0 fiir b> a. Denn konvergiert a, wachsend nach b, so wire

11. Definieren wir, zu der speziellen perfekten Menge 4 von Nr. 10
zurfickkehrend, in der Menge B = > B(y) die streckenweise konstante
Funktion @(z) durch

o(x) =y, wenn z in §(y) Hegt.
Sind 2 und &>z zwei Stellen in B, so gehdren sie entweder demselben
B(y) an und es ist @(§) — @(z) =0, oder sie gehdren zu verschiedenen

Intervallen B(y), 8(n) mit y <7 und es ist dann .
TE—a>u(n) —o(y) =«
also nach (7) W-—n)>n—y=9(E —9),

unter allen Umstinden also

0L g®) — 9@ <AE-—2) fir 2<E
Diese Funktion ist also in B gleichmiBig stetig und kann daher zu einer
im Grundintervall [0, &}, in dem B dicht ist, stetigen Funktion ¢(z) er-
weitert werden, fiir die allgemein
C) 0<9B) —9@ <1E—aw) fir 2<§
gilt; sie ist monoton, nimmt mit wachsendem x nicht ab, 18uft von 0 bis
1 und nimmt jeden ihrer Werte an mindestens einer Stelle von A4 an.
Vermdge der Abbildung y =g (x)

wird das Intervall 0 <y <1 eindeutiges (nicht umkehrbar emdeuhges)
Bild des Intervalls 0 <4 < £,, und einem Intervall « der z-Achse ent-
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spricht nach (8) ein Imtervall y < i{«) der y-Achse. Diese Abbildung
a8t den letzten Teil des Beweises in voriger Nr. noch etwas deutlicher
hervortreten: schlieBt man 4 in Intervalle &, mit

Sila) < L, +e¢
ein, die wir dem Grundintervall angehorig annehmen, so miissen die ent-

sprechenden Intervalle p, das ganze Intervall 0 <y <1 bedecken, denn
jedem y (0 <y < 1) entspricht mindestens eine Stelle x von A4, deren

"Bild sie ist, und wenn 2 in «, liegt, liegt  in y,. Demnach ist D'y, >1,
um so mehr >'i(e)>>1 und weiter wie oben.
Die inverse Funktion z=19(y)

ist an den dyadisch rationalen Stellen zwischen O und 1 unendlich viel-
deutig, sie bedeutet dort eben alle Werte von u(y) bis o(y) (beide inkl),
wihrend ¥(0) =0 und ¢(1) = £, ist. Sie laBt sich beildufig folgender-
maBen explizite darstellen: ist y dyadisch irrational und

y=SHEE =01
ihre dyadische Entwicklung, so ist

x=1/)(y) =y & + (yz - ?/;)51 + (Ys — y2)6 +

Dies gilt auch noch fiir y =0, y = 1; ist dagegen y dyadisch rational
und 0 <y << 1, so gestattet y zwei dyadische Entwicklungen, die eine mit
Einsen, die andere mit Nullen endigend:

O g
v, |, 0
= 9 +‘§?+“' (17”-—*0)

und diesen entsprechen gerade die Endpunkte des Intervalls (y)
w(y) = u b+ (e —u )b + (us—u)fs + - -+
@) =wd+@— )b+ Gk +
Den Beweis dieser Behauptungen wollen wir unterdriicken; die Dar-
stellung von u(y), v(y) 1iBt sich wieder rekursiv mittels (4), (5) verifi-
zieren und daraus der Schluf auf ¥(y) ziehen,
Die Funktion ¢@(z) hat folgende einfache Bedeutung: ist A% der
Durchschnitt von 4 mit dem Intervall J? (a < <(b), so ist
G o(z) = L(4),
wie man zunichst fir die Punkte von B = 3B(y) und auf Grund der
Monotonie beider Funktionen allgemein erkennt. Denn liegt 2 in S(y)
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mit ¥y = él%, so zerfallt durch die p-Intervalle, die den dyadischen Zahlen
mit dem Nenner 2* entsprechen, 4 in 2" kongruente Stiicke, jedes vom

MaBe ;;n, und da lénks von B(y) k solche Stiicke liegen, ist
k
L(4f) = i =9y = o).

12. Die Funktion (9) 14Bt sich unter allgemeineren Voraussetzungen
betrachten.*) Das duBere MaB L moge fiir einzelne Punkte verschwinden,
und es gebe iiber jeder Menge eine maBgleiche Borelsche Menge; A liege
im Intervall J¢ und habe positives (endliches) L(4)= L. ¢(z) geht
monoton von O bis L, wenn z von O bis ¢ geht. Wegen der MeBbarkeit
der Intervalle ist ’

(10) 9(§) — (@) = L(4) (z<8),
inshesondere L — p(x) = L(43).

g(x) ist stetié’, denn nach einer schon erwihnten Higenschaft der duBeren
Masse ist L(45) — L(43), L(49— L(49),

wenn z wachsend resp. abnehmend nach £ konvergiert.

ordnet jeder Menge X des Intervalls [0, a] eindeutig eine Bildmenge X*
des Intervalls [0, L] zu. Sie ist im allgemeinen nicht eindeutig umkehr-
bar, denn @(z) kann (hochstens abzihlbar viele) Konstanzintervalle haben;
sind aber X, Y ohne gemeinsame Punkte, so haben X% ¥* hochstens
abzihlbar viele Punkte gemein. Mit’ einer Menge X* ist ihr Urbild nicht
eindeutig bestimmt, wohl aber ihr griffes Urbild X, d. h. die Menge
aller Punkte z, deren Bilder in X* fallen (sie enthilt also von einem
Konstanzintervall entweder keinen Punkt oder alle). Das Bild und das
groBte Urbild einer Borelschen Menge ist wieder eine solche.
Fir ein Intervall J ist nach (10)

m(J%) = L(4T), '

wenn m das Lebesguesche iuBere LinearmaB bezeichnet. Fiir, eine be-
liebige Menge X gilt zundchst nur die Ungleichung

* f(X)= L(4X) ist fir die beziiglich 7. meBbaren Mengen X eine absolut
additive Mengenfunktion, @(x) die zugeordnete Punktfunktion Vgl die Schrift von
J. Badon, Theorie und Anwendungen der absolut additiven Mengenfunktionen
(Wiener Akad. Ber. 122 (1918), 8. 1295—1438), die fiir die Behandlung Carathéodory-
scher MaBe noch mancherlei Stoff bietet. Statt der Abbildung a* = g(z) {vgl. dazu
Radon, S. 1343) kénnte man auch die eineindeutige Abbildung &* =z -+ @(x) heran-
ziehen, auf die mich Herr Carathéodory brieflich aufmerksam machte.
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(1) m(X*#) > L(4X),
denn schlieBt .man X* in, (dem Intervall [0, L] angehdrige) Intervalle J.*
ot Sm(TH <n(X?) +e,

so0 schlieBen die groBten Urbildintervalle J, die Menge X ein und es ist
L4X) < SL(AT) = Sm(2)
Die Gleichung .
12) m(X*) = L(4X)
(derzan linke Seite die obere Variation von @(z) in X oder das obere

Stieltjes-Lebesguesche Integral f do ist) gilt aber gewiB in folgenden
Fillen:

«) wenn X eine Borelsche Menge ist. Denn ist ¥ deren Komplement
in bezug auf ein Intervall J, so haben die Borelschen Mengen X% ¥*
héchstens abzihlbar viele Punkfe gemein und es ist

m(J#) = m(X*) + m(¥*)
> L(AX) + L{(4Y) > L(4J) = m({T%),

sodaB fir X und Y in (11) das Gleichheitszeichen gilt.

B) wenn X Teilmenge von A4 ist. Denn.ist V eine Borelsche Menge
tiber X mit L(V) = L(X), so liegt AV zwischen X und ¥, also auch
L(AV) = L(X), und man hat

m(V#) = m(X%) = L(AX) = LAY = m(V#).

y) Sie gilt fir jedes X dann und nur dann, wenn A beziiglich L
meBbar ist. Denn ist B das Komplement von 4 (inbezug auf das Grund-
interyall [0, a]) und gilt (12) allgemein, so ist insbesondere

(13) m{(B*) =0,
und umgekehrt folgt hieraus fiir beliebiges X, wegen (f)
m(X*) = m(4X*) = L(4X).

Aus (13) 'wieder folgt die Existenz einer Borelschen Menge V* iiber B¥*
mit m(V¥) = 0; ihr groftes Urbild ¥ ist eine Borelsche Menge tiber B
mit L(4V)=0 und deren Komplement U also eine Borelsche Menge
unter A wit L) = L(4), 4 ist beztiglich L meBbar; riickwirts fithrt
dieser Schlu wieder zu (13) zuriiek.

‘Wenn 4 beziiglich L meBbar ist, schlieBt man leicht aus (12), das
AX dann und nur daon besziiglich L meBbar ist, wenn X* linear me§-
bar ist.

B
-
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Wenn I, gemiiB Def. 2 aus L(x) entspringt, so ist auch die Funktion
Pe(x) = Ly( 43
wegen einer nachherigen Anwendung bemerkenswert. Sie geht monoton
von O bis L,(4); wegen
LQ(X+ V)< L(X) + L,(Y)
ist 9,(E) — 9,(2) < L,(43) (@ <)
und offenbar fiir £ —x < ¢
L,(4y) < AE—~a),
woraus die Stetigkeit von g (2) folgt; die (von ¢ abhiingige) Abbildang
7* = @, (z) ordnet jedem Intervall o < ¢ ein Bildintervall a*< i(e) zu.
Man schlieBt daraus beiliufig auf die Ungleichung
m(X#) < L(X)
zwischen einer Menge und ihrem Bilde.

13. Die Konstruktion ebener Mengen vorgeschriebener Dimension ist
nicht ohne Schwierigkeit. Sei 4 eine Menge auf der z-Achse, B eine
Menge auf der y-Achse, C = A >< B die ebene Menge der Punkte (z, ¥),
wo z die Menge 4 und y die Menge B durchliunft. Wir werden unter
gewissen Einschrinkungen beweisen, daB € von der Dimension [4(f) w(t)}
ist, wenn A von der Dimension [4()] und B von der Dimension {u(?)]
ist; die entsprechenden duBeren MaBe von 4, B, C seien L, M, N. Beide
Funktionen A(f), w(t) seien wie in Nr 9 gewdhlt, insbesondere konvex.

A sei die spezielle perfekte Menge der Nr. 10, auf den durch

24(E,) = L

bestimmten Intervallingen beruhend, wihrend wir iiber B nichts weiter
vorauszusetzen brauchen. SchlieBen wir B in Intervalle 7, < ¢ ein mit

Zu(n,) <M+,
wodurch C in die Mengen C, = 4 ><1, eingeschlossen wird. Wahlen wir,
o < &, vorausgesetzt, zu jedem % den.Index m derart, daB

gm-1>nn; gm

und schlieBen 4 in 2" Intervalle von der Linge £, ein; dadurch wird
C, in 2" Rechtecke mit den Seiten £,, 7, oder in 2" Kreise mit den

Durchmessern d,, = V& + 72 eingeschlossen. Wegen £, < %gm_, ist
A V21, < 20,

1/_5«
mn—— t& +§m 1 9 §m~17

Mathematische Annalen. LXXIX. 12
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alse mach Nr. 9, ()

() () < WP ) - V2u(0,).
Daher folgt N, Q(C‘) < 73_,'2“ A(d,) 0(d,,)

< SV A ) )

=VI0L Zp(n,) <VIOL(M+e),
demnach N<VIOLM.

Um N nach unten abzuschitzen, nehmen wir 4, B’als abgeschlossene
Mengen in den Intervallen [0, &], [0, 4,] an und schlieBen C in Kreise
K, von Durchmessern d, <@ ein mit

Sud)u(d) < N, + &

zu jedem Kreis gehdrt ein umschriebenes Quadrat mit achsenparailelen
Seiten und dessen Durchschnitt B, mit dem Grundrechieck (0 <Lz <&,
0<Ly<n); R, ist ein Rechteck mit Seiten «,, f, <d,. Nehmen wir
nun die am Ende voriger Nr. erwihniten Funkiionen
9, (@) = L (43), v,(y) = M,(By).

Dureh w= () v =)
" wird R, auf ein Rechteck der wv-Ebene abgebildet mit Seiten

?‘n é 2’ (as)? a\n g y’ (ﬂ:n)"
und diese Rechtecke miissen das ganze Rechteck

0<u<L, 0Zo< M,
bedecken, da @ (2) jeden Wert an mindestens einer Stelle von 4, ¥¢,(y)
jeden an einer Stelle von B annimmt. Also ist S0, > L,M, und um

so mehr > Ad,) u(d,) = (e, w(B,)
2‘271;631 ; L9M97
also N, > L, M, und N>LM.

Kombinieren wir die erhaltenen Ungleichungen, so sehen wir z. B,
daB C gewiB von der Dimension [iu] wird, wenn 4 und B speuielle per-
fekte Mengen von der Art in'Nr. 10 sind, von den Dimensionen {2}, [u],
die zu konvexen Funktionen gehdren: so kann man der Menge C z B.
jede Dimension der logarithmischen Skala geben, die niedriger als 2 ist.
Macht man diese Dimension hoher als 1 und erginzt die punkthafte
Menge C (die keine rusammenhingende Teilmenge auBer ihren einzelnen



Dimension und #AnBeres Maf 179

Punkten hat) durch Hinzufiigung von abzéhlbar vielen Strecken, die also
das N-Ma8 O haben, zu einer einfachen Kurve¥), so hat diese dasselbe
N-MaB wie C: es gibt also ebene Jordansche Kurven, die von einer be-
liebigen Dimension zwischen 1 und 2 sind. Bekanntlich gibt es auch
solche von der Dimension 2, und in #hnlicher Weise wie man in diesem
Falle verfihrt oder wie fiir lineare Mengen am Schlusse von Nr. 10 an-
gedentet ist, kann man auch ebene Jordansche Kurven erzeugen, von
denen jeder Teilbogen von derselben Dimension zwischen 1 und 2 ist.

Mit drei konvexen Funktionen i, g, » und drei speziellen perfekten
Mengen A4, B, C (von der Art in Nr. 10) kann man eine- riumliche
Menge 4 >< B><C von der Dimension [Auv] bilden und entsprechende
Schliisse daran kniipfen.

Greifswald, Mirz 1918

* Vgl. z. B. meine Grundziige der Mengenlehre (Leipzig 1914), S. 374, -



