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340 * H. RapemscErr

Uber partielle und totale Differenzierbarkeit
von Funktionen mehrerer Variabeln und tber die
Transformation der Doppelintegrale.

Von

-

Haxs Rabemacuer in Wickersdorf  Thiiringen)

Ist f(x) eine in einem Gebiet G der xy-Fbene definierte ste;aige
Funktion mit stefigen partiellen Ableitungen, so ist diese Funkiion bhe-
kanntlich im Stolzschen Sinne differenzierbar, d. h. es ist

P+l y+8) =fla, ) + BEED 4 1520 YL RO, B,

wenn R(k, k) < S(¥R*+ 1) und S(Vh* + z»%)ﬁ 0 mit k® + k*— 0
Aus dieser Gleichung schlieBt man, daB eine durch zwei stetig par-
tiell differenzierbare Funktionen

=9y, 1=v@® 9 x
vermittelte eineindeutige Abbildung von G auf ein Gebiet I der &y-Ebene
im Unendlichkleinen affin ist. Durch Vergleich dieser Abbildung mif
einer affinen folgert man daraus, daB der Betrag der Funktionaldeterminante

i D, ¥) |

D@, 9) |
in jedem Punkte (z, y) das Vmgroﬁemngaverhaltms der Abbﬂdung dar-
stellt. Von hier aus gelangt man damm zu der Transfoymationsformel fiir
Doppelintegrale

:[IF@; ) dgdy =ffF(¢p(x, ), i, P D?p' z’,));dxdy
I G

Diese SchluBweisen sollen nun in der vorliegenden Arbeit auf Funktionen
iibertragen werden, die nur einer erweiterten Lipschitzschen Bedingung

* Bei jeder totalstetigen Furkiion zweier Varizbeln findet &brigens Differenzier-
barkeit im Stolzschen Siune wemigstens in einem maBgleichen Kern ven @ siatt;
sighe C. Carathéodory, Reelle Funktionen (Leipzig 1918), S. 661, Satz 7. Dieses Buch
wird im Folgenden mit B. F. zitiert

v
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unterworfen sind. Dabei werden wir auf dem Wege noch einige an sich
bemerkenswerte Sétze iiber die Funktionaldeterminante selbst beweisen,
Anstelle von ,Differenzierbarkeit im Stolzschen Binne werden wir im fol-
genden auch kurz von ,totaler Differenzierbarkeit” sprechen. Wir be- -
merken moch, daB wir alle Sitze nur der Einfachheit halber fiir zwei
Variable formulieren; die Beweise lassen sich ohne weiteres auch auf mehr

Variable iibertragen.

I. Partielle und totale Differenzierbarkeit.

1. In dem beschrinkten Gebiete G der zy-Ebene sei die Funktion
f(z, y) definiert. Wir fihren-dann ein

(1) w,(z, y; o) = obere Grenze von L(x,;;_:_'_:k:‘ Dl e 0 < k2 + <o
Hiernach ist w,(z,y; 9) bei festem z, y7eine mit abnehmendem ¢ nicht
wachsende Funktion. Es existiert also

@ . L {z, y) = hm af(x, ”s 0).

Uber f(z, y) setzen wir nun voraus, da L,(z,y) in G endlich und sum-
mierbar set. Die Endlichkeit von L, impliziert offenbar die Stetigkeit
von f¥)

Die f{x,y) auferlegte Bedingung kaun als eine Erweiterung der Lipschitz-
schen Bedingung aufgefalt werden. Denn diese wird ausgedriickt durch

3 fle A, z/h)— fiz, )l | < X, :f_k_fu_’/j;%‘—;ﬁ@_y} <M B, 0,

wo M eine in G konstante endliche Zahl ist. Aus (3) folgt aber leicht
\ fathy+B—flzp!

4 ; 2

@ iE <2M

und also auch Lz, y)<2M,

50 daB L, dann endlich und in dem beschrinkten Gebiet G summierbar ist.
Fir die Erfiillung von' (3) ist bekauntlich wieder notwendig und hin-
reichend, daB die partiellen Derivierten von f(2, y) beschrinkt sind.**)

Wir setzen jedoch zuniichst nur Endlichkeit und Summierbarkeit,
nicht Beschrankt;helt von L, voraus. Nun ist

*) Die Meﬁbarkcit von Lg(x, y) ist eine Folge ihrer Bndlichkeit, da Ly dorch
die Stetigkeit von f eine Funktion der zweiten Baireschen Klasse auf G wird.
*) R. F. 8.551, Satz 9.
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fethy)—fay |
h :

- obere Grenze von f

fethy+H—fe s

L
" £ obere Grenze von

* L
. O<hr+r<e, R0, also auch
(53) 1Df(# )| < Ly(z, y),

worin D_f(z, y) irgend eine der vier partiellen Hauptderivierten nach 2z
bedeate. Ebenso gilt

() 1D, (@ 9)| < L,z y)

Die partlellen Hauptdenvxerten von f(z,y) sind also in G endlich und
summijerbar. Ist dann'E, die lineare offene Punktmenge die die Gerade
Yy = Y, mit G gemeinsam hat, so existiert nach einem bekannten Satz von
G. Fubini*) auBer fiir eine lineare Nullmenge der y, das Integral

©) SD.1 v az.

Dies hat aber zur Folge, dab in jedem E, , in dem (6) existiert, auch
auBer hochstens in einer linearen Nullmenge die partielle Ableitung

afg:; Z existiert.**) Daraus ergibt sich, daf 6%1) in einem maBgleichen

Kern K, von G existieren muB. Denn die vier partiellen Hauptderivierten
nach 2 sind meBbare Funktionen und konnen daher nur in einer meS-
baren Menge voneinander abweichen. Da diese Menge aber von allen Ge-
raden y — y, mit Ausnahme einer linearen Nullmenge der y, in linearen
Nullmengen geschnitten wird, so ist sie, wie eine Anwendung des Fubini-
schen Satzes zeigt, selbst eine zweidimensionale Nullmenge )

Nach analogen Uberlegungen existiert of@ ( @ ebenfalls in einem

maBgleichen Kern K; von G; beide gemeinsam also in dem maBgleichen
Kem K=K, K,.

2. Nun sei 1 eine beliebige positive Zahl. Dann gibt es wegen der
MeBbarkeit und Endlichkeit von L, eine meBbare Teilmenge H< K, so daB
mH>mK —i=mG—2

ist und fiir jeden Punkt (z,%) in H
™ : T Ly, y) < M(2)
ist,’ wo M(2) nicht von (z, y) abbingt.

* G. Fubini, Sugh integrali nmlhph (Rend. della R. Accademia dei Lincei 1907),
auch R.'F. 8. 632, Satz 4.

**) R. P. 8. 597, Satz 4 zusammen mib 8. 545, Satz 2.
9 R. F. S. 628, Satz 8.
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Nach einem Konvergenzsatze. ans der Lebesgueschen Theorie der
- MeBbarkeit*) gibt es nun in H eine meBbare Teilmenge S mit -
mS>mH—1>mG — 21,
so daB in § die Konvergenz von

h, y) — U s hy— f{z, g
T IS A U LN R LY R U4

gleichmiifig stattfindet. Es gibt also ein g,(1), so daB fijr jedes (z,y) in S
(8) wf(wa y; 0) < L+ M) < 2M(2) fur Q{@g?::(l)?

-und es gﬁot zu jedem beliebig vorgesehriebenen positiven ¢ ein hy(4, &),
so daB in S

ety —roy)  ofte g
b oz
) fir 0 <lhi < hy(a,
) f@y+ B —f@y) _ of@ ) < ho(2, &)-
- R Jy |

-In § als einer meBbaren Menge. von positivem MaBe gibt es nun eine
perfekte Teilmenge T, deren MaB um weniger als , unter dem von S
bleibt*+):
(10) mI>mS —24>m6G — 31.
In T sind nun 27 und ﬁfseeﬁg Denn es sei hy, kg, -, by, -+ eine
gegen Null konvergmende Folge positiver Zahlen, so konvergieren die
"Folgen der in T steliger Funktionen von (z, y)

f(:c+hm;2 f, y}’ f, y+hay) — 12, 9) (n=1,2,3)

h‘ﬂ

in T gleichmiBig gegen % bzw. %) so daB also amch diese Limites auf
T stetig sind. Auf der perfekten Menge T' sind ‘sie dann aber auch gleich-
méBig stetig®**), d. h. zu jeder Zahl & > 0 gibt es ein (s), so dab

,Of (%, , o1y, i Lo
(11) f(‘gx %) f(“gw %) §< & f-'z:.y %) a'f(;ey y:)( <s,

wenn nur |# — %) + |4 — %2 <%(s). [Bemerkung zur Schreibweise:.
3];(&1}&) soll bedeuten, daB zunichst aj%;-@ gebildet und darin damn

x-—xl,g 4, geselzt wird.]
Ferner hat 7 als meBbare Menge von positivem MaB fast tiberall die

*) R. ¥. 8. 382, Satz 12, MW&W&WM%W
mMWWWW&MMMW
wmmmm&r

w B F 5288, Saints,

= B ¥. S 206; Saiz 2.
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Dichte 1.¥) Das soll heifien: Ist K(P;7) der Kreis mit dem Radius r
um den Punkt P = (z, ) von 7, und ist* T(P; r) der Durchschnitt von
T wnd K(P;r), so ist diejenige Teilmenge E von 7, in der

mT(P 7) =1
>0 wK(P; )
.gilt, ein maﬁo’iemher Kern von 7,
{12) E<T, mE=mT.

Ist daher N > 1 eine positite ganze Zah], so gibt es zu dem Punkte
= (2,, 9o) von E, in dem wir die Funktion auf ihre fotale Dxﬁ’erenzxer«
barkeﬁ. hin untersuchen wollen, eine posxtwe Zahl ry(P,), S0 daB fir
r <ra(Fo) mT(Py; 1) 4
mE(P,; 1) > 1= I\Tz

stattfindet. Bedeutet dann E(P,;r) den Durchschnitt von E und K(Py; r),

so muB wegen (12) bei » < ry(P,) zugleich .
(13) Zig:: g >1-— 3’}—‘, sein.

Zu der beliebigen positiven Zahl i haben wir die Teilmenge E von'
& konstruiert, so daf
{14) i mE>mG— 32
ist. Zu 1 haben wir die positiven Zahlen M(1) und g,(4) angegeben und
zn der beliebigen positiven Zahl & ferner die Zahlen hy(e, 1) und.f@(a)
bestimmt, welche Zahlen simtlich fiir ganz E Giltigkeit besitzen. Zu der
beliebigen natiirlichen Zahl N haben wir endlich fiir den Punkt P, in ¥
ein ry(P,) angegeben. Dann sei 7, eine positive Zahl, die

(5 - to < hy(hy.8), 1o <h(2), 7o<7u(Py)
genligh. Um P, denken wir uns den Kreis K(P,; 1;0) mit dem Radins r,
geschlagen.

3. In K(Py; ry) sei P, mit den Koordinaten .

(16) {x‘ = %o+ Iy cos ¢,
# =1 +h Sine
irgend ein von P, verschiedener Punkt, fiir den nur moeh

(172) 0<h < it

() ‘ n < a@®-1)

1

* i&m@gue, sz I’m@@&@@nm fongtions discontinues, Annales do Begle
Normale Supérieure 1916 (8), Bd. 27, §. 392—401. Auch R. F.8. 497, Satz 3. Die Dichte
ist anfzufassen als eine verallgemeinerte Derivierte des .unbestimmtien Integnals der-
‘jenigen summierbaren Funktion, die auf T gleich 1 und anf.G — T gleich 0 ist.

E
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vorausgesetzt wird. In dem Kreis um Py mit dem Radius hy i\?é” muf
wegen (13), (17a) und der dritten Undewhung (15) das MaB der zu F

komplementéren Punkbmenge weniger als (Nt iy betragen. Ein Kreis

um P, mit dem Radius —ﬁw der wegen (16) und (17&) ganz in

1 2
K(P,,, 9‘0) liegt, muB also Punkie von E in seinem Innern enthalten; es

sei P, ein soleher Punkt mlt den Koordinaten z,, %, so daB mithin

N hy

(18) Vie,— Ta) + -5y < o1
ist (P, darf iibrigens mit P; zusammenfallen).

Wir bilden nun den Differenzenquotienten
(19) @, 90 ‘;l—lf@:oa Yo) — flzy, ) }: f(@,, ¥s) + flxs, ¥ ;:l‘f(xo' Y

o @oa Yo) — [y Yo R

. ’ By

Die Briiche der rechten Seite schitzen wir nacheinander ab. Ist P,
mit P, identisch, so verschwindet der erste Bruch. Sonst ist wegen (1)
und (18) gﬁxﬂ,} — [l y,i; < w (.,6;, 953 hy )

Vo —m) @ —wr = TV N1

und folglich unter Beriicksichtigung von (8) und (17b)

| k - v Y - @, — X5)° - —_—:”2 2 M2,
(20) 1 f&Es 9 hl_fﬁ:g,*g,) < 2M<A\) . ;V_(_-'ﬁ__fz)__?z:i“ @ —9s) < N__.(l) ,

i

was auch fiir zusanmenfallende P, und P, giiltig bleibt.
Fithrt man noch Zy = 2y 1 by €OS &,
Yo=9 T hysin e,
ein, so kann man fir den zweiten Bruch schreiben

(2]) fixs;, 9o k’: [@y, %) _ 1, ?f;} — i:“oa ) z oS 5 .

Nun ist, da P, in E liegt und |z, — 2,1 < hy(4, &) ist, wegen (9)
< @y ) — (@ Ys) 3f<mo Yo) ' < P

, — 2,

ferner auch wegen Iy, — yo| < k(¢) nach (11)
oy, ¥s) [2iCXED)

R v 2z <5
so daB zusammengenommen
Py Flas, 9) —F(#; ¥s) _ 91 (@0s %)
l\a2} 22 z, — 1, 2 2 + 1
sich ergibt, wo ‘ fgyl < 2e “ist.

Mathematische Annalen, LXXIX 23
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Ferner ist nach dem Satz liber die Differenz zweier Seiten im Drei-
eck unter Berﬁcksxchhgung von (18)

{hy — by <V oder

-* . 1
(23) L R=lim m<ygoy

Endlich ist  cos &, — cos ¢, = 2sin 1 siu“"},'“’,

|eos &y — cos ¢ <2§s ~‘2~‘ !

Nun ersiecht man aus dem Dreieck PP, P, ohne weiteres

h 1

gin ZIXQ _“li <l'v——**‘__l_1 :hl = N1

woraus jeos wy — cos ey} < V’é—f und somit
5’
(24) cos @y = cos ¢y + 1y, M| <y

folgt. Fiir (21) erhilt man also mit Hilfe von (22), (23), (24)

(@) ()l ) (31601 4 ) (14, (cos s +75)
— 9@ %)
© o

cos &, + O (yy, 13, ),

wo O(ny, 15, 75) Mit y;, %45, 75 gegen Null strebt. Es lassen sich aber
%y, Mg, s beliebig klein machen, indem man nur & hinreichend klein und
N hinreichend groB bestimmt, was man durch hinreichend kleines 7, und
damit hinreichend kleines h, erreichen kann, also © — 0 mit &, — 0.
Endlich schiitzt .man den dritten Bruch rechts in (19) nach dem-
selben Verfahren ab, was noch einfacher gelingt als bei dem zweiten
Bruch, weil man nicht die durch (11) ausgesprochene gleichmiBige Stetig-

keit von af auf F heranzuziehen braucht. Man erhilt dann

F@ys Us) "; f®, i’/o) 3f(“’o?; Yo) sin a + o, |
wo wieder © mit h, gegen Null strebt. Zusammen mit (20) und (25)
ergibt sich fiir (19), wenn man noch die Bezeichnungen (16) wieder auf-
nimmt,

(26) f(@ +hy cose, 4y Zb,sinai)——f(xo, %) - 1o 5 Yo)

A Co8 &

s + Maf(g;; %’) Sin“ri"ﬁ(kﬁ“i)?

-
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wo lim R(h;; «) = O fiir b, — O, was, wie unsere Abschitzungen zeigen,
gleichmiiBig in «, gilt. Setzt man
hycose, =h, hysine =5,
so kann man fiir (26) schreiben
@T) F@ot b gort By =1 (o) + 7L 2 21500 Ly B R, ).
R k) < s(yh2+ B,
wo lim S(YR+ %) =0 mit Vii+ 1 — 0.

Im Punkte P, = (z,, y,) ist f(z, y) also fotal (nuch Stols) differenzierbar.

Nun war P, ein beliebiger Punkt von Ej in ganz E ist also f(z, y)

von derselben Eigenschaft. Wir lassen nun & der Reihe nach die Werte
101 1

17 9 T Ty

eine Menge FE, die fiir 4 = % mit E, bezeichnet werden moge, so daB

nach (14) 3

(28) ‘ mEn>mG——;;

- durchlanfen. Zu jedem dieser Werte bestimmen wir

ist. Es sei E* die Vereinigungsmenge aller E,. Dann ist in F* iberall
f(% y) total differenzierbar, da jeder Punkt von E* zu mindestens einem
‘E, gehort, in dem diese Eigenschaft der Funktion nachgewiesen ist.
Anderseits- folgt aus (28) mE* = m@G,
so daf wir folgenden Satz aussprechen konnen:

Satz L Ist f(z, y) eine in dem beschrimkien Gebiete G der zy-Ebene
definierte Funktion, fir welche die aus :

¢} w (%, y; @) = obere Grenze von
fir 0 <h®+ &* < ¢,
(2) Lj(x) ?/) *ohfz wf(zy Y 9)

Je+h y+F)— &, )
VhEL R

entspringende Funltion L.(x, y) in G endlich und summierbar ist, so ist
f(z, y) # einem mapgleichen Kern von G total (im Stolzschen Simne) diffe-
rengierbayr. ,

4. Die Uberlegungen im Anfang von § 1 haben dargetan, daB fiir die
Endlichkeit und Summierbarkeit von L (z, y) die Beschriinktheit der par-
tiellen Derivierten von f(#, ¥) in G hinreichend ist. Wir haben somit das

Korollar: Fine in cinem Gebiete G der zy-Ebene definierte Funltion
f(z, y) mit beschrimkten partiellen Derivierten ist in eimens mapgleichen Kern
vor G total (im Stolzschen Sinme) differenzierbar®)

* Eine solche PFunktion zweier Variabeln braucht ‘nach einem Beispiel von
C. Carathéodory (B. F. 8. 655) nicht totalstelig zu sein. Vgl. 8. 340 Anm. ¥).
% 23*
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- Selbst wenn aber, was in diesem Korollar nieht einmal vorausgesetzt
ist, die Funktion f(z,y) dberall in G partielle Ableitungen besitat, die be-
schrinkt sind, braucht sie darum doch nicht iiberall total differenzierbar
zu sein. Das zeigt das folgende einfache Beispiel
2

f(z, y) = :__!y_y fiir xzt!‘?/2>0a

flz,y)=0 fir 22 +9*=0.
Leichte Rechnungen zeigen, daB iberall

ffiggz, i:-;;}__é_ und daB
: ’ 0)‘” . H f
(29) . 10&3,%.—0—0’ ig_‘-ﬂo=° 0

Yo=10 Yo=0

ist. Dagegen haben wir
f(h cos o, b sin &) = h sin® & cos «
und folglich M‘W——-M = sin? & cos e,

was mit (29) zusammen zeigt, daB fiir 2, =0, y, = 0 in diesem Falle
(26) nicht erfiillt ist.

II. Eigenschaften der Funktionaldeterminante. .

3, Nach dem Beweis unseres Satzes I schlagen wir den in der Ein-
leitung skizzierten Weg ein. Aus (27) erhilt man zuniehst durch die

Substitution h=at, k=0t

{30) flx, + at, ?/o"i;bt}”‘f(xw y&) of(';o: Yol +b af{;;; Yo)
+ Va®+ b2 R(at, bt).

Nun seien

(31) z=ua(s), y=yls)

zwei differenzierbare Funktionen (deren Ableitungen iibrigens Richt be-
schrinkt zn sein brauchen), deren Werte 2 und y fir ein gewisses Inter-
vall 5, << s< s, in das Definitionsgebiet G von f(z, y) fallen mdgen. Wir
betrachten einen Punkt z, = 2(s,), % = ¥(S,), der zur Menge £* gehort,
falls ‘es einen solehen gibt. In diesem Punkbe seien '(s)) und y'(s,)- die
Ableitungen der Funktionen (31). Dann gilt in einer linearen Umgebung
A Sl Z(8) = x4 + {&' 59 + 0y) (s — 8o} :
Y = o+ &G + 83) (s — o),

worin 8, —> 0, 8, —»0 mit s—> 5. Fiir hinreichend kleines (s —5,)
schlieBt man daher aus (30) auf .

&
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fizs), y&) — Fley, %) (32 ©+ 61) 0f("5o’ Yol + (y (s + 52> ﬂf(‘toz Yo)

s —38,

+ V(@ 59+ 0+ Y5+ 0:) B(@'+ 0 (s — ), &' + 82 (s — 8),

woraus im Limes s — s,

(32) e y@® =7 s ) .y (5,) 20 af(mm )
hervorgeht. Diese Gleichung gilt fiir ganz beliebige dﬁerenzxerbare Funk-
tionen z(s), y(s) (deren Werte in G liegen) auBler in einer durch die
Funktion f(xz,y) voRig bestimmten Nullmenge (G — E¥) der (x, y)*) Die
Funktionen #(s) und y(s) konnten also, ohne den Giiltigkeitsbereich von
{32) zu @ndern, noch einen Parameter enthalten. Es seien

z==u(§, n), y=yE& n
zwel in einem Gebiet [ der £%-Ebene definierte Funktionen, deren Funk-
tionswerte z, y in G hineinfallen und die in [ iberall partielle Ablei-

tungen nach £ und 7 besitzen, liber deren Beschrinktheit wir nichts vor-
aussetzen. Dann gelten analog zu (32)

of@é m, y&m) _ ofx,y) 2xE.n , of@, y) 0y m)

33) ° Y oz c§ T oy 6E

3

©2) &M, y& ) _ 2flz, y) 0x& n) | ofx,y) 6z )
o1 ox on ' oy o

auBler in einer Nullmenge G — E* der (z, y). Ist g(z, y) eine weitere
Funktion in G, die dort gleichfalls den Voraussetzungen von Satz I ge-
niigt, so gelten (33) und die analogen Formeln fiir g(z, y) zugleich in
allen Pnnkten von G auBer in einer durch f(ﬁ, ) und g J(.Z, 4) bestimmien
Nullmenge, die Z heiBen mdoge.

Aus (33) und den analogen Glewhungen fir g{z, y) erhalt man den
Multiplikationssatz der Funktionaldeteminanten

of 0f, f 9z, ofdy of ba 0f oy, Of if' 9z 0a
By 50 3w 08 "oy 05 omom ' oy om| |z Oy| 9 om.
t ===t { == -
'8y dg! §398x+393y 29 9= 29 2y, |0y @_.23 Lgay'
9 an| oz 0F ' oy o§ oacan_ray an! 10z 3y£38§ a1

Satz IL. Sind f(z, y) und glz, y) 2wei in cinem Gebiet G der zy-
Ebene den Vorayssetzungen von Satz I geniigende Funkiionen und 2z(§, 1),
y(&, ) 2wei in eimem Gebiet T der &v-Ebene definicrte particll differensier-
bare Funktionen, deren Funktionswerte (x, y) in das Gebiet G fallen, so

gilt die Multiplikationsformel (34) der Fumltionaldeterminanten aufer in

* Es wire denkbar, daB diese Nullmenge die ganze Kuxve (31) enthielte, so daf
die Formel (82) fiir keinen einzigen Wert von s zu gelten brauchte.
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. eimer Nullmenge Z der (z, y) in G, die nur von f(z,y) und g{z, y), nicht
von der Wahl der Fumltionen x(E, ) und y(§, n) abhingt.

Uber das MaB der Punktmenge der (£, %) in I, in der (34) nicht
gilt, werden wir unter gewissen Einschrinkungen nachher noch eine Aus-

sage machen konnen.
6. Durch die Funktionen

u=1(z,9), v=9 1Y),
die wieder die im vorigen Absatz diskutierten Eigenschaften haben sollen,
wird das Gebiet G der zy-Ebene auf einen Bereich U der wv-Ebene ein-
deutig abgebildet. Da diese Abbildung jedoch keine eindeutige Umkehrung
zu besitzen brancht, so braucht U kein Gebiet zu sein.
Die Gleichung (27) liefert in der Umgebung eines Punktes P, in
dem sowohl f(z, y) als auch g(z, y) total differenzierbar ist,

u=ﬂ%+h%+@=ﬂ%wg+ﬂ@%@+gﬁ%@
V£ RO E)

0 =95 + b sy + F) = 9(@y, 30) + 1 2EG 1) 420G W)
+VE+EEB 5.

Die Abbildung ist also im Unendlichkleinen um P, affin. Wiirden die

Restglieder in (35) fehlen, so wiirde durch die dann hervorgehende affine
Abbildung

(35

;u—ﬂ+hf+k
(36)
|5 =00+ 328+ 522
das Quadrat @ in G '
30 Izl s+, Yo—IZyLy +1

auf ein Parallelogramm V abgebildet werden.
Wir erledxgen zunichst den Fall

2 o

cm-xﬁyi

(38) D = {39 8g¥=o'
% oy

Dann artet das Parallelogramm ’V in eine Strecke 4 aus, deren Mittel-
punkt das Bild von P, ist; verschwinden jedoch simtliche Ableitungen,
so wird 'Q durch die afﬁne Transformation nur auf einen Punkt abge-
bildet. Die Liinge o der Bildstrecke 4 ist der groBere der beiden Ab-
stinde der Bilder gegeniiberliegender Ecken von. Q. Diese Bildabstinde
sind bzw. ,
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27 1/70F  OR\, [og , 29\ of _Ofy, (09 _ 99\
AV (L) + GeHgy) wd 21}/ (& &) +5—35),
und wegen (Ha) und (Bb) ist folglich

(39) . a < 21V8 Ly (2, 4,)* < 61L,,

worunter auch der Fall, daB ¥ in einen Punkt ausartet, mit einbegriffen ist.
"Der Vergleich von (35) und (36) zeigt, daB zwei zu demselben Werte-

paar (h, k) gehorende Punkte (%, ») und (@, ?) einen kleineren Abstand
als YhE+ k2 R*Y/2 voneinander haben, wo R* der groBere der beiden
absoluten Betrige |R| und |R’| ist und daher B* — 0 mit #*+ k*—0.
Also liegt das durch (35) von @ entworfene Bild ¥ ganz in der Menge
der Punkte, die von A hochstens den Abstand 2]/R?* haben, wo R der
Maximalwert von R* in dem Quadrat @ und den Seitenlingen 27 sei,
so daB also auch R*— 0 mit I-— O gilt. Diese Punktmenge (sie be-
steht aus einem Rechteck mit zwei angesetzten Halbkreisen) hat aber
wegen (39) einen kleineren Inhalt als

24PL.R* + 4PR*x,
also ist auch das MaB von ¥ kleiner als diese Zahl. Folglich

e <(6L,+ = B¥EY,
woraus fir Lim ! =0 das Vergriferungsverhilinis A(Py) der Abbildung
im Punkte P, folgt: A(Py) = 0.
Im Falle (38) ist also in einem Punkt von totaler Differenzierbarkeit der

f und g das VergroBerungsverhiltnis gleich dem absoluten Betrag der
Funktionaldeterminante. )

Nebmen wir nun of aof
40 p=2% Mo
(#0) ~log g, T

‘ex 9y |

an, so ist ¥ ein Parallelogramm mit nicht zusammenfallenden Seiten ynd
mit dem Bild von P, als Mittelpunkt. Die Parallelogrammseiten werden
einen kleinsten mit I proportionalen Abstand ul vom Mittelpunkte haben.
Ich wihle nun ! von vornherein so klein, daf 4R*< g ist. Das durch
(35) vom Rande des Quadrates @ entworfene Bild sei die Kurve C. Da
jeder Punkt von € vom Rande von ¥ hochstens einen Abstand d=2IR?*
haben kann, so liegh €' ganz in einem ringartigen Streifen, der die Breite
2d hat und den Mittelpunkt von ¥ umschlieBt, aber nicht enthilt. Ein
Parallelogramm ¥ _, also, das ganz in 7 liegt und dessen Seiten parallel
zu denen von ¥ im Abstand d verlaufen, enthilt keinen Punkt von C. Ein -
Parallelogramm ¥, dessen Seiten auBerhalb von V parallel zu den
Seiten von ¥ im Abstande d liegen, enthilt anderseits C ganz im Innern.

-
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Wir behaupten nun, daB simtliche Punkie von ¥V _, Bilder von Punk-
ten von ¢ bei der Abbildung (35) sind. Durchlduft nimlich der Punkt
(h, k) einmal den Rand von @, so tut (%, ¥) das Gleiche auf dem Rande
von ¥, und (u, v) durchliuft C. Dabei umkreist (%, 7) einmal einen be-
liebigen Punkt P* in V_, und (u, v) gleichfalls, da (u, ») von (%, )
innerhalb eines Krexses vam Radius ¢ und dem Mittelpunkt (@, 7) mit-
herumgeschleppt wird. " Deformiert sich C stetig, so kann sich die Um-
laufungszahl nur #ndern, wenn C durch P* geht Wir zichen nun den
Quadratrand von @ stetig auf den Punkt P, zusammen, wobei C stetig
deformiert wird. Geht dabei einmal C durch P¥ so ist P* gewiB Bild
eines Punktes von ¢. Tritt dies nie ein, so umlinft € stets P¥. Da
sich aber C zugleich mit dem Quadratrand auf einen Punkt zusammen-
zieht, so muf P* der Grenzpunkt von C und also das Bild von P, sein.
In jedem Falle ist folglich ein beliebiger Punkt P* von V_, Bild eines
Punktes von @.%)

%) Der hier fiir diese Behauptung gegebene Beweis ist der einzige der vorliegen-
den Arbeit, der an der Dimensionszahl 2 hingt. Fir n Dimensionen zieht man am
besten den Begriff der ,Ordnung* eines Punktes in Bezug aut eine geschlossene
Fliche wund den Kroneckerschen ,Index” eines Funkiionensystems auf einer ge-
schlossenen Fliche heran, (Siehe hierszn die Note von J. Hadamard ,Sur quelques
dpplications de l'indice de Kromecker* in J. Tannery, Introduction & la théorie des
fonctions d’une variable, t. 2¢, éd. 2¢, Paris 1910). Ich skizziere den allgemeinen Be-
weis. Durch

%

1 £ i -’71 az’
€AY w, =iz, + Ry, 2o A Py - 2+ ha)zio(-ﬂlﬁx&:”'xm)'?' "']é‘a{: +r-R,
= J

wo #* =2h; und R, — 0 mit »-—> 0, =12,k
i ~
wird der Wiirfel W
h <1

PR

'

mik dem Mittelpunkt (x,, a‘;. ..&,) auf einen Bereich ¥ abgebildet. (Vorausgesetzt
ist nicht-versehwindende Funktionaldeferminante). Die Transformation

%*f+2 Jg-‘)::

bildet dagegen W anuf ein Parallelepiped ¥ mit der Oberfliche 8 ab. Man bestimmt
V_z wie im Text. Jeder Punkt von V., bat in bezug auf § die Ordnung 1 (. c
S. 460, § 28). Die Oberfliche von W wird auf eine (ganz auBerhalb V., legende)
Fliche § abgebildet, in bezug auf die jeder Punkt von V_, dieselbe Ordnung hat
wie in bezug auf § (L ¢. S. 462, § 30). Die Orduung des Punktes (wf, w¥, ... w%)
i ?_J in Bezug auf § ist abe& nichts anderes als der Kraneckexsache Index des
Funkhonensystms

fi(‘”x”i"hlzwz’}?ks"“ww*kn)““? ) p=1,2,...0
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Somit iiberdeckt ¥ ganz ¥ _, und wird selbst von ¥V, , iiberdeckt,
so daB man hat:
(41) mV_,<mVImV,_,

Durch eine bekannte elementare Rechnung ersehlieBt man aus (36) und (37)
mV =4B1D .

Die offenbar mit ! proportionalen und wegen (40; nicht verschwindenden
Abstéinde von je zwei Gegenseiten von V seien 2ul und 2v7 (wo x und
v Ausdriicke in den Koeffizienten der Transformation (36) sind). Das
Parallelogramm ¥,  dessen Seitenabstinde je um 24 = 4IR¥* grofer
sind als die von ¥V, hat mithin den Inhalt

V.= 401D|(1+ 2 H) (1 2,
und analog gilt fiir V_,
mV_, = 4P }Dg( — 1‘%—) (1 ZZ»R’T) :
Hieraus und aus (41} ergibt sich dann
Di(1—2E) (17~2R‘) < cS D1+ ) (14 ),

und folglich ist fir Limes { =0 auch in diesem Fall das VergroBerungs-
verhiltnis A(P,) der Abbildung gleich dem absoluten Betrag der Fuuk-
tionaldeterminante Dy
A(Py) =D = Dz, ?j}
Dies gilt fiir alle Punkte P, in G auBer demen der Nullmenge Z,
denen windestens cine der beiden Funktionen nichi total dlﬁ‘erenzxerbar
ist. Wir haben damit den folgenden Satz gewonnen:

Satz . Die im Gebicte G definierten, den Bedingungen des Satzes 1
geniigenden Funktionen u = f(z, y) und v = g(x, y) vermilteln eine eindeutige
Abbildung des Gebietes G der xy-Ebene auf einen Bereich U der wo-Ebene.
Dann ist in dem mafgleicher Kern von G in dem f(z,y) und gz, y) 2u-
gleich total differensierbar sind, das Vergroferungsverhilinis der Abbildung
gleich dem absoluten Betrag der Funktionaldeterminante.

Daf iibrigens selbst bei eineindeutigen Abbildungen die Funktional-
determinante, auch wenn sie #iberall in G existiert, doch nvicht tiberall

auf der Oberfliche von W. Dieses Punktionensystem ist in W und auf seiner Ober-
fiache sietég definiext. Wegen des nicht verschwindenden Index miissen seine Funk-
tienen eine gemeinsame Nullstelle in W haben (1. ¢. S, 466, § 38). Also ist jeder Punkt
von V., durch (4) Bild mindestens eines Pruktes von W, N
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das Vergroflerungsverhiltnis der Abbildung zu sein braucht, habe ich
frither durch ein Bejspiel gezeigt.*)

Bei einer eineindeutigen stetigen Abbildung eines Gebietes wird ent-
weder der Umlaufungssinn in jedem Punkte aufrecht erhalten oder in
jedem Punkte umgekehrt. Unsere Uberlegungen zeigen nun zugleich, da8
das Vorzeichen der Funktionaldeterminante dort, wo sie nicht verschwin-
det, fast iiberall angibt, ob die Abbildung den Umlaufungssinn erhilt oder
umkehrt. Denn bekanntlich kann man dies bei einer affinen Transfor-
mation aus dem Vorzeichen der Determinante entnehmen, und mit affinen
Transformationen haben wir fast iiberall unsere Abbildung vergleichen
konnen.

Satz IV. Die Funkiionaldeterminante einer eineindeutigen Abbildung,
die im iibrigen die Voraussctzungen von Satz III erfiillt, nimmit auf dem
mapgleichen Kern von G, in dem [ und g beide total differenzierbar sind,
entweder wicht das negative oder wicht das positive Zeichen am, ersteres,
wenn die Abbildung den Umlaufungssinn aufrechterhilt, letderes, wenn Sie
ihn wmlkehrt*¥)

7. Im folgenden soll Satz II noch eine Erginzung erfahreu Wir
stellen zunichst noch zwei Bigenschaften einer solchen Abbildung fest,
welche durch die der Lipschitzschen Bedingung (3) und somit auch (4)
geniigenden Funktionen u = f(z, y), v = g(, y) vermittelt sind. Voraus-
gesetzt wird also

[fe+hy+h—fy) , @+ hy+E g 9|
e < M. Y = <M
und folglich auch
42) V@+h g+ B —f 9P+ @@ +h y+h—g@, g <MV2VE+E.
Dann gilt der
Hilfssatz 1: Ist W eine belicbige Menge in G, so gilt fir das Bild
W# i U

mAWE < 2M*m W,

wo T das duPere Maf bezeichnen soll.
Man kann nimlich W mit abzihlbar vielen Kreisen K restlos so

iiberdecken, daB

SmE<mW -+

# Eineindeutige Abbildungen und MeSbarkeit, Gottinger Diss. 1917, S. 107f.
(auch Monatshefte f. Math. u. Phys., Bd. 27, 1916, 8. 288f) Im Folgenden zitiert als
Di 5 ‘ 5
© . %% Fir mehr als zwei Dimensionen wiire hier statt des Umlanfungssinns eine
sligemeiner definierte ,.In;iikatﬁx“ 2u nehmen.
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fir beliebiges & > 0 ist*) Wegen (42) liegt aber das Bild K* eines
Kreises K mit dem Radius o ganz in einem Kreise mit dem Radius
M’ Y20, so dah ;
mK*<2M"*mK
und damit
SDSmK¥ < 2M*mW + &

ist. Da aber W# von den K* ganz iberdeckt wird, so folgt weiter
mW* < 2M*(mW 4-¢)

und wegen der Willkiirlichkeit von & die zu beweisende Ungleichung.
Speziell wird also eine Nullmenge stets auf eine Nullmenge abge-
bildet. Die MeBbarkeit von W =zieht iibrigens die von W™* nach sich,
denn eine meBbare Menge ist stets darstellbar als Vereinigungsmenge ab- ¢
zihlbar vieler abgeschlossener Mengen und einer Nullmenge, von denen
die abgeschlossenen Mengen wegen der Stetigkeit der Abbildung wieder
auf abgeschlossene, also meBbare Mengen, die Nullmenge aber auf eine
Nullmenge abgebildet wird, deren Vereinigungsmenge wieder meBbar ist.

Hilfssatz 2: Wird unter der Voraussetzung (42) eine mefbare Menge
W won positivem Maf3 auf eine Nullinenge W* abgebildet, so ist fast itherall

in W die Funktionaldeterminante D_((;’”g’)} gleich Null*%)

In W gibt es namlich einen maSgleichen Kern W, in dem erstens
die Dichte von W gleich 1 ist und in dem zweitens der absolute Betrag
der Funktionaldeterminante das VergroBerungsverhiltnis darstellt. Es sei
P, ein Punkt W, Dann gibt es nach der Definition der Dichte zu
¢ >0 ein Quadrat @, mit dem Mittelpunkt P,, so daB

m{Q W)
n Qo > 1=
186%%) Nun ist das Bild von @Q,W eine Nullmenge, die in der \Tull-
menge W* enthalten ist. Ferner ist

m(Qo— QW) < em Qy; )
das Bild von (Q, — Q, W) hat daher nach Hilfssatz 1 ein MaB, das klemer als
2M2emQy

%) Diss. S. 9, Satz 1L
*) Hexr Ch.J. de la Vallée Poussin hat den entsprechenden Satz fiir ¢ine Variable
bewiesen und seine Wichtigkeit hervorgehoben, Transactions of the American Mathe-,
matical Society 16, 1915, S. 467, Corollaire.
*#%) Obgleich wir im § 2 die Dichte in einem Punkte P, mit Hilfe von Kreisen
um P, definiert haben, kénnen wir hier Quadrate zu dem gleichen Zweck benutzen,
da der in Anmerkung %), S, 344 zitierte Satz fiir die verallgemeinerte Derivierte gilt.
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ist. Insgesamt hat also die Menge ¥, die Bild des Quadrates @, ist, ein
MaB von weniger als 2M3em@,. Also

MQ‘, < )2!/[’087

on
woraus fiir das VergroBerungsverhiltnis in P, wegen der lelkurhchkext
von & A(P) =0
folgt. Dann muB aber wegen der Bestimmung von W, auch
D, 9,
Dz, z/;

in P, und daher ebenso in ganz W, sein, womit der Hilfssatz be-
wiesen ist.

8. Es seien nun f(z, y) und g(z, y) im Gebiete G der xy-Ebene,
z(&, 1), y(& n) im Gebiete I" der £ 4-Ebene definiert. Das durch z =2z(§, ),
y = y(&, u) von [ entworfene Bild G, liege ganz in G. Die vier Funktionen
mogen ferner beschrinkte partielle’ Derivierte haben. Dann sind z(§, %)
und y(§, u) aufer in einer Nullmenge Z’ in I partiell differenzierbar. Das
Bild Z’ von Z’ ist nach Hilfssatz 1 eine Nullmenge in G,. Wiren z(%, %)
und y(&, ) tiberall in I partiell differenzierbar, so wiirden (33) und die fiir
9(#, y) analogen Formeln von § 5 in G, bis anf diejenige Nullmenge Z”
gelten, in der f und g nicht beide total differenzierbar sind. Unter der
jetzigen Voraussetzung sind daher (33) und die analogen Formeln in G,
giltig auBer in der Nullmenge Z” + Z'= Z, in G,. Die Menge der (§, %)
m [, in der (33) und die analogen nicht gelten, heifle Z,. Dann ist Z,
das durch « = z(§, v), y = y(§, 4) von Z; entworfene Bild.

Z, ist meBbar, denn die in (33) auftretenden Funktioner sind simt-
lich mefbar in der £y-Ebene. Die Funktionen f(z(, n), y(&, %) und
g(x & v, y& 7)) sind nimlich als stetige Funktionen stetiger Funktionen
in (&, 1) stetig, ihre partiellen Derivierten also meBbar. Das Gleiche gilt
von den Derivierten von x(£, 4) und y(&, ). DaB die zunichst nur in
der zy-Ebene meBbaren Derivierten von f(z, y) und g(2, y) nach z und
y auch als Funktionen von £, v meBbar sind, sieht man folgendermaBen
ein. g ist F@t m -+ b yi& ) — o6, yE )

h
fir jedes A >0 in &, 5 stetig. Der Limes superior dieser Funktion fiir
h — O, der die obere vordere partielle Derivierte nach = von f(z, y) dar- -
stellt als Funktion der & 7, ist also als Funktion der zweiten Baireschen
*Klasse in der £7-Ebene meBbar. Das Gleiche gilt von den andern Deri-
vierten von f und g. Anf der rechten und linken Seite von (33) und den
analogen Formeln stehen also meBbare Funktionen, die sich nur in einer
l}l‘e%aren Menge Z, unterscheiden konnen.
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Ist nun Z, selbst eine Nullmenge, so gilt die Multiplikationsformel
(34) in einem maBgleichen Kern von . Ist mZ,> 0, so wollen wir
zeigen, daB dennoch (34) fast iiberall in I gilt. .

Zunichst sieht man, daB auch f(z&, ), y& ») wnd g{zE, v), y& »)
in (§ %) die Lipschitzsche Bedingung erfiillen. Denn z. B.

fled,, n. y@nw)——f(z(se 7y y<5»,n>)
& —

I A A el AC2 f(«ﬁ»a Y2) ’ V(xl—x“) 'i(yx ?/° L <M. -V:)M

: V\'fl — ) ‘L (o — ¥a)* &

was aus (3) und (4) und den entsprechenden Lipschitzschen Ungleichun-
gen fiir 2(£, #) und y(&, ) folgt; zur Abkiirzung ist dabei z, = z(§,, 7)
usw. geschrieben.
Da nun Z, auf die Nullmenge Z, abgebildet wird, so ist nach
Hilfssatz 2 fast itberall in Z,
Dy _ o
pE =Y
Da ferner das durch « = f(z, y), ¢ = g(2, y) von Z;, entworfene Bild Z*
nach Hilfssatz 1 ebenfalls eine Nullmenge sein muB, so geht Z;, auch
durch w = f(z & ), y& ), v = g(xE, ), y& n) in eine Nullmenge uber,
und fast itberall in Z, ist daher nach Hilfssatz 2
D, 9
D
so daB also in Z; fast dberall beide Seiten von (34) verschwinden und
die Gleichung somit gewiB erfiillt ist.
Damit haben wir den
Satz V: Sind f(z, y) und g(z,y) zwei in einem Gebicle- G der xy-
Fbene und z(5, v), y(&, q) 2wei in einem Gebiete T der En-Ebene defi-
wierte Funktionen, deren particlle Derivierte beschrinkt sind (die Funktionen
geniigen mit andern Worten der Lipschitzschen Bedingung), wobei ferner die
Funltionswerte von z(§, n) und y(&, ) in das Gebiet G hineinfallen, so
qilt fast iberall in T die Multiplikationsformel der Funktionaldeterniinanten
D(f, 9) __ D{,9) Dix, )
D, D,y Dé-w)’
" wobei den Funltionaldetcrminamten dort, wo sie etwa wicht existieren, ein
beliebiger Wert beigelegt sein mag.)

%) Das folgende, mit dem im §3 gegebenen verwandte Bezsplel zeigt Gbrigens,
daB die Multiplikationsformel wirklich nur fast iberall gilt:
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' IIl. Die Transformation der Doppelintegrale.
9. Es werde endlich durch die Funktionen
o u=9(,y), v=2v(9)
das beschrinkte Geblet G eineindeutig und stetig auf das Gebiet U der
u, v-Ebene abgebildet, wobei iiber die nach (1) und (2) definierten Funk-
tionen L, (2, y) -und L, (x, y) wieder vorausgesetzt sei, daB sie endlich

und summierbar in G seien. Dann ist nach Satz III fast tberall in G

. | Dig, ¥) "
das Vergroferungsverhiilinis gleich |7 @)

Die Abbildung ist ferner meBbar, d. h. sie fiihrt jede meBbare Teil-
menge von G in eine mefbare Teilmenge von U tiber. Denn bilden wir:

Vie@+hy+bh—o@, y) + @@-+hy+bh —v@y)*

w(z, y; ) = obere Grenze

V4 k3
] O < h2 _§_ ki’ g 92
und L (x} ?/> = lim w(z, y; 9):
. >0

so ist fiir die MeBbarkeii der Abbildung hinreichend, daB L(z, y) in G
endlich ist.¥) Nun ist aber ,
lo@+by+ b~y + p@+hby+k)—b@y)

'w(:a, ¥; 0) < obereGrenze Y

< obere Grenze gzt h"fﬁg‘%” 9, Yl

+ obere Grenze e "".7"5,;;27; 2 9) =w,(2,9;0)+w,(%,5;0);
also (@, 4) < L,(%, 9) + Ly(s, 9), |

folglich L(z, y) endlich®) Nach einem Satze aus der Transformations-
theorie der Lebesgneschen Integrale**¥) ergibt sich damn

{

Flo =gy
Y x4y f(m,y).—:(}} fir 2%y =0

z=E+17
fir 2* 442> 0
sy g, Y=

——E4
9z, §) = 5;%?;; Y +
Im Punkte £=0, =10 ergibt sich. nimlich:
D 9 _ DG 9 _, Day_
DE D 2 " Dy O DEw

% Diss. S. 57, Satz XXI und S. 59, Satz XXIL
- *) Man erkennt leicht, daB Ly(z, ) S L(z, y), Lyix, )< L(z, 9) ist, also die
Exndlichkeit und Summierbarkeit von Iz{a: 4) mit unserer Voranssetzung Aquivalent ist.
*"‘} Diss. 8. 52, Satz XIX.

*
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Satz VI: Wird das Gebiet G der xzy-Ebene eincindeutiq auf das Ge-
biet U der wo-Ebene abgebildet durch zwei Funktionen u= (2, y), v = (2, ),
fiir welche die nach (1) und (2) gebildeten Funktionen L ,(z, y) und L, (z, y)
m G endlich wnd summierbar sind (wofir hinreicht, d’aﬁ @ und P der
Liapschitzschen Bedingung geniigen), so ist fiir eine in U definierte endliche
Funktion F(u, v)

[f Flu, v)ydu do = JJ Fluz, y), viz, y)) ng’ :)) dzdy,

wobei aus der Existenz des einen Integrals die des andern folgt und der
Funktionaldeterminante auf der Nullmenge, wo sie etwa wicht existiert, ein
beliebiger Wert beigelegt ist.

Nieht ganz so allgemein habe ich diesen Satz schon friher, aller-
dings auf eine nicht sehr durchsichiige Weise, mit Hilfe der Approxi-
mation durch Tonellische Polynome bewiesen.*)

Es soll noch einmal hervorgehoben werden, daB simtliche Beweise
und Sitze dieser Arbeit sich ohne weiteres auf mehr als zwei Variable
iibertragen lassen.

Wickersdorf, den 4. Oktober 1918.

*) Diss. 8. 107, Satz XXVL



