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Hieronymus Georg Zeuthen.

Von
M. Noether in Erlangen?).

Der am 6. Januar 1920 verstorbene H. G. Zeuthen hat in den ersten
47 Bianden dieser Annalen vom ersten an seine hauptséichlichsten geome-
trischen Forschungen niedergelegt und war dabei so eng mit der urspriing-
lichen Richtung unserer Zeitschrift verwachsen, daB es unsere Pflicht ist,
bei seinem Hinscheiden seiner hier eingehend zu gedenken. Nachdem ich
frither einigen ithm verwandten Geometern hier habe Wiirdigungen zuteil
werden lassen, iibernehme ich nun auch eine Wiirdigung Zeuthens um so
lieber, als schon seine ersten Annalenartikel mich, der ich damals analoge
Tendenzen verfolgte, in wissenschaftliche und persénliche Beziehungen zu
dem Forscher brachten, die bis zu dessen Tode fortgedauert haben,

H. G. Zeuthen wurde am 15. Februar 1839 in Grimmstrup, Jitland,
als Sohn eines Pfarrhauses geboren. Von 1857—1862 studierte er an der
Universitédt in Kopenhagen, ein Studium, das er mit dem Magisterexamen
abschloB. Der Ruf von M. Chasles zog ihn dann 1863 nach Paris, und
dort schlofl er sich eng an die von Chasles vertretenen Richtungen an, so-
wohl an dessen anzahlgeometrische, als an die historische Richtung. Diese
beiden Richtungen umschreiben auch im wesentlichen die ganze nach-
folgende *wissenschaftliche Betdtigung von Zeuthen, und wir werden uns

1) Zu diesem Nachruf habe ich die in der Sitzung der Din. Akad. d. Wiss. vom
16. Jan. 1920 von Herrn C. Juel gebaltene Gedéchtnisrede auf H. G. Zeuthen als
Material benutzt. Die in eckigen Klammern gesetzten Zahlen im Nachruf beziehen
sich auf die Nummern des beigefiigten Schriftenverzeichnisses. Auch fiir dieses Ver-
zeichnis habe ich die Angaben fiir die Jahre vor 1868 hauptsichlich Herrn Juel zu
verdanken. Fiir die Angaben fiir die Jahre 18681915 habe ich mich besonders des
Jahrbuchs fiir die Fortschritte der Mathematik bedienen kénnen, wibrend fiir die
vorhergehenden und die spiteren Jahre keines der vorliegenden Verzeichnisse genii-
gende Zuverlissigkeit bot, weder der Internationale Katalog der Royal Society noch
das Verzeichnis in Poggendorffs Handwérterbuch.
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2 M. Noether.

deshalb in unserer Wiirdigung im wesentlichen auf diese beiden Rich-
tungen beschrénken.

Nach Dinemark zuriickgekehrt, betétigte er sich sogleich in der 1859
gegriindeten dénischen Zeitschrift Tidsskrift for Mathematik, in die er schon
seit ihrer Griindung geschrieben hatte, mit einer gréferen Reihe von
kleineren Artikeln aus allen Gebieten; von 1871 an beginnend, mit der
dritten Serie, iibernahm er auch die Redaktion der Zeitschrift, zuerst allein,
von 1883—1889 zusammen mit I. P. Gram, und in ihr verdffentlichte er
von den meisten seiner vielen Aufsitze mindestens die ersten Ausziige.
Auch der Nachfolgerin, der Nyt Tidsskrift, blieb er bis zuletzt ein treuer
Mitarbeiter., Im Jahre 1871 wurde Zeuthen auch auBerordentlicher Pro-
fessor an der Universitit Kopenhagen, im Jahre 1886 ordentlicher Pro-
fessor daselbst, und er las bis kurz vor seinem Tode iiber alle Teile der
Mathematik, nicht nur der reinen, sondern auch der auf die Mechanik
angewandten, und iiber die.Geschichte der Mathematik aus allen Zeiten.
Zugleich hielt er lange Jahre hindurch auch Vorlesungen an der Polytech-
nischen Lehranstalt; von dieser Tatigkeit gibt eine Reihe von Arbeiten
itber allgemeine Bewegungslehre und iiber graphische Statik Zeugnis sowie
die verdffentlichten Ubungen [6], die Vorlesungen [7] iiber Hydrostatik
und die Vorlesungen [8]. Durch diese reiche Vorlesungstitigkeit wurde
Zeuthen der hochverehrte Lehrer aller jetzigen mathematischen Lehrer
Dianemarks. Auch fiir diese Verehrung liegt ein Zeugnis vor in der
wissenschaftlichen Festschrift, die thm 1909 zum 70. Geburtstag von 13
bekannten Gelehrten des Landes gewidmet worden ist.

Im Jahre 1896 war Zeuthen Rektor der Universitit, wovon die ge-
schichtliche Rektoratsrede [11] zeugt. Sehr lange Zeit hindurch war er
auch als eifriger und hochgeschitzter Sekretdr der Dinischen Gesellschaft
der Wissenschaften titig, in deren Schriften ebenfalls viele gréfere und
kleinere Arbeiten von seiner Hand veréffentlicht sind.

Indem wir die mechanischen, algebraischen und analytischen Arbeiten
als zuriicktretend iibergehen, wenden wir uns sogleich den Arbeiten der
ersten der beiden Hauptrichtungen Zeuthens, der anzahlgeometrischen;
zu. Gleich seine erste Arbeit in dieser Richtung, seine 1865 der Uni-
versitdit in Kopenhagen zur Promotion vorgelegte Dissertation [23],
1866 auch in franzbsischer Sprache erschienen [23'], schlieBt an Chasles’
Charakteristikentheorie fiir Kegelschnittsysteme an, gibt aber neue Ge-
sichtspunkte, da sie davon ausgeht, zuerst die Anzahlen fiir die im Punkt-
oder Liniensinne zerfallenden Kegelschnitte der zu betrachtenden Elemen-
tarsysteme zu ermitteln, um dann diese Anzahlen fiir die Bestimmung
der Charakteristiken zu benutzen. Eine eingehende Auskunft iiber diesen
Zusammenhang und den ganzen ausgebauten Kalkiil der Theorie findet
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man in der bekannten Abbandlung Cayleys von 1867: ,,On the curves
which satisfy given conditions® (Philosoph. Transactions, Vol. 156 for
1868, Werke VI, Nr. 406). Dort findet man auch den Hinweis, daf
Zeuthen in seiner Dissertation zum ersten Male die doppelte Ausartung
einfiihrte, welche ein Unterfall sowohl des Linienpaares als des Punkt-
paares ist, bestehend aus den Punkten einer doppelten Geraden und den
Geraden eines doppelten Punktes, von Cayley ,.line-pair-point* geheifien,
und die doch nach Halphen nicht drei, sondern vier Parameter enthilt,
neben drei kontinuierlichen noch einen Parameter, der nur rationale Werte
annimmt. Zeuthen nennt in seiner Bescheidenheit dieses Gebilde in seinem
Werke [5] von 1914 immer den Halphenschen Kegelschnitt, weil dieser
zuerst seine Bedeutung gezeigt habe, durch Zufiigung eines Gliedes zur
Chaslesschen Charakteristikenformel. Dieser Erklirung einer Abweichung
von der alten Charakteristikentheorie in einzelnen Beispielen schliet sich
Zeuthen auch in seiner Polemik gegen Study [110], die in diesen Annalen
1890 gefithrt worden ist, an, ohne jedoch diese Erklirung als die einzig
mégliche bezeichnen zu wollen.

Eine Ausdehnung der Charakteristikentheorie iiber das bisher ver-
suchte gelang Zeuthen schon frith. Schon 1866 in [26] erscheint die
Ausdehnung auf Systeme von Flichen zweiter Ordnung, 1872 [41] auf
Systeme von ebenen Kurven 3. Ordnung, sowie [42] von solchen 4. Ord-
nung. Die letatere Theorie wurde dann in [47] eingehend verfolgt, ohne
dal man bis heute darauf zuriickgekommen wére.

Chasles hatte von seiner Charakteristikenformel au - v, wo die
Zahlen pu,» nur vom System, die «, 8 nur von der Bedingung abhingen,
keinen Beweis gegeben, ebensowenig Cayley, auch Zeuthen damals nicht;
dieses ist von Zeuthen erst in seinem Buche [5] geschehen, abgeleitet ans
den sogleich zu besprechenden Korrespondenzuntersuchungen als eklatantes
Beispiel der Bedeutung dieser letzteren Forschungen; vorher enthielt nur
eine der letzten Arbeiten von Clebsch (Math. Ann, 6) fiir die fragliche
Formel bei Kegelschnittsystemen einen algebraischen Beweis, Gegeniiber
Cayleys Untersuchungen iiber Charakteristikentheorie wird man die von
Zeuthen zwar fiir weniger reich entwickelt zu erkliren haben, aber neben
manchem induktivem Resultat in seinem Buche [5] von 1914 diesem
doch mehr Beweise von Formeln und schirfere methodische Betrachtungen
zusprechen, so daB man heutzutage zum Studium der Theorie hauptsich-
lich auf dieses Buch verweisen muB.

Wihrend Cayley sich hauptsichlich auf Funktionalgleichungen stiitzt,
benutzt Zeuthen, wie gesagt, nur das Korrespondenzprinzip. Das zunichst
auf wechselseitiges Entsprechen von Punktgruppen auf Geraden beziigliche

einfache Korrespondenzprinzip war schon von seinem Urheber Chasles auf
1¥



4 M. Noether.

unikursale Kurven, also auf Kurven, deren Koordinaten rational von einem
Parameter abhingen, ausgedehnt worden (C.R. 1866), gestiitzt auf den
Begriff des eindeutigen Entsprechens; Cayley gab aus reiner Induktion her-
aus 1868 eine Verallgemeinerung der Formel fiir Kurven von beliebigem
Geschlecht p, durch Zufiigung eines mit p proportionalen Gliedes (s. die
Fortsetzung der obengenannten Arbeit, Werke VI, Nr. 407). Auch Zeuthen
war es damals nicht gegliickt, diese Ausdehnung theoretisch abzuleiten;
aber er konnte 1870 [35] einen Satz geben, den man durch doppelte
Anwendung der Cayleyschen Ausdehnung ableiten konnte, und der selbst eine
Ausdehnung des Satzes von der Erhaltung des Geschlechtes p einer Kurve
bei 1-1-deutiger Transformation ist, namlich einen Satz iiber die Beziehung
zwischen den Geschlechtern zweier mehrdeutig aufeinander bezogenen
Kurven, in welchen die Differenz zwischen den Koinzidenzanzahlen auf
beiden Kurven (d. h. der Verzweigungsanzahlen auf beiden Kurven) ein-
geht. Es ist also die Ausdehnung der Riemannschen Formel 2p — 2
= 1w — 2n, wo n die Anzahl der Blitter, w die der Verzweigungspunkte
einer Riemannschen Fliche, p die Geschlechtszahl der zugehorigen alge-
braischen Funktion vorstellen. Ein strenger Beweis des Cayleyschen
Satzes und zwar in algebraischer Form ist erst von A. Brill (Math.
Ann, 6) gegeben worden, im Anschluf an einen Beweis einer Formel
fiir die Anzahl der zweien Korrespondenzen auf einer algebraisechen
Kurve gemeinsamen Punktpaare; und noch direkter und unterer stirkerer
Verwertung der Begriffe des eindeutigen Entsprechens ist Brills Beweis
in Math, Ann, 7. Das ganze Gebiet der Korrespondenztheorie zwischen
den Punktsystemen einer oder zweier Kurven gehort ja in das Gebiet der
Eigenschaften, welche bei rationalen Transformationen invariant sind;
schon bei der Ausdehnung des urspriinglichen Korrespondenzprinzips auf
der Geraden auf die Punktgruppen einer rationalen Kurve hat Chasles
dies erkannt; das Prinzip ist aber geeignet, alle Verhiltnisse, welche durch
singuldre Stellen der Grundkurve oder durch spezielle Lagen der ein-
ander entsprechenden Punkte sich komplizieren, iibersichtlich aufzufassen
und ohne Schwierigkeiten zu erledigen. Auch Zeuthen hat in [112] (1892)
das Prinzip zu einem Beweis des allgemeinen Korrespondenztheorems be-
nutzt; und dabei hat er noch einen weiteren Beweis zugefiigt, indem er
fiilr die allgemeine Kurve vom Geschlecht p den EinfluB untersuchte,
welchen die Zufiigung eines weiteren Doppelpunktes an der Formel bewirkt,
und so die Frage sukzessiv auf den bekannten Fall der rationalen Grund-
kurve muriickfiibrte, In seinem Buche [5] § 111 hat er dann den Beweis
von {112] noch verbessert und in dieses Buch auch die ganze Literatur
itber den Korrespondenzsatz aufgenommen. Auch hat er [ibidem] §§ 119
und 124 den Weg angezeigt, um alle Korrespondenzen, anch die mit ne-
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gativer oder gebrochener ,,Wertigkeit zu erledigen und diesem letzteren
Begrift auch die Hurwitzschen ', singuliren® Korrespondenzen einzuordnen.

Als eine Fortfithrung der Begriffe iiber eindeutige Transformation der
Gebilde, aber auf das viel kompliziertere Gebiet der Fldchen, ist eine
sich anschlieBende Reihe von Arbeiten, [34] von 1870 sowie [37] bis [39]
von 1871 wie auch [60], [62] von 1876, anzusehen, welche die geome-
trisch-algebraische Kraft Zeuthens im hellsten Lichte zeigen, und welche
am meisten zur Bedeutung seines Namens beigetragen haben, um so mehr
als sie auch die Polarentheorie stark geférdert haben. Man sieht in ihnen
deutlich, daB der Gesichtspunkt der rationalen Transformationen den
innersten Kernpunkt des Zeuthenschen Arbeitsgeistes bildet, und dafll aus
dieser Beschiftigung seine feine und scharfe Frfassung und Fassung von
komplizierten geometrischen Einzelheiten, wie sie zu jener Zeit hochstens
einigen Algebraikern oder Analytikern an der Hand von Reibenentwick-
lungen sich erschlossen hatten, erwachsen ist. Diese Einzelheiten boten
sich in besonderer Fiille und Mannigfaltigkeit beim Entsprechen von
Fundamentalpunkten und -kurven auf Flichen dar; an ihnen entwickelte
sich Zeuthens eingehendes geometrisches Verstindnis und seine scharfe
geometrische Bezeichnungsweise, die sich auch unmittelbar in analytische
Formeln iibertragen 148t, wie auch umgekehrt jeder analytische Ausdruck
sich in die geometrische Sprache umsetzen liBt. Vergleicht man damit
die unbestimmte und sorglose Sprache der Geometer der damaligen und
auch spiteren Zeit, so erkennt man erst das grofe, noch nirgends her-
vorgehobene Verdienst Zeuthens um die allgemeine Ausbildung der Geo-
metrie, auf das der Berichterstatter um so lieber hinweist, als er in der-
selben Richtung zu wirken bestrebt war und sich dabei gern als Schiiler
Zeuthens in jener Richtung bekennt?).

Die Hauptarbeit in dieser Richtung ist [38], die Verallgemeinerung
der Operationen von [85], wahrend [37 ], eine Feststellung der Verhilt-
nisse bei vielfachen Geraden einer Fliche, nur als Vorbereitung der Aufgabe
von [ 38] anzusehen ist, die bei eindeutigen Punkttransformationen zwischen
zwei Flichen invarianten Zahlenrelationen zu ermitteln. Der Beweis fiir die
Erhaltung der Geschlechtszahl p bei zwei Kurven lief sich nach Zeuthen,
Clebsch und Bertini dahin fassen, daB man die Transformation zwischen
zwei Kurven durch zwel sukzessive Transformationen ersetzt, welche je
eine der beiden Koordinaten festlassen; und in einer solchen einfacheren
Transformation hat man nur aus den, einem von einem Punkt der Ebene

2) Ich erlaube mir dabei, auf meine Noten in Math. Annalen 56 und in dem
Chicago Congress Math. Papers hinzuweisen, in welchen besonders die von Anfang an
80 notwendige scharfe Unterscheidung zwischen ,koinzidierenden* nnd ,konsekutiven
Punkten einer Kurve betont wird.



6 M. Noether.

an die Kurve gehenden Tangentenbiischel zugehorigen Zahlen (der Anzahl
der beweglichen Punkte der Geraden des Biischels und der Anzahl der
eigentlichen und uneigentlichen Tangenten des Biischels, den Zahlen
n und w in der obigen Riemannschen Formel w —2mn =2p — 2) eine
solche Kombination p zu bilden, welche sich bei Anderung’ des Scheitels
des Biischels nicht #ndert. Genau so geht Zeuthen bei zwei Flichen vor,
hier nur mit Einschieben zweier neuer Flichen unter Betrachtung der
Anzahlen, die zwei Tangentenkegel an eine Fliche betreffen, wobei die
Schwierigkeit nur in der genauen Bestimmung der Singularitdtenzahlen
dieser Kegel bei allgemein und bei speziell gelegenem Scheitel liegt.
Es gelingt Zeuthen auch hier, zunichst eine bei Verlegung des Scheitels
invariante Kombination zu finden, eben die Geschlechtszahl p, welche
schon von Clebsch und mir (Math. Ann. 2) angegeben war. Aber Zeuthen
findet zugleich noch eine zweite Kombination, welche zwar nicht vollig
invariant ist, insofern in die Transformationsformel noch die Anzahlen
der einfachen Fundamentalpunkte der beiden Flichen eintreten. Sie er-
scheint daher als neue Invariante nur gegeniiber Transformationen, bel
denen iiberhaupt keine einfachen Fundamentalpunkte auf beiden Flichen
auftreten, sie ist eine ,relative Invariante. Auch Segre hat auf anderm
Wege diese Halbinvariante gefunden, und so nannte man sie ,Zeuthen-
Segresche Invariante; ihre Auffindung stellt die Hauptleistung Zeuthens
in der Theorie der algebraischen Flichen dar. Dem Berichterstatter
ist es spiter (Math. Ann. 8) gelungen, die nicht-invarianten Glieder der
Zeuthenschen Formel mittels Beziehung der Fundamentalpunkte zu den
zu der Fliche zugehorigen invarianten ,Flachen ¢, negativ genommen,
durch Invarianten zu ersetzen, und so eine vollig invariante Zahl p zu
erhalten, aber diese Arbeit (Math. Ann. 8) ruht doch véllig auf der
Zeuthenschen Arbeit. Es war nur natiirlich, daB meine eigenen Be-
strebungen mit denen von Zeuthen eng zusammenstieBen.

Interessant ist in dem Aufsatz [38] auch die Anwendung auf Ab-
bildungen von Flichen auf Doppelebenen, in [39] die auf Uberfithrung
einer Fliche in ihre reziproke. In dieser letzteren Arbeit 148t Zeuthen
einige Glieder als noth nicht hinreichend untersucht weg, da er verlangt,
daB jede der eingefithrten Singularititen nicht nur vom Punktstandpunkt
aus, sondern auch vom dualen Standpunkt genau festgestellt werde. Es ist
dies ein Zeichen, welche Anforderungen Zeuthen an seine Beweise stellte,
und zugleich ein Beweis fiir seine Redlichkeit: es war ihm natiirlich, sich
zu einer Liicke oder gar einem Fehler zu bekennen, sobald er sie ein-
geschen hatte. Diese Wahrheitsliebe hat Zeuthen immer betitigt: die
Sache ging ihm immer vor der Person, Auch in den Polemiken, zu
denen Zeuthen mehrfach Veranlassung hatte, 1Bt sich bei ihm derselbe
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sachliche Zug erkennen; er blieb immer in streng objektiven Grenzen,
auch wenn es auf der Gegenseite nicht der Fall war: eine wahrhaft vor-
nehme Natur.

Die Betrachtungen iiber Reziprokalfliichen hat Zeuthen 1876 in [60],
[62] zu einem befriedigenden Abschluf gebracht, indem er nicht nur die
Formeln von Salmon und Cayley wiedergibt, sondern sie auch betrichtlich
auf auBerordentliche Singularititen ausdehnt, die nicht jede Fliche, set es
von dem einen oder andern Standpunkt, ,im allgemeinen® aufweist.
Uber die Resultate dieser Autoren geht Zeuthen auch darin hinaus, daB
er die Singularititszahlen véllig sicher festlegt, mit Methoden vielfach
analytischer Art, die auch die Weiterfilhrung auf noch hohere Singularitéten
gestatten wiirden®). Schon frither, 1868, in [29] und [33] hatte Zeuthen,
bei analogen Untersuchungen iiber die Singularititengleichungen der Raum-
kurven, seinen Namen an die von Cayley und Salmon gebunden, indem
er auch hierbei deren Resultate mit dem einfachen Korrespondenzprinzip
bedeutend erweitert hatte.

Eine andere Reihe von geometrischen Arbeiten aus derselben Zeit
zeigt Zeuthen von einer neuen Seite: eine starke intuitive Kraft, die ihn
zur Aufdeckung von gestalflichen Verhiltnissen bei Kurven und Flichen
fithrt. Diese Tatigkeit fiihrt aber in ihrem Ursprung auf die oben be-
sprochene Beschiftigung mit der Charakteristikentheorie zuriick. In der
groBen Abhandlung [47 ] von 1873 iiber Systeme von Kurven vierter Ordnung
war es ndtig geworden, die Singularititen mit Kontinuitdtsbetrachtungen
zu verfolgen, indem es darauf ankam, unter den ausgearteten Losungen
einer Aufgabe die ,eigentlichen” Losungen zu erkennen, was nur dadurch
moglich war, daB das Auftreten von sogen. ,Scheiteln“ gestaltlich be-
obachtet wurde, von denen ein jeder in einen doppelten Punkt (im Sinne
.der Liniengeometrie) iibergehen kann. .

Die Grundarbeit fiir die Aufzihlung der verschiedenen Gestalten der
ebenen Kurven vierter Ordnung (ohne mehrfache Punkte) ist die .in diesen
Annalen erschienene” Abhandlung [50]. Von fritherer Literatur werden
nur allgemeine Betrachtungen von Pliicker und ¥on Staudt benutzt. Die
Einteilung geschieht hauptsichlich nach dem Verhalten der Kegelschnitte,
welche durch die acht Beriihrungspunkte der vier Doppeltangenten eines
Zuges gehen (die imaginiren inbegriffen), wobei zundichst 13 Klassen .
unterschieden, daraus aber 36 verschiedene Formen von Kurven vierter Ord-
nung abgeleitet werden, von denen sdmtlich auch die Existenz nachgewiesen

%) Merkwiirdigerweise erwihnt die neueste Darstellung der Theorie von
H.W. E. Jung ,Uber algebraische Flichen* J. f. Math. 150 die Zeuthenschen Verall-
gemeinerungen der fritheren Theorie iibérhaupt nicht, so daB es unentschieden bleibt,
ob sie benutzt worden sind. -
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wird, Auch die Formen der Kurven vierter Ordnung mit Doppelpunkten
werden erledigt; und weiter wird von da die Untersuchung der Gestalten der
allgemeinen Flichen dritter Ordnung erledigt, indem sie mit Geiser durch
Projektion von einem ihrer Punkte aus auf eine Ebene, die eine Doppel-
ebene mit Ubergangskurve vierter Ordnung wird, auf jenen Fall zuriick-
gefiihrt werden. Auch hier (s. auch [51]) ergeben sich alle méglichen
Gestalten und Realititsverhaltnisse der Geraden der Fliche, und es
werden alle Resultate von Schlifli wieder erhalten, sowie die von Klein
(Math. Ann. 6), der einen ganz anderen Ausgangspunkt genommen hatte.
Die Methode von Zeuthen ist besonders dadurch einfach, daf auBer dem
einen Fundamentalpunkt, der Projektionspunkt auf der Flache ist, keine
weiteren Fundamentalpunkte in der Abbildung auftreten.

Viel spater [97] hat Zeuthen auch die Gestalten der Flichen 4. Ord-
nung mit Doppelkegelschnitt abgeleitet.

Dieser ganze, in sich geschlossene Kreis von geometrischen Forschungen
fallt, sich in immer intensiverer Weise aussprechend, in das erste Jahr-
zehnt von Zeuthens Schaffenswerk. Damit ist aber auch der Héhepunkt
in seinem geometrischen Schaffen erreicht; nur haben wir noch eines
nachzutragen.

1874 hat in [56] Zeuthen das Korrespondenzprinzip von Kurven auf
Ebene und Raum ausgedehnt, was freilich teilweise schon von Salmon
(Raumgeometrie von 1868) vorausgenommen war. Diese Ausdehnung be-
ruht auf einfacher Anwendung des gewohnlichen Chaslesschen Prinzips,
auch im Falle, daB unendlich viele Punkte existieren, welche mit ihren
entsprechenden zusammenfallen.

Was nun folgt, betrifft entweder vereinzelte Fragen, oder es sind
Arbeiten, welche friihere Ideen nur ausfilhren; ein groBeres neues Gebiet
wird nicht mehr beschritten. Nicht als ob die spiteren Leistungen, die
wieder etwa 1909 einsetzen, gegeniiber den fritheren durchaus zuriick-
blieben; im Gegenteil: hat doch Zeuthen noch im Greisenalter 1914 sein
groBes Werk [5], das wir schon mehrfach zu erwihnen Gelegenheit hatten,
erscheinen lassen konneh. Aber auch hier fehlt die Fortentwicklung,
wenn auch nicht die Umgestaltung, seiner Ideen; iiber die iibrigen geo-
metrischen Leistungen Zeuthens konnen wir uns kurz fassen.

. Eine Reihe von kleineren Arbeiten sind der Konstruktion des 8. Schnitt-

punktes der durch 7 gegebene Punkte gehenden Flichen 2. Ordnung ge-
widmet, und der Betrachtung der Konfiguration dieses Oktupels von
Punkten, von dem analoge Eigenschaften nachgewiesen werden zu denen,
wie sie das erweiterte Pascalsche Sechseck eines Kegelschnitts bietet. Die
Grundarbeit in dieser Richtung ist der Aufsatz [79] (1881), sie schliefit
also auch an Zeuthens frithere Richtung auf das Korrespondenzprinzip an,
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das nur von der Ebene durch Abbildung auf die Fliche 2. Ordnung iiber-
tragen ist, wobei jene Betrachtungen nur als Anwendung auftreten. Fort-
gefithrt sind sie in [82] (1882), [96] (1886) und [105] (1889).

Fin weiterer Gedankenweg Zeuthens versucht, die Abzéhlungen fiir
Schnittpunktsitze, wie sie etwa Cayley vorgenommen hatte, zwar beizu-
behalten, aber auf eine strengere Form zu bringen. Obwohl ihm das ge-
lungen ist, wird man doch das Verfahren Zeuthens gegeniiber dem alge-
braischen des Berichterstatters noch nicht als befriedigend anerkennen
kénnen. Endlich ist noch ein Beitrag zum Beweis des Fundamentalsatzes
der projektiven Geometrie [127], [128] zu nennen.

Beim Uberreichen seines geometrichen Hauptwerkes {5] von 1914 andie
Dinische Akademie der Wissenschaften sprach sich Zeuthen unter dem Titel
,,Uber Anwendung von Rechnung und Raisonnement in der Mathematik<
[155] selbst iiber seine Arbeitsweise aus. Er kniipft an Ausspriiche seiner
beiden ersten Universititslehrer Ch. Jiirgensen und A. Steen an, von denen
der erstere die Mathematik als eine Trigheitswissenschaft bezeichnete, der
zweite ein mathematisches Resultat nicht eher als wohlbegriindet erklirte,
bis es durch Rechnen vollgesichert erscheine (,Rechnung® im weitesten
Sinne genommen). Beide Ausspriiche regten ihn an, der erste, obwohl
Zeuthen nicht zur Trigheit veranlagt war; aber er wiinschte, die Resul-
tate auf moglichst kurzem Wege zu erlangen, vor allem jede weitldufige
Rechnung zu umgehen, und diese Ziele suchte er auf dem Konstruktions-
wege zu erreichen mit rein geometrischen Losungen durch Konstruktionen,
welche zugleich mehr Einsicht in das Wesen des Problems geben als der
Rechnungsweg, und sich dann auch als einfacher herausstellen. Dieses
Ziel hat Zeuthen dann sein Leben hindurch verfolgt von den &ltesten
Problemen der griechischen Mathematik an bis zu den neuesten Forschungen,
und oft mit ausgezeichnetem Erfolg.

Dem zweiten Ausspruch stand Zeuthen widerstrebend gegeniiber; er
erkannte die Gefahr, von dem System der Rechenformeln und -symbole
mechanisch abhingig zu werden, anstatt mit dem Gedanken iiber den
Rechenmethoden zu stehen und den Problemen begrifflich ins Auge zu
sehen und die Methoden selbst erst nach ihnen zu formen. Hitte er das
gefliigelte Wort O. Hesses gekannt: ,,Die Mathematik ist die Wissenschaft,
das Rechnen zu vermeiden®, er hatte dieses Wort wohl sich zu eigen
gemacht., Aber da er so an seinem Wege festhalten wollte, fithlte er den
Worten Steens gegeniiber nur die Verpflichtung, auch seinen Weg gegen
jeden Einwand moglichst sicherzustellen, und seinen Resultaten einen
dhnlichen Grad von Zuverlissigkeit zu geben, wie ihn die Rechnung be-
anspruchen konnte. So entstand sein Bemiihen, in seinen Forschungen
neben der Einfachheit auch immer gréSere Klarheit und Strenge zu er-
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zielen, und er verschmihte dazu bei Einzeluntersuchungen auch nicht die
Verwendung algebraischer und analytischer Methoden, nur daf diese nicht
die Grundlage seiner Forschungen bilden durften, als welche ihm immer
die Induktion galt: nur gepaart mit strenger Selbstkritik, die er bei
manchen seiner Vorginger, deren richtige Resultate mehr ithrem ,,bon
sens® zuzuschreiben waren, schwer vermiBte. Zeuthen arbeitete mit der
Intuition, fir ihn eine Art Gesamtheitsauffassung, welche alle Einzel-
heiten des Gegenstandes seiner Forschung schon in sich faBt, und damit
durchdrang er auch diese Einzelheiten. Besonders deutlich ist dies in
seinem Lehrbuch [5] der Fall, das zwar die Geometrie nach allen Rich-
tungen durchforscht und einen Uberblick iiber das ganze Gebiet erdfinet,
das aber doch im wesentlichen nur Regeln fiir alle moglichen Vorkomm-
nisse gibt, keine eigentlichen Beweise. Wer sich in die Einzelheiten dieser
Untersuchungen vertieft hat, wird aber bei abzihlenden Fragen selten in
Zweifel iiber ihre Behandlung kommen. Nur von einer in den letzten
Jahren oft erorterten Frage der abzihlenden Geometrie kann man nicht
sagen, daB sie eine vollig befriedigende Lésung gefunden hat, auch durch
Zeuthen nicht, dessen letate Arbeit [161] (1919) ihr gewidmet ist: die
Frage, wie unendlich viele Losungen, die bei einem Problem mit im all-
gemeinen endlich vielen Losungen im speziellen Falle eintreten, die An-
zahl der endlich vielen eigentlichen Losungen modifizieren? Es kommt
vor, daB diese Anzahl ganz unberiihrt bleibt, und dies soll nach Zeuthen
davon herriihren, daB die beiden Arten von Lésungen zu verschiedenen
Faktoren der Resultante gehoren, von denen durch die Spezialisierung nur
ein Faktor beriibrt wird. Diese Erklirung, abgesehen davon, da sie nur
eine Umschreibung ins Algebraische ist, ist aber nicht erschépfend, indem
die Spezialisierung an den Eliminitationsprozessen, nicht nur erst in der
SchluBresultante vorzunehmen ist, sondern schon im Laufe der Prozesse,
so daB das spezielle Problem eigentlich ganz unabhiingig vom allgemeinen
zu behandeln wire. Die dabei gegebene geometrische Erklirung mag fiir
die an p — 1-Stellen eine Kurve vom Geschlecht p beriihrenden Kurven
@ im hyperelliptischen Fall fiir p =3 zutreffen; wie soll man aber fir
p >3 damit als Resultat erhalten, daf die unendlich vielen Lésungen
als eigentliche Losungen mitzihlen oder nicht mitzihlen, je nachdem der
Grad der Unendlichkeit ein gerader oder ein ungerader ist (wie schon fiir
p =5 beide Fille vorkommen)?

Da sich Zeuthens induktive und intuitive Art zu denken iiber das
ganze Werk [5] erstreckt. ist es geeignet, in dem Leser nach und nach
dieselbe Anschauung hervorzurufen und durch die Umfassung eines so grofien
Materials das Gefiihl der Richtigkeit und Zuverléssigkeit so weit zu entwickeln,
daB ein rein deduktiv gehaltenes Werk nicht eindringlicher wirken konnte.
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Das Werk [5] ist nur in deutscher Sprache erschienen. Es gehort
somit zu unserer deutschen mathematischen Literatur und wird von hier aus
trotz der entgegenstehenden Widerstinde in die Weltliteratur eindringen;
diese Gabe eines Auslinders an unsere Literatur soll Zeuthen hoch ange-
rechnet werden.

Auf die erste zehnjshrige geometrische Periode folgt bei Zeuthen zu-
nichst ein zehnjihriges Zwischenstadium, ausgefiillt mit Arbeiten iiber
Mechanik, mit Lehrbiichern geometrischen oder mechanischen Inhalts und
mit dem Enzyklopidiebericht iiber abziihlende Methoden [141], hierin
aber anschlieBend eine mathematisch-geschichiliche Periode, die Zeuthens
Arbeitkraft bis etwa 1909 in Anspruch nahm und wihrend des letzten Lebens-
jahrzehnts neben der zweiten geometrischen Periode herlief. Auch durch
die ganze historische Periode hindurch hat sich Zeuthen die alte mathe-
matische Schirfe und Kritik zn bewahren gewuft, wie sein geometrisches
Alterswerk [5] beweist.

Wenn jetzt die historische Titigkeit Zeuthens naher betrachtet werden
soll, so werde ich mich, da mir diese T#tigkeit ferner steht als die geo-
metrische, auf einen kurzen Uberblick beschrinken miissen.

Die ersten Schritte auf diesem Gebiet geschahen nur zégernd in einigen
kurzen Noten von 1876 bis 1883 [59], [85], [90], unter dem gemeinsamen
Titel ,, Fra Mathematikens Historie* in seiner Tidsskrift veréffentlicht: Uber
indische Geometrie, iiber diophantische Aufgaben usw. Aber 1885 holt
Zeuthen zu einem Hauptschlager aus, es erscheinen in den Abhandlungen
der Dinischen Akademie die ,Kegelsnitsleren i Oldtiden“ (eingereicht
1884), ein Jahr darauf auch in Deutsch als selbstindiges Werk in Kopen-
hagen herausgegeben unter dem Titel: ,,Die Lehre von den Kegelschnitten
im Altertum®, iiber 500 Seiten groB. Der Inhalt ist nicht mehr und nicht
weniger als der Nachweis, da das Buch des Apollonius von Perga iiber
die Kegelschnitte, bald nach Euklids Elementen geschrieben, eine férmliche
analytische Geometrie der Kegelschnitte unter Koordinatenbenutzung und
mit einem Aquivalent fiir algebraische Rechnung enthilt: eine Entdeckung,
welche alle unsere bisherigen Begriffe iiber die Entwicklung der alten und
der neueren Mathematik iiber den Haufen wirft. Und sie ist so wohl-
begriindet, daf sie kaum mehr eine Hypothese genannt werden kann. Die
Koordinaten bestimmen als zwei lineare variable Parameter die Punkte
der Kurve, ebenso wie in unseren auf zwel durch einen Bremnpunks
gehenden Achsen ausgedriickten Kegelschnittsgleichungen. Und wenn auch
die Rechnung noch nicht mit den neueren algebraischen Symbolen gefiihrt
sein kann, so bietet sie doch vollen Ersatz dafiir, indem sie geometrische
Grofen dafiir benutzt und diese in Form einfacher geometrischer Prozesse

«
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verkniipft, wie Teilung von Rechtecken und Wiederzusammensetzung zu
Flichen, eine Operation, die von den Griechen zur numerischen Auflésung
der quadratischen Gleichungen verwendet worden ist. (Nach [3'] 8. 25 oder
S. 19 leistet Buch VI, 28 oder Buch II, 5 der ,,Elemente* die Auflosung der
quadratischen Gleichung az — 2 =5".) Diese Auffassung einer geome-
trischen Algebra hatte iibrigens schon P. Tannery vorbereitet, und sie wurde
in Zeuthen durch Beschiftigung mit Tannerys Arbeiten angeregt; sie ist
auch in Deutschland geiuBert worden, von Nesselmann und selbst von
M. Cantor, und sie hat wohl keine Gegnerschaft.

Fiir die Griechen — und dies ist ein weiterer Punkt, auf den Zeuthen
immer wieder hingewiesen hat — war eine solche geomelrische Algebra
schon aus dem Grunde nétig, weil sie auch die irrationalen GroBlen be-
herrscht, wihrend die Arithmetik nur die rationalen Zahlen besafl; gerade
dieser Umstand bewirkte es ja auch, daf man die geometrischen Methoden
allein als strenge erklirte, wahrend den arithmetischen Methoden die
Existenzbeweise fehlten.

Die geschichtlichen Untersuchungen von Zeuthen sind, im Gegensatz
zu denen von M. Cantor, nicht nur literarische, lediglich auf Urkunden
gestiitzbe, sie bedienen sich der philologischen Methoden, mit denen
Zeuthen vollig vertraut war, nur als Hilfsmittel; dariiber hinaus war ihm
das wesentliche, sich in den Geist der Methoden der Alten mathematisch
so einzuleben, da8 er auch wagen konnte, Hypothesen iiber Entstehung
und Tragweite der Methoden aufzustellen. Gegen diese Richtung Zeuthens,
die im Geschichtlichen genau das Entsprechende vorstellt zu seiner induk-
tiven Richtung im Geometrischen, sind von den philologisch gerichteten
Historikern der Mathematik natiirlich Einwendungen erhoben worden (vgl.
z. B. die Verteidigung [119]), die aber die starke Uberzeugungskraft nicht
lengnen konnten, welche von diesen Arbeiten Zeuthens ausgeht. Als beste
Antwort auf diese Anschuldigungen wollen wir hier einige Worte anfiihren,
die Zeuthen beziiglich Panl Tannery, welcher dieselbe Tendenz verfolgte,
und der Zeuthen in seinen geschichtlichen Arbeiten als Vorbild gedient
hatte, in einem Nachruf auf diesen Forscher [139] (1905) gebrauchte;
und die wortlich auch auf ihn selbst anwendbar sind: ,,P. Tannery war
ein geniigend tiefer und.feiner Geometer, um sein Denken unabhingig zn
machen von den aktuellen Formen der Mathematik und es den antiken
Formen so anzupassen, daB er aus eigener Erfahrung den Wert der Hilfs-
mittel und die Tragweite der Verfahrungsweisen beurteilen konnte, iiber
die man in den vergangenen Zeiten verfiigte. Daher wuBte er sich auch
von jeder Klassifikation freizamachen, die der modernen Mathematik entlehnt
wiire ; so verstand er z. B. in der antiken Geometrie die Grundlagen einer Al-
gebra aufzufinden, die unmittelbar anwendbar war auf arithmetische Fragen®.
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Zeuthen stiitzt sich zwar auf alte urkundliche Belege, aber er baut
nicht ausschlieBlich auf sie, sondern auch auf seine mathematische Einsicht,
die bis zu den fernsten voreuklidischen Zeiten dringt; er findet bei
Apollonius nicht nur Zusammenhinge mit der analytischen Geometrie,
sondern auch mit der projektiven Erzeugung der Kegelschnitte.

Zeuthen verfolgt in einer ganzen Reihe von Arbeiten, so [138], [144],
[146], [153], vor allem in der groBen Abhandlung [158] die Entwicklung
der griechischen Mathematik, der Geometrie und der Arithmetik von Euklid
zuriick bis zu den Pythagoriern. Es gelingt ihm, alle sukzessiven Stadien
in den Methoden festzulegen, alles aus den spirlichen Notizen iiber solche
Resultate in der griechischen Literatur von Plato riickwirts, auch bei den
griechischen Kommentatoren, denselben Notizen, die auch Cantors Werk
mgrunde liegen, nur daB Zeuthen iiberall iiber sie hinausgeht und aus
den Resultaten Schliisse auf den Stand der Methoden zieht, welche solche
Resultate méglich gemacht haben konnten. Das Hypothetische dieses
Aufbaues ist ja nicht zu leugnen, aber nicht nur ist der Grund fest,
auch die einzelnen Glieder des Baues stiitzen einander gewolbartig. Wie
frei Zeuthen das Werkzeug der Griechen, dessen sich noch Newton be-
diente, das aber seitdem eingerostet war, zu handhaben wuflte, zeigt
Note [144].

Vom Altertum aus wendet sich Zeuthen in einem zweiten grofleren
Werk [3'] (1896) (drei Jahre vorher in dénischer Sprache [3] erschienen)
der folgenden Zeit zu, bis zu derjenigen neueren Zeit, in der die direkten
oder durch die Araber vermittelten Einfliisse der griechischen Mathematik
aufhoren, nimlich bis gegen das 16. Jahrhundert hin, dem in Verbindung
mit der Mathematik des 17. Jahrhunderts Zeuthen noch ein besonderes
Werk [4] (1903) gewidmet hat (siehe auch [4]). [3] ist also als eine
Art Briicke zwischen [2] und [4] anzusehen, denn [8] behandelt die
Einwirkungen des griechischen Geistes auf die Zeit des Mittelalters, die in
mathematischer Beziehung ausschlaggebend waren; es behandelt die all-
mihliche Aufnahme des groBen Stoffes, der teils in griechischer Sprache
im Original zugefiihrt, teils durch die Araber vermittelt wurde, wozu sich
das gesellte, was die Araber selbst in Gleichungen zweiten Grades geschafien
hatten oder was sie von den indischen Rechnern wuBten. Die selbstindige
Verarbeitung und Vertiefung des Stoffes bei den Westvslkern beginnt erst
mit der Zeit, der [4] gewidmet ist. Dieses Werk vor allem ist nicht ein
historisches in dem Sinne, wie man es sonst zu nehmen gewohnt ist: eine
Feststellung und Registrierung von Einzelheiten; es ist im historischen
Gewande ein mathemalisches Werk, das sich an Mathematiker wendet, um
ihnen ihre Methoden im Entstehen zu zeigen und dadurch von neuer Seite
nahe zu bringen. Ein groBer Teil ist Vieta und Descartes gewidmet, nicht
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nur in der Algebra und analytischen Geometrie, sondern auch in der Analysis
des Unendlichen; aber diese wird durch alle grofen Namen hindurchgefiihrt,
von Kepler und Galilei bis auf Newton und Leibniz. Besonders fliissig
geschrieben und eindrucksvoll ist die reiche, 80 Seiten starke Einleitung,
welche die chronologischen und biographischen Daten gibt und eine Uber-
sicht iiber die ganze behandelte Zeit gewahren soll. Die Darstellung beruht
iiberall auf eigenen Forschungen, die in zahlreichen kleineren Verdffent-
lichungen vorhergegangen waren; so seien die iiber J. Barrow hervor-
gehoben [125] und [129], den Lehrer Newtons und Vorgéinger auf dessen
Lehrstuhl in Cambridge, den Zeuthen als den eigentlichen bewuften Ent-
decker des inversen Charakters der beiden Probleme, des der Tangenten
und des der Quadratur, d. h. der Differential- und der Integralrechnung,
hinstellt, eine Entdeckung, die Zeuthen iiberhaupt als das Fundament der
Erfindung des Infinitesimalkalkiils ansieht und die auch Newton beeinfluflt
habe. Wenn man sich den Wiirdigungen Zeuthens in dieser Einleitung
im allgemeinen voll anschlieBen kann, so erleidet das vielleicht eine Ein-
buBe bei der von Leibniz, die zum mindesten nicht von Voreingenommen-
heit fiir den deutschen Philosophen spricht.

Von allen weiteren historischen Einzelforschungen Zeuthens mdchten
wir nur noch auf die iilber Archimedes hinweisen, dessen Herausgabe seinem
Freunde Heiberg zu danken ist, zusammen mit ihm selbst [143], [144].
In [143] gibt Zeuthen den Kommentar zu einer verloren geglaubten von
Heiberg wieder entdeckten Schrift des Archimedes, einem Fund, der in un-
verhofiter Weise eine ,,Hypothese® von Zeuthen in tatsichliche Wirklich-
keit umsetzte. Bei diesem AnlaB kimpft Zeuthen gegen gewisse neuere
Benennungen, die er fiir ungeschichtlich halt, so das ,,Archimedische
Prinzip“, das schon bei Euklid erscheine und von dessen Vorgénger
Eudoxos herrithre [140]. Bei Euklid wird es ausdriicklich als Postulat
eingefiihrt, und so konnte der ganze vorhergehende Teil der ,,Elemente* als
nicht-archimedisch bezeichnet werden. Ebenso wird die Bezeichnung ,,nicht-
euklidische Geometrie© verworfen, weil Euklid selbst das Parallelaxiom nur
als fiinftes Postulat einfiihrt, jene Geometrie also eigentlich gerade dem
Sinn von Euklid selbst entspreche. Auch gegen die Verwendung des Aus-
druckes ,Pascalscher Satz fiir einen speziellen Fall des allgemeinen
Pascalschen Satzes kimpft er. FEr wiinscht auch im Historischen die
Strenge der Alten, die unter anderem einen Satz dem allein zuschrieben,
der ihn bewiesen und damit seine Existenz gezeigt habe, wihrend der
urspriingliche Entdecker nicht einmal zitiert wurde.

Wir wollen unseren Bericht nicht schlieBen, ohne nochmals der Per-
sonlichkeit Zeuthens in Verehrung zu gedenken. Ich hebe seine immer
hohe, gleichmiBige Gesinnung hervor, auch in politischen Dingen, wo er
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aufs innigste die Versohnung der feindlichen Geister durch die Wissen-
schaft erhoffte; leider triigerisch; er starb, ohne diese geistige Verséhnung
gesehen zu haben. Der Adel seiner Gesinnung machte Zeuthen zum ehr-
wiirdigen Mittelpunkte der Gelehrten seines Landes. Seit 1872 mit ihm
in brieflichem, manchmal auch in personlichem, immer herzlichem Verkehr,
konnte auch ich immer nur zu ihm aufblicken. Wenn er im allgemeinen
in personlichen Dingen zuriickhaltend war, so hat er doch einmal einen Ein-
blick in sein Inneres tun lassen. In der ersten Anmerkung zu der Ver-
offentlichung der Universititsrede von 1907 [18] spricht Zeuthen davon,
daB dieses Fest der Universitit ehemals ein kirchliches war, ,,pour commé-
morer la propagation a travers les siécles de vérités qui sont aussi pour
moi les plus chéres. Und am Schlusse der Rede: ,,Nous (die Professoren
als Lehrer) devons donc mettre notre personnalité dans notre travail;
mais que cela ne nous incite pas & y chercher notre propre honmeur!
plaise & Dieu que nous n’y cherchions que la vérité, et que la semence
déposée par nous soit bonne et saine.
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Einleitung. .

Den Inhalt der vorliegenden Arbeit bildet die Ubertragung der Zer-
lequngssditze der ganzen rationalen Zahlen, bzw. der Ideale in algebraischen
Zahlkorpern, auf Ideale in beliebigen Integritdts-, allgemeiner Ring-
bereichen. Zum Verstindnis dieser Ubertragung seien vorerst fiir die
ganzen rationalen Zahlen die Zerlegungssitze etwas abweichend von der
iiblichen Formulierung angegeben.

Fat man in

a=plp...p°=q4,---4,

die Primzahlpotenzen ¢, als Komponenten der Zerlegung auf, so kommen
diesen Komponenten die folgenden charakteristischen Eigenschaften zu:

1. Sie sind paarweise teilerfremd; aber kein g ist als Produkt paar-
weise teilerfremder Zahlen darstellbar, also besteht in diesem Sinne Ir-
reduzibilitit. Aus der paarweisen Teilerfremdheit folgt noch, daB das
Produkt ¢, ... g, gleich dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen [g, ... g ]
wird.

2. Je zwei der Komponenten, ¢; und g¢,, sind relativprim; d.h. ist
b-g; durch g, teilbar, so ist b durch g, teilbar. Auch in diesem Sinne
besteht Irreduzibilitit.

3. Jedes g ist primdr; d.h. ist ein Produkt b-¢ durch ¢ tetlbar,
aber b nicht teilbar, so ist eine Potenz') von ¢ teilbar. Die Darstellung
ist ferner eine solche durch gréfie primdre Komponenien, da das Produkt
zweier verschiedener g nicht mehr primér ist. Auch in bezug auf die
Zerlegung in grofite primére Komponenten sind die ¢ irreduzibel.

4. Jedes g ist srreduzibel in dem Sinne, daB es sich nicht als kleinstes
gemeinsames Vielfaches von zwei echten Teilern darstellen 1ift.

Der Zusammenhang dieser priméren Zahlen ¢ mit den Primzahlen p
besteht darin, daB es zu jedem ¢ ein und (vom Vorzeichen abgesehen)
nur ein p gibt, das Teiler von ¢ ist und von dem eine Potenz durch ¢
teilbar ist: die zugehdrige Primzahl. Ist pe die niedrigste derartige Po-
tenz — o der Exponent von ¢ —, so wird hier insbesondere pe¢ gleich g¢.
Der Eindeutigkeitssatz 148t sich nun so aussprechen:

Bei zwei verschiedenen Zerlegungen einer ganzen rationalen Zahl in
die irreduziblen, groften priméren Komponenten g stimmen die Anzahl
der Komponenten, die zugehérigen Primzahlen (bis auf das Vorzeichen)
und die Exponenten iberein. Wegen pe=g folgt hieraus auch das
Ubereinstimmen der q selbst (bis auf das Vorzeichen).

1y Ist diese Potenz stets die erste, so handelt es sich bekanntlich um Prim-
zahlen.



26 E. Noether.

Die durch das Vorzeichen gegebene Unbestimmtheit wird bekanntlich
aufgehoben, wenn man statt der Zahlen die aus ihnen abgeleiteten Ideale
(alle durch a teilbaren Zahlen) betrachtet; dann gilt die Formulierung
genau so fiir die eindeutige Zerlegung der Ideale der (endlichen) algebraischen
Zahlkorper in Primidealpotenzen.

Im folgenden wird nun (§ 1) ein allgemeiner Ringbereich zugrunde
gelegt, der nur der Endlichkestsbedingung geniigen muBl, daB jedes Ideal
des Bereichs eine endliche Idealbasis besitzt. Ohne eine solche Endlich-
keitsbedingung brauchten nimlich keine irreduziblen und Prim-Ideale zu
existieren, wie der Bereich aller ganzen algebraischen Zahlen zeigt, in
dem es keine Zerlegung in Primideale gibt.

Es zeigt sich, da — entsprechend den vier charakteristischen Eigen-
schaften der Komponenten ¢ — im allgemeinen vier getrennie Zerlegungen
existieren, die jeweils durch Unterspaltung auseinander hervorgehen. Dabei
handelt es sich bei der Zerlegung in teilerfremd-irreduzible Ideale um
eine Produktdarstellung, bei den iibrigen drei Zerlegungen um eine redu-
zierte (§ 2) Darstellung als kleinstes gemeinsames Vielfaches. Auch der
Zusammenhang zwischen primirem Ideal — auch die irreduziblen Ideale
sind primi#r — und zugehdrigem Primideal bleibt erhalten: Zu jedem
priméren Ideal &) ist eindeutig ein zugehériges Primideal B bestimmt, das
Teiler von & ist, und von dem eine Potenz durch £ teilbar wird. Ist
Be die niedrigste derartige Potenz — o der Exponent von £ —, so braucht
aber hier B¢ nicht mit £, iibereinzustimmen. Der Eindeutigkeitssatz spricht
sich nun so aus:

Die Zerlegungen 1 und 2 sind eindeutig; bei zwei verschiedenen
Zerlegungen 3 oder 4 stimmen die Anzahl der Komponenten und die
zugehorigen Primideale iberein ?); die unter den Komponenten aufireten-
den isolierten Ideale (§ 7) sind eindeutig bestimmi.

Zum Beweise der Zerlegungssitze wird aus der Endlichkeitsbedingung
der zuerst von Dedekind fiir endliche Zahlenmoduln ausgesprochene ,,Satz
von der endlichen Kette* gefolgert und daraus die Darstellung 4 eines
jeden Ideals als kleinstes gemeinsames Vielfaches von endlich vielen
" irreduziblen Idealen abgeleitet. Durch Umformung des Begriffs der Re-
duzibilitit einer Komponente ergibt sich daraus der grundlegende Ein-
deutigkeitssatz fiir die Zerlegung 4 in irreduzible Ideale. Durch Zu-
sammenfassen von je endlich vielen Komponenten wird zu den iibrigen
Zerlegungen aufgestiegen, deren Eindeutigkeitssitze sich als Folge von
Eindeutigkeitssatz 4 ergeben.

) Vermutlich gilt dariiber hinaus auch das Ubereinstimmen der Exponenten,
und noch allgemeiner die Isomorphie entsprechender Komponenten.
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SchlieBlich wird gezeigt (§9), daB die Darstellung durch endlich
viele irreduzible Komponenten auch unter geringeren Voraussetzungen
statthat; die Kommutativitit des Ringbereiches ist nicht erforderlich, und
es geniigt, an Stelle eines Ideals einen Modul in bezug auf den Bereich
zu betrachten. In diesem allgemeineren Fall gilt noch die Anzahlgleichhet
der Komponenten bei zwei verschiedenen Zerlegungen, wihrend die Be-
griffe prim und primir an Kommutativitit und Idealbegrifi gebunden
sind; dagegen bleibt der Begriff teilerfremd bei Idealen in nichtkommuta-
tiven Bereichen erhalten.

Der einfachste Ringbereich, fiir den tatsichlich die vier getrennten
Zerlegungen auftreten, ist der Bereich aller Polynome von % Variablen
mit beliebigen komplexen Koeffizienten. Die einzelnen Zerlegungen lassen
sich hier irrational durch das Verhalten der algebraischen Gebilde deuten,
und der Eindeutigkeitssatz fiir die zugehdrigen Primideale entspricht dem
Fundamentalsatz der Eliminationstheorie von der eindeutigen Zerlegbarkeit
der algebraischen Gebilde in irreduzible. Weitere Beispiele sind gegeben durch
alle endlichen Integrititsbereiche aus Polynomen (§10). Aber auch der ein-
fache Bereich aller geraden Zahlen, allgemeiner aller durch eine feste Zahl
teilbaren Zahlen, bietet schon ein Beispiel von teilweise getrennten Zer-
legungen (§ 11). Ein Beispiel der Idealtheorie in nichtkommutativen Be-
reichen liefert die Elementarteilertheorie (§ 12), wo eindeutige Zerlegung
in irreduzible Ideale, bzw. Klassen besteht. Diese irreduziblen Klassen
charakterisieren vollstindig die irreduziblen Bestandteile der Elementarteiler,
konnen vielleicht fiir Bereiche, wo die gewohnliche Elementarteilertheorie
versagt, als deren Aquivalent angesehen werden.

Uber die vorhandene Literatur ist das Folgende zu bemerken: Die
Zerlegung in gréfite primdre Ideale ist fiir den Polynombereich mit be-
liebigen komplexen bzw. ganzzahligen Koeffizienten von Lasker gegeben,
von Macaulay in einzelnen Punkten weitergefithrt®). Beide stiitzen sich
auf die Eliminationstheorie, benutzen also die Tatsache, daf ein Polynom
sich eindeutig als Produkt von irreduziblen Polynomen darstellen 14Bt.
Tatsidchlich sind die Zerlegungssitze fiir Ideale von dieser Voraussetzung
unabhingig, wie die Idealtheorie in algebraischen Zahlkérpern vermuten
148t und wie die vorliegende Arbeit zeigt. Auch das primire Ideal ist bel
Lasker und Macaulay unter Zugrundelegung von Begriffen aus der Elimi-
nationstheorie definiert. ’

Die Zerlegung in irreduzible Ideale und die in relativprim-irreduzible

%) E. Lasker, Zur Theorie der Moduln und Ideale. Math. Ann. 60 (1905), S.20,
Satz VII und XIII. — F. 8. Macaulay, On the Resolution of a given Modular System
into Primary Systems including some Properties of Hilbert Numbers. Math. Ann. 74
(1913), S. 66.
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scheint in der Literatur auch fiir den Polynombereich nicht bemerkt; nur
bei Macaulay findet sich eine Bemerkung iiber die Eindeutigkeit der iso-
lierten primiren Ideale.

Die Zerlegung in teilerfremd-irreduzible Ideale ist fiir den Polynom-
bereich von Schmeidler) gegeben, unter Benutzung der Eliminationstheorie
fiir den Endlichkeitsnachweis. Doch ist hier der Eindeutigkeitssatz nur
" fiir Klassen von Idealen, nicht fiir die Ideale selbst ausgesprochen. Dieser
letztere Eindeutigkeitssatz findet sich in einer gemeinsamen Arbeit®), wo es
sich um Ideale in nichtkommutativen Polynombereichen handelt. Hier wird
nur von der endlichen Idealbasis Gebrauch gemacht, Satze und Methoden
bleiben also fiir allgemeine Ringbereiche bestehen, lassen sich durch die
vorliegende Arbeit in bezug auf die Anzahlgleichheit verscharfen (§ 11).
Die vorliegenden Untersuchungen stellen eine starke Verallgemeinerung
und Weiterentwicklung der diesen beiden Arbeiten zugrunde liegenden
Begrifisbildungen dar. Das Wesentliche der beiden Arbeiten ist der Uber-
gang von der Darstellung als kleinstes gemeinsames Vielfaches zu einer
additiven Zerlegung des Systems der Restklassen. Hier wird der ein-
facheren Darstellung halber wieder beim kleinsten gemeinsamen Vielfachen
geblicben; der additiven Zerlegung entspricht dann die Umformung des
Begriffs der Reduzibilitit in eine Eigenschaft des Komplements (§ 3).
Doch lassen sich nach Uberlegungen, die wesentlich denen der gemeinsamen
Arbeit entsprechen, alle angegebenen Sitze auch als additive Zerlegungs-
sitze fir das System der Restklassen und gewisser Teilsysteme auffassen.
Dieses System der Restklassen bildet einen Ring von gleicher Allgemein-
heit wie der urspriinglich zugrunde gelegte; es kann nimlich jeder Ring
aufgefaBt werden als System der Restklassen desjenigen Ideals, das der
Gesamtheit der identischen Relationen zwischen den Ringelementen ent-
spricht; oder auch einem Teilsystem dieser Relationen, indem man die
iibrigen Relationen auch im Bereich als erfiillt annimmt.

Diese Bemerkung gibt auch die Einordnung der Arbeiten von Fraenkel ©).
Fraenkel betrachtet additive Zerlegungen von Ringen, die solchen ein-
schrinkenden Bedingungen unterworfen werden (Existenz regulirer Ele-
mente, Division durch diese, Zerlegbarkeitsbedingung), daB fiir das ent-

4) W. Schmeidler, Uber Moduln und Gruppen hyperkomplexer GriBen. Math.
Zeitsehr. 8 (1919), S. 29.

5) E. Noether- W. Schmeidler, Moduln in nichtkommutativen Bereichen, ins-
besondere aus Differential- und Differenzenausdriicken. Math. Zeitschr. 8 (1920), 8. 1.

% A, Fraenkel, Uber die Teiler der Null und die Zerlegung von Ringen. J.{. M.
145 (1914), S.139. Uber gewisse Teilbereiche und Erweiterungen von Ringen. Habili-
tationsschrift, Leipzig, Teubner, 1916.. Uber einfache Erweiterungen zerlegbarer Ringe.
J. £ M. 151 (1920), 8. 121.
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sprechende Ideal die vier Zerlegumgen zusammenfallen. Wegen dieses Zu-
sammenfallens bedeutet auch seine Endlichkeitsbedingung, dafl das Ideal
nur endlich viele echte Teiler besitzen soll — von der iibrigens teilweise
abgesehen wird —, keine starkere Einschrénkung als unsere. Der Ausgangs-
punkt Fraenkels ist durch die andersartigen, im wesentlichen algebraischen
Ziele seiner Arbeiten bedingt; durch algebraische Erweiterung gelangt er
dann zu allgemeineren Ringen mit weniger einschrinkenden Bedingungen.

§ 1.
Ringbereieh, Ideal, Endlichkeitsbedingung.

1. Der zugrunde gelegte Bereich X sei ein (kommutativer) Ring in
abstrakter Definition”); d. h. > bestehe aus einem System von Elementen
a,b,c,....,f,9 h,..., in dem eine den iiblichen Bedingungen geniigende
Relation als Gleichheit definiert ist; und in dem durch zwei Operationen
(Verkniipfungsarten), Addition und Multiplikation, aus je zwei Ring-
elementen o und b stets eindeutig je ein drittes als Summe a4+ b und
als Produkt @ - gewonnen wird. Der Ring und die sonst ganz willkiir-
lichen Operationen miissen dabei den folgenden Gesetzen geniigen :

1. Dem assoziativen Gesetz der Addition: (a-+b)+c=a+(b-+c).
Dem kommutativen Gesetz der Addition: a +-b=1>b-4-a

Dem assoziativen Gesetz der Multiplikation: (a-b)-c=a-(b-c).
. Dem kommutativen Gesetz der Multiplikation: a-b=b-a.

. Dem distributiven Gesetz: a-(b—+c¢)=a-b-+a-c.

6. Dem Gesetz der unbeschrinkien und eindeutigen Subtrakiion.

Es gibt in X ein einziges Element z, das die Gleichung a+2 =05
befriedigt. (Man bezeichnet x =56 — a.)

Aus diesen Elgenschafben folgt die Existen ; _gl__;@i,n_g,
braucht aber keine Finheit zn ] ens. und es kann das Produkt zweier
Elemente verschmnden ohne da.B ein Faktor verschwindet. Ringe, fiir
die aus dem Verschwinden eines Produktes stets das Verschwinden eines
Faktors folgt, und die auBerdem eine Einheit besitzen, werden als eigent-
liche Integritdtsbereiche bezeichnet, Fiir die endliche Summe a +a ...+ a
filhren wir die iibliche abkiirzende Bezeichnung na ein, wobei die ganzen
Zahlen n lediglich als abkiirzende Zeichen, nicht als Ringelemente zu

betrachten sind, und durch ¢=1-a, na+a=(n+1)a rekurrierend
definiert sind.

T W

?) Die Definition ist der Fraenkelschen Habilitationsschrift entnommen, unter
Weglassung dessen einschriinkender Bedingungen 6, I und II; dafiir muBite das
kommutative Gesetz der Addition mit aufgenommen werden. Es handelt sich also
um die den Kérper definierenden Gesetze unter Weglassung der Umkehrbarkeit der
Multiplikation,
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2. Unter einem Ideal MS3) in X werde ein System von Elementen
aus S verstanden, das den beiden Bedingungen geniigt:

1. M enthdlt neben f auch a -, wo a ein belicbiges Element aus = ist.

2. M enthdlt neben f und g auch die Differenz f—g; also neben f
auch nf fiir jede ganze Zahl n.

Ist f Element von 9%, so driicken wir das wie iiblich durch f=0 ()
aus; und sagen, f ist durch Wt teilbar. Ist jedes Element von N zugleich
Element von M, also teilbar durch M, so sagen wir: N ¢st durch W tedl-
bar; in Zeichen: N=0(M). M heiBt echter Teiler von I, wenn es von
N verschiedene Elemente enthilt, also nicht umgekehrt durch % teilbar
ist. Aus N=0(M); M=0(N) folgt N =Dk.

Auch die iibrigen bekannten Begriffe bleiben wortlich erhalten. Unter
dem groften gemeinsamen Teiler zweier Ideale A und B — D= (A, B) —
verstehen wir die Gesamtheit der Elemente, die sich in der Form a-+-b
darstellen lassen, wo o alle Elemente aus 9, b alle aus B durchliuft;
® wird wieder ein Ideal. Ebenso ist der groBite gemeinsame Teiler von
unendlich vielen Idealen — ® = (U, A,, ..., A,,...) — definiert als Ge-
samtheit der Elemente d, die sich darstellen lassen als Summe der Ele-
mente von jeweils endlich vielen Idealen: d =a, +a e auch
hier wird © wieder ein Ideal.

Enthilt das Ideal 9 insbesondere eine endliche Anzahl von Ele-
menten f,, fy, ..., fo derart, dal

WM=(f,..-f,); dh f=afi+...Fal+nfi+...+nfs
wird fir jedes f=0(M), wobei die a, GroBen des Ringbereiches, die n,
ganze Zahlen sind, so wird I als endliches Ideal bezeichnet; f,,...,f,
als eine Idealbasts.

Wir legen nun im folgenden nur solche Ringe X zugrunde, die die
Endlichkeitsbedingung erfillen: Jedes Ideal in = ist ein endliches,
besitzt also eine Idealbasis.

3. Aus der Endlichkeitsbedingung folgt direkt der allen folgenden

Uberlegungen zugrunde liegende
Satz I (Satz von der endlichen Keite)®): Ist M, My, My, ..., M,, ...

8) Ideale werden mit groBen deutschen Buchstaben bezeichnet. 2 soll an das
Beispiel des gewdhnlich als ,Modul“ oder Formenmodul bezeichneten Ideals aus
Polynomen erinnern. Ubrigens benutzen die §§ 1—8 nur die Modul- und nicht die
Idealeigenschaft; vgl. dazu § 9.

9) Zuerst ausgesprochen fiir Zahlenmoduln von Dedekind: Zahlentheorie, Suppl. X1,
§ 172, Satz VIII (4. Auflage); unser Beweis und die Bezeichnung ,Kette® ist von
dort iibernommen. Fiir Ideale aus Polynomen bei Lasker, a. a. O. 8. 56 (Hilfssafz).
Der Satz findet aber in beiden Fillen nur vereinzelte Anwendung. Unsere Anwen-
wendungen berahen durchweg auf dem duswahlpostulat.
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ein abzihlbar wnendliches System von Idealen in X, won denen jedes
durch das folgende teilbar ist, so sind von einem endlichen Index n an alle
Ideale identisch, M, =My 1=.... M.a.W.: Bildet |, M, D, ..., M,, ...
eine einfach geordnete Kette wvon Idealen derart, dafl jedes Ideal ein
echter Teiler des unmittelbar vorangehenden ist, so bricht die Kette im
Endlichen ab.

Es sei nimlich ® = (M, My, ..., M, ...) der groBte gemeinsame
Teiler des Systems und f, ... f, eine infolge der Endlichkeitsbedingung
stets existierende Basis von ®©. Dann folgt aus.der Teilbarkeitsvoraus-
setzung, daB jedes Element von 9 zugleich Element eines Ideals der
Kette ist; denn aus

f:g”f“h: gEO(9R1)7 h:.’"()(gﬁs), (’rés)
folgt g=0(M,) und also f=0(WL,). Entsprechendes gilt, wenn f Summe
von mehreren Bestandteilen ist. Es gibt also auch einen endlichen In-
dex n, derart, daB

A=0(MR,); oo L,=0(00,); D=(f,..-f,)=0(M,).
Da umgekehrt M, =0(D), so wird MW, =D; und da weiter
an.HEO(@), D= 9}zn50(9}€n+1§):

so wird auch M, ,,= D = M, fiir jedes ¢, womit der Satz bewiesen ist.

Es sei bemerkt, daf aus diesem Satz umgekehrt wieder die Existenz
der Idealbasis folgt, so da8 die Endlichkeitsbedingung auch in dieser
basisfreien Form hitte ausgesprochen werden kénnen.

§ 2.
Darstellung eines Ideals als kleinstes gemeinsames Vielfaches von end-
lich vielen irreduziblen Idealen.
Das kleinste gemeinsame Vielfache [B,, B,, ..., B,] der Ideale B,,
B,, ..., B, seil wie iiblich definiert als Gesamtheit der Elemente, die so-
wohl durch %B,, wie durch %B,, ... wie durch B, teilbar sind; in Zeichen:
aus f=0(%,), (¢=1,2,..., k), folgt: r=0([%B,,%B,,..-,B,])
und umgekehrt. Das kleinste gemeinsame Vielfache wird wieder ein Ideal;
die Ideale B, bezeichnen wir auch als Komponenten der Zerlegung.
DefinitionI. Hine Darstellung = [B, ... B,] heift reduzierte
Darstellung, wenn kein B, im kleinsten gemeinsamen Vielfacken ¥; der

tbrigen Ideale aufgeht, und wenn kein B, sich durch einen echten Teiler
ersetzen 1dft*%). Sind die Bedingungen nur fir das Ideal B, erfillt, so

1")‘ Ein Beispiel einer nicht reduzierten Darstellung ist:
(x'.?’ zy) = {(x)> _(xﬁ’ 3’3/: y&)}
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heifit die Darstellung reduziert in bezug auf B;,. Das kleinste gemein-
same Vielfache ;= [B,, ..., Bi—1, Biy1, ..., B,] wird als Komplement
von B; bezeichnet. Darstellungen, bei denen nur die erste Bedingung er-
fallt ist, heifen kiirzeste Darstellungen.

Es geniigt nun, sich bei der Darstellung eines Ideals als kleinstes
gemeinsames Vielfaches auf reduzierte Darstellungen zu beschranken, nach

Hilfssatz 1. Jede Darstellung eines Ideals als kleinstes gemein-
sames Vielfackes won endlich vielen Idealen lifit sich auf mindestens
eine Art durch eine reduzierte Darstellung ersetzen; eine solche Dar-
stellung 16t sich insbesondere errveichen durch sukzessive Zerlegung.

Sei namlich M = [B1 ... B, | eine beliebige Darstellung von 9, so
lassen wir der Reihe nach diejenigen B fort, die im kleinsten gemein-
samen_Vielfachen der stehen gelassenen aufgehen. Da die iibrigen Ideale
noch ¢ ergeben, ist in der so entstehenden Darstellung:

M=[9, ... 8,] = (%, B,]
dann die erste Bedingung erfiillt, sie ist also eine kiirzeste Darstellung;
und diese Bedingung bleibt erfiillt, wenn man irgendein %; durch einen

echten Teiler ersetzt. Die zweite Bedingung aber ist nach dem Satz von
der endlichen Kette (Satz I) stets erfilllbar. Denn sei gesetazt:

mt: [Q[i’ ‘?BJ = [g‘)’{i’ %1(1)_-! T = {gia, %?;MJ, RS
wo jedes B ein echter Teiler des unmittelbar vorangehenden ist, so
muB nach diesem Satz die Kette %B;, B, ..., B, ... im Endlichen ab-

brechen; in der Darstellung: 9% =[%;, 8] 1aBt sich also B durch
geinen echten Teiler ersetzen; und dies gilt a fortiori, wenn man ¥, durch
einen echten Teiler ersetzt. Wendet man also das Verfahren der Reihe
nach auf jedes %; an, indem man jeweils das Komplement mit den schon
reduzierten B bildet, so entsteht eine reduzierte Darstellung!?).

Um eine solche Darstellung sukzessiv zu gewinnen, ist zu zeigen,
- daB ans den einzelnen reduzierten Darstellungen:

M=[B,, C,], €,=[B,, &], ..., €, =[¥B,. ¢]
folgt, daB auch die darams entstehende Darstellung: 9 =[%,...%8,¢;]

fiir jeden Exponenten 1>2; die 2=1 entsprechende Darstellung [(z), (2% ¢)] ist
eine zugehorige reduzierte. (Diese Darstellung gab mir der im Krieg gefallene
K. Hentzelt als einfachstes Beispiel einer nicht eindeutigen Zerlegung in primiré
Ideale an.) -

1) Daf eine solche durch die gegebene Darstellung nicht eindeutig definiert ist,
zeigt das vorige Beispiel. Fir (2% zy)=[(z), (z% zy, ¥*)], wo 122, ist neben
{{=), (x%, y)] auch [(2), (=% wxz+y)] fir beliebiges 1 eine reduzierte Darstellung.
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reduziert ist. Dazu gentigt es zu zeigen, daf mit den reduzierten Dar-
stellungen :

M=1[%,...8,€); €=[C,,E,] auch M=[B,...8,¢,E,]

reduziert ist. In der Tat geht hier nach Voraussetzung kein B in seinem
Komplement auf; wire dies fiir ein €, der Fall, so wire gegen die Vor-
aussetzung in der ersten Darstellung € durch einen echten Teiler ersetz-
bar, da wegen der zweiten reduzierten Darstellung €, und €, echte Teiler
von € sind; die Darstellung wird also eine kiirzeste. Ferner 1aft sich
nach Voraussetzung kein B durch einen echten Teiler ersetzen; wire dies
fiir ein @; der Fall, so entspriche dies gegen Voraussetzung dem Ersetzen
von € durch einen echten Teiler, da die Darstellung fiir € reduziert ist.
Somit ist der Hilfssatz bewiesen.

Definition II. Ein Ideal I heift reduzibel, wenn es als kleinstes
gemeinsames Vielfaches won zwei echten Teilern darstellbar ist; im eni-
gegengesetzten Fall heiffit M drreduzibel.

Wir beweisen jetzt vermdge des Satzes I von der endlichen Kette
unter Benutzung der reduzierten Darstellung ’

Satz II. Jedes Ideal ist darstellbar als kleinstes gemeinsames Viel-
faches von endlich wielen irreduziblen Idealen'?).

Es ist ndmlich ein beliebiges Ideal Mt entweder irreduzibel; dann
ist M = [M] eine Darstellung, wie Satz II verlangt; oder aber es wird
M=[%B,, €], wo B,, €, echte Teiler von M sind, und wo die Dar-
stellung nach Hilfssatz I als reduziert angenommen werden kann. Fiir
€, gilt die gleiche Alternative; entweder es ist irreduzibel oder es gibt
eine reduzierte Darstellung: €, =(%,, €,].

So fortfahrend erhilt man die Reihe reduzierter Darstellungen:
(1) M=[B,,¢]; €=[9%,,6]; ...,6_,=[%,,6]; ....

In der Kette €, C,,...,E,,... ist also jeweils €, ein echter Teiler
des unmittelbar vorangehenden, und folglich bricht die Kette im End-
lichen ab; es gibt einen Index n, so da8 €, irreduzibel wird. Nach Hilfs-
satz I ist ferner die Darstellung: M =[9B, ... B, €,] reduziert; €, kann
also nicht in seinem Komplement ¥, aufgehen, und in der Darstellung:
M=[%A,, €] ist €, durch keinen echten Teiler ersetzbar. Ersetzt man

) DasB eine solche Darstellung im allgemeinen nicht eindeutig ist, zeigt das vorige
Beispiel: (22 xy)=[(x), (%2, uw+y)]. Die beiden Komponenten sind bei beliebigem u
irreduzibel. Alle Teiler von (z) sind nimlich von der Form (z, g(y)), wo g () ein
Polynom in y bedeutet; also hat auch das kleinste gemeinsame Vielfache von zweien
diese Form, wird also ein echter Teiler von (2);. (%%, ¢ z+y) besitzt nur den einen Teiler
(#,y), ist also notwendigerweise ebenfalls irreduzibel.

Mathematische Annalen. 83. 3
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notigenfalls ¥, durch einen echten Teiler?®), so daB die Darstellung re-
duziert wird, so ist damit gezeigt, daB jedes reduzible Ideal eine redu-
zierte Darstellung als kleinstes gemeinsames Vielfaches eines irreduziblen
und eines dazu komplementdren Ideals zuldft. In der Reihe (1) konnen
also ohne Beschrinkung der Allgemeinheit alle 9B, als irreduzibel ange-
nommen werden; die Wiederholung der obigen SchluBiweise ergibt. die
Existenz eines irreduziblen €,, womit Saiz II "bewiesen ist.

§ 3.
Anzahlgleichheit der Komponenten bei zwei verschiedenen Zerlegungen
in irreduzible Ideale.

Zum Beweise der Anzahlgleichheit ist vorerst die Reduzibilitit bzw.
Irreduzibilitit eines Ideals durch Eigenschaften seines Komplementes aus-
zudriicken nach

-Satz II1'%). Die kirzeste Darstellung I = [A, €] sei reduziert in
bezug auf €. Dann ist die notwendige und hinreichende Bedingung da-
fir, daf € reduzibel ist, die Existenz von zwei Idealen N, und N,, die
echte Teiler von M sind, derart, daf
(2) =0(A); N=0(A); [N, R] =M.

Hieraus folgt noch Sind die Bedmgungen( ) erfulls, und € srreduzibel,
so st mindestens ein N, kein echter DTeiler von M; N;= M.

Es sei €=[€,, E,], wo G, €, echte Teiler von € seien. Dann

kommt:

M= [m’ @] = [Q{’ @1’ @2} = [{gia @1}3 A, @2]]'
Hier sind die Ideale [, §,] echte Teiler von 9, da sonst [, €] nicht
reduziert in bezug auf § wire. Da auch die Teilbarkeit durch U erfiillt
ist, ist die. Bedingung (2) als notwendig erwiesen. (Die Darstellung (2)
ist nicht reduziert, da ein [, €;] durch €, ersetzbar ist.)

Sei nun umgekehrt (2) erfiillt. Wir bilden die Ideale:

€,= (€, %1); €, = (€, %e); C*= [€,, @2}'
Dann ist & sowohl durch €,, wie durch €,, also auch durch das kleinste
gemeinsame Vielfache ©* teilbar. Um die Teilbarkeit von €* durch
zu zeigen, sei

15) Tatsichlich ist die Darstellung auch in bezug auf %, reduziert, wie in § 3
(Hilfssatz IV) als Umkehrung von Hilfssatz I gezeigt werden wird.

R 3y Satz III entspricht dem Ubergang von den Moduln zu den Restgruppen in
den Arbeiten von Schmeidler und Noether-Schmeidler (vgl. die Einleitung). Es ent-

spricht % der Restgruppe, %, und %, den Untergruppen, in welche die Restgmppe
zerlegt wird. . .
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f_-——;O((S*); also f=0(C,); f=0(G,) oderauch f=c+mn,; f=2+mn,,

wo ¢, &, n,, n, GroBen aus €, N,, N, sind, also insbesondere n,; durch A
teilbar ist. Somit ist die Differenz
g=c—C=mn,—mn,
sowohl durch € wie durch ¥, also durch 9t teilbar. Wegen n, = n,+m
ist ferner n, (ebenso n,) sowohl durch %, wie durch %,, also durch
teilbar. Also wird '
f=c+m; f=0(C); C*=@¢.

@, und @, sind dabei echte Teiler von €; denn fiir €,=(€,%;) = €
wire 9, durch © teilbar, also wire 9, wegen der Teilbarkeit durch A
gleich 9% gegen die Voraussetzung. Somit ist €= [C,, €,] als reduzibel
erkannt; Satz I1I bewiesen.

Es sei bemerkt, daB fast die gleiche Uberlegung noch das folgende zeigt:

Hilfssatz II. Ldpt sich in einer kiirzesten Darstellung M = [A, €],
das Ideal G durch einen echien Teiler ersetzen, so ist € reduzibel.

Sei also:
M=[A C]=[%,CE,],

und sel gesetzt:
@* = [(5:1, (Q[: @)}o
dann ist wieder € durch ©* teilbar. Aus f= 0(€*) folgt ferner:
f=c¢, =a-c.

Die Differenz @ = ¢, — ¢ ist also sowohl durch %, wie durch €, folglich
durch 9 teilbar; also wird ¢, = ¢ 4 m; f= 0(C); €*=6.

Da sowohl €, wie (9, €) nach Voraussetzung echte Teiler von €
sind, ist somit € = €* als reduzibel erkannt.

Ein srreduzibles € 1aBt sich also nicht durch einen echten Teiler
ersetzen,

Es seien jetzt zwei verschiedene kiirzeste Darstellungen wom M als
kleinstes gemeinsames Vielfaches von (endlich) vielen wrreduziblen Idealen

gegeben.:
M=[(9B,...8,]=[D,...D,].

Diese Darstellungen sind- nach der Bemerkung zu Hilfssatz II zugleich
reduzierf. Dann beweisen wir vorerst

Hilfssatz IIL. Zu jedem Komplement ;= [By...Bi—1 Biv1. .- Bi]
gibt es ein Ideal D; derart, daf M = [U;, D;] wird. -

Setzt man nimlich: M = [D,, €,], €, =[D,, €,,] usf., so kommt?
M= [ﬂi’ im] = [911:’ £®v @1} = {{%{;@1], [%@1]%3; 3
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Hier sind fiir M, =[U, D, ], N, =[%;, €,] die Bedingungen (2) von
Satz I erfiillt, da I = [, B;] reduziert in bezug auf B, ist und die
Darstellung eine kiirzeste ist. Da nun 9B; als drreduzibel vorausgesetzt
war, mufl notwendig ein %, gleich M werden.

Fiir N, = I wire der Hilfssatz bewiesen; fiir N, = P kommt ent-
sprechend: MM = [[U;D,], [¥;€,.]], wo nach dem gleichen SchluB wieder
eine Komponente gleich 9t werden muB. So fortfahrend, kommt ent-
weder: M = [U;, D;], wo j < I; oder es wird M = [A;, €, .. ;_,]; wegen
Gy ...1-1 =D, ist damit der Hilfssatz bemesen

Hieraus ergibt sich nun

Satz IV. Bet zwei wverschiedenen kiirzesten Darstellungen eines
Ideals als kleinstes gemeinsames Vielfaches von irreduziblen ist die An-
zahl der Komponenten die gleiche.

~ Ans dem Hilfssatz ergibt sich namlich fiir 4=1:

M=%, B,] = [, D5,] =[Dy,, B,, ..., By]-

Betrachtet man nun die beiden Zerlegungen:
% = {@jl’ %2’ cet %k] = [@1’ @29 cee @l}>

und wiederholt den obigen SchluB in bezug auf das Komplement
W=D, B;, ..., B,] von B,, so kommt:

% = {@2’ %2] = EQZ’ @fz] = [QJ}’ gjz %3’ et %k];
und durch Fortsetzung des Verfahrens:
W=Dy, Do -+ > Dy, ]-

Da nun nach Voraussetzung die Darstellung M = [D, ... D,] eine kiirzeste
ist, also kein ® weggelassen werden kann, miissen die verschiedenen unter
den D; alle D erschopfen; somit kommt: k>J. Vertauscht man im
+Hilfssatz und den anschlieBenden Schliissen durchweg die % mit den D,
so kommt entsprechend: > %, und somit k=1, womit die Anzahlgleich-
heit bewiesen ist. — Daraus ergibt sich noeh, daf die Ideale ®; alle
untereinander verschieden sind, da sonst in einer kiirzesten Darstellnng
durch die ®; , weniger als & Komponeunten auftrete n wiirden; man kann also
die Bezemhntmg so wihlen, dafl D; =D, wird. Aus dem gleichen Grunde
sind auch alle Zwischendarstellungen I =[Py, ... D;, B, ... B, ] kiir-
zeste und nach der Bemerkung zu Hilfssatz II somit reduzierte.
Die Anzahlgleichheit fiihrt zu einer Umkehrung von Hilfssatz I durch
Hilfssatz IV. Fafiman in einer reduzierten Darstellung die Kom-
ponenten zu Gruppen zusammen und bildet deren kleinstes gemeinsames
Vielfaches, so wird die entstehende Darstellung reduziert. M. a. W.. Aus
einer reduzierten Darstellung
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%2{@11"'@1#1; cens @Ul “'@‘7!‘0]

folgt, daf auch M=[N,... Ns]= [N, &) reduziert ist, wenn
N, =1[C,, ... G, gesetazt ist.

Zuerst ist zu bemerken, daB %; nicht in seinem Komplement £; auf-
gehen kann, da dies fiir keinen seiner Teiler €, der Fall ist; die Dar-
stellung ist also eine kiirzeste. Um zu zeigen, da8 9, durch keinen echten
Teiler ersetzbar ist, l6sen wir die © in ihre irreduziblen Ideale B auf'®),
so daB die (nach Hilfssatz I) reduzierten Darstellungen enstehen:

gﬁ = [%11 [P %121; ooy %01. . SBH}.O_]; 82’1,: [581:1. . SB'ili].

Es sei nun M = [E)h* , %] reduziert in bezug auf RN, und RN ein
echter Teiler von 9, Nach Hilfssatz 1T wird:
%= [, (M, &)1
und diese Darstellung ist notwendig reduziert in bezug auf N, da sich
sonst 9N, auch in 9 durch einen echten Teiler ersetzen lieBe. Man er-
setze nun gegebenenfalls auch (N, &) durch einen echten Teiler, so daB
eine reduzierte Darstellung fiir 9; entsteht. Lost man jetzt die beiden
Komponenten von %; in irreduzible Ideale auf, so setzt sich die Anzahl 4; der
irreduziblen Ideale von 9%, additiv aus der der Komponenten zusammen; die
Anzahl der dem echten Teiler 9%; entsprechenden irreduziblen Ideale wird
also notwendig kleiner als 4. Dann fiihrt aber auch die Auflésung von

M = [N, €] in irreduzible Ideale zu weniger als 2 A; Ideale, im Wider-

%
spruch mit der Anzahlgleichheit. Als Spezialfall o =2 folgt noch, da8
die Darstellung M =[N, &,] auch in bezug auf das Komplement £,
reduziert ist. )
§4
Primiire Ideale. Eindeutigkeit der zugehorigen Primideale bei
zwei verschiedenen Zerlegungen in irreduzible Ideale.

Es handelt sich im folgenden um den Zusammenhang zwischen pri-
miren und irreduziblen Idealen.

Definition IIL Ein Ideal . heift primdr, wenn aus a-b=0(8);
a == 0 (L)) notwendig folgi: b”= 0(L.), wo der Exponent » eine endliche
Zahl ist.

Die Definition 148t sich auch so aussprechen: Ist ein Produkt ¢-b
durch £ teilbar, so ist entweder ein Faktor teilbar oder eine Potenz jedes
Faktors. Ist insbesondere » stets gleich 1, so heift das Ideal ein Primideal.

35) Darunter ist immer eine kiirzeste, also reduzierte Darstellung durch die 8
zu verstehen. . -
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Aus der Definition des primiren (bzw. Prim-) Ideals folgt vermoge
der Basisexistenz die nur von Produkten von Idealen'®) handelnde

Definition I1la. Ein Ideal  heift primdr, wenn aus A-B=0(8);
A==0(D) notwendig folgt: B*=0(D). Ist 1 stets gleich 1, so heift
das Ideal ein Primideal. Fir ein Primideal B folgt also aus A-B=0(P),
A == 0 (B) stets B =0(P).

Da nimlich in ITTa fir % =(a), B=(b) die Definition IIT als
Spezialfall enthalten ist, ist jedes nach IITa primire Ideal auch primér
nach III. Sei umgekehrt £ primir nach IIL, und sei die Voraussetzung
von IIa erfilllt: A-B=0(L), so daB also entweder A=0(2) folgs,
oder aber da8 es mindestens eine Grifie a=0 () gibt, so daB a-B=0 (L),
0=z 0(9) wird. Ist nun b, ...b, eine Idealbasis von B, so kommt nach

Definition ITI, da a-b, = 0 (L) wird:
E=0(0); ...; br=0(8).

Wegen b=f,b +...+fb +nb +...+nb, wird also fiir
=12, + ...+ x, das Produkt von je 2 GroBen b durch £ teilbar, womit
fiir nach ITI primére Ideale das Erfiilltsein der Definition IITa bewiesen
ist. Speziell fiir Primideale §§ folgt aber aus: a-B = 0(%R), also auch
a-b=0() fir jedes b=0(B) und @==0(P), dab b= 0(%®) und da-
mit B = 0(P). Damit ist die Aquivalenz der beiden Definitionen gezeigt.

Der Zusammenhang zwischen priméren und Prim-Idealen wird her-
gestellt durch die Bemerkung, daB die Gesamtheit 5 aller Elemente p
von der Eigenschaft, daB eine Potenz von p durch £ teilbar ist, ein
Primideal bildet. Zunichst ist klar, daB P ein Ideal ist; da neben p,
und p, auch ap, und (p, — p,) die genannte Eigenschaft zukommt. Nach
dem bei der Definition von IIla angewandten BasisschluB ergibt sich
ferner die Existenz einer Zahl 1, derart, daB ®*=0(Q) wird.

Sei jetzt:

a-b=0(B); == 0(%),
so kommt nach der Definition von %:

a*-b*=0(); a*==0(2);
also nach der Definition von £:

p**=0(0) und folglich b= 0(%R),

wonit B als Primideal nachgewiesen isi. P ist auch definiert als grofiter
gemeinsamer Teiler aller Ideale B von der Eigenschaft, dafl eine Potenz
von B durch &, teilbar ist. Denn jedes solche % ist nach Definition

16) Unter dem Produkte %-B zweier Ideale wird, wie iiblich, das aus der Ge-
samtheit der GréBen a-b und ihren endlichen Summen bestehende Ideal verstanden.
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durch §§ teilbar; also auch der groBte gemeinsame Teiler © dieser 8.
Umgekehrt ist P selbst ein Ideal B, also durch ® teilbar, womit =D
erwiesen ist. ¢ ist also ein Primideal, das Teiler von £ ist und von
dem eine Potenz durch & teilbar ist; durch diese Eigenschaft ist es ein-
deutig definiert. Denn aus:

L=0(P); P'=0(2s S=0(F) P=0(Q)
B =0(B); F“=0(P);

also nach der Eigenschaft der Primideale:

P=0(P); P=0(P); P="1.

Zusammenfassend haben wir

Satz V. Zu jedem primdren Ideal L. existiert ein und nur ein
Primideal P, das Teiler von L. ist und von dem eine Potenz durch £
teilbar st; R soll als ,,zugehoriges Primideal bezeichnet werden'?). B ist
definiert als gropter gemeinsamer Teiler aller Ideale B von der Eigen-
schaft, daf eine Potenz wvon B durch L teilbar ist. Ist o die kleinste
Zahl derart, daff B¢=0(L), so soll o als Exponent von £, bezeichnet
werden %), '

Wir beweisen jetzt, als Zusammenhang zwischen primér und irreduzibel:

Satz VI. Jedes nichiprimdre Ideal ist reduzibel; m.a. W.: jedes
srreduzible Ideal ist primdr*®).

Es sei & ein nichtprimdres Ideal, so daB nach Definition III min-
destens ein GroBenpaar a, b existiert, derart, dafl

(3) a-b=0(R); == 0(R); b"==0(R) fir jedes .

folgt: -

%) Da die Umkehrung nicht gilt, zeigt das Beispiel M = (2% zy). Das Prim-
ideal (x) erfiillt alle Bedingungen, aber M ist nicht primér.

%) Daf im allgemeinen nicht, wie im Bereich der ganzen rationalen, bzw. alge-
braischen Zahlen, €= wird, zeigt das Beispiel:

C=(2%y); P=(2.9) B'=(2%2y,y°)=0(Q); aber ==0($");
also £ von §° verschieden.
)} DaB hier die Umkehrung nicht gilt, zeigt etwa das Beispiel:

= (2% zy, y4y=[%y), (=, y¥)],
wo 12> 2. Hier ist £ primir, aber reduzibel. (DaB & primér ist, folgt daraus, da8
es alle Potenzprodukte i-ter Dimension von z, y enthélt; fiir jedes Polynom ohne
konstantes Glied ist also eine Potenz durch . teilbar. Enthilt aber in a-b=0(2)
das Polynom & ein konstantes Glied — also b* == 0(£) fiir jedes » —, so muB, da
wegen der Homogenitdt der Basispolynome von £ jeder homogene Bestandteil von
@-b durch £ teilbar ist, a dureh £ teilbar sein.)
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Wir bilden nun die beiden Ideale:
80::(@: a‘); %o:(@: b)a
die nach (3) echte Teiler von ® sind und fiir die nach (3) gilt:

(4) B Ry =0(8).
Fir die Elemente f des kleinsten gemeinsamen Vielfachen &, =12, 920]
gilt nun die Alternative: Lt

Entweder es folgt aus
F=0(2); =0(%,), dh f=a,-b(R)
stets eine Darstellung:
f=1,-0(8); 1L, =0(8);

also nach (4): f=0(8&), somit & = 0(8&), und wegen & = 0(8&,) auch
® = &,, womit & als reduzibel nachgewiesen ist.

Oder es gibt mindestens ein f= 0 (&,), fir das kein solches 7, existiert.
Wir bilden dann mit dem zu diesem f gehérigen a,:

L =(2,0,)=(8 a,0,); N=(R,0°.
Dann wird wegen a,-b= 0(%,) nach (4) auch:
(4" e -N=0(8);

und &, wird ein echter Teiler von .
Fiir die Elemente f von &, =[%,, %, ] gilt die gleiche Alternative:
Entweder es folgt aus

F=0(8); =0(R);
dh: f=a,-b°(R) stets: )
lel-be; L=0(%);
fR=Q,.

Oder fiir mindestens ein f gibt es kein solches I,, was zur Bildung

von &, =(8,,a,), N, =(R, bzz) fiihrt; mit Q,-N,=0(8), wo &, ein
echier Teiler von &, ist. — So fortfahrend, definieren wir allgemein:

L=(8,a); & =(2,0,); - & =(L-1,0); ..

o= (R,8); N=(R,5"); ...; B=(R,5"); ...,
wo die o, dadurch definiert sind, daB es ein f gibt, derart, daB
F=0(%-1); = 0(%-1),

und damit nach (4'):

d. h _
f=a.5" 7" (R); aber a,3=0(%i-)
wird, Danach wird allgemein &,-R,= 0(R), R, nach (3) ein echier Teiler



Idealtheorie in Ringbereichen.

von ®, und £, ein echter Teiler von £; ;. Nach Satz I von der end-
lichen Kette muB also die Kette der & im Endlichen, etwa mit 8,, ab-
brechen. Fir jedes f=0(L,); f=0(N,) wird also fzzlncbgn(.@) mit
1,=0(g,), und folglich kommt nach dem obigen Schluf: f=1[g, %]
womit ® als reduzibel nachgewiesen ist.

Aus dem eben Bewiesenen ergibt sich die Eindeutigkeit der zugehorigen
Primideale wie folgt:

Es seien

-

M=[B,...8,]=[D,... 9]
zwei kiirzeste, also reduzierte Darstellungen von 0 als kleinstes gemein-
sames Vielfaches von irreduziblen Idealen, deren Anzahl nach Satz IV
iibereinstimmt. Dann sind nach diesem Satz auch die dort auftretenden
Zwischendarstellungen (wo, wie dort bemerkt, der Index j; =1 gesetzt
werden kann):
M= [@1 O Qi—l%z%i—}—l . %k] = [@1 .. cbv:—1@«:§8i-1»1 .. %k]
= {ﬁi’ B,;] = [QTD D]

kiirzeste Darstellungen. Es kommt also:

*-B,=0(D,), AUy==0(D,); *A-D,=0(%B,), Az==0(YB,).
Da nun nach Satz VI die irreduziblen Ideale 9B, und P, primér sind,
folgt daraus die Existenz zweier Zahlen 1, und y,, derart, dafl

(5) .%?‘EO(‘,&); D= 0(B,).

Bezeichnen nun §; bzw. §; die zugehirigen Primideale von $B; bzw. D;;
also PI=0(B,); BI'=0(D,), so kommt nach (5):

Rre=0(%); P =0(B),

und daraus nach der Eigenschaft der Primideale:

B,=0(P,); B=0(%) P="%.
Damit ist bewiesen:

Satz VIL Bei zwei verschiedenen Kkiirzesten Darstellungen eines
Ideals als Kleinstes gemeinsames Vielfaches won irreduziblen Idealen
stimmen die zugehorigen Primideale, unter denen auch gleiche®®) und
zwar bei jeder Zerlegung gleich oft auftreten konnen, wberein. Die Ideale
selbst lassen sich folglich auf mindestens eine Art derart paarweise zu-
ordnen, daf jeweils eine Potenz des einen Ideals B, durch das zugeord-

20) Das zeigt etwa das Beispiel von *):

: (=% 2y, y*) = (= 9), (=, ¥4,
we 1>2. Die beiden zugehorigen Primideale sind hier: (z,y).
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nete D, teilbar ist und wmgekehrt. Ihre Anzahl stimmt nach Satz IV
dberern *1).
§ 5.

Darstellung eines Ideals als kleinstes gemeinsames Vielfaches von groSten
priméren Idealen. ZEindeutigkeit der zugehorigen Primideale.

Definition IV. Eine kiirzeste Darstellung M = {8, ... Q] soll als
klewnstes gemeinsames Vielfaches von groften primdren Idealen bezeichnet
werden, wenn alle & primdr sind, aber das kleinste gemeinsame Viel-
fache zweier L. nicht mehr primdr ist.

Daf mindestens eine solche Darstellung stets existiert, folgt aus der
Darstellung von 9t als kleinstes gemeinsames Vielfaches von irreduziblen
Idealen. Denn diese Ideale sind primér; entweder liegt nun schon eine
Darstellung durch grofite priméare vor, oder aber das kleinste gemeinsame
Vielfache irgend zweier Ideale wird wieder primér. Da hier die Anzahl
der Ideale um eins abgenommen hat, filhrt die Wiederholung des Ver-
fahrens nach endlich vielen Schritten zu der gewiinschten Darstellung.

Diese Darstellung ist nach Hilfssatz IV reduziert. Umgekehrt ent-
steht jede reduzierte Darstellung durch grofte primére Ideale auf diese
Art, wie die Auflésung der £ in irreduzible Ideale zeigt.

Um hier aus Satz VII einen entsprechenden Eindeutigkeitssatz zu
folgern, ist der Zusammenhang mit den zugehdrigen Primidealen zu unter-
suchen nach

Satz VIIL. Besitzen die primdren Ideale N, N,, ..., M alle das-
selbe zugehorige Primideal S5, so ist auch ihr kleinstes gemeinsames Viel-
faches & =[N, N,, ..., W] primdr und hat P zum zugehirigen Prim-
ideal. Ist umgekehrt O, =[N, ... W] eine reduzierte Darstellung fir das
primdre Ideal £, so sind alle N; primir und besitzen als zugehoriges
Primideal das zugehorige Primideal B von Q.

Zum Nachweis des ersten Teiles der Behauptung sei zunéchst bemerkt,
daB aus P% =0 (N,) fiir jedes ¢ anch folgt: R = 0(L), wo z den groBten
der Indizes o, bedeutet. Da P ferner auch Teiler von & ist, ist § not-
wendig das zugehdrige Primideal, wenn &) primir ist. Aus

LA-B=0(2); B¥== 0 (D) (fiir jedes k)
folgt somit  B==0(B); also B==(X,) (fiir jedes k);
und somit A=0(N;); also A=0(0),
womit £ als primir, P als zugehdriges Primideal erwiesen ist.
21) Fir die Eindeutigkeit der unter den irreduziblen Idealen enthaltenen ,iso-
lierten* Ideale vgl. § 7. :

~
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Sei umgekehrt vorerst
Q=[% :';%l] =[%;, 8;]
eine kiirzeste Darstellung von b: “durch primdre I1deale 9, und seien jeweils
B, die zugehdrigen Primideale. Aus

8{‘9’2{50(&); 'gi EEO(Q)
(wegen der kiirzesten Darstellung) kommt dann:
NT1=0(D); oder P =0 (L).

Da ; zugleich Teiler von £, ist, stimmt also P, fiir jedes ¢ mit dem
zugehdrigen Primideal  von £ iberein.

Es ist noch zu zeigen, daB bei jeder reduzierten Darstellung
Q=[N ... W] die N, primir sind?*). Dazu lése man die N, in ihre
irreduziblen Ideale B auf; in der so entstehenden kiirzesten Darstellung
0=1(%B, ...8B,] ist dann jedes Ideal priméir und besitzt nach dem ‘eben
Bewiesenen 98 als zugehoriges Primideal. Dann gilt aber nach dem oben
bewiesenen ersten Teil des Satzes das gleiche fiir jedes %;, womit Saéz VIIT
vollstandig bewiesen ist.

Zusatz. Hieraus folgt noch, daB ein Primideal notwendig irredu-
zibel ist. Denn aus der reduzierten Darstellung B = [R, £] kommt nach
Satz VIII: =0 (P); also wegen P=0(N) auch P = N und ebenso {F = L.
Die Irreduzibilitit von § ergibt sich auch direkt: denn aus P =[N, 2]
folgt: MN-L=0(P); N==(P); L==0(P) im Widerspruch zu der Defi-
nitionseigenschaft des Primideals.

Seien jetzt _ _

M=[0Q,... Q] =[L, ... Y]
zwei reduzierte Darstellungen von 9 als kleinstes gemeinsames Vielfaches
von grofiten priméren Idealen. Indem man die £ in ihre irreduziblen
Ideale B, die entsprechend in die irreduziblen Ideale ® auflést, kommen
zwel reduzierte Darstellungen fiir M als kleinstes gemeinsames Vielfaches
von Irreduziblen Idealen, bei denen nach Satz VII sowohl die Anzahl der
Komponenten wie die zugehdrigen Primideale iibereinstimmen. Nach Satz VIII
besitzen dabei alle bei einem festem £, auftretenden irreduziblen Ideale B
dasselbe zugehorige Primideal %;; wihrend das zu £, gehérige P, not-
wendig davon verschieden ist, da sonst nach Satz VIII keine Darstellung

) DaB hier die reduzierte Darstellung wesentlich ist, zeigt das Beispiel der
nicht-reduzierten Darstellung: £ =[2%, zy, o/*] = (22 2y, ¥ y2), (=, y)], wo Az2.
Hier ist (2% 2y, 1%, y2z) = [(«% ¥), (2, 4% 2)] nach dem oben Bewiesenen nicht
primir; denn letztere Darstellung ist eine kiirzeste durch primsre Ideale, aber die
zugohdrigen Primidesle (v, ) und (2, y, z) sind verschieden. (£ ist nach %) primar.)
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durch grofite primare Ideale vorlige. Die Anzahl & der O ist also gleich
der Anzahl der verschiedenen zugehdrigen Primideale % der %B; diese ver-
schiedenen B bilden die zugehérigen Primideale der £. Das gleiche gilt
von den & in bezug auf ihre Auflésung in die ®. Aus Satz VII folgt
also die Anzahlgleichheit der £ und £, und das Ubereinstimmen ihrer
zugehorigen Primideale. Zugleich zeigt sich, daf die am Anfang des
Paragraphen angegebene Zusammenfassung der irreduziblen Ideale zu
grofiten priméren darin besteht, alle mit demselben zugehérigen Primideal,
und nur diese, zusammenzufassen. Satz VIII zeigt weiter die Irre-
duzibilititseigenschaft der groBten primiren Ideale: Sie lassen keine redu-
zierte Darstellung als kleinstes gemeinsames Vielfaches von groften pri-
Indren zu.
Zusamenfassend ist bewiesen:

Satz IX. Bei zwes reduzierten Darstellungen eines Ideals als kleinstes
gemeinsames Vielfaches won gréfiten primdren Idealen stimmen die An-
zahl der Komponenten wund die zugehorigen Primideale, die alle von-
esnander verschieden sind, iberein. M. a. W.: Jedem £ 1@ft sich einein-
‘deutig ein . zuordnen, derart, daf eine Potenz von L durch £ teilbar
ist, und wmgekehrt **). — Die O, und £ haben Irreduzibilititseigenschaft in
bezug auf die Zerlegung in grofte primdre Ideale.

Zusatz. Essei bemerkt, daB Satz IX im wesentlichen erhalten bleibt,
wenn man anstatt reduzierter nur kirzeste Darstellung voraussetzt. Ist dann
etwa M =9, ... OF ... Q) reduziert in bezug auf O, und O ein echter
Teiier von £, &, das Komplement von £, so kommt nach Hilfssatz IV:
0, =[97 (&, £,)]; und diese Darstellung ist reduziert in bezug auf Oj.
Nach Satz VIII, bei dessen Anwendung nobxgenfalls (&, £;) durch einen
echten Teiler zu ersetzen ist, ist dlso £ primir und hat dasselbe zu-
gehdrige Primideal B, wie £,. Die Fortsetzung des Verfahrens zeigt, daf
jeder solchen Darstellung eine reduzierte durch groSte primire Ideale
zugeordnet werden kann, derart, daB die Anzahl der Komponenten und
die zugehorigen Primideale iibereinstimmen. Es gilt also auch bei kiir-
zester Darstellung, dap bei zwei verschiedenen Darstellungen die Anzahl
der Komponenten und die zugehorigen Primideale iibereinstimmen.

Die derart eindeutig definierten zugehorigen, voneinander verschiedenen
Primideale sollen kurz als ,,die zugehorigen Primideale von I« bezemhnet
werden.

23) Fin Beispiel verschiedener Darstellungen ist das in 1?) zu Satz II gegebene:
(&% zy) = [(&), (2%, px+ y)] fir beliebiges . Da die zngehdrigen Primideale $, =(z);
s = (%, y) voneinander versehieden sind, handelt es sich um gréfte primire Ideale.
-~ Far die Eindeotigkeit der ,isolierten“ gréBten primaren Ideale vgl. § 7.
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§ 6.

Eindeutige Darstellung eines Ideals als kleinstes gemeinsames Vielfaches
von relativprim-irreduziblen Idealen,

Definition V. Ein Ideal R heifft relativprim 2u &, wenn aus
T-R=0(C) notwendig folgt: T=0(S). Ist sowohl R zu S, wie
& 2u R relativprim, so heiffen RN und S gegenseitiq relativprim®*).
Ein Ideal heiflt relativprim-irreduzibel, wenn es sich nicht als kleinstes
gemeinsames Vielfaches von gegenseitig relativprimen echien Teilern dar-
stellen lapi.

Nimmt, man insbesondere anstatt T den gréften gemeinsamen
Teiler T, aller T, fir die T-R=0 (&), so wird auch T ;- R=0(S)
und ©=0(%;). Es wird also T,=&, wenn R relativprim zu &;
T, ein echter Teiler von &, wenn R nicht relativprim zu & 23).

Dem Eindeutigkeitsbeweis liegt zugrunde

Satz X. 1. Ist R relativprim zu den Idealen S, ...&;, so ist R
auch relativprim zu ihrem kleinsten gemeinsamen Vielfachen ©.

2. Sind die Ideale &, ... &; relativprim zu R, so ist auch ihr
kleinstes gemeinsames Vielfaches © relativprim zu R.

3. Ist R relativprim zu & und ist © =[G, ... S;] eine reduzierte
Darstellung fir &, so ist R auch relativprim zu jedem ;.

4. Ist © relativprim zu R, so ist auch jeder Teiler S, von &
relativprim zu R.

1. Da aus T-R =0 (G) notwendig folgt: T -R=10(S,), so wird
nach Voraussetzung: T = 0(&;) und damit T = 0 (S).

2. Essel 6, =[6,...€;]; €,=[6,...8:]; ...; Cpo..10-1 =6,
gesetzt. Aus T-B=0(R) folgt dann T-€, -, =0 (R); also nach
Voraussetzung: T-€,= 0 (R). Daraus folgt wieder: T-G,,-S,= 0 (R);
also nach Voraussetzung T-G,, =0 (%), and schlieBlich: T -Gz ;4 —
T-G=0(R); also T=0(R).

3. Bs bedeute §; das Komplement von ,; aus To-R = 0 (S,) folgt
dann wegen §;- % =0 (G,) auch [T,, §,)-R=0(S).

Wire nun §, ein echter Teiler von &;, so ware wegen der redu-
zierten Darstelling & = [&;, §;] auch [Z,, €,] ein echter Teiler von &
gegen die Voraussetzung.

¢) Die Bedingung des relativprim ist nicht symmetrisch. Z. B. ist %= (2% y)
relativprim zu &=(x); aber & ist nicht relativprim zu R, da G*=0(R), aber
T=6=z0(R) wird.

®) Dieses so definierte T, stimmt iiberein mit dem » Residualmodunl“ von
Lasker; und in seiner Ausdebnung auf Zahlenmoduln statt Ideale mit dem »Quotient®
zweier Moduln bei Dedekind. Lasker, a. a. 0. S. 49, Dedekind (Zahlentheorie), S. 504
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4. Aus T,-86,=0(N), wo T, ein echter Teiler von R, folgt anch
T, © =0 (R); also wire T, echter Teiler von R gegen die Voraussetzung.

Definition V zeigt insbesondere, dafl jedes Ideal relativprim zu dem
aus allen Elementen von 3 bestehenden Einheitsideal O wird?¢); die folgen-
den Sitze gelten aber nur fiir von O verschiedene Ideale.

Aus dem eben bewiesenen Satz X ergibt sich zundchst

Hilfssatz V. Jede Darstellung eines Ideals als kleinstes gemein-
sames Vielfaches wvon gegenseitig relativprimen, von O wverschiedenen
Idealen ist reduziert.

SeiM=[R, R, ... R, ]=[N,, &,] eine solche Darstellung. Nach SatzX,2
ist dann auch &, relativprim zu %f,; N, kann also nicht in & aufgehen; die Dar-
stellung wird eine kiirzeste. Denn aus ;=0 (R,), wo &, relativprim zu R,
wiirde wegen 0-2,=0(R,;) auch folgen: O =0(R,); also R, =D, was
nach Voraussetzung ansgeschlossen ist. Sei nun H; durch den echten
Teiler R} ersetzbar, dann wird nach Hilfssatz IT R, reduzibel und es
kommt: R, — [, (R,, 8;)]. Ersetzt man hier gegebenenfalls (%;, 8;)
durch einen echten Teiler (%;, €)%, ebenso %, durch einen echten Teiler,
so daB eine reduzierte Darstellung fir R, entsteht, so zeigt Satz X, 3,
daB €, auch relativprim zu (%,, &;)* wird, und dieses ist b wegen der kiirze-
sten Darstellung von O verschieden. Da aber (%;,2,)* in (%;,,) und
(R;, &) in & aufgeht, ist damit ein Widerspruch nachgewiesen.

Aus Satz X ergibt sich ferner der den Zusammenhang mit den zu-
gehorigen Primidealen vermittelnde

Satz XI. Ist R relativprim zu S und & von O verschieden, so
ist kein zugehoriges Primideal von R??) durch ein zugehoriges Primideal
von & teilbar. Findet umgekehrt keine solche Teilbarkeit statt, so ist R
relativprim zu ©, und natirlich © von O verschieden.

Seien

=[0,...0.], &=[9F...90F]
reduzierte Da.rstellungen von R und & durch groBte primire Ideale;
By - Ba, BY... BF die zugehérigen Primideale. Wir zeigen die Behaup-
tung in der Form: Ist ein B durch ein B teilbar, so kann R nicht
relativprim zu & sein, und umgekehrt.

Sei also P, =0 (P¥) und fo]ghch auch: £, =0 (), woraus nach
Deﬁmtmn von B folgt: £ =0 (D7), also auch K> =0 (D). Es sei

. ) D spielt nur iu bezug auf Teilbarkeit und kleinstes gemeinsames Vielfaches,
aicht in bezag auf-Produktbildung die Rolle der Einheit. Es wird etwa D= (z) fiir
den Bereich aller ganzzahligen Polynome von 2 ohne kansta.ntes Glied; D (2) fiar chen
Bereich aller geraden Zahlen,

27} Definition der zugehdrigen ?mmdeale von R in.§ 5, SchluB .
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nun RN° die niedrigste Potenz von R, die durch £ teilbar ist. Fiir 7=1
wird % durch ) teilbar; da aber nach Voraussetzung & von E verschieden,
w1rd §R also nicht relativprim zu QF. Fir t>2 wird B R= O(Qy)
R == 0 (D)), also R nicht relativprim zu F *#); und folghch ist in
belden Fallen nach Satz X, 8 auch R nicht relativprim zu &.

Ist umgekehrt H nicht relativprim zu &, so ist nach Satz X, 1
auch % nicht relativprim zu mindestens einem £5. Es gilt also:

s R=0(D); Tp=20(D) *), und daraus, da £ primar ist: R =0 (L)),
also auch 0F... 00 =0(%)). Daraus folgt aber fiir die zugehérigen
Primideale: % ... R:% =0 (%,); und nach der Eigenschaft der Prim-
ideale geht folglich ) in mindestens einem B auf, womit Safz XI bde-
wiesen ist. .

Aus Satz X und XT ergibt sich nun die Existenz®®) und Eindeutig-
keit der Zerlegung in relativprim-irreduzible Ideale wie folgt:

Sei M =[Q, ...80,] eine reduzierte (oder wenigstens kiirzeste) Dar-
stellung von ¢ durch groBte primire Ideale; P, ..., die zugehdrigen
Primideale. Wir fassen die {8 derart in Gruppen zasammen, da kein
Ideal eimer Gruppe teilbar wird durch ein Ideal einer davon wverschie-
denen Gruppe, wihrend die einzelne Gruppe sich nicht in zwei Teil-
gruppen spalten 1ipt, denen beiden diese Higenschaft zukommit. Um eine
solche Gruppeneinteilung zu konstruieren, ist zu bemerken, daB nach
Definition die einzelne Gruppe G neben jedem Ideal P auch alle seine
in B, ... B, vorkommenden Teiler und Vielfachen (d. h. durch P teil-
baren) enthalten muB. Seien etwa R alle Vielfachen von B, B alle
Teiler von P, RH% alle Vielfachen von R usf.; allgemein R ,;{11

{ (#1+..3)
alle Vielfachen von P 74-2, @) alle Teiler von Pi* 72 . Da es

sich im ganzen nur um endlich viele Ideale § handelt, mufl das Verfahren
nach endlich vielen Schritten abbrechen; d. h. kein von allen voran-
gehenden verschiedenes Ideal liefern. Der so gewonnene Inbegrifi von
Idealen § bildet nun tatsichlich eine Gruppe G von den gewiinschten

Eigenschaften.
Denn nach Definition enthilt @ neben jedem P ;#-2> auch alle
Vielfachen §~f{:j}i’fl, neben jedem ;?,?_)1 auch al]e Teiler P A

Darunter sind aber auch alle Teiler der B ;-/’{":11) enthalten, wahrend

28) RO ist nicht definiert, da 3 die Einheit nicht zu enthalten braucht; daher
muBte der Fall v =1 vorweggenommen werden. z =9 ist auch in dem Fall, wo X
eine Einheit enthilt, durch die Voraussetzung iiber & ausgeschlossen.

%) Die Existenz der Zerlegung liBit sich auch direkt beweisen, in genauer
Analogie mit der in § 2 nachgewiesenen Existenz der Zerlegung in endlich viele
irreduzible Ideale. -
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die Vielfachen der -7 selbst wieder P4 sind. Die nicht in
@ enthaltenen Ideale konnen also weder Teiler noch Vielfache der in &
enthaltenen sein. @ erfiillt aber auch die Irreduzibilititsbedingung. Denn
liegt eine Einteﬁlmg in zwei Teilgruppen G und @® vor, und enthilt e"

etwa ’ﬁ) (bzw R 7}{31) , so enthilt es auch alle vorangehenden,

da dlese abwechselnd Vielfache und Teiler (bzw. Teiler und Vielfache)
sind, also auch ¢ und damit die ganze Gruppe G. Verfihrt man mib
den nicht in G enthaltenen Idealen entsprechend, so kommt damit eine
Gruppeneinteilung @, ... G, aller B, der die gewiinschten Eigenschaften
zgukommen. Eine solche Gmppeneinteilung ist eindeutig; denn sei

G!...@ eine zweite Einteilung und P (bzw R ,;“1) ein Ele-
ment von G, so enthdlt nach dem oblgen Gz die ganze Gruppe G und
ist also wegen der Irreduzibilititseigenschaft mit @ identisch.

Bedeuten nun %;, (wo u von 1 bis 2, lduft), die in einer Gruppe G;
- gusammengefafBten Ideale B, so sind, da die P alle voneinander ver-
schieden sind, die einer kiirzesten Darstellung entsprechenden primiren
Ideale £, eindeutig bestimmt. Setzen wir

R, =Dy, ... Quz], so kommt M =[R, ... R];

wir zeigen, daf dadurch eine Zerlegung von M in relativprim-irreduzible
Ideale erreicht ist. Zunichst ist zu bemerken, daf Satz XI anwendbar bleibt,
auch wenn %, =[£L;, ... Q4] nur eine kiirzeste Darstellung ist, da nach
dem Zusatz zu Satz IX die zugehorigen Primideale dadurch schon ein-
deutig definiert sind. Da nun kein zugehériges Primideal B;, von &, durch
ein zugehoriges Primideal 3B;, von R; teilbar ist, und umgekehrt, sind
nach Satz XI R; und R, gegenseitig relativprim; und jedes einzelne H;
ist nach Satz XI wegen. der Irreduzibilitdtseigenschaft der Gruppe G, re-
lativprim-irreduzibel, da bei Reduzibilitit stets von O verschiedene Ideale
in Betracht kommen. Nach Hilfssatz V handelt es sich ferner um eine
reduzierte Darstellung, auch wenn man urspriinglich nur von einer kiir-
zesten Darstellung durch die &) ausgegangen war. Umgekehrt fithrt nach
Satz XI jede Zerlegung in relativprim-irreduzible Ideale auf die angegebene
Gruppeneinteilung der B, .

Sei nun M=[R, ... R,] eine zweite Darstellung von M durch
relativprim-irreduzible Ideale, die nach Hilfssatz V reduziert ist. Da
dann, wie die Auflosung der R in groBte primire Ideale zeigt, die zuge-
horigen Primideale iibereinstimmen, stimmen also auch die Gruppenein-
teilungen dieser Primideale, deren Eindeutigkeit oben bewiesen, iiberein.
‘Bs wird somit 7=o; und die Bezeichnung 138t sich so wahlen, .da8
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R,, R, zu derselben Gruppe gehoren. Sei dann
M=[R;, %] = [gw gz]
die Darstellung durch Ideal und Komplement. Dann wird, da %, der-
selben Gruppe zugeordnet ist wie H;, nach Satz XI auch €; relativprim
2w R, und &, relativprim zu K. Wegen
R,;- 8= 0(R,), R-&=0(RyY)
kommt somit . . B
R, =0(N,); R=0(R); R=9Nx,

Damit ist bewiesen:

Satz XII. Jedes Ideal lifit sich eindeutig darstellen als kleinstes

gemeinsames Vielfaches von endlich vielen gegenseitig relativprimen und
relativprim-irreduziblen Idealen.

§$7.
Eindeutigkeit der isolierten Ideale.

Definition VI. Ist die kiirzeste Darstellung I = [R, 8] reduziert
in bezug auf &, so heifit R isoliertes Ideal, wenn kein zugehoriges Prim-
ideal von R in einem zugehorigen Primideal von & aufgeht, m. a. W.,
wenn & relativ prim zu R ist.

Danach erfiillt die Darstellang I = [R, €] die Bedingungen der
Darstellung M = [R;, &;] in Hilfssatz V, und mit Hilfssatz V ist be-
wiesen:

Hilfssatz VI. Ist R isoliertes Ideal der in bezug auf & redu-
2terten, kiirzesten Darstellung It = [N, 8], so ist die Darstellung auch
reduziert in bezug auf R.

Da es sich also bei isolierten Idealen um reduzierte Darstellung
handelt, erginzen sich die bei der Zerlegung von R und & in srreduzible
Ideale auftretenden zugehdrigen Primideale zu den eindeutig bestimmten,
bei der entsprechenden Zerlegung von )t auftretenden zugehérigen Prim-
idealen,

Es geht somit kein zu der Zerlegung in irreduzible Ideale gehoriges
Primideal- von R in den iibrigen, zu der entsprechenden Zerlegung von I
gehorigen Primidealen auf. Ist umgekehrt diese Bedingung erfiillt, und tritt
R in mindestens einer in bezug auf R reduzierten Darstellung I = [R, 2],
also anch in einer reduzierten Darstellung I =[N, 8*] auf, so ist R
nach Definition VI isoliert. Daraus ergibt sich die von dem speziellen
Komplement £ unabhingige

Definition VIa. R heift isoliertes Ideal, wenn die 2u der Zerle-
gung in drreduzible Ideale gehérigen Primideale wom R nicht in den

Mathematische Annalen. 83. 4
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dbrigen, zu der entsprechenden Zerlegung won MVt gehorigen Primidealen
aufgehen, und wenn R in mindestens einer in bezug auf R reduzierten
Darstellung M = [R, ) auftritt®).

Seien nun o

M=[R,L]=[N, 8]
zwei Darstellungen von 9t durch isolierte Ideale % und R und Komple-
mente € und €; derart, daB die zugehérigen Primideale von % und R
iibereinstimmen. Ersetzt man € und € durch solche Teiler 8% und Q%
daB die Darstellungen reduziert werden, so stimmen also auch die zuge-
hérigen Primideale von 2* und €* iiberein; nach Satz XI wird also *
relativprim zu R, 8F relativprim zu K. Wegen
R-¥F=0(R); RTF=0(R)
kommt somit )
R=0(R); R=0(R); R="N;

isolierte Ideale sind also eindeutig durch die zugehérigen Primideale be-
stimmt. Dies ergibt insbesondere eine Verscharfung der Sitze VII und IX
itber die Zerlegung in irreduzible bzw. gréfte primire Ideale, wobei nach
dem Zusatz zu Satz IX nur kiirzeste Darstellung vorausgesetzt zu werden
braucht. Zusammenfassend kommt: :

Satz XIIL. Bei jeder kiirzesten Darstellung eines Ideals als kleinstes
gemeinsames Vielfaches von irreduziblen bzw. grofiten primdren Idealen
sind die isolierten drreduziblen bzw. gropten primadren Ideale eindeutig
bestimmt; dee Vieldeutigkeit beziehi sich wnur auf die nichi-isolierten
trreduziblen bzw. groften primdren Ideale®'). Allgemein sind die iso-
“lierten Ideale eindeutiq durch die zugehorigen Primideale bestimmd.

Sind in einer solchen kiirzesten Darstellung durch irreduzible, bzw.
grofite primére Ideale die Ideale B, bzw. £ nicht-isoliert, so sind nach
Definition die Komplemente % bzw. £; durch P, bzw. P, teilbar. Es
kommt also

Ur=0(B;) bzw. L1 =0(Dy).

Aus dem Erfiilltsein dieser Relationen folgt umgekehrt, da88 ; bzw. B,
in mindestens einem zugehorigen Primideal des Komplements,. also nach

#) Wiirde man gewohnliche zugehorige Primideale (§ 5 SchluB) einfiihren, so
wiire als besondere Bedingung zuzufiigen, daB diejenigen von £ alle von denen von %
verschieden sind. Nach der Definition VIa braucht also die Darstellung nicht mehr
reduziert in bezug auf das Komplement vorausgesetzt zu werden.

%) Dieser Satz ist fiir Ideale aus Polynomen im Fall der Zerlegung in grofite
primdre schon ohne Beweis von Macaulay mitgeteilt; seine Definition der isolierten
und npicht-isolierten (imbedded) primiren Ideale kann als irrationale Fassung der
upten mitgeteilten angesehen werden.
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Zusatz zu Satz IX auch in einem zugehorigen Primideal des eine redu-
sierte Darstellung in bezug auf €] vermittelnden Teilers £ von L, auf-
geht; B; bzw. £ sind also nicht-isoliert. Insbesondere sind irreduzible
Ideale B;, deren zugehériges Primideal 6fter als einmal bei der Zerlegung
von W auftritt, stets nicht-isoliert. Nicht-isolierte primdre Ideale sind
also auch dadurch charakierisiert, daf3 eine Potenz jedes Komplements
durch ste teilbar wird; isolierte primdre dadurch, daf3 dies nicht erfillt
sein kann.

§ 8.

Eindeutige Darstellung eines Ideals als Produkt ven teilerfremd-
irreduziblen Idealen.

Besitzt der zugrunde gelegte Ringbereich 2 eine Einheit, d. h. ein
Element &, derart, daB ¢-a=a wird fiir jedes Element aus 2 32), so
lassen sich die teilerfremden Ideale definieren durch

Definition VIII. Zwei Ideale R und © heiflen teilerfremd, wenn
thr grofter gemeinsamer Teiler gleich dem aus allen Elementen von X
bestehenden Einheitsideal O = (&) ist. Ein Ideal heift teilerfremd-irre-
duzibel, wenn _es_sich micht als Lleinstes gemeinsames Vielfaches. von
pggz_qgg@é}gilerfrernden Idealtn’ darstellen ‘l@ﬁt.ﬁ"x{f’,ﬁ %%_Me.,uwf, A

Es sei bemerkt, daB zwei teilerfremde Ideale immer gegenseitig Te- s
lativprim sind. Nach Definition gibt es namlich zwei Elemente: r = 0 (R), PR
= 0(©) derart, daB ¢—r+s wird. Aus T-R=0(G) folgt aber:1"
T-r=0(€), also T-6e=T=0(S); und entsprechend kommt aus
T-6=0(R) auch T=0(R)**). Aus Hilfssatz V folgt also, dafl jede
Darstellung durch paarweise teilerfremde Ideale zugleich reduziert ist.
Dem Eindeutigkeitsbeweise liegt zugrunde der Satz X entsprechende

Satz XIV. Ist R teilerfremd zu jedem der Ideale ©, ... S;, so
ist R auch teilerfremd zu S =[S, ... S;]. Umgekehrt folgt aus der
Teilerfremdheit von R und S auch die von R mit jedem ©;. Ist
R=[R,... R, und jedes R, teilerfremd zu jedem &;, so sind R und
S teilerfremd; auch hier gilt die Umkehrung.

Ist namlich R teilerfremd zu jedem ©;, so existieren Elemente s;,
derart, daf

s;=0(8) s;=¢(R)

3%) 3 kann bekanntlich wegen der Kommutativitit der Multiplikation nicht
mehr als eine Einheit besitzen, denn fiir irgend zwei Einheiten, ¢ und &, gilt:
€ &= £y =& . )

3%) Die Umkehrung gilt dagegen nicht; z. B. sind die Ideale R=(z), &= (y)

gegenseitig relativprim, aber nicht teilerfremd. .
4
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wird, Folglich wird

88 ...5=0(8); §-8...6=c(R), (R, &)= (¢).

Da aber (R, ©) durch jedes (R, &;) teilbar ist, gilt auch die Umkehrung.
Die mehrfache Anwendung des Schlusses ergibt den zweiten Teil der Be-
hauptung. Ist nimlich R; fiir festes ¢ teilerfremd zu &, ... &;, so wird
R, teilerfremd zu &. Gilt dies fiir jedes ¢, so wird, da der Begrifi der
Teilerfremdheit ein gegenseitiger ist, & teilerfremd zu . Umgekehrt
folgt aus der Teilerfremdheit von ® und & die Teilerfremdheit von &
zu R;, und folglich von R, zu &,

Der Beweis fiir Existenz und Eindeutigkeit®*) der Zerlegung in teiler-
fremd-irreduzible Ideale kommt, wie der entsprechende Beweis bei den
relativprimen Idealen, auf eine eindeutige Gruppeneinteilung heraus. Da
aber die relativprim-irreduziblen Ideale %, ... R, von I nach Satz XII
eindeutig definiert sind, ist hier ein Zuriickgehen auf die zugehdrigen
Primideale unnétig.

Wir fassen die eindeutig definierten relativprim-irreduziblen Ideale
R, ... R, von M derart in Gruppen zusammen, dafl jedes Ideal einer
Gruppe teilerfremd zu jedem Ideal eimer davon wverschiedenen Gruppe
wird, wihrend die einzelne Gruppe sich nicht in zwei Teilgruppen spalien
lipt, derart dap jedes Ideal einer Teilgruppe teilerfremd zu jedem Ideal
der andern Teilgruppe wird. Eine solche Gruppeneinteilung ergibt sich
wie folgt: Nach Definition muB die einzelne Gruppe G' neben jedem Ideal
% auch alle zu R nicht teilerfremden Ideale enthalten. Seien diese etwa
gegeben durch &, ; zu diesen seien R, ; nicht teilerfremd; sei allgemein

R. . nicht teilerfremd zu R/, . . Da es sich im ganzen nur um
dyeer iy Bty g

endlich viele Ideale handelt, muB das Verfahren nach endlich vielen
Schritten abbrechen, d. h. keine von allen vorangehenden verschiedenen
Ideale liefern; der so gewonnene Inbegriff von Idealen bildet eine Gruppe &
von den gewiinschten Eigenschaften. Denn alle nicht in G enthaltenen
- Tdeale sind nach Konstruktion von @ teilerfremd zu allen in G enthaltenen.
Liegt ferner eine Einteilung in zwei Teilgruppen G™® und @% vor; und
sei etwa Sﬁﬁ---i;. Element von G%. Da die Eigenschaft der Teilerfremd-

. ... R, also aw
i pr--- Ry, also auch

%R und folglich die ganze Gruppe @ enthalten, womit die Irreduzibilitit
bewiesen ist. Verfihrt man mit den nicht in G' enthaltenen Gruppen

heit eine gegenseitige ist, mufl @™ dann anch &RH'

) Die Existenz der Zerlegung 138t sich wieder in Analogie zu § 2 direkt be-
weisen; anch der Eindeutigkeitsbeweis 1a8t sich direkt fithren (vgl. das in der Ein-
leitung itber Schmeidler und Noether-Schmeidler Gesagte). Der hier gegebene Beweis
gibt zugleich Einblick in die Struktur der teilerfremd-irrednziblen Ideale.
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entsprechend, so kommt somit eine Gruppeneinteilung @, ... G, aller R.
Diese Gruppeneinteilung ist eindeutig; denn sei Gy... G, eine zweite
Einteilung und %il""iz ein Element von ;. Dann enthilt G; auch %
und folglich G, und kann wegen der Irreduzibilitdtsbedingung keine von
@, verschiedenen Elemente enthalten; es wird @ gleich @,.

Es sei jetzt T, das kleinste gemeinsame Vielfache der in einer Gruppe G,
vereinigten Ideale 3. Wir zeigen, daB M = [T, ... T,] eine Darstellung
von M durch teilerfremd-irreduzible Ideale wird. Vorerst zeigt die Auf-
losung der ¥ in die R, dab [T, ...T,] wirklich IM darstellt. Nach
Satz XIV sind ferner die T paarweise teilerfremd, und jedes T ist teiler-
fremd-irreduzibel. Damit ist also die Existenz einer solchen Darstellung
bewiesen.

Zum Eindeutigkeitsbeweis sei M = [T, ... T;] eine zweite derartige
Darstellung. Lést man die § in jhre relativprim-irreduziblen Ideale %t
auf, so sind die bei verschiedenen ¥ auftretenden % nach Satz XIV zu-
einander teilerfremd, also auch gegenseitig relativprim; sie stimmen also
mit den eindeutig definierten relativprim-irreduziblen Idealen R von I
iiberein. Die ¥, erzeugen ferner nach Satz XIV eine Gruppeneinteilung
G der % mit den angegebenen Eigenschaften. Da aber diese Gruppen-
einteilung eindeutig ist und jedes ¥, durch die Gruppe G;= G, eindeutig
bestimmt ist, wird T, = T,, womit die Eindeutigkeit bewiesen ist.

Fiir paarweise teilerfremde Ideale wird ferner das kleinste gemesn-
same Vielfache gleich dem Produki.

Denn nach Satz XIV ist fiir 9 = [T, ... T,] auch das Komple-
ment €, teilerfremd zu T;; es gibt also Elemente

t=0(Z;);  L=0(%); e=4+1
Aus f=0(F,;); f=0(L,) folgt also wegen
f=fe=ft;+ [l auch [=0(L- T,
Da umgekehrt £;- %, durch [, T;] teilbar, kommt [, T,]=12,-T;
und durch Fortsetzung des Verfahrens auf £; schlieBlich:
M=[T,...T]=%,-%,-...- T..
Damit ist bewiesen:

Satz XV. Jedes Ideal 1ipt sich eindeutig darstellen als Produki
von endlich wvielen paarweise teilerfremden wund teilerfremd-irreduziblen
Tdealen. '
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§ 9.
Ausdehnung der Untersuchung auf Moduln. Anzahlgleichheit der
Komponenten bei Zerlegungen in irreduzible Moduln.

Wir zeigen jetzt, daB der Inhalt der drei ersten Paragraphen, der
sich auf srreduzible, nicht auf priméire und Prim-Ideale bezieht, unter ge-
ringeren Voraussetzungen bestehen bleibt. Diese Paragraphen benutzen
namlich das kommutative Gesetz der Multiplikation nicht und beziehen
sich nur auf die Eigenschaft der Ideale, Moduln zu sein, bleiben also er-
halten fiir Moduln in bezug auf nicht-kommutative Bereiche, die jetzt zu
definieren sind. Der Definition der Moduln ist ein Doppelbereich (=, T)
zugrunde zu legenh;on folgenden Eigenschaffen:

" 37ist ein abstraki-definierter nichi-kommutativer Ring, d. h. X ist
ein System von Elementen a,b,c, ..., fir die zwei Verkniipfungsarten
definiert sind, die Ringaddition (4F) und die Ringmultiplikation (><), die
den in § 1 aufgestellten Gesetzen geniigen, mit Ausnahme des kommuta-
tiven Gesetzes 4. der Ringmultiplikation.

T ist ein System von Elementen «, §, 7, ..., fiir das in Verbindung
mit 5 ebenfalls zwei Verkniipfungen definiert sind, die Addition, die aus
je zwei Elementen «, 8 eindeutig ein drittes « + f erzeugt; die Multi-
plikation eines Elementes « aus T mit einem Element ¢ aus =2, die g
eindeutig ein Element c-e aus 7' erzeugt®). @'L@\ s

Fiir diese Verkniipfungen gelten die folgenden Gesetze: * v \ /&
1. Das assoziative Gesetz der Addition: (¢ +8)+y=e¢—+(B+7). . o
2. Das kommutative Gesetz der Addition: ¢ 4- =g+ «.

3. Das Gesetz der unbeschrinkten und eindeutigen Subtraktion: es gibt
in 7 ein und nur ein Element £, das die Gleichung « -} £ = § befriedigt
(man bezeichnet & =g — «).

4. Das assoziative Gesetz der Multiplikation: a-(b-y) = (a><b)-7.

5. Das distributive Gesetz: (asEb)-y=a-y+b-y; c¢-(¢-+p)=c-a+c-§,

Aus diesen Bedingungen folgt bekanntlich die Existenz des Null-
elements, und die Giiltigkeit des distributiven Gesetzes auch fiir die Ver-
kniipfung von Subtraktion und Multiplikation:

(a=b)y=ay—0by; c(¢—p)=cua—cp;
wo (=) die Subtraktion in 3 bedeutet. Enthélt X eine Einheit ¢, so soll
e = ¢ gelten fiir jedes Element ¢ aus 7'.

) Es handelt sich also hier um eine ,rechtsseitige“ Multiplikation, einen ,rechts-
seitigen® Bereich 7 und folglich um ,rechtsseitige Moduln tnd- Ideale. Wiirde man
fiir T eine linksseitige Multiplikation «-¢ zugrunde legen, so kime eipe entsprechende
Theorie der linksseitigen Modnln und Ideale; M enthilt neben « auch «-c. Das
assoziative Gesetz ware hier von der Form (y-b)-a=y-(b><a).
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Unter einem Modul M in (I, T') sei ein System von Elementen aus
T verstanden, das den beiden Bedingungen geniigt:

1. M enthilt neben « auch c-e, wo ¢ ein beliebiges Element aus 2 ist.
2. M enthilt neben o« und B auch die Differenz o — B, also neben « auch
nea fir jede ganze Zahl n®%).

Nach dieser Definition bildet T' selbst einen Modul in (2, T). Fillt
insbesondere der Bereich 7' und die dort festgelegten Verkniipfungen mit
dem Bereich 3 und den dort geltenden Verkniipfungen zusammen, so geht
der Modul M iiber in ein (rechtsseitiges) Ideal It in 2. Wird 3 noch
als kommutativ angenommen, so entsteht der gewshnliche Idealbegriff, der
sich somit als Spezialfall des Modulbegriffs ergibt®?).

Fiir Moduln bleiben alle Definitionen des § 1 erhalten: So bedeutet
¢=0 (M) bzw. N=0 (M), daB « bzw. jedes Element von N Element
von M ist; anders ausgedriickt, & bzw. N ist durch M teilbar. M wird
ein echter Teiler von N, wenn M von N verschiedene Elemente enthalt;
aus N=0 (M), M=0 (N)folgt M= N. Auch die Definition des groSten
gemeinsamen Teilers und des kleinsten gemeinsamen Vielfachen bleibt
wortlich erhalten. Enthilt der Modul M insbesondere eine endliche
Anzahl von Elementen «, ..., derart, dal M = (¢, ...), d h
0= C 0ty + ... Colty+ Myt + ... My, wird fiir jedes «=0 (M), wo-
bei die ¢; GroBen aus X, die n, ganze Zahlen sind, so heift 3 ein end-
licher Modul, «, ..., eine Modulbasis.

Wir legen nun im folgenden, analog wie in § 1, nur solche Bereiche
(2, T) zugrunde, die die Endlichkeitsbedingung erfillen: Jeder Modul
in (2, T') ist ein endlicher, besitzt also eine Modulbasts.

Dann gilt fiir diesen Bereich (2, 7') Satz I von der endlichen Kette
auch fiir Moduln, wie der dortige Beweis zeigt, und damit sind alle Voraus-
setzungen fiir die §§ 2 und 3 erfiillt. Es 148t sich Definition I und Hilfs-
satz I iiber kiirzeste und reduzierte Darstellung direkt iibertragen; ebenso

) Die ganzen Zahlen sind wieder als abkiirzende Zeichen, nicht als Ring-
elemente zu betrachten.

3% Das einfachste Beispiel eines Moduls bildst der Modul aus ganzzahbligen
Linearformen; 3 besteht hier aus allen ganzen rationalen Zahlen, T aus allen ganz-
zahligen Linearformen, Ein etwas allgemeinerer Modul entsteht, wenn man in X und T
ganze algebraische Zahlen statt der ganzrationalen Zahlen nimmt, oder etwa alle
geraden Zahlen. Betrachtet man statt der Linearformen jeweils den Komplex aller
Koeffizienten als ein Element, so sind die Verkniipfungen in 2 und 7' tatsichlich
verschiedene. Ideale in nicht-kommutativen Ringbereichen aus Polynomen bilden den
Gegenstand der gemeinsamen Arbeit Noether-Schmeidler. Von Idealen in weiteren
speziellen nichtkommutativen Bereichen handeln die Vorlesungen iber die Zahlen-
theorié der Queternionen von Hurwitz (Berlin, Springer 1919) und die dort zitierten
Arbeiten von Du Pasquier.
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Satz II iiber die Darstellbarkeit jedes Moduls als kleinstes gemeinsames
Vielfaches von endlich vielen irreduziblen Moduln, wobei Hilfssatz IT zeigt,
daB jede solche kiirzeste Darstellung zugleich reduziert ist. Weiter bleibt
Satz ITT erhalten, der die Reduzibilitdt eines Moduls durch Eigenschaften
seines Komplements ausdriickt; und daraus folgt Hilfssatz III und schlie-
lich Satz IV, der die Amnzahlyleichheit der Komponenten bei zwer ver-
schiedenen kiirzesten Darstellungen eines Moduls als kleinstes gemeinsames
Vielfaches wvon irreduziblen Moduln aussagt. Satz IV ergibt noch den
Hilfssatz IV als Umkehrung von Hilfssatz I iiber reduzierte Darstellung.

Zusatz. Dieselbe Uberlegung zeigt, daf alle diese Sitze und Defi-
nitionen erhalten bleiben, wenn man fiir zweiseitige Bereiche 7', d. h. solche,
die sowohl rechts- wie linksseitig sind, unter Modul durchweg einen zwei-
seitigen Modul versteht, d. h. einen solchen, der neben « auch ¢-« und
¢« - ¢ enthilt; neben ¢ und p anch ¢ — f.

Wihrend all diese Sitze sich nur auf den Begriff der Teilbarkest und
des kleinsten gemeinsamen Vielfachen stiitzen, beruhen die weiteren Ein-
deutigkeitssitze wesentlich auf dem Produktbegriff und lassen deshalb eine
direkte Ubertragung nicht zu. So 188t sich die Definition des priméiren
und Prim-Ideals nicht auf Moduln ibertragen, da das Produkt zweier
GroBen aus 7' nicht definiert ist. Die formal mégliche Ubertragung auf
nicht-kommutative Ringe verliert aber ihren Sinn, da hier die Existenz
des zugehdrigen Primideals sich nicht beweisen 148t3%) und auch der Be-
weis, daB ein irreduzibles Ideal primir ist, versagt. Diese beiden Tatsachen
bilden aber die Grundlage der folgenden Eindeutigkeitssitze. — Dagegen
lassen sich, wenn der nichtkommutative Ring eine Einheit besitzt, die
teilerfremden und teilerfremd-irreduziblen Ideale definieren, und die zum
Beweise von Satz II benutzten Uberlegungen lassen erkennen, daB jedes
Ideal sich als kleinstes gemeinsames Vielfaches von endlich wielen paar-
weise teilerfremden und teilerfremd-irreduziblen Idealen darstellen 148t%°).

SchlieBlich sei noch ein hinreichendes Kriterium dafiir erwihnt, da
in (Z,T) die Endlichkeitsbedingung erfilllt ist: Enthdli 3 eine Einheit

s%) Es folgt nimlich aus
2ME0(R);  p,=0(D) hier nicht: (p,—p,)1tR=0 (D)
und ebenso folgt aus
(a-5*=0(D) nicht: a*.b*=0(D).

Dadurch 188t sich also % weder als Ideal nachweisen, noch kommt ihm die Eigenschaft

der Primideale zu. — Fiir zweiseitige Ideale 138t % sich zwar als Ideal, nicht aber als
Primideal nachweisen.

%) Fir spezielle, ,vollstindig reduzible* Ideale lassen sich‘ auch hier Ei i
0 . ! er Eindeutig-
keitssitze aufstellen; vgl. gemeinsame Arbeit Noether-Schmeidler.
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und erfillt die Endlichkeitsbedingung, und ist T selbst ein endlicher
Modul in (Z,T), so ist jeder Modul in (=, T) ein endlicher.
Aus der Existenz der Einheit in 3 folgt namlich fiir

W= (fy---fo); F=bfi+ eidbofotnfi+... 1
wo b; Elemente aus =, n, ganze Zahlen sind, auch eine Darstellung:
f=0b,f,+ ..+ bof,, wo b, Elemente aus > sind. Denn wegen f; = ¢f; wird
n,f;=mn;ef;, und da ne=(e-+...+¢) zu 5 gehors, wird b, = b, + n,e
ein Element aus 2. Die Voraussetzung iiber 7' sagt nun aus, da8 jedes
Element « aus 7' eine Darstellung zuldfBt:

=8t +...F a1+t +...Fn1,

und folglich: =07, + ...+ a1,
wo die zweite Darstellung wegen &7, = 7, sich wie oben aus der ersten ergibt.

Durchlaufen nun die « die Elemente eines Moduls M aus (X, 7),
so durchlaufen die Koeffizienten @, von 7, ein Ideal M, aus X; nach dem
Obigen wird also fiir jedes @, =0 (M,) auch a,=b &z’ + ...+ b,a.
Bezeichnet ¢ ein Element aus M, fiir das der Koeffizient von 7, gleich az”
wird, so wird ¢ — b,¢™... — b,«'® ein zu M gehoriges Element, das nur
von 7,,...,7;—; abbingt. Auf die Gesamtheit dieser 7, nicht mehr ent-
haltenden Elemente, die einen Modul M’ bilden, 1aBt sich das Verfahren
wiederholen, so daB durch endlich oftmalige Wiederholung die Behaupiung
bewiesen ist.

§ 10.
Spezialfall des Polynombereichs.

1. Der zugrunde gelegte Ringbereich X bestehe aus allen Polynomen
von z, ...z, mit beliehigen komplexen Koeffizienten, fiir den nach dem
Hilbertschen Theorem von der Modulbasis (Ann. 36) die Endlichkeits-
bedingung erfiillt ist. Es handelt sich nm den Zusammenhang unserer
Sdtze mit den bekannten Sdizen der Eliminations- und Modultheorie.

Dieser Zusammenhang wird hergestellt durch den folgenden Spezal-
fall eines bekannten Hilbertschen Satzes®C):

Verschwindet f fiir jedes (endliche) Wertsystem von z, ...%,, das Null-
stelle aller Polynome eines Primideals §§ (Nullstelle von B) ist, so ist f
durch  teilbar. M.a. W.: Ein Primideal §8 besteht aus der Gesamitheit
der Polynome, die in seinen Nullstellen verschwinden*?).

40} Uber die vollen Invariantensysteme. Math. Ann. 42 (1893), § 8, S. 313.

4y Dieser Spezialfall 1a8t sich, wie Lasker [Math. Ann. 60 ( 1905), 8. 607] ge-
zeigt hat, im Fall homogener Formen auch direkt beweisen, und es folgt dann am-
gekehrt hieraus wieder der Hilbertsche Satz (im homogenen und inhomogenen Fall),
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Verschwindet somit ein Produkt f-g fiir alle Nullstellen von B, so
verschwindet mindestens ein Faktor; die Nullstellen bilden ein érreduzibles
algebraisches Gebilde. Legt man umgekehrt diese Definition des irredu-
ziblen Gebildes zugrunde, so zeigt sich, daB die Gesamtheit der in einem
irreduziblen Gebilde verschwindenden Polynome ein Primideal bilden; Prim-
ideal und irreduzibles Gebilde entsprechen sich somit eineindeutig. Wegen
D=0(P), P°=0 (L) stimmen ferner die Nullstellen eines priméren
Ideals mit denen seines zugehdrigen Primideals iiberein*?). Die Darstellung
eines Ideals als kleinstes gemeinsames Vielfaches von grofiten priméren
Idealen ergibt also eine Auflosung aller Nullstellen des Ideals in irredu-
zible Gebilde; und wie Lasker gezeigt hat, gilt auch das Umgekehrte.
Der Eindeutigkeitsnachweis der zugehorigen Primideale entspricht also
tier dem Fundamentalsatz der Eliminationstheorie von der eindeutigen
Zerlegbarkeit eines algebraischen Gebildes in rreduzible Gebilde; kann fiir
spezielle Polynombereiche, wo keine eindeutige Produktdarstellung der
Polynome durch irreduzible Polynome des Bereichs und folglich auch keine
Eliminationstheorie besteht, als Aquivalent dieses Satzes der Eliminations-
theorie gelten.

Die den isolierten primaren Idealen entsprechenden irreduziblen Ge-
bilde sind genau die bei der , Minimalresolvente**®) auftretenden; denn
die Nullstellen jedes nicht-isolierten groBten primiren Ideals sind zugleich
Nullstellen mindestens eines isolierten; nimlich eines solchen, dessen zu-
gehoriges Primideal durch das des nicht-isolierten Ideals teilbar ist. Die
Eindeutigkeit der isolierten primiren Ideale ergibt also in den Exponen-
ten neue invariante Multiplizititszahlen. Auch die Eindeutigkeitssitze bei
der Auflésung der primiren Ideale in irreduzible konnen als Ergénzung
der Eliminationstheorie im Sinn der Multiplizitéit angesehen werden.

. den wir so aussprechen kdnnen: Verschwindet ein Ideal %t 1 allen Nullstellen von %,
so ist eine Potenz von % durch M teilbar. Dieser Satz, und ebenso der Spezialfall,
gilt aber nur, wenn der Wertevorrat der z algebraisch abgeschlossen ist, kann daher
sus unsern Sitzen allein nicht folgen, sondern muB die Wurzelexistenz benutzen;
etwa an der Stelle, daB ein Ideal, dessen Nullstellen nur aus z,=0... z, =0 be-
stehen, alle Potenzprodukte der a von einer gewissen Dimension an enthilt. Der
iibrige Beweis 1Bt sich unter Benutzung unserer Sitze gegeniiber Lasker etwas ver-
cinfachen. Lasker muB nimlich auch zum Nachweis der Zerlegung eines Ideals in
griofte primare den Hilbertschen Satz heranziehen.

) Diese Eigenschaft eines primiren Ideals, ein irreduzibles Gebilde zu besitzen,
nimmt Macaulay (vgl. Einleitung) zur Definition, wihrend Lasker nur den Begriff
der Mannigfaltigkeit eines Gebildes in die Definition aufnimmt, im ibrigen abstrakt
definiert. Die nur fiir 2, =0 ... %, =0 verschwindenden primiiren Ideale nehmen bei
Lasker eine Sonderstellung ein.

) Vgl. etwa J. Konig, Einleitung in die aligemeine Theorie der algebraischen
GroBen (Leipzig, Teubner, 1903), 8. 235.
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Nach diesen Bemerkungen lassen sich die verschiedenen Zerlegungen
in ihrem Verhalten zu den algebraischen Gebilden deuten. Den paarweise
teilerfremden Idealen entsprechen solche Gebilde, die keine gemeinsame
Nullstelle besitzen; bei den gegenseitig relativprimen Idealen ist kein
irreduzibles Gebilde des einen Ideals zugleich gemeinsame Nullstelle; die
groBten primaren Ideale verschwinden nur in irreduzibeln Gebilden, die
alle voneinander verschieden sind; bei der Zerlegung in irreduzible Ideale
konnen dieselben irreduziblen Gebilde auch mehrfach auftreten.

Bemerkt sei noch, dal an Stelle des allgemeinen Polynombereichs
auch der Bereich aller homogenen Formen zugrunde gelegt werden kann,
denn man iiberzeugt sich leicht, daB auch bei den dort geltenden Ver-
kniipfungen — die Addition ist nur fiir Formen gleicher Dimensionen de-
finiert — die allgemeinen Sitze erhalten bleiben**).

Ein einfachstes Beispiel der vier verschiedenen Zerlegungen — fiir das
die Formeln unten folgen — ist nach dem obigen etwa gegeben durch
eine Gerade und zwei dazu windschiefe, sich schneidende Gerade, von
denen eine einen vom Schnittpunkt verschiedenen Punkt in hoherer Mul-
tiplizitdt enthalt. Der Zerlegung in teilerfremd-irreduzible Ideale entspricht
die Zerlegung in die Gerade und das dazu windschiefe Gebilde; dies Ge-
bilde zerfdllt bei der Zerlegung in relativprim-irreduzible Ideale in die
beiden Geraden; der Zerlegung in gré8te primire Ideale entspricht eine
Ablosung des Punktes hoherer Multiplizitdt, wihrend die Zerlegung in
irreduzible Ideale eine Auflésung dieses Punktes bedingt.

Nimmt man diesen Punkt zum Anfangspunkt, die durchlaufende Ge-
rade zur y-Achse, die diese schneidende Gerade der z-Achse parallel, die
dazu windschiefe Gerade der z-Achse parallel, so wird eine solche Konfi-
guration etwa dargestellt durch die folgenden irreduziblen Ideale*®):
By=(2—Ly) B,=(y—1L.2); By=(w,2)y B,=("y,2);

%5 = (2%, ye, z)'
Die zugehorigen Primideale werden:
B, =B,; B, =B,; PBs =By B, =B, =(2,9,2).
Die gropten primébren Ideale werden:
R,=9B; 0,=%; 9,=9; O,=[93,8]=(2y 2"y 2).
Die relativprim-irreduziblen Ideale werden:
R, =0, Ry, =0y Ry =[8,, 8,]= (2 2y, 297 2).

) Daf hier aber im Falle der Mehrdeutigkeit neben homogenen auch inhomo-
gene Zerlegungen existieren konnen, zeigt das Beispiel:
@ 2y, ) =[(2% 9); (8% @)1 =[(=y, 2* %, 2 +9*); (2y, 2° 9% y+2°).
45) Davon sind die drei ersten als Primideale irreduzibel; B, da es nur die Teiler
(2%, 4,2) und (z, y,2) besitzt; B, da jeder Teiler das Polynom zy enthilt.
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Die teslerfremd-irreduzibeln Ideale werden:
€ =%R: G =[R.R]I=1y— D2 (y— Py, (y —L)xy 2).
Daraus kommt das Gesamiideal:
M=[&,,6,]=6,-©
=((z—1)(y —I)xi",(y-*l)x ¥, (y— Dzy*(z—Dz,y(y — 1)2% yz),
wobei 1= —(y—1)a*+(y—1)(a* — 1)+ g,
(3= ~1)+y=0(8,); —(y—1)2°=0(&,).

Dabei sind die Ideale %B,,%,, B, isolierte, also auch bei den
Zerlegungen in irreduzible und grofte primére Ideale eindeutig be-
stimmt. Die Ideale B, und B, bzw. £, sind nicht-isolierte; sie sind nicht
eindeutig bestimmt, sondern etwa ersetzbar durch D, = (2% y + 122, z),
D, = (2* + pzy, y> z); ebenso ist O ersetzbar durch

8, = (25 2%y, y* + lzy, 2).

2. Ebenso wie der allgemeine (und der ganzzahlige) Polynombereich
erfiillt auch jeder endliche Integrititsbereich aus Polynomen — wie das
Hilbertsche Theorem von der Modulbasis zeigt — die Endlichkeitsbedingung ),
wobei die Koeffizienten einem beliebigen K&rper zugewiesen werden kdnnen.
Wir geben noch ein Beispiel fiir den Bereich aller geraden Polynome, als
dem einfachsten Bereich, wo wegen ®- y* — (2y)* keine eindeutige Produkt-
darstellung der Polynome durch irreduzible Polynome des Bereichs existiers.
Es handelt sich um die gleiche Konfiguration wie in dem obigen Beispiel,
die jetzt gegeben wird durch die drreduziblen Ideale:

B, = (2* — 1, zy, ¥ y2); B, =(y* — 1, zz, yz, 2%);
B, = (2% zy, 22,92, 2°); B, = (2" 2y, ¥, w2, y2, &°);
B, = (22 ¥ x2, yz, 2%).
Die zugehorigen Primideale werden:
B=B5 Po=B,; B=Dy; B,=P,=1(2" 2y, 1" 22, yz,2*).
Daf B, Primideal wird, folgt daraus, da8 jedes Polynom des Bereichs
von der Form wird:

=g(2*) +zzy(2) (B,)-
Sei also

= (2P)Fz2y, (2); =9, (2%) F 22y, (27%),

46) Ist umgekehrt fiir einen Polynombereich dig Endlichkeitsbedingung erfiillt,
und 148t jedes Polynom mindestens eine Darstellung zu, wo die Multiplikatoren von
geringerem Grad in z sind, so ist der Bereich ein endlicher Integrititsbereich.
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so folgt aus f, - ,=0(%B,) das Bestehen der Gleichungen:
7Pt =0 @y Ty, =0
und daraus £, =0(%B,) oder f,=0(%,).

Genau so zeigt sich, da 9B, Primideal wird; P, wird Primideal, da -
jedes Polynom des Bereichs mod 3, einem Polynom von y? kongruent wird;
‘B, besteht aus allen Polynomen des Bereichs. Es werden also auch 9B, ;
B, und B, als Primideale irreduzibel; B, und B, besitzen aber je nur
den einzigen echten Teiler %,, sind also notwendig irreduzibel.

Aus den irreduziblen Idealen ergeben sich die grofiten primdren:

0, =95 £, =9B,; Q=B O, =[B,,B,]=(2*,2%y,y% 22,92, z%);
die relativprim-irreduziblen Ideale:
Ro=05 R=0; R=[0;8]= (2" 2%y, 2 2y° 2,92, 2°),
die teilerfremd-irreduziblen Ideale:
6, =% G, =[R,, R,]

=((y*—1zx*, (y* —1)2%y, (y* — Da’y?, (y*— 1) zy®, 2z, yz, 2%).

Es wird wie im ersten Beispiel:
[B,,B,] =[D,, T, ];
wo D, =(z*, zy+ix?, ...); D, = (2 + uzy, ...) A-p=1;
[Qs, 0,]=[8s, 54]; wo §4 = (z* 2%y, y* + 12y, ...).
Die iibrigen irreduziblen bzw. gréBten priméren Ideale 9,,®B,, B,

sind als isolierte Ideale eindeutig bestimmt.

§ 11.
Beispiele aus der Zahlentheorie und der Theorie der Differentialausdriicke.

1. Der zugrunde gelegte Bereich X bestehe aus allen geraden, gan-
zen rationalen Zahlen. 2 1aBt sich also eineindeutig dem Bereich aller
ganzen rationalen Zahlen zuordnen, indem man jeder Zahl 24 aus ¥
die Zahl a entsprechen 1iB8t. Daraus folgt sofort, daB jedes Ideal in X
ein Hauptideal (2a) ist, wobei in der Basisdarstellung 2¢=n-2a fiir
Jedes Element 2¢ des Ideals die ungeraden n nur Abkiirzungen fiir die
endlichen Summen bedeuten.

Die Primideale des Bereichs sind gegeben durch P, = O =(2) und
P=(2p), wo p eine ungerade Primzahl bedeutet; es ist also jedes
Primideal durch 9,, aber durch kein weiteres Primideal teilbar. Die
primdren Ideale sind gegeben durch £, = (2-2%) und Q, = (2p2); sie
sind zugleich érreduzible Ideale, und nach dem iiber die Primideale Ge-
sagten sind je zwei zu verschiedenen ungeraden Primzahlen gehorige gegen-
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seitig relativprim, aber kein £ ist zu irgendeinem £, relativprim®?),
die £, sind also die einzigen nicht-isolierten primiren Ideale. Der ein-
deutigen Zerlegung von a in Primzahlpotenzen entspricht die eindeutige
Darstellung des Ideals (2a¢) durch grofite primére, zugleich irreduzible
Ideale:

(2(1’)‘::[(2'290)’ (2291)91: cres (27911)9“};

es sind also hier im Gegensatz zu den Beispielen aus dem Polynombereich
auch die nicht-isolierten groBten priméaren Ideale eindeutig bestimmt. Fiir
0o =0 handelt es sich zugleich um eine Darstellung durch gegenseitig
relativprime Ideale, wihrend fiir g, > 0 das Ideal relativprim-irreduzibel ist.

Wihrend also im Bereich aller ganzen Zahlen die vier verschiedenen
Zerlegungen zusammenfallen, ist dies hier nur der Fall fiir die beiden
Zerlegungen in grofte primére und irreduzible einerseits, und bei g, > 0
fir teilerfremd-irreduzible (jedes Ideal ist teilerfremd-irreduzibel, da der
Bereich keine Einheit besitzt) und relativprim-irreduzible andererseits,
wiahrend bei g, = 0 die teilerfremd-irreduziblen und relativprim-irreduziblen
Zerlegungen voneinander verschieden werden. Zugleich bietet sich hier
schon ein Beispiel dafiir, daBl ein Primideal durch ein anderes teilbar sein
kann,_ohne damit identisch zu sein; allgemeiner dafiir, daBl aus der Teil-
barkeit nicht die Produkidarstellung folgt. Das letztere — eine Folge
davon, daf§ der Bereich keine Einheit enthilt — ist auch der Grund dafiir,
daB keine eindeutige Produktdarstellung der Zahlen des Bereichs durch
irreduzible Zahlen des Bereichs existiert, obwohl jedes Ideal ein Hauptideal
wird; die Einfithrung des kleinsten gemeinsamen Vielfachen erweist sich
also hier als notwendig. Es sei noch bemerkt, daf die Verhiltnisse genau
die gleichen bleiben, wenn statt aller geraden Zahlen alle durch eine feste
Primzahl oder Primzahlpotenz teilbaren Zahlen zugrande gelegt werden.

Dagegen werden auch noch irreduzible und primdre Ideale verschieden,
wenn 3 aus allen durch eine zusammengesetzte Zahl g = p,*...p," teil-
baren Zahlen besteht. Es wird wieder jedes Ideal ein Hauptideal (g-a),
und die Primideale sind wieder gegeben durch Ry =0 =(g); P=(g-p),
wo p eine von den in g aufgehenden Primzahlen p verschiedene Primzahl
bedeutet. Dagegen sind die irreduziblen Ideale gegeben durch B, = ( g-9i%);
B, = (g-p°%); die primdren Ideale durch 9, =B, und durch die von
den irreduziblen verschiedenen Ly, ;= (9-p;*- .- p.”), wobei die %;, und
£4,...1, alle dasselbe zngehorige Primideal B, = (g) besitzen. Auch hier
besteht Eindeutigkeit der Zerlegung in irreduzible Ideale, und folglich

4) In der Tat folgt aus: 2b.2pf1=0(2p2) fiir ungerade p,==p, stets:
2b=0(2pf=); aus 25-2p¢=0(2-2%) aber nur 2b=2 .28~ 1(2.28),
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auch fiir die Zerlegung in groBte primire Ideale, es sind also wieder auch
die nicht-isolierten Ideale eindeutig bestimmt.

2. Ein Beispiel eines nichi - kommutativen Ringbereichs bietet die in
der Arbeit Noether-Schmeidler behandelte Idealtheorie in nicht-kommu-
tativen Polynombereichen. HEs handelt sich insbesondere um ,,vollstindig-
reduzible* Ideale, d. h. solche, bei denen die Komponenten der Zerleguug
paarweise teilerfremd sind und keine echten Teiler besitzen; die Kompo-
nenten sind also a fortiori irreduzibel. Es ergibt sich somit in Erginzung
der dort bewiesenen Isomorphie nach § 9 noch die Anzahlgleichheit der
Komponenten bei zwei verschiedenen Zerlegungen. Damit ist fiir die als
Spezialfall der Arbeit sich ergebende Zerlegung der Systeme partieller
oder gewdhnlicher linearer Differentialausdriicke ein Resultat gewonnen,
das selbst in dem bekannten Fall eines gewthnlichen linearen Differential-
ausdrucks nicht bemerkt gewesen zu sein scheint.

Zugleich liefert das System 7' aller Restklassen eines festen Ideals
9% zusammen mit dem nicht-kommutativen Polynombereich 2 einen Doppel-
bereich (2, T'), wo T Moduleigenschaft in bezug auf 2 hat. Denn die
Differenz zweier Restklassen ist wieder eine Restklasse, und ebenso das
Produkt einer Restklasse mit einem beliebigen Polynom, wihrend das
Produkt zweier Restklassen nicht existiert (a.a.O. §3). Die dort als
,,Untergruppen bezeichneten Systeme von Restklassen bilden somit Bei-
spiele von Moduln in Doppelbereichen (2, T'), wo der zugrunde gelegte
Ringbereich X nicht-kommutativ ist.

§ 12.
Beispiel aus der Elementarteilertheorie.

Es handelt sich um eine durch die allgemeinen Entwicklungen be-
dingte Auffassung der Elementarteilertheorie, die aber selbst als bekannt
vorausgesetzt wird.

Sei 3 der Bereich aller ganzzahligen Matrizen aus n? Elementen
fir die Addition und Multiplikation in dem fiir Matrizen gebriuchlichen
Sinn definiert sei. > wird also ein nicht-kommutativer Ringbereich; die
Ideale sind somit im allgemeinen einseitig, die zweiseitigen nur als Spezial-
fall darin enthalten *%).

Wir zeigen zuerst, daB jedes Ideal ein Hauptideal wird. Dazu ordnen

48) Die Idealtheorie dieser Bereiche bildet den Gegenstand der Arbeiten von
Du Pasquier: Zahlentheorie der Tettarionen, Dissertation Ziirich, Vierteljahrsschr. d.
Naturf. Ges. Ziirich, 51 (1906). Zur Theorie der Tettarionenideale, ibid,, 52 (1907).
Der Inhalt der zweiten Arbeit ist der Nachweis, daB jedes Ideal ein Hauptideal wird.
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wir (bei rechtsseitigen Idealen) jeder Matrix A = (a;;) einen Modul
A=(a, & +...+a,¢,..,0,65+...+a,,¢E)

aus ganzzahligen Linearformen zu. Umgekehrt entspricht diesem Modul

jede Matrix, die eine Basis von A liefert, also neben 4 auch U4, wo

U unimodular ist. Allgemeiner entspricht dem Produkt P4 ein Modul B,

der Vielfaches von A wird. Eine einzelne Linearform aus A wird durch

solche P gegeben, die nur eine von Null verschiedene Zeile enthalten.

Seien nun A4,, 4,,..., 4,,... alle Elemente eines Ideals I; A,
A,,..., A, ... die ihnen zugeordneten Moduln, A deren groBter gemein-
samer Teiler und UA die allgemeinste, diesem Modul A zugeordnete
Matrix. Jeder einzelnen Linearform aus A entspricht dann nach der Defi-
nition des groBten gemeinsamen Teilers eine Matrix P, 4;, + ... 4 P, 4¢_,
wo nach dem obigen die P nur eine von Null verschiedene Zeile besitzen.
Daraus folgt, daBl auch die einer Basis von A entsprechende Matrix 4
eine solche Darstellung, jetzt mit allgemeinem P, zulaBt und folglich ein
Element aus M wird. Da ferner jeder Modul A; durch A teilbar ist,
wird jede Matrix 4, durch 4 teilbar; 4 wund allgemein U A bildet eine
Basis von 9t. Handelt es sich um linksseitige Ideale, so sind ent-
sprechend die Spalten jeder Matrix als Basis eines Moduls zu betrachten;
jedes Ideal wird ein Hauptideal, fiir das neben A4 auch AV eine Basis
wird, unter V eine beliebige unimodulare Matrix verstanden.

Wir legen nun im folgenden zum Zusammenhang mit der Elementar-
teilertheoiie zweiseitige Ideale zugrunde, bei denen also insbesondere neben
A auch PAQ zum Ideal gehort, Dann ist die allgemeinste Basis eines
solchen Ideals nach dem obigen gegeben durch UAV, wo U und V
unimodular sind. Die Basiselemente erschopfen also eine Klasse dqui-
valenter Matrizen®), und es besteht eineindeutige Beziehung zwischen
Ideal und Klasse, folglich auch zwischen Ideal und Elementarteilersystem
(a,]@,|...]|a,) der Klasse, wo die a; bekanntlich nicht-negative ganze Zahlen
sind, von denen jede in der folgenden anfgeht. Die in der durch die Ele-
mentarteiler bedingten Normalform auftretende Matrix der Klasse 1aBt sich
somit als spezielle Basis des Ideals auffassen; aus der Teilbarkeit der Ideale,
bzw, Klassen folgt die der Elementarteiler, und umgekehrt.

Nun hat aber Du Pasquier a. a.0. § 11 gezeigt, dafl bei jedem zwei-
seitigen Ideal der Rang n ist und alle Elementarteiler iibereinstimmen.
Um den Fall aligemeiner Elementarteiler betrachten zu konnen, miissen
wir daher nicht von den Idealen, sondern direkt von den zweiseitigen
Klassen ausgehen (die ebenfalls durch grofe deutsche Buchstaben bezeichnet

“% Den Basiselementen der einseitigen Ideale enfsprechen Rechts- bzw. Links-
klassen. .
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werden sollen). Eine Klasse % = UAV ist dabei also durch eine andere
B teilbar, wenn A4 = PBQ wird.

Allgemein gilt: Das kleinste gemeinsame Vielfache (der grofte ge-
meinsame Teiler) zweier Klassen wird erhalten durch Bildung des kleinsten
gemeinsamen Vielfachen (des groften gemeinsamen Teilers) der ent-
sprechenden Elementarteilersysteme®).  Denn seien (a,la,|...a,);
(b 1By ...b,); (e/]6]...¢,), wo ¢;=[a,, },], baw. die Elementarteiler-
systeme von U, B, ¥, und sei € = [, B]. Dann ist &* durch A und B,
also durch € teilbar, umgekehrt sind die Elementarteiler von € durch die
von ©F teilbar, also ist @ durch G teilbar und somit € = ¢*. Ent-
sprechend ergibt sich der Beweis fiir den grofiten gemeinsamen Teiler,

Der eindeutigen Darstellung der Elementarteiler a; als kleinstes ge-
meinsames Vielfaches von Primzahlpotenzen entsprieht somit eine Dar-
stellung von U als kleinstes gemeinsames Vielfaches von Klassen £, deren
Elementarteiler gegeben sind durch die Potenzen esner Primzahl, in Zeichen

Q~(pnipr= ...p"2 0, ...10); << L1,

Ist insbesondere der Rang o gleich », so hat man hier eine Zerlegung
in teilerfremde und teilerfremd-irreduzible Klassen, die trotz des nicht-
kommutativen Bereichs eindeutig ist.

Die Klassen &, lassen sich weiter zerlegen in Klassen, die dem Ele-
mentarteilersystem ensprechen:

B, ~(pni...pn); By~ (1 proap); B,~(1...1 p'e ...p'e);
Byr1~(1 ...1/0"...0),

wo in B, jeweils (»— 1)-mal die Zahl 1 auftritt. Ist dabei etwa
rp=r,=..=1,=0, so werden B,...%B, gleich der Einheitsklasse
und sind folglich bei der Zerlegung wegzulassen; das gleiche gilt fiir
B,+1, wenn o ==n ist. Ist ferneretwar, =7,y =... =744, 80 werden
By1,... B, echte Teiler von %B,, sind also gleichfalls auszuscheiden.
Bezeichnen %;, ...%B;, die ibrigbleibenden, .die jetzt eine kiirzeste Dar-
stellung ergeben, so wird £ = [B;, ... B;, ] die eindeutige Zerlegung von L,
n drreduzible Klassen. Sei nimlich B, ~ (1]...1/p™!... p™) darstell-
bar als kleinstes gemeinsames Vielfaches von €~ (1[...1!p%|...p%)
und ® ~(1]...1!p4]... p™): dann muB im Elementarteilersystem von €

30y In der Arbeit: Zur Theorie der Moduln, Math. Ann. 52 (1899), 8. 1 definiert
E. Steinitz das kleinste gemeinsame Vielfache (den groBten gemeinsamen Teiler) von
Klassen durch kleinste gemeinsame Vielfache und grafite gemeinsame Teiler der Ele-
mentarsysteme. Unabhiingig davon findet sich das kleinste gemeinsame Vielfache von
Klassen als ,,Kongruenzkomposition® bei H. Brandt, Komposition der bindren qua-
dratischen Formen relativ einer Grundform, J.'f. M. 150 (1919), 8. L
Mathematische Annalen. 83. 5

-
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und D an den ersten (» — 1) Stellen die Zahl 1 stehen; an y-ter Stelle muB der
Exponent s, oder #,, etwa s,, gleich r, werden. Da aber 7, = s, s <l
wird, so kommt € = %B,, also ist B, srreduzibel®®). Dasselbe gilt fiir B, ,,
wo p durch O zu ersetzen ist. Jede dieser irreduziblen Klassen gibt aber,
wie die Bildung des kleinsten gemeinsamen Vielfachen zeigt, einen be-
stimmten Exponenten, und die Stelle, wo dieser Exponent im Elementar-
teilersystem von £, bzw. 9 zum erstenmal auftritt, wihrend %B,.: den
Rang angibt. Da diese Zahlen durch das Elementarteilersystem von £,
bzw. % eindeutig festgelegt sind, und da die Beziehung zwischen Elementar-
teilern und Klasse eineindeutig ist, ist somit die Zerlegung von £, und
ebenso die einer beliebigen Klasse, in irrreduzible Klassen, eindeutig.
Zusammenfassend 138t sich sagen: Jede zweiseitige Klasse U aus ganz-
zahligen Matrizen wvon beschrankier Elementenzahl iS¢t sich eindeutig
darstellen als kleinstes gemeinsames Vielfaches von endlich vielen irredu-
ziblen zweiseitigen Klassen. Jede irreduzible Klasse reprdsentiert dabet
esnen festen Primieiler des Elementarteilersystems von U, einen zugehorigen
Exponenten und die Stelle, wo dieser Exponent zum erstenmal aufiritt.
Die dem Teiler O entsprechends irreduzible Klasse gibt den Rang von U an.

51) Dagegen sind die B noch in einseitige Klassen reduzibel; hier besteht keine
eindeutige Beziehung mehr zwischen Elementarteilern und Klasse, und damit auch
keine eindeutige Zerlegung in irreduzible einseitige Klassen. Das zeigh etwa das fol-
g‘e\nde mir von H. Brandt angegebene Beispiel der Zerlegung in rechtsseitige Klassen
(wo die Klassen durch eine Basismatrix dargestellt sind, bzw. durch den entsprechen-
den Modul):

0 10 p0
s-l6, 6l=m, 0 3~(2)) a~(o,)  s~(0));
op) 2l 1)
EQ‘N(OP P BN 1)
In der Tat besitzen die Moduln (&, p3); (&, 7); (P&, (p—1)&+9n) jeweils als
echten Teiler nur den Modul (&, %), sind also irreduzibel und sind ferner von-
einander verschieden.

Erlangen, Oktober 1920.

(Eingegangen am 16. 10. 1920.)



Ein neues Fundamentalsystem fiir symmetrische
Funktionen.

Von
Bernhard von Ludwig in Berlin.

Hinsichtlich der Potenzsummen §,= 2 z} (A=1,2,...) beliebiger
k=1

n GréBen z,, z,, ..., z, wei man seit Newton, da8 die n ersten derselben
ein Fundamentalsystem fiir symmetrische Funktionen von 2, z,,..., 2,
bilden, d. h., da8 sich jede rationale symmetrische Funktion dieser GroBen
durch s,, s, ..., s, rational darstellen lift.

In neuester Zeit erst ist durch eine im 28. Bande der ,,Acta Mathe-
matica (1900) verdffentlichte Arbeit von Vahlen bekannt geworden, daB
nach beliebiger Wahl einer der Zahlen m =2,3,...,7 und nach Be-
seitigung aller Potenzsummen s, S,,,, Sgm» -- - auch noch von den iibrig
bleibenden Potenzsummen die ersten # zu einem Fundamentalsystem ver-
einigt werden konnen.

Ich will jetat zeigen, daff, wenn man unler g irgendeine ganze
positive Zahl versteht, welche die Bedingung

(1) n>g>27
erfulls und sich aus den g -+ 1 Polenzsummen S, ., 8,05 -- -5 83441 JONZ
beliebig n — g Potenzsummen s, , 8, ..., 8, herausgegriffen denkt, not-

wendig auch s, 8, ...,8,,8,,8 ,...,8, , ein Fundamentalsystem bilden.
(Zufolge (1) ist stets g+ 1 > n — ¢, und Gleichheit kann nur bestehen, wenn
die zu nichts Neuem fithrende Wahl g =£—j2:-1- , vorausgesetzt, daf n unge-
rade ist, getroffen wurde.)

Zum Beweise ist es am einfachsten, von der Girardschen Formel
auszugehen, durch welche die Potenzsummen in independenter Form als
ganze rationale Funktionen der elementaren symmetrischen Funktionen

dargestellt werden. Versteht man unter f, (1=1, 2, ..., n) die elemen-
5*
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tare symmetrische Funktion i1-ter Dimension von z,, #,, .., ,, SO be-
steht die Girardsche Formel in dem Gleichungssystem

—1) (I‘z‘r‘/‘ +. Ua—y T = 1) L L2 |
2) s,=(—1 2.0 )¢ 2 ! e fla
( ) ( ) (‘441,.’422:] 7R NS ’/‘n f f f;z

A=1,2,...),
worin sich die Summation auf alle diejenigen Werte
Hys Yoy ooy 2, =0,1,2,.
zu erstrecken hat, welche die Bedingung
(3) it 2u . np, =1
erfillen. Die analogen Formeln, durch welche die elementaren symme-

trischen Funktionen durch die ersten Potenzsummen ausgedriickt werden,
lauten bekanntlich:

sytpgt oy,

(—1)atiet o tu

(4) 3*(‘353 u%’ gy T2y gt g SO S
(A=1,2,...,n),
wobei iiber alle u,, u,, ..., #2=0, 1, 2, ... summiert werden muf}, fir

welche p, -+ 2u,+ ...+ 2pu=1 ist.

Das Entscheidende ist nun, da fiir alle i=¢-+1,9--2,...,2¢+1
die rechten Seiten von (2), wenn sie als ganze rationale Funktionen von
fy+1s fyvas - --» I, allein betrachtet werden, stets lineare Funktionen dieser
Ausdriicke sein miissen. Gesetzt nimlich, es kimen in einem der Produkte
1 f2 . . fi» mehrere Faktoren fie, £, ... vor, fiir welche g<o<<o<C...
und u, >0 #s>0, ... ist, oder, wenn dies nicht der Fall, doch ein
Faktor f}e, der die Bedmgungen g< o, 4, >1 erfiillt, so wire im ersten
Falle op,+opu,+...2>29+8 und im zweiten ou, >2g-42, in
beiden Fillen also a fortiori u, 42y, + ... +nu,> 2941, was wegen
(8) fiir alle A=g-+1, g+2,...,2¢9-+1 nie eintreten darf. Da wir
nun die Werte 4 =14,, 4,, ..., 44—y den Zahlen ¢41, g2, ...,2g9+1
beliebig entnommen haben, so gehen die betreffenden Gleichungen (2),
wenn man fir f,, fy, ..., f, die nach (4) zu bildenden ganzen rationalen
Funktionen von s, s,, ..., s, einsetzt, iiber in ein System von der Form

(5) 81, = 02,, 1fgr+ C/., 2 fgret - +CA, n—gfnt 02, n-g+1
(1=1,2,...,n—¢),
worin die Groflen C in der angegebenen Weise von s;,8,,...,s, ab-

hingen. Trite dabei der Fall ein, daB die Determinante (n—g)-ten

Grades |Cy ,| verschwindet, so ergéibe sich hieraus eine lineare Ab-
(e=1,2,"...n—g)

hangigkeit zmschen den n—g Ausdriicken 8;,—C; 4—g+1 (2~1 2, ety n~—g)
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mit Koeffizienten, die rational in s;, S,, ..., 8, sind, also eine Beziehung

awischen 8,, 8y, .+ +; 8, 8,58, 5+++5 &, . Mithin miiite die Funktional-
determinante
B(8y 8as - 80> 830 81,0 <+ > S1uy)
0 (%, gy - -5 a)

identisch verschwinden und folglich auch die bis auf einen von Null ver-
schiedenen numerischen Faktor mit ihr identische Determinante

i 1
1, 1, o1 »
I Zy, Zss ey Xy,
'
. '
i ~1 -1 -1
D =" xlg 5 xf N e xg
;
=1 i—-1 -1
xlx ] xgl s cees Xt '
'
% -1 i, —1 Ao_,—1 |
l xl"—!f ,33.2" 7T, ., XY .

Nach den fiir Determinanten geltenden Grundbegrifien erhilt man
aber, abgesehen von den Koeffizienten, die simtlichen n! Glieder von D,
wenn man in z®. 2. ...z das System «, &, ..., ¢, alle aus den
n Elementen 0,1, ..., 9—1, 2,—1,..., 4, —1 gebildeten Permu-
tationen durchlaufen 148t. Da nun von diesen Elementen keine zwei
einander gleich sind, also die auf die angegebene Weise aus z,, 2,, ..., 2,
gebildeten Terme siamtlich voneinander verschieden sind, so miite
wegen der Unabhingigkeit dieser Gré8en das identische Verschwinden von D
durch das Verschwinden simtlicher n! Koeffizienten bedingt sein, im
Widerspruch zu der Tatsache, daB diese Koeffizienten bekanntlich alle
den Wert =1 haben. Die Annahme, von der wir ausgingen, es sel

. I?@‘ o ! =0, ist also auszuschlieBen, und diese Determinante hat somit
2, o= —-g

einen von Null verschiedenen Wert; folglich lassen sich die Gleichungen (5),
d. h. die Gleichungen

Clli,l for1t 011‘,'2&-%‘5 + .o+ Cl,;,n—-g fo== 81— Ci.i, n—g+1 ('i=1: 2,... ‘n——g)
ix_l bezug auf fy+1s fy4as - -+ [, eindeutig auflosen, was unmittelbar zu
einer Da.rstellung dieser Ausdriicke als rationale Funktionen von s,;

82000280 8, 8,008 filhrt. Da nun die analoge Aufgabe hinsicht-

lich f,, faysenes f, schon durch (4) gelost wird, da also simtliche elemen-
taren symmemschen Funktionen von z,, z,, ..., a: rational durch 8y5
83y veer 803858, 5000y 8, darstellbar sind, so miissen diese Potenzsnmmen

in der Ta.t wie behauptet ein Fandamentalsystem sein.

(Eingegangen am-2. 7. 1920.)



Uber relativ Galoissche Zahlkérper.

Von

Michael Bauer in Budapest.

w2
1. Es seien die Korper G, und G, in einem Bé;’e\ig}xe I’ relativ
Galoissche Korper vom Grade n, und m,. Der zusimmengesetzte Korper
G =k(G,, G,) ist wieder ein relativ Galoisscher Kdrper, sein Grad werde
durch n bezeichnet. Es sei ferner p eine PrimgroBe von I' und es sollen
die folgenden Zerlegungen statthaben: in G,

p=(p; Py .- p2)"

wo p{ verschiedene Primideale vom Grade f; sind, in @,

p=(pap ... p.)%

wo p/ verschiedene Primideale vom Grade f, bedeuten, und endlich in G

p=(B, P B
wo ‘R, verschiedene Primideale vom Grade f bezeichnen. Es lassen sich
folgende Satze beweisen®).
I. Ist eine der Zahlen g,, g, z. B. g, = 1, dann wird:
~ Nty
T=ny
I1. Bezeichnen wir ein beliebiges der Primideale §; durch 8?). Wenn
die Trigheitsgruppe von P eine zyklische Gruppe ist, was in dem Falle
(g;» p) =1 (¢ =1, 2) sicher eintritt®), wenn ferner (g,,g,) =1 ausfillt,
so wird: e ife
e _ (f 1 fl)
1) Vgl. meine frihere Note: Uber zusammengesetzte Zahlkorper.. Math. Ann.,
77, S.357. Die Sitze I-II behandle ich auf eine ganz andere Weise in der Note:
Bemerkung Gber die Zusammensetzung der Zahlkdrper. Journal fiir Math., 150,
S. 185—188.
%) Die Behauptung der FuBnote *) S. 358 a. a. O., daB die Trigheitsgruppe
eine invariante Untergruppe der Korpergruppe sei, stammt von H. Weber (Math.

Ann,, 67, S. 43). Der Beweis ist jedoch unrichtig.
3) Die Zahl p ist die rationale Primzahl, welche durch p teilbar ist.
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III. Bekannterweise ist n = n‘v”", wo » den Relativgrad des groften

gemeinsamen Kérpers von @, und G, bezeichnet. Wenn (%, 1:3\) =1 aus-

fallt, dann bestehen die Relationen:

919s _ _Lifs _n
(91, 92)° f (fis 1)’ ¢ fg9’

2. Nun sei ® die Gruppe von @, die Korper @,, G, sollen zu den
Untergruppen ®, , ®, gehoren, welche relativ prime invariante Untergruppen
von ® bilden. Die Zerlegungsgruppe bzw. Trigheitsgruppe von P sollen

durch § bzw. © bezeichnet werden. Die Gruppe © bildet eine invariante
Untergruppe von §, die Gruppe % ist zyklisch. Die Ordnungen von 9,
$ sind fg bzw. g. Es bestehen die Relationen:

fa

g:

(1) g=ga, =7 (1=1,2),
wo die Zahlen a,, h; die Ordnungen der groBten gemeinsamen Teiler der
Gruppen _

(6, 9) bzw. (6,,9)
bedeuten.

3. Wenn g, = 1 ausfillt, ist ¢ — a,, infolgedessen bildet 5 eine Unter-
gruppe von ®,. Daher ist

(®1> 9)=U
eine Untergruppe von §, die § enthilt. Betrachten wir die Gruppe
(8,,9)=1%.

Da dieselbe relativ prim gegen 9 ist und § eine invariante Unter-
gruppe von § bildet, so wird bekanntlich die Gruppe 9 den groBten ge-
meinsamen Teiler der Gruppen BH nnd AH = A bilden. Also sind die
Gruppen:

(2)
)

relativ prime Untergruppen der zyklischen Gruppe =. Infolgedessep wer-
den die Ordnungen der Gruppen (2), d.h. die Zahlen
}."1 ok hog

3

&l
=
ol g,

_ s T T hg)
g ay g
relativ prim gegeneinander ausfallen. Es wird daher*)
hy R\ _

4) In unserem Falle ist iibrigens a,=1.
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Da aus (1)
f= Dato fifs T,

(fb f 8)

T rat. ganz folgt, erhilt man

h_ L _p h_ 1§ —

a  (fh, fe)T’ a (s fe)z =1,
womit I. bewiesen ist.

4. Es sei die Tragheitsgruppe § eine zyklische Gruppe, welche durch
die Elemente
C,C%...,C'=E

gebildet wird. Wenn (g,, g,) =1 ausfillt, dann_erzeugen die Potenzen
von C% bzw. O” eine zyklische Untergruppe 9, bzw. 9,, deren Ord-
nungen gleich @, =g, bzw. a, =g, sind. Die Untergruppen 9,, 9, sind

relativ prime invariante Untergruppen von §, und folglich auch von 9,
es bestehen noch die Relationen:

5—5= 51552 ":525;’ (®,, 5) = 51! (6, 5) = 5-2'
Nun betrachten wir die Gruppen

(6,,9)=% (6,,9)—3

Da &, und @, relativ prim ausfallen, so enthalten nach dem Vorigen
die Gmppen U bzw. B die Untergruppe H, bzw. 9,, sind aber relativ
prim gegen 9, bzw. §,. Aus der Theorie der endlichen Gruppen folgt,
daB die Gruppe § den groBten gemeinsamen Teiler der Gruppen

(4) A9, B9,
bildet. Der Komplex
( 4* ) A 5‘2 * % gx

enthilt ndmlich lq‘dlgg“‘ verschiedene Elemente, wo d die Ordnung des
grofiten gemeinsamen Teilers der Gruppen (4) ist. Infolgedessen wird
d > g,9,.- Andererseits enthilt (4*) die Elemente von %A%, enthilt also
mindestens %%, verschiedene Elemente, folglich ist ¢ <g,g,, woraus
unsere Behauptung folgt. Daher bilden die Gruppen

9 9
relativ prime Untergruppen der zyklischen Gruppe % Ihre Ordnungen,

d. h. die Zahlen
b _mg b e bk

9 H9% 4 9  $9 o
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sind relativ prim gegeneinander. Aus

® ()

a;’ a
folgt wieder
f= fif:
(fi: 1)’

womit 1I. bewiesen ist.
5. Nehmen wir jetzt <—";‘, %—) =1 an. Da die Ordnungen der Grup-

pen &, bzw. &, gleich -::— = %’i bzw. % = % sind, wird
(}”1 > h2) =1,
also
=1, (2,51
ausfallen, woraus

919 f— fife
(91 92)° (ts 12)

folgen. Damit ist III. bewiesen?).

6. Sei G der groBte gemeinsame Kérper von G, und G,. Sein Re-
lativgrad » soll gréfer als Eins ausfallen. Wenn die PrimgroBe p des
Bereiches I" in G mehrfache Primfaktoren besitzt, so ist aus unseren Re-
sultaten leicht ersichtlich, daB die Annahme (g,,g,) =1 durch eine leich-
tere Forderung ersetzt werden kann. Wir wollen darauf nicht weiter
eingehen.

g:

5) Aus (1) und (h,, ky)=1 folgt =—f1~yl~é’g?——, daher ist
) Aus (1) und (h, ) =1 folgb fg=7"; "oy 4

(191, f292) = (1, 12) (915 92)-

(Eingegangen am 2. 9. 1920.)



Uber die Differente eines algebraischen Zahlkorpers.

Yon

Michael Bauer in Budapest.

1. Es sei in einem algebraischen Zahlkorper K fiir die Primzahl p:

p=9"q, (p,a)=1,
wo p ein Primideal bedeutet und noch die Relationen

g=v9, (p.g)=1
gelten. Ist die Differente des Korpers genau durch p?—1 teilbar, so hat man
(1) v<(s+1)g-

Diese zuerst von H. Hensel bewiesene Formel wurde in einer fritheren
Note') fiir Galoissche Korper aus der Hilbertschen Theorie der Galois-
schen Korper abgeleitet. Ich will zeigen, daf die Formel (1) auch im
allgemeinen Falle aus den -genannten Untersuchungen gefolgert werden
kann, wenn man noch den Satz von Dedekind iiber die Zerlegung einer
PrimgroBe in den Unterkérpern eines Galoisschen Koérpers benutzt?).

2. Es sei G der Galoissche Kérper von K und p ein Primideal in @,
welches p teilt. Da G in bezug auf K ein relativ Galoisscher Korper
ist, bestehen die Relationen: .

p=(ﬁ'~')a> p:(ﬁ'“)g’ p:pQQ> (ps C‘)zl,
woraus
(2) g=ga
folgt. Nach dem Satze von Dedekind hat (2) folgende Bedeutung. Es
sei die Tragheitsgruppe von p die Gruppe ©, der Trigheitskérper soll

Y) Bemerkungen iiber die Differente des algebraischen Zahlkdrpers. Math. Ann.
9, S.321-822. Der dort gegebene Beweis 1i8t sich noch vereinfachen. Aus den Eigen-
schaften der Trigheitsgruppe kann man direkt beweisen, daB8 die Differente des Kor-
pers & und die Relativdifierente in bezug auf ® genau dieselbe Potenz von p ent-
halten. (Vgl. den Punkt 8 a. a. 0.)

2} Zur Theorie der Ideale. Gottinger Nachrichten 1894, 8. 272-277.
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durch H bezeichnet werden, der Korper K gehore zur Untergruppe & der
Galoisschen Korpergruppe ®. Dann ist g die Ordnung von § und a ist
gleich der Ordnung des groBten gemeinsamen Teilers von & und 9. Es
besteht noch die folgende algebraische Tatsache. Ist z eine beliebige
determinierende ganze Zahl von K, so geniigt sie nach Adjunktion von H

-ten Grade®), wo die

Y

einer irreduziblen Gleichung f(#)=0 vom g =~

Koeffizienten von

(3) flz)=a’+az’ +.. . +iz+u
ganze Zahlen von H bilden.

8. Nun betrachten wir den zusammengesetzten Korper C =C (K, H).
Die Differente von C ist nach Hilberts Untersuchungen gleich dem Pro-
dukte der Relativdifferente von € in bezug auf H und der Differente
von H. Der zweite Faktor ist relativ prim gegen J, folglich enthilt die
Differente von C genau dieselbe Potenz von p wie die Relativdifierente
in bezug auf H*). Daher ist die fragliche Potenz gewil ein Teiler der
Relativdifierente von 7. (Eventuell ist die Zahl v keine determinierende
Zahl von C.) Wir konnen annehmen, daB  genau durch p, also genau
durch p® teilbar ist. Da die Koeffizienten der Gleichung (3) durch Po-
tenzen von P teilbar sind, deren Grade Vielfache von § = ag bilden?), so
enthilt jedes Glied der Summe

(3%) f(a)=gns=t+(g—1)en?=+... + 1

eine andere Potenz von P, folglich enthillt f’ (), somit die Differente
von C keine hohere Potenz als pseste@=b,

4. Die Differente von K enthilt genau die Potenz p°~%, also ist sie
genau durch p@-9¢ teilbar. Da nach dem Satze iiber Relativkorper die
Differente ein Teiler der Differente von C ist, ergibt sich

(v—1)a < sag+alg—1),
folglich
v—1Z(s+1)g—1,

womit (1) bewiesen ist.
5. Es ist noch beweisbar, daB sowohl die Differente des Kérpers C,
als_die Relativdifierente der Zahl n genau durch pe-ve teilbar sind.  Zu-

%) Landsberg, Uber Reduktion von Gleichungen durch Adjunktion. Journal
fiir Math. 132, S. 1—20. Die Grundprinzipien gehen auf Dedekind zuriiek.

4) Diese Tatsache ist auch direkt ableitbar.

5) Im Trigheitskorper ist nimlich p? = 5% ein Primideal. Wir rechnen auch die
Zahl Null als ein Vielfaches. '
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nichst gehért der Kérper C zur grofiten gemeinsamen Untergruppe von
® und §. Bezeichnen wir dieselbe durch d = (R, H) und es sei:

R =DR, + DR, +...,

wo die Elemente R,, R,,... die nach d inkongruenten Repréisentanten
der Gruppe & darstellen. Ist w eine beliebige Zahl von C, so bekommt
man die Relativkonjugierten in bezug auf K durch Anwendung der Sub-
stitutionen R,, R, usw. Da einerseits die Komplexe DR, dR,,... —
ausgenommen b — DR, — relativ prim gegen § ausfallen, und anderer-
seits C einen Oberkorper von H bildet, ist die Relativdifferente von C in
bezug auf K relativ prim gegen p, folglich enthilt die Differente von C
genau pe-Ve,

6. Die Relativdifierente von €' in bezug auf H ist, wie aus 3. und 5.
folgt, genau durch p@-V4 teilbar. Eine beliebige ganze Zahl 2 des Kor-
pers C hat die Gestalt:

(4) O Qtazt. 'jﬁ@.ﬂ;li’f_—j’

wo die Zahlen g, 0,, ..., 0, ,, ¢ ganze Zahlen des K&rpers H ‘bilden und
die Zahl o relativ prim gegen P ist. Dies folgt daraus, daB p° = p*’ ein
Primideal in A ist und die Zahl » genau p“ enthilt. Aus (4) folgt aber,
daB die Relativdifferente des Korpers € in bezug auf H dieselbe Potenz
von P enthilt wie die Relativdifferente der Zahl z, was zu beweisen war.

(Eingegangen am 2. 9. 1920.)



Uber diophantische Approximationen.

Von

Oskar Perron in Heidelberg.

Bekanntlich lassen sich » reelle Zahlen «, ... e, stets durch rationale

Briiche mit gemeinsamem beliebig grofem Nenner ¢ derart approximieren,
daB

|
(1) 0 -0 < (»=1,2,...,n)

ist, wie man am einfachsten mit einer berithmten auf Dirichlet zuriick-
gehenden Methode beweist'). Man kann nun fragen, ob noch bessere
Approximationen méglich sind, ob an Stelle der Ungleichung (I) etwa die
schirfere

(1) o~ <2 (»=1,2,...,%)
7 qVe
treten darf, wo & <1 ist. In der Tat hat Minkowski bewiesen?), dafl
hier der Wert 6 = ﬁj zuldssig ist. Fir n =1 hat Hurwitz gezeigt®),
daB man fiir 6 den Wert % nehmen darf, daf aber kein kleinerer Wert
v

mehr zuldssig ist. Wihrend fir n» =1 die Frage damit zum Abschluff
gebracht ist, ist man fiir % >1 iiber das Minkowskische Resultat nicht

hinausgekommen. Von keiner Zahl J, die kleiner al L ist, weil man,

—&—l

1) L. Kronecker, Die Periodensysteme von Funktionen reeller Variablen,
Sitzungsberichte der PreuB. Akademie der Wissenschaften zu Berlin 1884, 8. 1071—-1080
= Werke IIT 1, S. 33—46. Vgl auch des Verfassers Buch ,Irrationalzahlen®, Berlin
V. W. V. 1921, § 37.

) H. Minkowski, Geometrie der Zahlen, Leipzig 1896, S.112.

3) A. Hurwitz, Uber die angeniherte Darstellung der Irrationalzahlen dureh
rationale Briiche, Mathematische Annalen 39 (1891), 8. 279-284. Vgl. auch des
Verfagsers Biicher Dle Lehre von den Kettenbriichen®, Leipzig 1913, § 14 und ,Irra-
tionalzahlen“, Berlin 1921, § 36.

s
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ob sie zulissig oder nicht zuldssig ist. Herr Borel hat lediglich bewiesen,
daB die Ungleichung (I) nicht durch

(I1I) o2 C (»=1,2,...,n)

ersetzt werden darf, wo s > %, und € selbst beliebig gro8 ist*). Hiernach

wire es immer noch méglich, daB in (II) sogar beliebig kleine o zulissig
sind. Ich werde nun zeigen, da8 das nicht der Fall ist. Wihrend aber
Herr Borel lediglich aus mengentheoretischen Uberlegungen schlieBt, daf
gewisse Zahlen @, vorhanden sein miissen, die den Ungleichungen (III)
nicht geniigen, ohne daB er wirklich solche Zahlen vorzeigen kann, werde
ich in § 1 und § 2 tatsichlich Zahlen angeben, fiir welche die Ungleichungen
(II) bei zu kleinem & nicht erfiillbar sind (und natiirlich erst recht nicht
die Ungleichungen (III)).

Auf der andern Seite kann man fiir » =1 auch Zahlen konstruieren,
die sehr viel stirkere Approximationen gestatten, so daf auf der rechten
Seite von (I) eine beliebig hohe Potenz von g im Nenner stehen darf
(Liouvillesche Zahlen); ich werde in § 3 analoge Zahlensysteme auch fiir
n >1 angeben.

§ 1.

@, &y, ..., «, seien ganze Zahlen eines reellen algebraischen Kdrpers &
vom (n -+ 1)-ten Grad, zwischen denen keine Relation der Form

n
(1) Dy, —1=0

r=1

mit rationalen Koeffizienten k,, ! besteht, ohne daf alle k, (und folglich
auch I) verschwinden. &’ ... ®™ seien die zu & konjugierten Korper,
und allgemein sei & die zu «, konjugierte Zahl im Korper f“.  Setzt

man dann
n

(2). Dl — | =g (r=1,2,...,%),

=1
(3) _H Qu = 0,
n=1
so ist offenbar ¢ > 0, und wir beweisen jetzt den

) E. Borel, Contribution & I'analyse arithmétique du continu, Journal de mathé-
matiques pures et appliquées (5), 9 (1903), S. 329375,
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Satz 1. Die n Ungleichungen
N | 2 8
’ T qVe

wo p,,q ganze rationale Zahlen bedeuten (g > 0), kénnen nicht fir be-

liebig grofle g bestehen, wenn & < % ist.

Sind p,, ¢ ganze Zahlen von der in dem Satz verlangten Art, so
findet man durch die schon erwahnte Dirichletsche Methode®) leicht, daB
die Gleichung

Zkap, —lg=0
r=1

durch ganze rationale Zahlen k,, !, die nicht alle verschwinden, befriedigt
werden kann, wobei |k, < Vg ist. Dann ergibt sich:

She—il=| Shie-7),
ry=1 y=1

wobel wir bemerken, dafl die linke Seite nach unseren Vora.ussetzungen
iber die Zahlen ¢, gewif nicht verschwindet. Weiter' erhdlt man fiir
n=1,2,...,n

;jkﬂxﬁ")—l}——:ijky(aﬂf‘)—%)—{—<2n’kyay—l){
r=1 y=1 r=1

n,—

n”’w 5 ! é é
<2V¢1t“§”—%.+L=Vq(ey+f—:).
\

nd.
g’

»=1 1

Aus den beiden letzten Ungleichungen folgt:

Egk,a,~—z§-]]12k ) z§<na]](@ﬂ

u=1 »=1 1

3
Hier steht aber auf der linken Seite der absolute Betrag der Norm

einer nicht verschwindenden ganzen algebraischen Zahl, also eine ganze
rationale Zahl, die mindestens gleich 1 ist. Daher wird

1<n6£( ”3)

aVa

%) G. Lejeune Dirichlet, Verallgemeinerung eines Satzes aus der Lehre von den
Kettenbriichen nebst einigen Anwendungen auf die Theorie der Zahlen, Sitzungs-
berichte der PreuS. Akademie der Wissenschaften zu Berlin 1842, S.93—95 = Werke 1,
S. 635—638.
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und wenn ¢ beliebig grof sein kann, so folgt hieraus:

n
1< 08 J[ 0. =n8o,

=1

also 6> 1. W.zb. w.
%o
Ist speziell n =1, und &, = VD, soist 6=g, =2VD; also 6 > 5715
Nun ist, wenn man VD in einen regelmiBigen Kettenbruch entwickelt,
mit der in meinem Buch (Die Lehre von den Kettenbriichen, Leipzig 1913)
gebrauchten Bezeichnung

1 1 1
; VD ‘ B, (Ba' Evt1+ Bﬂ—l/ < Eyt1 _Bf . b,,_,_le.

Die Ungleichung 6 > é—‘/l—f lebhrt daher, daB von einem gewissen » an

b,y < 2VD ist®). Die Teilnenner des Kettenbruches sind also beschrinkt.
Das ist natiirlich nichts Neues, sondern in dem viel mehr sagenden Satz
enthalten, daf der Kettenbruch periodisch ist. Wahrend man aber zu
der Periodizitdt im Fall » > 1 kein Analogon hat, ist zu der weniger tief
greifenden Tatsache, daB die Teilnenner beschrinkt sind, in Satz 1 immerhin
ein bemerkenswertes Analogon zu sehen.

§ 2.
Wir wihlen jetzt als Beispiel die Zahlen

nt+l —

«, = V2’ (»=1,2,...,n),

die offenbar unsere Voraussetzung, daf keine Relation der Form (1) be-
steht, erfilllen; denn die Gleichung 2%+ —2=0 ist ja nach dem
Eisensteinschen Kriterium irreduzibel. Die konjugierten Zahlen sind hier

+1 2:12:_,2 »
o — (Vaenet ).

¢) Andernfalls wire namlich unendlich oft b,+1>2yD, und weil b,41 ganz-
zahlig ist, auch _
b‘v«)-]._z{g\/’-D]'i“l:

wo durch die eckige Klammer die griiﬂte ganze Zahl bezeichnet ist; daher

11
b4l e
N B | [2yDi+1 B

zulissig, was der Ungleichung 6_2_2—‘/1—5 widerspricht.

Somit wiire 8 = ——
2VD)+1



Diophantische Approximationen. 81

Daher ist
© oatle—  27iuy +1,— ntl
(.“)__,x | —Vorignti 1! — V 2% s in%—’i—féQ@.
Folglich
L 2
ta-gz 2V§;<n+l— -
y=1 V‘ -
n
°=]Iéu (mt*;)

Aus Satz 1 folgt also

Satz 2. Es gibt Sysieme von n Zahlen «, ..., fir welche die
gleichzeitigen diophantischen Approximationen

. Va_1 1
“y__"'k<n( T ) (W=1,2,...,’n)
7 aVe
n+1

nicht bei beliebig grofem g moglich sind. Insbesondere ist w, = V2” ein
solches System.

Um fiir § eine moglichst giinstige, d.h. groBe untere Schranke zu
erhalten, muB man versuchen, einen Korper & und ganze Zahlen «, in
ihm ausfindig zu machen, fiir welche ¢ moglichst klein ausfillt. Fiir

n =1 wihlen wir o, _H;‘/S dann ist
. 1—y5  14y5 —
G=91=10£{——l¥1 =:—2"/——'_‘_"-'2_"/“§:—‘/5-

Daraus folgt: 6 > 713— Nach dem in der Einleitung erwdhnten Hurwitz-
schen Satz ist das bereits die hochstzulissige untere Schranke.
Fiir n —2 sei «, die positive Wurzel der Gleichung
2 4+x—1=0,
und @, =«}. Die konjugierten Korper sind imaginir, und man erhilt:
o=(l&f —eq|+]ef® —ef) (o — ey |+ & — &)
=lef —e|-lof —a - (I+ el + o)1+ ]+ o).

Da aber «, ¢, o die Wurzeln der obigen kubischen Gleichung sind,
80 ist

(& —@) (o — o) =ejeq — (o] + o)) &y +

1
=;1‘—(_“1)“1+“sz+2“323“12'1[’1;

Mathematische Annalen. 83. 6
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ferner sind «; und «;” konjugiert komplex, also

= o = e =V~ L.
Ve

Daher .
o=(3}+1)(1+ =)

=
V&
Die -Ausrechnung ergibt:
«, = 0,68233 —,

2L —0,04269 -+ .
[

Das ist eine Weit-bessere untere Schranke fir & als die aus der Wahl
o, = V2, ¢, = V4 hervorgehende. ‘Man erhilt so

Satz 3. Es gibt Zahlenpaare ¢, «,, fir welche die gleichzeitigen
diophantischen Approximationen
‘ 0,04269 Pl 004269

| Pyl
te, — 22 - o, — =
N I " Ve

nicht bei beliebig grofem q moglich sind. Ein solches Zahlenpaar hat

man beispielsweise, wenn man fir «, die positive Wurzel der Gleichung
22+ 2 —1=0 wdhlt und o, = o« nimmt.

Fiir n =38 erhélt man ein verhaltnismaBig giinstiges Resultat, wenn man

Vo—1 o B
@ =V —5—; Gy == 0], o=

setzt. Eine leichte Rechnung ergibt dann
o=(1+V3+V5)/10+2V5,
1
35— 0,00383 +-.

Daraus folgt sogleich

Satz 4. Es gibt Zahlentripel ¢, «,, o, fir welche die gleichzeitigen
diophantischen Approzimationen

| P 000383 _
| & 91<mqf/§ (»=1,2,38)

nicht bei belichig grofem g moglich sind. Beispielsweise ist

51 5—1 5-17/V5-1
a- VIR, a=Ut (Vi)

ein derartiges Tripel.
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§3.

Haben wir bisher Zahlen konstruiert, die schon verhdltnismaBig ge-
ringe Approximationen nicht mehr gestatten, so wollen wir jetzt im
Gegenteil auch Zahlen angeben, bei denen ganz beliebig starke Approxi-
mationen moglich sind. Sei ¢ (g) eine Funktion, die mit ¢ beliebig rasch
ins Unendliche wichst; dann wollen wir zeigen, dafl die diophantischen

Approximationen

by, — P2l o 1 =1,2
(4) i Ry (r=1,2,...,n)

bei geeigneter Wahl der n Zahlen «, fiir beliebig groBe g méglich sind.
Dabei werden wir verlangen, daf die Zahlen «, keiner Relation der
Form (1) geniigen. Denn wenn man solche Relationen zulieBe, so wire
die Angabe derartiger Zahlen trivial; man hitte nur nitig, simtliche «,
gleich ein und derselben geeigneten Liouvilleschen Zahl zu wéhlen.

Wir setzen nun

®

~ "
() a,—ggl%_”m (r=1,2,...,n),

wobei die g, positive ganze Zahlen sind, die mit 2 monoton, und zwar so
rasch wachsen, daB sie den Ungleichungen geniigen:

(6) G >+t (g9,9,...9) (4=1,2,3,...).
Setzt man
9:.9--9.~4,,
ji’fz%ﬁ
= I [

so sind auch die g, und p, A ganze Zahlen, und man hat:

® *

2, v v ~ i prl
;av_lfi: Z—< ) n},_.”,:: % < l 5
} q.u ! A=pu+1 % A=p+1 q‘u. g‘u,-l—‘l qf‘ (‘ql"“!'l -n) qﬂ- W(q”)

letzteres wegen (6). Damit ist die behauptete Approximation nachgewiesen,
und wir miissen nur noch zeigen, daf eine Relation der Form (1) mit
ganzen rationalen k,, [ nicht bestehen kann, auBler wenn alle &, ver-
schwinden.

Angenommen, es bestehe eine solche Relation. Dann ist

n n ® . i
0=qﬂ<§k”“"'—l) 2’%@(?»#_{;—%1%“) -qﬂl

n o -
. ik 2%kt
hgkvprp'q‘ul%‘-zv *

imprr  JurrJute - 9

6*
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Hiernach ist die letzte hier auftretende Summe gleich einer ganzen Zahl,
und da sie fiir genugend groffie u offenbar absolut beliebig klein wird,
mufl sie Null sein; also:

(7)

v By Fhy 22 4L bk nd
iepner  Jet1dprz R

=0

fiir alle hinreichend groBlen u. Ersetzt man u durch g -1, so ist dann
auch

8
( ) 2::,:4,+2 9y+99;¢+3 "“gi
Subtrahiert man nun die Gleichung (8) von (7), nachdem man letatere
mit g, ., multipliziert hat, so folgt:
By b2 4 T =0

fiir alle hinreichend grofien x. Setzt man hier n aufeinanderfolgende
Zahlen fiir x ein, so entstehen n lineare’ Gleichungen mit nicht wver-
schwindender Determinante, woraus folgt, dal alle &, = 0 sind. W.z. b. w.

k1+k223+...+k“niw0

{ Bingegangen am 4. 11, 1920.)



Verallgemeinérungen des Waring-Hilbertschen Satzes¥).

Von
E. Kamke in Hagen i. W.

Dem Andenken an meinen Freund
Dr. Detlef Cauer,
gefallen am Kemmel-Berg 26.4.1918.

Einleitung.
Unter dem Waring-Hilbertschen Satz wird folgender von Waring?)
behauptete und von Herrn Hilbert?) erstmalig bewiesene Satz verstanden:

Zu jeder positiven ganzen Zahl n gibt es eine positive ganze Zahl N
von der Art, daf jede ganze Zahl Z >0 in N mn-te Polenzen ganzer
Zahlen z,. > 0 zerfdllbar ist; d.h. daf fir jedes ganze Z > 0 die Gleichung

N
Zsz,?

z=1
in ganzen Zahlen x,.> 0 losbar ist.
Ebenfalls von Waring?) ist noch eine weitergehende Behauptung auf-
gestellt. Sie lautet etwa*) folgendermafBen:

*) Diese Abhandlung ist von der Philosoph. Fakultdt der Universitit Gottingen
1919 als Doktor-Dissertation angenommen.

) Waring, Meditationes algebraicae, 8. Aufl., Cambridge (1782), S. 349.

) Nachrichten v. d. Kgl. Gesellschaft d. Wissenschaften zu Gottingen, Mathem.-
physik. Klasse, 1909, 8.17—86; sowie Math. Ann. 67 (1909), S.281—800. — Fir
andere Beweisanordnungen und Vereinfachungen siche Hausdorff, Math. Ann., 67 (1909),
S. 301—305; Stridsberg, Arkiv for Matematik, Astronomi och Fysik, 6 (1911), Nr. 32
und 39, sowie Math. Ann., 72 (1912), S. 145—152; Remak, Math. Ann., 72 (1912),
S.153—156; Frobenius, Sitzungsberichte d. Kgl. PreuS. Akademie d. Wissenschaften,
Berlin, 1912, 8. 666—670; E. Schmidt, Math. Ann. 74 (1913), 8. 271—-274. Ein
ginzlich anderer Beweis mit viel weiter reichendem Ergebnis ist kiirzlich skizziert
von den Herren Hardy und Littlewood in The Quarterly Journal of Pure and Applied
Mathematics 48 (1919), Nr. 191 und inzwischen erschienen in den Nachrichten der
Kgl. Gesellschaft d- Wissenschaften zu Gottingen, Mathem.-physik. Klasse, 1920, S. 33—54.

%) A.a.°0,, 8. 850,

“) Eine priizise Formulierung der Behauptung ist bei Waring nicht vorhanden.
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Es sei n
f(z)=D a2 (n>=2)
»=0 -
ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten a, und mit a, > 0, ferner
set f(x) >0 fir jede ganze Zahl x> 0; dann gibt es eine ganze Zahl
N >0 und 2u jeder ganzen Zahl Z >0 solche ganzen Zahlen N'>0,
N">0, 2,20, ..., 2y >0, daff

N i1N"<N
und T -

o
Z=f(z)+N"
x=1
188°); d. h. jede ganze Zahl Z > O ist unier Hinzunahme einer beschrinkten
Anzahl von Einheiten in eine beschrinkte Anzahl der Polynomwerte
zerfdllbar.

Diese "Behauptung mag nach dem Vorbild von Herrn Maillet®) in-
sofern etwas erweitert werden, als fiir die Koeffizienten a, aunch solche
rationalen (statt ganzer) Zahlen zugelassen werden sollen, fiir die f(x)
fiir jedes ganze x eine ganze Zahl ergibt (z. B. f(x)=L2®+ 1x).

Bewiesen ist die Behauptung bisher nur fiir # <5 durch Herrn
Maillet (a.a. 0.). In dieser Arbeit soll sie allgemein bewiesen werden.
Der Beweis wird sich ganz wesentlich auf eine andersartige Verallge-
meinerung des Waring-Hilbertschen Satzes stiitzen, welche die simul-
tane Zerfillung von Zahlen betrifit.

Es besteht folgender Satz:

Je zwei positive ganze Zahlen k, 1, welche die Bedingungen
(1) k=1(mod 2),

K (k—1)*
, (2) T Sl —5—

erfillen, sind simultan in 5 erste bzw. zweite Potenzen zerfillbar; d. h.
es gibt 5 ganze Zahlen z, 2> 0, so dafl zugleich

b=z +.. .4z,

. ==x3+...+$§
8%,

© %) Fir N'=0 bedeute die Summe den Wert 0.

) Jourpal de mathématiques pures et appliquées (5) 2 (1896), S. 363—380.
Maillet beweist tatsichlich etwas mehr als oben angegeben. Er fordert nimlich nur,
daB f(x) 20 fir alle hinveichend grofen =z ist (dieser Wortlaut .geht jedoch auch
aus dem des Textes unmittelbar herver), und gibt eine nur von # abhingende obere
Schranke fiir N explizite an; jedoch alles nur fir # < 5.



Verallgemeinerungen des Waring-Hilbertschen Satzes. ) 87

Der Satz ist in einem von Cauchy?) bewiesenen Satz iiber die simul-
tane Zerfallbarkeit in 4 erste baw. zweite Potenzen enthalten und sei, da er
die Grundlage der folgenden Beweise bildet, hier nochmals, etwas unmittel-
barer, bewiesen. Zuniichst wird nach Cauchy gezeigt, daB je zwei positive
ungerade Zahlen, die der Bedingung

P PR
(3) TSI

geniigen, in 4 erste bzw. zweite Potenzen simultan zerfillbar sind. In
der Tat besteht bei ungeradem k, I die Kongruenz 41 — k"= 3 (mod 8);
folglich gibt es ganze Zahlen z, y, 2, iiber deren Vorzeichen noch verfiigt
werden kann, und fir die 47— k*=a*+4y?4-2% ist. Da k,z,y,2
simtlich ungerade sind, ist einer der beiden Briiche % (k--x+y - 2)
und 1(k— & —y—z) in Wirklichkeit eine ganze Zahl. Wir verfiigen
iiber die Vorzeichen von z, y, z so, daB der erste Bruch die ganze Zahl
liefert. Dann sind

Hktatryta),  iktr-y<a)
th—aty—2), ik—z—y+2)
simtlich ganz und, da nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
wegen (3)

2|+ oy +12 <VVE Ly F 2 =V3(4l— k) S V4k*— 3k* =k

ist, simtlich > 0. Die Summe dieser 4 Zahlen ist aber k& und die Summe
ihrer Quadrate ist /. Damit ist die Zerfillung in 4 erste und zweite
Potenzen bewiesen, aber zugleich auch der angefiihrte Satz iiber die Zer-
fillung in 5 erste und zweite Potenzen. Denn wegen (1) sind k und I
entweder beide ungerade oder beide gerade. Im ersten Fall sind, da mit
(2) auch (3) erfiillt ist, & und 7 in 4, also, da man 0 bzw. 0° additiv
hingufiigen kann, auch in 5 erste und zweite Potenzen simultan zerfillbar.
Im zweiten Fall sind ¥ — 1 und [ — 1 ungerade. Da auf Grund von (2) die
Ungleichung (3) mit k—1, 1 —1 statt &, 1 erfiillt ist, sind k—1 und
I—1 in 4 erste und zweite Potenzen simultan zerfillbar:

k—1=uz +x,+2+2,, I —1=2a2+a] 4]+,

also
b=z +2,+ 2, +2,+1, =224 27+ o3+ + 17,

womit alles bewiesen ist.

7) Mémoires de la classe des sciences mathématiques et physiques de PInstitut
de France 14 (1813—1815), S.177—220; oder (Buvres complétes d’Augustin Cauchy
(2) 6 (1887), S.320—353. )
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Von Le Besgue®) rithrt die Bemerkung her, daB fiir jede ganze Zahl
Z >0 die Zahlen 6Z und 6Z° simultan in 12 Quadrate und Biquadrate
zerfallbar sind:

62 =2}t al4+...+ak,
6Z =zttt at+...+ .

Herr Hilbert hat vor rund 10 Jahren in einem Seminar allgemein
die Frage nach der simultanen Zerfallung von Zahlen in Potenzen ganzer
Zahlen aufgeworfen; d. h. unter welchen moglichst geringen Einschran-
kungen fiir die zu zerfillenden Zahlen I, gibt es zu einer gegebenen ganzen
Zahl n > 2 eine positive ganze Zahl N = N(n) von der Art, dal fir je
n positive ganze Zahlen 7 ,...,1,, welche jenen Einschrinkungen unter-
liegen, die Gleichungen

(4) . Z—zzz-’”ﬁ,

-

sich simultan durch ganze Zahlen z, > 0 l6sen lassen?
Zwel Arten von notwendigen Einschrinkungen sind leicht anzugeben:
a) Bei den Bedingungen
2, +2,+...+xy=1 und 2, >0,...,2y =20
und unter Zulassung beliebiger reeller Werte fiir die x, innerhalb dieser
Bedingungen ist

k4

1 . ” )
7 = der kleinste, I der grdBte Wert,

den die Form )+ x) ... x5 annehmen kann. Die J, miissen also
Ungleichungen von der Gestalt

Wl <l <1l (r=2,8,...,n)

erfiillen, wobei die 4,, J, gewisse positive Zahlen (0 < 34, < J,) sind.
b) Auflerdem miissen noch gewisse Kongruenzbedingungen erfiillt sein.
Denn fiir jede Primzahl p und jede nicht darch p teilbare ganze Zahl x ist

z?1 =1 (mod p),

% Le Besgue, Exercices d’analyse numérique, Paris (1859), 8.1124.
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also, falls iiberdies p — 1 ein Teiler von » — 1 ist,
-1

P it (mp—l)m =17"1=1 (mod p),

v—1 v

mithin fiir jedes ganze x

‘ 2” = z (mod p).
Es muB daher?), damit eine Darstellung (4) moglich ist,
(8) I, =1, (mod p) (r=2,8,...,n)

fiir jede Primzahl p sein, fir die p—1 in » —1 aufgeht. Diese Be-
dingungen (5) sind z. B. erfiill, wenn jedes I, durch jede dieser Prim-
zahlen p teilbar ist. Es liegt daher nahe, bei der simultanen Zerfillung
von Zahlen in Potenzen sich auf solche Zahlen I, zu beschrinken, die durch
bestimmte Zahlen teilbar sind.

Durch a) und b) ist gezeigt, von welcher Art ein Satz iiber simul-
tane Zerfallung in Potenzen etwa sein kann. In Abschnitt I wird nun
bewiesen werden:

Fiir jede ganze Zahl n > 2 gibt es eine ganze Zahl N =N (n)> 0,
eine ganze Zahl A > 0 und positive Zahlen i, und i,, J,:

0<1,<d, (»r=2,3,...,n)

von der Art, daf fir je n durch A teilbare ganze Zahlen 1,1, ..., 1,
welche die Ungleichungen

L, >4 tli<l <l (r=2,8,...,n)

erfillen, die n Gleichungen
N
L= x (r=1,2,...,0)
“=1

simultan durch ganze Zahlen x, 2> 0 losbar sind.

Dieser Satz wird im folgenden als Kernsatz bezeichnet. Sein Beweis
gelingt ohne Benutzung des Waring-Hilbertschen Satzes, liefert diesen
aber offenbar mit. Mit Hilfe des Kernsatzes wird in Abschnitt II dann
der auf S.2 oben formulierte Satz bewiesen.

1.
Der Kernsatz iiber simultane Zerfillung.

Dem Beweise des Kernsatzes werden zwei Hilfssitze vorausgeschickt.
Der erste von diesen liefert ein System von % Identititen 2., 4., ..., 2n-ten
Grades statt der einen Identitit 2m-ten Grades in Hilberts Beweis der

9) Dieses sind jedoch nicht die einzigen notwendigen Kongruenzbedingungen.
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Waringschen Behauptung. Ahnlich wie bei Hilberts Beweis auf Grund
der dort abgeleiteten Identitit von der Zerfillung in n-te Potenzen auf
die Zerfallung in 2#-te geschlossen wird, ist hier aus dem System der
n Identititen von der simultanen Zerfillung in 1., ..., n-te Potenzen ein
Schluf auf die simultane Zerfillung in 2., 4.,..., 2n-te Potenzen mog-
lich. — Der zweite Hilfssatz wird in dem Hauptbeweise mehrfach (zuerst
auf 8. 17) verwendet und daher hier gesondert bewiesen. Durch ihn wird
es ermdglicht, bei dem Schlufl von einer simultanen Zerfdllung in 1., ..., n-te
Potenzen auf eine simultane Zerfillung bis zur 2n- ten Potenz auch die
ungeraden Exponenten mitzuerfassen.
Hilissatz 1. Es ser n eine ganze Zahl > 2; dann ¢ibt es dazu

Zahlen

N ganz, > 0;

A4.,4,,..., 4, ganz, > 0;

7. ganz, >0 (x=1,2,...,N);

@ ganz (x=1,2,..., N; 1=1,2,8, 4)

von der Art, daf folgende n Identititen in x,, ..., x, mit denselben Zahlen
N, 7., a.;, bestehen:

N
2
A, (2} + 2+ 2+ xf)"=2m(ay.1x1+ Qualyt Qoa®s—+ Ausy)
»x=1

(r=1,2,...,n).

Beweis®): Nach Hilbert'?) gibt es fiir jedes ganze n > 2 eine ganze
Zahl N > 0, rationale Zahlen s,>0 (x=1,..., N) und ganze Zahlen
by (¢=1,...,N; 1=1,...,5), unter denen alle b.5= 0 sind, von der
Art, daB identisch in z,, ...,

N
(@24 +22) = s (Bur@, + ...+ bus ;)"

#=1

R b, .
ist. Wird hierin z, =z, s.bis=¢t., Eﬂ = ¢,; gesetzt, so entsteht die
Identitit #5

10) Dieser Beweis ist eine Abkiirzung meines urspriinglichen lingeren Beweises
auf Grund von Bemerkungen, die ich den Herren Landau und Neder verdanke.

1) Math. Ann. 67, (1909), 8. 283, Satz II; zwar ergibt sich aus dem Wort-
laut dieses Satzes bei Hilbert noch nicht, daB in den Linearformen rechts die Koeffi-
zienten einer der Veriinderlichen, etwa von a;, simtlich <=0 gewdhlt werden kénnen;
doch wird ‘dieses spiter (8. 290) ebenfalls bewiesen. Wohl den einfachsten Beweis
fiir die im Text verwendete Identitit ergibt die Abbandlung von Hausdorfi in den
Math. Ann. 67 (1909), S.301—305, wenn in dieser auf S. 304, 8. Zeile, vor ,sind“ |
die Worte ,und fiberdies == 0“ eingefiigt werden. Es werden dann sogar dlle b, ; =+ 0.
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N

n 7
(@4 F i+ 2?) = b camit . ozt 2)",

#n=1

in der die %, rationale Zahlen > 0 und die ¢.; rationale Zahlen sind.
Diese ldentitit werde nun (fiir p=1,2,...,2 —1) 2u-mal nach z
differenziert, und dann werde x =0 gesetzt. Da

d2,u 2 n—" I dQ# : n P n—i % _
[dw“(“ +e%) Jomo %.dxg”g(Z) whe L:o: <ﬂ> (@p)tan

ist, ergeben sich so (es ist « = a7 ...+ 2} zu setzen) zusammen mit
der urspriinglichen folgende # Identititen mit denselben 2, und c¢.;:

N
(:‘L)(z”)!(xf“L'“+”f)"_"==(2i2f;;)!£tﬁ(cﬂxl+...+c,,4x4)“‘2“

(u=0,1,...,n—1).

Es bezeichne C den Hauptnenner aller ¢,; und 7' den Hauptnenner aller
t.-(2n)!. Wird ¢.1-C = a,;, t.-(2n)!- T =1, gesetzt, so sind a,., ganze
Zahlen, 7, ganze Zahlen > 0, und die Identitdten gehen iiber in

@n—2u (%) (2u) PO (@3 +

¥
=2rx (axlxl—}—...—}-aﬂm)?”_z" (e=0,1,..., n—1).
%=1

Setzt man hierin endlich » =n — u, 4, =(27)! (nﬁ) (2n — 291 T C%,
so erhdlt man die behaupteten Identititen.

Hilfssatz 2, Es ses © eime ganze Zahl >1, und es seien die
Zahlen 0 < g < G gegeben. Dann gibt es zu diesen Zahlen =, g, G Zahlen

(1) 0<f<F; 0<f'<F; Y,>0,
so daf fir jedes ganze Y > Y, und je zwet ganze Zahlen v, v aus den
Intervallen FYEH g FY
Y™ <o<FY™
u=Yr +(Y+1)s+27¢,
v=r-t+s+1
stmultan durch ganze Zahlen r, s, t aus den Iniervallen
gY" <r< @Y,
g(Y -1 <s < G(Y+1),
gRY) <t<@2F)

die Gleichungen

losbar sind.
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Beweis: Es gibt zu 7, g, G eine Zahl y (0 < y < 1), fiir die
g+4G<@-4Gy

e=3(g+ &)

ist. Es werde

gesetzt. Dann ist
0<gtut+4"G<G+at+4"Gy;
mithin gibt es eine Zahl f'=f'(z, ¢, @) >0, so daB
gt et+d'G<f <@+e+4'Qy
ist. Ferner gibt es eine Zahl F'= F'(z, g, G), so daB
['<F <Min(@+at+4Gy f+476(1—7)
ist. Es werde weiter
f=4"Gy+Min(G+ea+ 4Gy, f+47G(1—y),
F=f1Q4 —1+7)
gesetzt. Dann sind auch f, F allein durch 7, g, G festgelegt, und es ist
Fef2f +0& —1+9)—4Gy—f —476G(1—7)
=G1l—p(4—47—-1)>0.
Die Zahlen f, F, f', F' erfiillen mithin die Ungleichungen unter (1).
Es wird behauptet, daB sie anch die anderen im Hilfssatz angegebenen

Eigenschaften haben. Fiir den Beweis wird auf folgende ans dem Obigen
sich ergebende Ungleichungen hingewiesen:
F—f'=G4 —1+y)< 4G
f—F'>4Gy;
2F —f—a=F —a—(f—F )< G+ 4Gy — &Gy =a;
2f' - F—au=f—a—(F—f)>g+40—-40—yg.
Es mége nun eine ganze Zahl s so gewahlt werden, daff
s=u(modY) und . « Y <Ls<LaY ¥+ Y
ist. Wegen o« = $(g 4 G) liegt diese Zahl s fiir alle hinreichend grofen ¥
(die Schranke, die Y iiberschreiten muf, hingt nur von z, g, @ ab) sicher
in dem vorgeschriebenen Intervall. Es werde

u—8
Y

t—=
gesetzt. Dann ist ¢ ganz und
> (YT — YT 1 FY = (f— F )Y 4 0o(Y*))
>4 Y T oY) S {4 1)@+ g3 Y+ 0 (Y
=4 gY (£ =D (G~ )Y +o(Y*) > ¢(27)™

32} Es bezeichne o (Y*) eine Funktion, die, durch ¥* dividiert, fiir ¥ — 00 den
Limes 0 hat.

— v
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fiir alle hinreichend groBen Y. Ferner ist
t<Fy2z__fly2t< 4ZGY21=G(2Y)22;

¢ liegt also fiir alle hinreichend grofien Y ebenfalls in dem vorgeschriebenen
Intervall, und es ist

— s Yt Yo
Endlich werde u=s+ v

u Y-1
) r=v—s—t=2v~—y——sT
gesetzt. Dann ist
v=1r-+s-+1¢,
wu=Yr+(Y+1)s+2Yt,
und auch r liegt fiir alle groBen ¥ in dem vorgeschriebenen Intervall;
denn es ist
> Y — FY ¥ Y =(2f —F — )Y — Y > g¥""
fiir alle grofien Y; und
r< 2R Y — Y — Y e YT M =R F — f— ) Y YN
<@Y*
fiir alle grofien Y.

Nunmehr wenden wir uns dem Beweis des Kernsatzes (S.5) zu.
Dieser Satz kann auch folgendermaBen formuliert werden:

Zu jeder gamzen Zahl n > 2 gibt es eine ganze Zahl N = N (n) > 0,
n positive ganze Zahlen A,, ..., A, und reelle Zahlen k, und k,, K,:

0<k <K, (r=2,3,...,n)
von der Art, daf fiir je n ganzeZahlen 1, ..., 1, welche die Ungleichungen
(2) L>k; kU<l <Kl (r=2,...,n)
erfillen, die n Gleichungen
N
. 1 .
(3) L:Z:é’xz (v=1,...,n)

simultan durch ganze Zahlen x,> 0 losbar sind.

Dal dieser Satz aus dem zuerst formulierten (S.5) folgt, ist klar
(man setze in dem eben formulierten Satz A,—...=A,—= A, k= 2
und k=4, 4", K,=J, A" fiir v=2,...,n; dann sind die I, der
ersten Fassung die A,l, der zweiten Fassung). DaB aber auch aus diesem
Satz der zuerst formulierte folgt, liBt sich so einsehen: Dieser zweite
Satz sagt aus, daB fiir je » ganze Zahlen ,,..., 1,, welche die Un-
gleichungen (2) erfiillen, die Zahlen , 4,7,,..., 4,0, simultan in
N 1-te, ..., n-te Potenzen zerfallbar sind; d. h. je n baw. durch 4,, ..., 4,
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teilbare ganze Zahlen 2,,..., 4, sind simultan in N 1-te,..., n-te Po-

tenzen zerfillbar, wenn
k‘l’ Al’ v K)’ AO’ »
(4) 21>A1k1; —‘Tll<lv< p Ay (‘P=2,...,n>
Ai Al
ist. Daher sind erst recht je n durch A=A A4,---A, teilbare ganze
Zahlen i, ..., 4, simultan in N 1-te, ..., n-te Potenzen zerfillbar, wenn
diese 4, die Ungleichungen (4) erfiillen. Das ist aber der erste Satz mit 4,.

kA, KA
statt I, und mit ¢, = A4, k, und 4, = J,= :4: fir v=2,...,n.

; TR
Der Beweis wird fiir den Kernsatz in der zweiten Fassung gefiihrt
werden. Es mag dabei, wenn n Zahlen [, ..., [, simultan in der Gestalt

(8) darstellbar sind, hierfiir zur Abkiirzung
1 »
zyzz‘g}j‘v (v=1,...,n)
geschrieben werden.

Fiir n =2 ist der Satz (in der ersten Fassung) mit N=35, 4 =2,
i, =17, t,=1, J,=1—¢ (0 <&<7)in dem Satz von S.2u. enthalten.
Allgemein wird der Satz durch Induktion bewiesen. Er sei also fiir eine
ganze Zahl n>2 richtig. Es soll gezeigt werden, daB er dann auch
fir 2n statt » und damit natiirlich auch fiir alle Zahlen < 2%
richtig ist.

Den Ausgangspunkt fiir den Beweis bildet die Binomialformel. Aus
dieser folgen fiir u=1,2,...,2n die 2 Identititen in ¥ und g,:

[£]
D) ey = (Y - 5) o+ (T — )"}

=0

Fiir alle Zahlen
(5) M,M’,Y ganz und >0; 1y, ganz und 0 <y, <Y
ist daher " .
4
[5]

(6) wy (L) Sy

=0 e=1

M M
1 ’ “ ! g
=§{2M Y”‘E‘Z(Y"F?Ie)ﬂ“l"z(y”y@)‘}:‘? M+ M)

e=1 o=1
(p=1,...,2n).
Nun ist nach unserer Annahme der Kernsatz fiir » richtig; d. h.

(nach der ersten Fassung von 8. 5) fiir je n positive ganze Zahlen /,, ..., [,
die simtlich durch eine gewisse Zahl A teilbar sind und die Ungleichungen

L>id; wl<l<dI (»=2,...,n)
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erfiillen, gibt es simultane Darstellungen

N
l,.=2x;’ (v=1,...,n).
x=1

Da die z, > 0 und ganz sind, lassen sie sich in 4 Quadrate ganzer Zahlen
zerlegen:

v =z +...+ 2.
Auf Grund des Hilfssatzes 1 gibt es daher positive ganze Zahlen
N, 4,7, und ganze Zahlen a,, so da} fir v=1,...,n

N
(7) A=) A, (224 ... +aL)
%=1
y XN
2
=2 Zrz’ (az’lxx1+ Tt + a&’«ixxéi) ’
x=1 x'=1

ist18). Wir bestimmen nun die Zahlen M, y, in (6) folgendermafen:

Es soll
N N

M =Z ZTx"

=1 #'=1
1 i
Yo= lax’lle_}— 7 +ax'4x44i

gesetzt werden, wobei jeder Ausdruck rechts r -mal aufzufiihren ist.
Die Gleichungen (7) schreiben sich dann

u
(8) A,0,= Dy (r=1,...,n).
o=1
Wird nun noch ¥ > V4,1, gewihlt, so ist wegen (8)
Y 2yt typ2yl (e=1,...., M),

also die letzte Ungleichung von (5) erfillt. Es ergibt sich somit unter
Beriicksichtigung von (8) als Folge von (6):
Zu der Zahl n gibt es Zahlen
M,A,4,,...,4, ganz, >0; 4,>0; 0<i,<J, (r=2,...,n)
von folgender Art: fir je n durch A teilbare ganze Zahlen 1, ..., l,
welche die Ungleichungen -
(9) L>is bwlh<lb<Jdl (»=2,...,m)

) Damit ist offenbar unter der Annahme der Richtigkeit des Kernsatzes diber
die simultane Zerfillung in 1-te, . .., n-te Potenzen die Richtigkeit des entsprechenden
Satzes (in der zweiten Fassung) iiber die simultane Zerfallung in 2-te, 4-te, ..., 2nte
Potenzen dargetan. .
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erfillen und fir jede ganze Zahl ¥ >V A,l, und jede positive ganze
Zahl M’ ist*t)
H

1 ! 2 u—2v 1 e
(10) (M +M")Y" +§(2’;)y Phd—5  (a=l, 2).

Hieraus werden wir nun in mehreren Schritten den vollstindigen
Beweis entwickeln. Dabei wird vorerst die linke Seite von (10) so um-
geformt werden, daB das letzte Glied der linken Seite jeder Gleichung fiir
sich genommen simtliche ganzen Zahlen eines Intervalls darstellen kann,
dessen Grenzen von Y abhingen. Zu dem Zweck wird zunichst das ge-
nannte Glied in ein einfacheres iibergefithrt; sodann werden die Intervall-
grenzen der I, von Y statt von /, abhingig gemacht, endlich wird eine
neue Gleichung hergeleitet (Schritt 1 bis 38).

Erster Schritt: Das letzte Glied ( , ﬁ)w-?[ﬂz
b 2

[g} A[ﬁ] in (10)

2 2

wird in ein Glied der Form ¥ #—2[{3:] l[,q iibergefiihrt.

2

Lol
Der Koeffizient von Y 2[2] l[ﬁ] im letzten Gliede der linken Seite
2

von (10) ist
fir gerades u: 4, )
? =2,8,...,2n).
fiir ungerades u: #A[ﬁ] j (n ")
Es sollen nun fiir 7, ..., 1, Zahlen genommen werden, die nicht nur

durch 4, sondern noch durch andere Zahlen teilbar sind, und zwar werde
gesetzt
_ (2n+2)!

= A s 4,07) =1, ),

wobei 1, eine ganze Zahl bedeutet. Aus (10) und (9) folgt dann

[;i] 2 231
(‘;v> ((_Z%ZZ:};‘A A,, A.,,_H .. A” Y'u—_grl,.

1 I

T 2 ar)

YO0 g4.4,...4,0,=Ad,,

I

(1) (M+M)Y"+

r=1
(/L:I,..., 2%)
fiir

[
1) Es bedeute in dieser Arbeit stets Z’ den Wert 0.
=1

%) Fir »=n hedeute 4, , 4, ,,--- 4, die Zahl 1.
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444,
]'1>(2n+2)1AA2...An—~h1a
Y. (2v+2)! ((2%—1—2)!AA2'_.A”1’ v Y
2"v>7lr‘(—2"n+2)!AAy+x,_AAn 41 >21*~'k,,2.1,
(27‘2! 2n12!AA.“A7“v "
A”<J”(2n+2)!ATA71_1...A” (( = )4! 2 "> iy =H,1;,

wobei die 4, hinsichtlich der Teilbarkeit durch eine andere Zahl kei}xer
Einschrinkung mehr unterliegen. In jeder der Gleichungen (11) ist nun-
mehr fiir >4 in der Summe links jeder der ,,Koeffizienten®

B N ]

durch den letzten ,,Koeffizienten*

7 (2n+2)! AAr A, oA
(2 [‘5‘]) (28] +2): 517l
teilbar. Es werde nun noch die ganze Zahl M’ (etwa moglichst klein,
jedoch > 0) so gewshlt, daB M + M’ durch (2n+2)!44,---4, teil-
bar ist; dann ist M -~ M’ auch durch den letzten ,,Koeffizienten® jeder
der Gleichungen (11) mit u > 2 teilbar, und M’ hingt nur von n ab.
Wird nun jede der Gleichungen (11), aufer der ersten, durch ihren letzten
Koeffizienten, die erste durch M 4 M " dividiert, so erhilt man¢)

[£)- ,

Boo Y,u_{_ZbM Y‘“—zvl,,—{—ylhz[g] 2[2] :_B% y

v=1 g ~2M+M" (m=1,.., 2n),
wobei die b,, und B, gewisse positive ganze Zahlen bedeuten, die nur
von m,» und u, jedenfalls nicht von den 4, und Y abhiingen. Wird nun
wieder I, statt 4, geschrieben und 2(M -+ M’)= P gesetzt, so 1aBt sich
das bisher gewonnene Resultat wie folgt formulieren:

Zu der Zahl n gibt es Zahlen
Pganz, >0; B,,...,B,,ganz, >0;
bmgoinz, >0 (,u=1,...,2n; v=0,1,..., Tfﬂ——l);
A>0; h >0, 0<h<H, (r=2,...,m)

von folgender Awi: fiir je m ganze Zahlen 1, ..., 1,, die den Unglet-
chungen

(12a) L>h; bl <l <HI (y=2,...,m)

. —1
16) Es bedeute hier und im folgenden b,, die Zahl 1 sowie 2 und 4, die Zahl 0.

r=1

Mathematische Annalen. 8. 7



98 E. Kamke.

gentigen, und fir jede positive ganze Zahl Y mit

(12b) Y > Ay
st'7)
o o
(13> b‘uoy.u_;_‘;:bﬂpyﬂ—bly—}—y“—?[?]l{g]=~z}; » (,ur:l, ...,2n).

Zweiter Schritt: Abanderung der Ungleichungen (12a,b).
Es lassen sich wegen 0 < h, < H, offenbar zwei Zahlen g,, G, so
wihlen, da

1
0<g <6 <7,

ist. Es werde
g():h—l—‘, g,,=kyG:, sz-va; (3':2: 3,"-: n)

91
gesetzt. Dann ist g, <G, (v=2,...,%) und fiir
(14a) > g,
und je » ganze Zahlen /,,...,17,,

(14b) Y7 <1, <@qY” (»=1,2,...,n)

erfiillen, auch

welche die Ungleichungen

Y2>~(%>All,

also (12b) erfiillt und
l1>91Y2>919'0:k1’
k,lf:—g—}l1’<g,y2”<l,<G,,Y2”<G—:l:=ILl:,

1 1

also auch (12a) erfilllt; d.h. die Ungleichungen (12a,b) kénnen durch
(14a,b) ersetzt werden. Somit ist bewiesen:

Zy der Zahl n gibt es Zahlen
P ganz, >0; B,,...,B,, ganz, >0;
. o u .
by ganz, > 0 (k=1....2m »=0,1,...,[5—1);
9 >0; 0<g<@G, (r=1,...,n)
von folgender Art: fir jede positive ganze Zahkl Y mit
(14a) ) Y > g,

3%} Es sei hier und im folgenden ,=0.
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und je n ganze Zahlen 1, ..., 1,, die den Ungleichungen
(14b) 7Y <L, <6 Y (r=1,...,n)
geniigen, ist

He

~2y w—2] & -1 “
(13) bﬂoywrgbmw L LY 2[2]@ =3
(n=1,2,...,2n).

Dritter Schritt: Herleitung einer anderen Gleichung aus (13).

Das letzte Glied der linken Seite jeder der Gleichungen (13) mit un-
geradem u enthélt den Faktor Y, kann also nur durch Y teilbare Zahlen
darstellen. Um diese Einschrinkung zu beseitigen, ersetzen wir m dem
eben gewonnenen Resultat Y, I, bzw. durch Y -1, I, und 27,7 und
addieren die so entstehenden Gleichungen (13). Dann ergibt sich

Hig

BT+ (T D+ T + 20 (T b+ (T DL+ (D)0}

1 {Y““QH b+ y+1)“‘°U [Z]+(°Y)“‘ [z}l[ }}
TS T

Wird noch 8 P = @ gesetzt, so 1aft sich das bisher Bewiesene folgen-
dermaflen zusammenfassen:

Zu der Zahl n gibt es Zahlen
@ ganz, >0; B,,..., By, ganz, > 0; )
bur ganz, >0 (,u=l,...,2n; v ==0, 1,...,{%}—1);
9,>0; 0<g, <G, (r=1,...,n)
on folgender Art: fir je 3n-+1 positive ganze Zahlen Y; 1, ..., 1,;
I, . s U, ..., 1), welche die Bedingungen
Y2 > Gos
gv}’” < 1, < G,,yw:
g, (Y +1)" <l <G (Y+1)" I (r=1,...,m)
9,2Y)” <l <@ (2Y)”

(15)

erfillen, ist, wenn

(15) ,uo*-—Y +(Y+ 1) +(2Y}“ ([L-":l,...,Zﬂ),
X~ T L (X 1) 54 (2 _Y)'*'*"z: ,
(y 2,8,...,2n; r—-l, 2 ey {72—})
*
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gesetzt wird*®),

(5]
17 b + =L =1,...,2n).
(17) < - X, [%] -B;LZQ (u )
Die Richtung der beiden nichsten Schritte wird durch folgende Uber-
legung bestimmt: Betrachten wir die linke Seite einer einzelnen Zeile
von (17) (mit Ausnahme der ersten) gesondert, so ist klar, daB das
letzte Glied X,“ [_&], das ausfiihrlich 7, +1, +Z: bei geradem p und
L2 ER )

Yl{ﬁ]—}- (Y+1 )lm +2Yl, ] bei ungeradem y lautet, bei festem Y jede
2 2 2

ganze Zahl darstéllen kann, wenn die I, 1’,1” auf kein Intervall beschriinkt
sind. Bei der vorliegenden Intervallbeschrinkung fiir die 7, I’, 1” werden nur
Zahlen eines gewissen von Y abhingenden Intervalls dargestellt. Andererseits
ist es auch méglich, ein von ¥ abhingendes Intervall anzugeben, dessen ganze
Zahlen simtlich unter Einhaltung der fiir die 7, I’, I” vorgeschriebenen
Bedingungen durch das letzte Glied dargestellt werden kénnen. Bei der
gleichzeitigen Betra,chtung des gesamien Systems (17) tritt die Schwierig-
keit auf, daB in der 2¢-ten und (204 1)- ten Zelle der Zahlenwert des
letzten Gliedes durch dieselben GroBen 1,,1,,l, bestimmt ist. Fassen
wir nun jede 2p-te Zeile mit der folgenden (sofern eine solche vorhanden)
zu einem Zeilenpaar zusammen, so werden sich jedoch auf Grund von
Hilfssatz 2 von ¥ abhingende Intervalle der erforderlichen Linge so fest-
legen lassen, daB je 2 ganze Zahlen aus ihnen durch die letzten Glieder eines
Zeilenpaars unter Einhaltung der fiir die 7,, l;, Z;' vorgeschriebenen Be-
dingungen simultan darstellbar sind. Mit Riicksicht auf den weiteren Gang
des Beweises werden dabei gleichzeitig die Intervalle der durch die letzten
Glieder darstellbaren Zahlen so gewihlt, daB in jeder Zeile die Schwan-
kung der linken Seite ohne das letzte Glied kleiner ist als die Linge
des durch das letzte Glied darstellbaren Zahlenintervalls. Das wird mog-

lich sein, wenn man beachtet, daB in jeder Zeile die X,, mit » < [’“}

durch die 7,7,1” in den letzten Gliedern der vorhergehenden Zeilenpaare
bestimmt smd Man hat nur, von der letzten Zeile anfangend zu den
{ritheren fortschreitend, die durch die letzten Glieder eines Zeilenpaares
darstellbaren Zahlenmterva.lie so klein zu wihlen, daB die zur Darstellung
bendtigten Zahlen I, I, 1” sicher in Intervallen Liegen, deren Langen nur
einen hinreichend kleinen Bruchteil der Linge der durch die letzten Glieder
aller spiteren Zeilen dargestellten Intervalle ausmachen.

1) Fiir u=1 bedente die linke Seite b,X,,.
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Vierter Schritt: Festlegung von Bereichen ganzer Zahlen, welche
durch die X, [y_] dargestellt werden konnen, unter gleichzeitiger Ab-
2
schitzung der ibrigen X, .

Wir fangen mit der letzten Zeile von (17), d. h. mit X,, . an.
Es ist klar: Es gibt Zahlen ’

O<f2n<F2n’

so daf fiir alle hinveichend groBen ganzen Y jede ganze Zahl 2,, des
Intervalls

. f2nygn<z2n<F2nY2n
in der Form

o=l L+l =X,,,
unter Einhaltung der Bedingungen (15) darstellbar ist. Denn man setze z. B.
fon=0.(1+27") 439, + Q)5 Fop=g,(14+2")+0,.
Wahlt man dann
L=[9,Y"1+1, 1 =[g,2Y)"]+1,
so ist (15) fir J, und I, bei allen hinreichend groBen Y erfiillt; es ist
aber auch
ln’ =2, ln - Z::> {gn(l + 22ﬂ)+%(gn+gn)}yzn - gny2n —1-— gﬂ(zy)zﬂ_ 1
=g+ G)Y " —2>g, (Y +1)""
fiir alle hinreichend groBen Y, und es ist
L<{g(1+2")+6,} 7" — g, 7™ —g,(27)™
=@, YY" <6, (Y +1)".

Wir kommen nun zu dem vorhergehenden Zeilenpaar in (17) und
miissen dabei dafiir sorgen, da8 I,_,,7 ., I die Ungleichungen (15)
in einer so weit eingeschrinkten Gestalt erfiillen, dal das von diesen 3 Zahlen
abhingende X, , . eine hinreichend geringe Schwankung hat. Wir wenden

zu dem Zweck Hilfssatz 2 an auf
T ~__—-n —1, g= In-1> G = Min (G”,_l’ — 42"?;:@—1»:2,:-1 )s
r=1l,_,, s=l_y, t=Ub_,. )
Dann gibt es nach dem Hilfssatz zu 7, ¢, G, d. h. zu der Zahl n solche Zah-
len f=f, ., F=Fouy, f'=frp 3, F =Fays (0<fy,_ s <Fony;
0 <f,, s < Fans), daB fiir jede hinreichend grofe ganze Zahl ¥ und
je zwei ganze Zahlen 2,1, 22,—2 aus den Intervallen

V f Y2a——1< Z2n—1 < an—lyzn—1> f *2Y2“”2< Zyp—2 < an—a Y2
2n-1 2n

n—2
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die "Gleichungen
Zope1 =Yl 1+ (¥ + l)l,;.,l—i—ZYl;’_.l ( ot [Zn —1 )

’

Zogs = Ip_y + byt —!—l”.; (_-. 2n~2,[2—'—°;—2-]>

ganzzahlig in [, 4, Ii_i, bn_y losbar sind, und zwar so, daB (15) fiir v =n—1
erfiillt und itiberdies

— f n —_
gﬂwlY‘m 2 < s <( n_l+W)Y2n 2

20, n—1

- ' - [ -

9 (¥ + D™ 2<l,,-1<(gn“1+ 42nz b . )(Y+1)2” K
2n, n—1
Y 2n~2 l" F'Zn f2n Y 2n—2
gn_l(z ) <Llp—1 < G-t + PELIIY) <2 ) B

20, n—1

also (man multipliziere die erste dieser 3 Zeilen mit Y, die zweite mit
(Y +1)%, die dritte mit (2Y)” und addiere) nach (16)
g”_1X2n,0 < X:?n,n——l < g 1X2n o+ ZT,LF—?”L‘Z—[:——“ X?n 0
ist. 20—l
Fiir das nichstvorhergehende Zeilenpaar wird der -Hilfssatz an-
gewendet aunf

E’ —_ —%
i=n-—2, g=g, G’zMin(G 4 Min 2n=n o )

o Gy o
n=2? a2 L2 42”(277,——;4)1)2”””’”_2
»

g =1lp2, 8=l;~2: = lp—2 -
Dann gibt es nach dem Hilfssatz zu 7, g, @, d. h. zu der Zahl » solche Zah-
len [=lop-s> F=F,, ; f = fon—s> F’ =F,, , (0<f, ;< Fyss
0<f, ,<7F, ), daB fiir jede hinreichend groBe ganze Zahl ¥ und
je zwei ganze Zahlen 25,_3, 224—4 aus den Intervallen
Ton— 3Y2n’3 < Zap-3 < Fay s YM—%, 7"2,3__4Y2n—4 < #ap—s < Fap s yet
die Gleichungen
s = Vhos (Vo Dla+ 2V (=K fanc)),
s = ly—z + Lie -+ s <~'= ‘in‘«s, [?lg:f])
ganzzahlig in ,_s, oo, Ins losbar sind, und zwar so, daB (15) fir
vy =n — 2 erfillt und iberdies

F&n—~x - fen;x
ga—% Xsn-—z,ﬁ < X?n-—x, #—2 < gn—? X23~—2,0+ 45.%(2“_ x) boﬂ-,‘ s Xﬁn——x,o

(x=10,1,2)

ist.
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In dieser Weise wird der Hilfssatz weiter angewendet, und zwar
allgemein auf

T=N—0, J~fgp-o, G =Min{ @G ~as Yn—o —T‘ Min An - f)”.-/ ),

0,1, ...,206—2 4’”(2n-7)62nv‘n G

’ ”
T:ln—ay §=1l, 4, t=1li

(18) g, ,X

fiir 1<o<n—1. Dann gibt es nach dem Hilfssatz zu 7, g, G, d. h.
zu der Zahl n solche Zahlen f=f, . ., F=0F
F' = an_go (0< fon2ot1 < F2n—2o‘—rl; 0 <fops,< FQ”._20—>9 daf fiir
jede hinreichend groBe ganze Zahl Y und je zwei ganze Zahlen
Zan—2041, Zam—2c aus den Intervallen

f2n—20’+1 an—26+1 < z*?n—’a-i-l < F9n—26+1 Y2n~‘26-17

f:;)‘-n_2g Y2n 26<z <F Y‘.’n—‘.’(x

2n—20

2p—20-1" f f2n—26’

2n—20
die Gleichungen

trmososs = Ylpoo - (¥ 1)l o+ 2V, <: Xopn_20-1, [’i:':_l}),

Zip—-20 = Zn—(r ’}“ l;;-—tr ’%‘l?;,‘a (*— X’n——’a, )n_36]>
ganzzahlig in 1,_,, Li_s, Lo, losbar sind, und zwar so, daB (15) fir
vy = n — o erfiillt und iiberdies fiir »=0,1,...,206 — 2
F2n—/'~fEn—/

4
2n—rx,0 | 2n o 2a—%,0
> 45 (20 —x) by, peg

<X

2p—n, n—0

2p—x 0 < gn—n

ist.

Dieses Verfahren kann durchgefiihrt werden fir ¢ =1, ..., n —1.
Da (18) fiir =0, 1, ..., 20 — 2 gilt, so kommt jedes X,, von (17} auBer
dem ersten und letzten einer Zeile, d. h. jedes X,, (u=14,5,
r=1,2,... L J — 1) in der Form X5y, n—o in den Unglewhungen (18)
vor, ist also abgeschiitzt. Beriicksichtigh man ferner, da$ die Zahlen

X, =Y, (Y 1)L+ (27) 0
fir 1<» <{ j —1 und u < 2n (auBer durch u,») allein durch ¥, 1,

I l bestimmt sind, also auBer von Y allein von 2,, 22,1 abhingen,
so ist, da die Indizes 27 —206+1 und 22 —20 der Zahlen z fiir
6=1,...,n—1 gerade die Zahlen u=2, 3, ..., 2n —1 ergeben, fol-
gendes bewiesen: :

Zu der Zahl n gibt es Zahlen

Q ganz, > 0; By, ..., Bsy ganz, > 0;

bu, ganz, >0 (M=1,-~ »2n;7=0,1,..., L% - >§
fb,>0; 0< fu<F, (r=2,3,...,20); >0 (v:l,..,,n——l)
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von folgender Art: Wird
Xpo=Y*+ (Y 1+ RY)*  (u=1,..,2n)
gesetzt, so gibt es fiir jedes ganze ¥ > f,, wenn die 2n — 1 ganzen Zahlen
Zys %y, ., %, tn den Intervallen
Y*<2,<F,Y* (u=2,8,...,2n)

liegen, zu je zweien 2s,, 23,41 (v=1,...,n — 1) dieser Zahlen solche posi-
tiven ganzen Zahlen X, (p=2v+2, ..., 2n), die nur von ¥ und z,,,
22,41 abhdngen'®), daf3?)

(5]

- P )
(19) Db Xyt 2= 3 (n=1,2,...,2n)
=0 .
und
Fueto nw=4,5...,2n
(20) g Zuo< XKoo <G Ko b i Ko |,y o [4]~1
ist.
Fiinfter Schritt: Abschitzung der Summe auf der linken Seite
von (19).
Es werde
[£]-
S
Xp=_ by Xor (v=2,3,...,2n),
»==0
His
by =2 bur g ™) (1=2,3,...,2n)
r=0

gesetzt. Dann ist jedes X, -eine ganze Zahl, die auBer von den &,, und
Y, d. h. aufler von # und ¥ nur noch von X4, ..., X [M} o d. h. von
wigi-

den Zahlen 25, 25, ..., 2 abhangt.
M R

Ferner folgt aus (20) fir u=4,5,...,2n

[5]- . :
X > 3 bn 0 X = b Kyug = b, {T* + (Y + 1)+ (27)"}
y=0

>b,(2+ 247",

¥) An die friihere Bedeutung der X,» braucht fiir » >0 nicht mehr gedacht zu
werden.

*) Fiir =1 bedeute die linke Seite b, X,,.

"% Es bedeute nunmehr g, die Zahl 1.
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Da fir u=2,3
Xﬂ:b#OXllo

15, so gilt die SchluBungleichung offenbar auch fiir u=2,3. Weiter
folgt aus (20) fir u=4,5,...,2n

[5]- 5]
X < 300 Ko+ Yt T Xy < fbu S (u = ) X,

421& b‘“y

also wegen
; Xupg=Y"+(Y+1)'+(27)

bei gegebenem ¢, > 0 fiir alle hinreichend grofen ¥ und u=4,5,...,2n
F,— 1\ u
Eo<{but Begle (1 )l (24 2440 T

=3 (2+2'“)Y”+{(Fy—fu)(1~%)-2—i—”+eﬂ(b,u+%;7’"ﬁ(1—7i'))}Y”'

42%
Da 212¢ 2-1—2

80 gew&hlt werden, dafl
o (Bt e f“(l——))<(F—f#)(l-%)(l—%ﬁ;) (n=4,5,...,2n)

42%

—g <1 fiir pu=4, ..., 20 ist, so kann &, (unabhingig von den z,)

ist. Dann ist fiir alle hinreichend groBen ¥
Xﬂ<bﬂ(2+2”)Y"+(Fﬂ~f,t)(1-%) Y (u=4,5,...,2n).

Diese Abschitzung gilt aber auch, wie nachtriglich wieder leicht ein-
zusehen, fiir 4 =2, 3.
Wird nun noch
€. =b,(2 4 2%) (v=2,38,...,2n)

gesetzt und Dberiicksichtigt, daB b, =1, also by X, =4Y + 1 ist, so
ist bewiesen:
Zu der Zahl n gibt es Zahlen
Q ganz, > 0; By, ..., Ba, ganz, > 0;
E>0; ¢,>0(p=2,8,...,2n); 0<f,<F,(p=2,8,...,2n)
von folgender Art: Es set Y > E eine ganze Zahl,
X, =4Y+1,
und es mogen die 2n —1 Zahlen 2, %, ..., 22, trgendwelche ganzen
Zahlen aus den Iniervallen
Y <z <F,Y* (p=2,8,...,2n)
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sein; zu den Zahlen 2, gibt es domn ganze Zahlen X, > 0 (n=2,3,. .2n)
mit folgenden drei Eigenschaften ®?):

a) Jedes X, ist allein durch Y, 2, z, ..., zz[&}_l bestimmi*®), und
es ist 2
b) e, Y”<Xﬂ<eyY”+(Fﬂ—~f,;)(l—%))”‘ (u=2,3,...,2n),

i

1 “
C) X#+ZM:.—B;ZQ (/121, 2,..., 21’?’) 24).

Sechster Schritt: Auf Grund der Eigenschaft a), nach der jedes X,
durch die z, friiherer Zeilen von c) festgelegt ist, und der Ungleichungen b)
kann nun gezeigt werden, daB die linken Seiten von ¢) (mit Ausnahme
der ersten Zeile) fiir alle hinreichend groBen ¥ jede ganze Zahl innerhalb
gewisser von Y abhéingender Grenzen darstellen kénnen.

Genauner gesagt, soll folgendes bewiesen werden: Es sei ¥ > B, und

es selen Zs, Z3, ..., Zsy irgendwelche ganzen Zahlen, die den Un-
gleichungen 2%)

(ot BRE=DIN o o g < (0, +F)T*  (4=2, 8, ..., 2n)

geniigen; es soll gezeigt werden, daB sich ganze Zahlen z, und mit ihnen
ganze Zahlen X, schrittweise so festlegen lassen, daB sie den Bedingungen
des am Schluf des fiinften Schrittes formulierten Satzes geniigen und
) Zy=X,+z, (n=2,3,...,2n)
1st.

Das wird durch Schlu von u auf u -+ 1 bewiesen.

Fir p=2 ist (vgl. Anm. 23) schon allein durch ¥ eine Zahl X,
festgelegt, und es ist fiir diese’ nach dem Satz von Schritt 5

Y <X, < e,Y 4+ L (F,—f£,)7%

2, ist noch in keiner Weise festgelegt. Wird nun

2,=Z,—X,
gesetzt, so ist

n>(6+3(h+F,) Y — 6V — L(F— )T = 7,
% <(e+F,)Y*— e, Y =F,Y*;

#) An die frilhere Bedeutung der X, braucht nicht mehr gedacht zu werden.

%) X,, X, hiingen natiirlich von keinem z, ab, sondern nur von Y.

%) Es sei 2,=0.

*) E sei so grof gewihlt, daB es ganze Zahlen Z,, ..., Z,, gibt, die den Un-
gleichungen geniigen.
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d. h. fiir 4 =2 lassen sich z,, X, so festlegen, daf diese Zahlen die Be-
dingungen des Satzes von Schntt 5 erfiillen und
) Z,=X,+ 2
1st.

Es seien nun die Zahlen z,, X, gemiB unserer Behauptung schon
festgelegt bis u = u’ < 2#; dann lassen sich auch die Zahlen Zuy1, Xo
u 17

w1
in der geforderten Weise festlegen. Denn da 2[ | —1 < u ist, sind

die gemdB Schritt 5 die Zahl X, bestlmmenden Zahlen Y, z,, ...,

2 [,H. 1]_1 in den schon festgelegten Zahlen Y, z,, ..., z, enthalten.
2

X,r41 ist daher schon festgelegt. Uber 2z, ; kann dagegen noch verfiigt
werden. Es werde

2u'+1 =Z/A'—rl - Xu.'+1
gesetzt. Da X, die Ungleichung b), d.h.
w1 Y < X1 < e Y By — fuin) (1 -
erfiills, ist

S T +1 1
z#'+x><ew+l+@7%“l\1’“ — e 1 YT

"—(Fp'+1’—f}u+1)<1—
"+1 Wl ‘1,
z‘u'+1<(6ﬂ'+1+F‘u'+1)Y‘l *eu'TiyuT = y'leuT B

"d. h. auch die Zahlen z,..;, X, . lassen sich so festlegen, daB sie die
Bedingungen des Satzes von Schritt 5 erfiillen und

1 ’
/_'_1> Yu +1

w1l w'+1
ul+1>Y _fu’—l-lY ]

Zy'-}- 1= Xu,'T 1 %ust
ist.
Damit ist dieser InduktionsschluBl beendet, und es ist, wenn

d'u——*e‘u-{—]le;])—Fi‘, Di=e,+F., (1=2,3,...,20)

gesetzt wird, bewiesen:
Zu der Zahl n gibt es Zahlen
@ ganz, >0, By, ..., By, ganz, > 0;
d>0; 0<d,<D, (h=2,8,...,2)
von folgender Art: Fiir jede ganze Zahl Y > d,, fir
Z,=4Y+1
und je 2n — 1 ganze Zahlen Zs, Zs, . .., Zay, die den Ungleichungen®®)

26) Mit Riicksicht auf das Folgende sei d, so gro8, daff fir jedeis Y > d, stets
ganze Zahlen Z,, ..., Zy, vorhanden sind, die den Ungleichungen geniigen.



108 E. Kamke.

4,Y"<Z,<D,Y* (r=2,8,...,2n)

1 “
zyz—B—uZQ (r=1,2,...,2n).

AbschluB des Beweises: Das eben formulierte Ergebnis unter-
scheidet sich von dem hier zu beweisenden (Kernsatz in der Fassung von
S.9 mit 2x statt ) im wesentlichen nur noch durch die Einschrinkung

=1(mod 4). Von dieser Einschrinkung (und von dem Buchstaben Y')
soll das Resultat nun befreit werden.

Es sei Y, eine feste (etwa die kleinste) ganze Zahl, die >d, ist,
es sei

gendigen, 15t

Zy=4Y,4+1,
und es seien Z,o (=2, ..., 2n) irgendwelche (etwa die kleinsten) ganzen
Zahlen, die den Ungleichungen

a.Y§<Z,<D,Y§ (p=2,3,...,22)
geniigen. Dann ist
1
zw:?ﬂzg (n=1,2,..., 2n).
Nun sei {, eine beliebige ganze Zahl > 0, und es seien {,, {, .. ., {2n

ganze Zahlen, die den Ungleichungen

2 du+Du 442Dy .1
—- =2,3,...,
3.4 C ;u: 345 Cl (,u 3 2n>

geniigen. Es gibt dann eine ganze Zahl v, so dafl

,=14v(mod4), 0Zv<3
ist. Es werde

Zy={Lu—vZyo (p=1,...,2n)
gesetzt. Dann ist Z, =1(mod 4), also Y= 1(Z, —1) ganz und, wenn [,
geniigend grofl ist, > d,. Ferner ist fir u=2,...,2n

2du-+ Dy ru P
Zy> 344“ Cl—SD Yo;

also, da {, > Z,=4Y +1 ist,

2d,+ D
Z>—-

(4Y +1)"— 8D, ¥ > d, ¥"

fir alle hinreichend groBen Y oder, was auf dasselbe hmauslé‘m:ft, fiir alle
hinreichend groBen £,. Weiter ist

(Ziu'e"z.Du
Z, < 2=k WY o
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also, da ([, < Z, 4+ 8Z,,=4Y +14+12Y,+ 3 ist,
Z, < %(4Y+12Y0+4)”<Dﬂ17’”
fiir alle hinreichend groSen Y oder fiir alle groBen ¢,.
Es erfiilllen somit die hier festgelegten Zahlen Z,, ..., Z,, fir alle

hinreichend groflen (,, etwa {, >C (wobei C nur von n abhingt) die
Bedingungen des Ergebnisses von Schritt 6; daher ist

1
Zf‘:‘E;E: (r=1,2,...,20),
also o
1 1 “w 1 1 u
zﬂ=zﬂ+vzﬂo=§;2':+v~§;20+(3—v)FZOf‘:B—Z'M.
LPEST “

Damit ist der Kernsatz in seiner zweiten Fassung (S. 9) bewiesen

. 2du+ Dy du—+2Du

mlt2nstatty:,,N=4Q,A#:B‘m k:t:O: k.u= 3.4 "KA“: ‘84!"
l,= {u; und damit ist der Induktionsbeweis beendet.

2

II.
Zerfillung in Polynomwerte.

Der in der Einleitung (S. 2 oben) formulierte Satz iiber die Zerfallung
ganzer Zahlen in Polynomwerte (wobei zunichst das Polynom mit ganz-
zahligen Koeffizienten a, vorausgesetzt werde) wird nunmehr folgender-
mafBen bewiesen:

Nach dem Kernsatz (8. 5, es werde in diesem jedoch A1, statt der
durch 4 teilbaren Zahlen 7, und M statt N geschrieben) gibt es fiir je »
ganze Zahlen [ ,...,1 , die den Bedingungen

Al >4 4, A7 <l <J AT (v=2,3,...,20)

geniigen, simultane Zerfillungen der Zahlen A41,:

M
AL,=Da; (r=1,...,m).

%=1

Fiir die ersten # — 1 der Zahlen I, mogen nur die durch den héchsten
Koeffizienten g, des Polynoms teilbaren genommen werden. Dann ist,

wenn wieder [, ..., [,y statt %, ey l"—a:—’ geschrieben wird,

M
da,l,=D) 2 (r=1,...,m—1),
, =1
(1)

- M b
| A=Y=
%=1
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I, > —f;—n =1,
Al =i A e < L< T A ) =T
(2) (1":2: 3, "un—l)??)’
ir=i A" et <1, < J, A" Pag T =TI

Aus (1) folgt, wenn a, A = B gesetzt wird,

M
Ba,,l,,:E ) (»=1,...,n—1),
=1

M
Bl,=)a,x,
x=1
also
M
(3) B, +a, b +...+al)+May=f(z.).
x=1
Es gibt unabhiingig von den [, eine ganze Zahl M’'> 0, so da Bin
(M + M’)a, aufgeht. Da a,= f(0)ist, folgt aus (8), falls M + M'= N’
gesetzt wird, ’
‘ N'a, ol
B (ln+an—1ln—1+ ve _é_a’lll—I———B_o—) 22 f(x%)'
x=1

Es werde nun®®)
L=[J0]—1 (r=23,...,n—1)

gesetzt. Dann geniigen diese I, fiir jedes hinreichend groBe I, den Un-
gleichungen (2), und es ist

an—lln—1+" '+a111+1—v_3;_0=L(li)

eine ganze Zahl, die auBer von festen Zahlen, die durch das Polynom
gegeben sind, nur von J, abhingt, und es gibt eine ganze Zahl H >0,
so daB fir alle 7, .
1L@,)| < B

ist. Es ist damit bisher bewiesen:

Es gibt zu dem gegebenen Polynom Zahlen N’ ganz, > 0; B ganz,
>0; H>0; I,>0; 0<i<J von folgender Art: Zu jedem 1, >, gibt’
es eine ganze Zahl L= L(l,), so daB

Li<HE™

27) Fﬁr‘n-: 2 fallt diese Ungleichung fort.
%) Fiir n =2 fallt diese Bestimmung der I, natiirlich fort.
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ist, und daB fiir alle ganzen Zahlen I des Intervalls

(4) <, < JI
eine Darstellung
NI
(5) B(1,+ L(1) =2 f(z.)
%=1
besteht.

Daraus folgt aber der Satz. Denn es werde J' =1(4-+J) gesetzt
und, wenn { eine positive ganze Zahl bedeutet,

= [{‘/ﬂ T1.

Dann ist B
ll—_<—\/§7+1: l1>\/:7£‘n
also

J (-1 <Lt < I

Fiir jedes hinreichend groBe I, oder, was auf dasselbe hinausliuft, fiir
jedes hinreichend groBe { ist mit J, eine ganze Zahl L(l,) bestimmt, die
der Ungleichung

L) <HE™
geniigt, und es ist fiir alle hinreichend grofen I, mithin auch fir alle
hinreichend grofen ¢,

<, — 1) —HE ' <~ L)< B+ HE T <JIL

Die Zahl I, = ¢ — L(J,) geniigt also der Ungleichung (4), und daher
folgt aus (5) fiir alle hinreichend groBen [, etwa { = K, stets

N’
B{ =Z’f(x7)’
=1
also fiir alle ganzen Z > BK

-
z=f(w)+b (0<b< B).

=1
Daher gilt, wenn BK + B+ N '— N gesetzt wird, endlich fiir jedes
ganze Z > 0 eine Darstellung

N' ’ ’ ”n
zZ=>f(z.)+N" mit N 4N'<N.
=1
Damit ist der Satz fir ganze Koeffizienten bewiesen. Sind die
Koeffizienten @, jedoch rationale Zahlen, so sei ihr Hauptnenner @. Dann
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hat das Polynom a@-f(2) ganzzablige Koeffizienten, und fiir dieses gilt
daher bei beliebigem ganzem Z > 0 eine Darstellung

N!
aZ=_ af(z.)+N",

==

also auch

¥ 13
Zmé’f(xx)—{—%,

wobei %« eine ganze Zahl ist, da Z und die f(x.) ganz sind.
Hagen 1. W., 15. Juni 1920.

{Bingegangen am 16. 7. 1920.)



Mengen konvexer Korper, die einen gemeinsamen
Punkt enthalten.

Yon

Johann Radon in Hamburg.

Vor einigen Jahren wurde mir von dem Wiener Mathematiker
E. Helly?) der folgende Satz mitgeteilt:

Notwendig und “hinreichend dafiir, daf konvexe Korper des n-dimen-
sionalen Raumes in beliebiger Menge einen gemeinsamen Punkt besitzen,
ist, daf3 je n -1 Korper der Menge einen Punkt gemeinsam haben.

Die wesentliche Schwierigkeit beim Beweise dieses Satzes liegt in
seiner Bestitigung fiir konvexe Kérper in endlicher Anzahl. Da es mir
vor kurzem gelungen ist, diesen Punkt in sehr einfacher Weise zu erledi-
gen?®), so erlaube ich mir, den schonen Hellyschen Satz unter Darlegung
meines Beweises mitzuteilen.

Zunichst ist festzustellen, da8 unter einem konwvexen Korper des R,
eine beschrinkte, abgeschlossene und konvexe Punkimenge verstanden
werden soll (die nicht notwendig innere Punkte zu besitzen braucht).

Im Falle einer endlichen Anzahl ,konvexer Korper« geniigt, wie aus
dem Beweise hervorgehen wird, die Forderung der Konvewitdt allein.
Im Falle einer unendlichen Menge ist die Abgeschlossenheit der ,,konvexen
Kérper* wesentlich, dagegen geniigt es, wie wir sehen werden, die Be-
schrankiheit nur von einem der Korper zu fordern, um den Hellyschen

Satz zu sichern.
Wir beweisen zuerst den Hellyschen Satz fiir r Korper unter der

1) Seit 1915 in russischer Kriegsgefangensch:;fﬁ.
Zusatz bei der Korrektur. Herr Dr. E. Helly ist Mitte November 1920

nach Wien zuriickgekehrt; ein daraufhin erfolgter Briefwechsel mit dem Verfasser
hat ergeben, daB der seinerzeit von Herrn Helly gefundene Beweis von dem des

Verfassers wesentlich verschieden ist.
%) Ich habe diesen Beweis bei der 86. Versammlung deutscher Naturforscher

und Arzte in Nauheim vorgetragen.

Mathematische Annalen. 83, - 8
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Annahme, dal er fir » —1>n-1 Korper schon feststeht. Da fiir
n 1 Korper die Aussage des Satzes frivial ist, haben wir damit den
Beweis fiir jede endliche Menge erledigt.

Die Koordinaten eines Punktes x unseres R, seien z,,2,,...,%,,
unsere konvexen Korper mogen &, ..., &, heilen.

Nach Voraussetzung haben die Korper &,,..., &_;, 4. -.., &,
einen Punkt z® gemein (4 =1,2,...,r). Wir setzen die linearen Glei-
chungen an:

7
> e =0 (k=1,2,...,n)
=1

r
i =o.
=1

Weil r > n 4 1, 148t sich ein reelles Losungssystem 4,, ..., 1, finden,
das nicht aus lauter Nullen besteht. Wir bezeichnen die Indizes jener 1,
die > 0 sind, mit «, die der iibrigen mit § und setzen i, = u, ig= — ps.
Dann sind die p; > 0 und verschwinden nicht samtlich. Das System (1)
188t sich dann schreiben:

2/““”“ 2:“5 ®
Zﬂa 2/‘ﬂ(>0>

2/"’0& [£5] 2 up m(k)
2 Mo 2 Mp

a

1)

(2)

Wir setzen nun:

=&

Der so definierte Punkt & erschemt auf zweilerlei Art als Schwer-
punkt nicht negativer Massen, die einmal in den Punkten 2@, dann in
den Punkten x® angebracht sind. Nun gehért jedes z@ sicher allen &
an, wegen der Konvexitit der Mengen & gehért also auch £ zu allen &.
Ebenso sieht man, daf £ allen &, angehort, m. a. W & ist allen ®; ge-
mein, womit der Beweis beendet ist.

Um nun zu unendlichen Mengen iberzugehen, behandeln wir, zuerst
den Fall einer abzihlbaren Menge &,, ®,,... (die & sind nunmehr ab-
geschlossen und beschrinkt vorauszusetzen). Nach dem eben Bewiesenen
ist unter den Voraussetzungen des Hellyschen Satzes der Durchschnitt
N, =R, ... &, nicht leer. Die A, sind also abgeschlossene, beschrinkte,
nicht leere Mengen, deren jede in der vorausgehenden enthalten ist, haben
also einen Punkt gemein, der .dann in allen 8, vorkommt.
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Liegt endlich eine beliebige Menge {®} konvexer Kérper vor, so be-
zeichne R,, B,, ... die abzihlbare Menge der konvexen Polyeder mit ra-
tionalen Ecken. Ferner verwenden wir das Blaschkesche ,,Nachbarschafts-
maB“ N (&,, &) zweier konvexer Korper®). Es erfiillt die Entfernungs-
axiome eines ,,metrischen Raumes* (Hausdorff*)), wie schon daraus folgt,
daB es mit Hausdorfis Entfernungsbegriff fiir abgeschlossene Punktmengen?)
identisch ist.

Wir gehen nun die §,, B,,... der Reihe nach durch und wéhlen
unter allen Korpern der Menge {®}, fiir welche N (f;, &) < % ist, einen
bestimmten ®; , aus, falls es iberhaupt solche gibt. Man sieht sofort,
daB die ®; , eine abzihlbare Teilmenge von {®} bilden, die wir mit
&7, S'%: , ... bezeichnen.

Nach dem frither Bewiesenen haben die §, sicher einen Punkt & ge-
mein, sobald {®} das Hellysche Kriterium erfiillt. Sei nun & ein belie-
biges Element von {®}. Wir kénnen & durch eine Folge %, PBrgs o+ +
so approximieren, dafl

; 1
N, Bu) <7

Folglich existiert &, ;= @Z und nach dem Dreiecksaxiom der me-
trischen Riume gilt:

N(RE 8) < N (R, 10 )+ N (B R) < 7

Die Entfernung des Punktes z von § ist daher auch < %, und weil
i beliebig groB genommen werden kann, folgt, daf jeder Korper & den
Punkt z enthilt. Damit ist der Beweis des Hellyschen Satzes erbracht.

Will man die Forderung der Beschrinktheit bloB an einen Korper !,
von {®} stellen, so braucht man von vornherein blof die Menge {8}
zu betrachten und befindet sich in dem eben erledigten Falle.

3) W. Blaschke, Kreis und Kugel, Leipzig 1916, S. 60.
%) Grundziige der Mengenlehre, Leipzig 1914, S. 211.
%) Ebenda, S. 293.

(EBingegangen am 19. 10. 1920.)
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Uber die singuliren Randpunkte eines konvexen
Korpers®).
Von :

K. Reidemeister in Hamburg.

® sei ein konvexer Korper mit der Oberfliche %, B eine Kugel mit
dem Mittelpunkt P, und mit der Oberfliche £, welche & im Innern
enthilt, und jedem Punkte P von R sei umkehrbar eindeutig ein Punkt =
von O durch Projektion von P, aus, der im Innern von & liege, zugeordnet.
Dann ist das Lebesquesche Mafy der Punktmenge | in O, welche alle
und nur die Punkte n, und =, enthdlt, die Bildpunkie von Kanien-
punkten P, und Eckpunkten P, sind, gleich null.

Zunichst seien folgende Zeichen eingefithrt: Die einem jeden Kanten-
punkt P, zugeordnete ausgezeichnete Gerade, welche allen Stiitzebenen
durch P, gemeinsam ist, heie g,. Der Winkel der Extremalstiitzebenen
durch P,, welche §& enthilt, heilt «,. Die abzihlbar vielen Geraden
durch einen Eckpunkt P,, welche simtliche Kantenpunkte aus der Ober-

fliche des Projektionsraumes von P, enthalten, mogen mit g,,, g,q, - -
die bzw. zu diesen Geraden gehérigen Winkel der Extremalstiitzebenen mit
&y, &, ... bezeichnet werden. Es gibt nur endlich viele «,, < &, < 180°
Der Beweis beruht im wesentlichen auf den beiden folgenden Sitzen:
1. Konvergiert die Punktfolge P, P,,... gegen P und ist a,,a,,.
eine Folge von Stiitzebenen von P, P, usw., so sind die Hdufungselemente
der Folge a,, a,, ... Stitzebenen durch P, und zwar solche, die minde-

stens eine Gerade mit dem Projektionsraummantel von P gemeinsam haben.

2. Ist P,, P,, ... eine Folge gegen P konvergierender Punkte, deren
Projektionsriume je mindestens eine g, oder g,, enthalten, sind diesen
Geraden g¢,, ¢,,... bzw. die Winkel «,,«,,... zugeordnet und bleibt

1y Uber die Nomenklatur vgl. Minkowski, ,Zur Theorie der konvexen Kérper”
{§ 18—15), Ges. Werke 2, 8. 161—170. Vgl. ferner W. Blaschke, ,Kreis und Kugel®
1916, S. 82.
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stets «, < ¢y, 50 muB auch P mindestens eine g9, (oder g,.) besitzen,
der ein Winkel « <, zugeordnet ist und die Haufungselement der
Menge g,, g, ... tst.

Der erste Satz leuchtet unmittelbar ein, der zweite 148t sich leicht
aus dem ersten folgern.

Sei nunmehr §, die Menge derjenigen Punkte in £, welche Bild-
punkte von solchen P, und P, sind, die mindestens eine g, baw. gen mit
den zugeordneten Winkeln «, bzw. «, besitzen derart, daB o <
e <@, < 180° ist. Nach Satz 2 ist f, abgeschlossen. Sei #, das Blld
eines P, und y, der Hauptkreis durch =, der durch die durch P, und %
gehende Ebene auf O ausgeschnitten wird. Seien 8, und f; zwei weitere
Hauptkreise durch e welche mit y, den spitzen Winkel ¢ bilden. Der
Winkelraum (B,, fr), der 7, enthdlt, heifle kaeh:aum(l) der komple-
mentére Winkelraum (2). Dann kann ich zu jedem ¢ ein gréBtes g, so
bestimmen, da8 innerhalb der mit dem Radius g, um 7z, geschlagenen
Kugel alle Punkte von §, innerhalb des Winkelraumes (1) liegen. Denn

angenommen, es gibe in (2) eine Folge P,, P,.... aus {,, die gegen P,
konvergierte, so miiiten sich ¢,, g,, ... nach Satz 2 gegen g, hiufen und
die Extremalstiitzebenen von P, P,,... wirden zu Hiufungselementen

solche Ebenen durch g, besitzen, die innere Punkte von & enthalten.
Analog bestimme ich zu jedem =, ein o,. An Stelle des einen Winkel-
raumes (1) treten fiir 7, endlich viele Winkelriume. Nun sei zu einem
festen ¢ fiir jeden Punkt von j, ein solches o, bzw. o, bestimmt; da die
Menge {, abgeschlossen und die g, bzw. o, stetige Funktionen der 7, bzw.
m, sind, gibt es einen kleinsten Radius 6 unter ihmen. Jedem Punkt 7,
und z, werde als Umgebung das innerhalb der Kugel mit dem Radius &
um g7, (7,) liegende Gebiet von © zugeordnet. Dann reichen endlich viele
dieser Gebiete aus, um {, zu iberdecken. Ist z, und n, Mittelpunkt eines
solchen Gebietes, so kdnnen wir die endlich vielen Umgebungen stets so
ausgewahlt denken, daf die Entfernung @ 7z, > 6 ist. Mithin haben die
um dieselben endlich vielen Mittelpunkte der zur Uberdeckung von {, be-
benutzten Gebiete mit dem Radius + geschlagenen Kugeln keine inneren

Punkte gemeinsam, so daf sich die Unglelchung
#(o)n-n(8) <ank’ n-s*<igh

ergibt, wo R der Radius der Kugel B, n die Anzahl der zur Uberdeckung

von §, benutzten Gebiete und #(8) eine Funktion von & ist, fiir die

?m&(é) =1 und 9(6) >0, wenn é < 2R, gilt.

=0 . .
Nun schneiden wir aus jeder Umgebung diejenigen Winkelrdume

heraus, welche sicher keine Punkte von {, erhalten. Dadurch erhalten
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wir ein {, iiberdeckendes Gebiet von dem Inhalte n-%-8° < 41)-%, wo
7 nur von ¢ abhingt und mit ¢ unendlich klein wird. Mithin ist das
Inhaltsmal von {, gleich null.

Folglich ist das Lebesguesche Maf von { gleich null. Denn ist
¢, < d, <...eine Folge von Zahlen, welche gegen 180 konvergiert, und
«, <180, so kann ich jedem «, ein f, zuordnen, dessen InhaltsmaB
gleich null ist.

Verstehe ich unter j, die abzadhlbar vielen z,, fiir die der Projek-
tionsraum von P, keine Kantenpunkte als Randpunkte enthilt, und unter
{§, —f{,-1) die Punkte, welche in j,, aber nicht in f{,_, enthalten sind,
soist f=f, -+, +(,—7§,)+..., womit die Behauptung bewiesen ist.

Der in ,,Kreis und Kugel“?) angedeutete Beweis beruht auf der Tat-
sache, dafl die partielle Abteilung g}{ einer konvexen Funktion f(z, y)
stetig als Funktion von z und y ist, sobald sie es als Funktion von z
allein ist — was sich aus denselben Uberlegungen, die zu Satz 2 dieser
Note fiihrten, ergibt — wund erfolgt dann sehr kurz unter Benutzung
eines Satzes von Fubini.

Daneben verdient der hier gegebene Beweis Beachtung nicht nur,
weil er mit elementaren Hilfsmitteln auskommt, sondern weil sich aus
ihm auch sofort noch folgendes ergibt:

Ist ¢ eine stetige Folge von Kantenpunkten, so besitzt ¢ stetige Tan-
genten; die g, eines P, ist Tangente an die hochstens abzdhlbar vielen
Kurven ¢, welche durch P, hindurchgehen.

?) Siehe Anm. ).

(Eingegangen am 9. 11. 1920.)



Uber de la Vallée Poussins Ober- und Unterfunktionen
einfacher Integrale und die Integraldefinition von Perron®).

Von

Heinrich Hake in Diisseldorf.

Bei einer im Intervall ¢a, b) stetigen Fanktion f(x) ist F (¢) = [ f(¢) d¢

Stammfunktion von f(z) insofern, als F'(z)= f(z) in (a, b) ausnahms-
los gilt. Doch nicht bei jeder nach Riemann integrablen Funktion, ge-
schweige denn bei jeder (nach Lebesgue) summierbaren, ist F(z) auch
nur in dem Sinne Stammfunktion von f(z), daB f(z)=DUF(x)? fir
das Definitionsintervall durchweg zu erreichen wire mit einem speziellen
unter den Werten, welche der betreffenden Stelle durch Derivation des
F (x) zugeordnet werden konnen. Wohl aber hat C. de la Vallée Poussin
gezeigt%): Ist f(x) summierbar iiber das Intervall (a, b), so gibt es
totalstetige **) Funktionen F, (z) und F,(z), die F (x) mit vorgeschriebener
Genauigkeit gleichmiBig approximieren; dabei sind alle Derivierten von F, (x)
grofer als f(x) an denjenigen Stellen, an welchen f(z) nicht positiv
unendlich ist; die Derivierten von F,(z) sind kleiner als f(z), wo f(x)
nicht negativ unendlich ist.

In Analogie zu diesem Ergebms, aber unabhingig von einem vorher
festgelegten Integralbegriff fithre ich in § 1 ,,Ober- und Unterfunktionen

) Die vorliegende Darstellung ist ein Auszug aus einer Arbeit, zu der ich von
Herrn Prof. H. Hahn veranlaBt wurde, und die von der Philosophischen Fakultit der
Universitit Bonn als Dissertation angenommen ist.

%) Zur Bezeichnung der Derivierten emer Funktion setzen wir vor das Funktions-
zeichen als Operatoren D, D+, D, oder D%, je nachdem von den Derivierten an
der betrachteten Stelle eine vollig Wﬂlkurhehe, eine beliebige rechtsseitige, die rechts-
seitige untere oder die rechtsseitige obere gemeint ist.

3) C. de la Vallée Poussin, Intégrales de Lebesgue. Fonctions d’ensemble. Classes

de Baire (Paris 1916), S. 74 .
%) Uber diesen Begriff vgl. etwa H. Hahn, Theorie der reellen Funktionen 1,

8. 523.
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m einer Funktion f(z)* ein und benutze umgekehrt — in Verallgemeine-
rung einer Definition von O. Perron*) — diese ,»adjungierten Funktionen *
zu einer Integraldefinition S. Ein Spezialfall 8% der Definition S erweist
sich als dquivalent mit dem Begriff der Summierbarkeit. Die allgemeine
Definition S dagegen beherrscht unmittelbar auch Funktionen, die nicht
summierbar sind, bei denen vielmehr erst ,,umeigentliche Integrale de-
finiert werden durch Verbindung besonderer konvergenter Prozesse mit
denen der Lebesgueschen Integration. Nach Dini®), Harnack®), Denjoy?)
sind die Methoden benannt, durch die uneigentliche Integrale der Typen
DiL, HaL, DeL definiert werden. DaB jJede Funktion, der im Sinne
einer dieser drei Integraldefinitionen ein Integralwert zukommt, auch
integrabel ist im Sinne der Definition §, wird in den §§ 2, 3, 4 bewiesen.
Dies Ergebnis kann, weil Integrale Di L und Ha L spezielle Integrale DelL
sind, zusammenfassend als Unterordnung der Integrale DelL wunier die
Definition S bezeichnet werden. Offen bleibt die Frage, ob vielleicht
auch umgehrt jede S-integrable Funktion integrabel ist im Sinne der
Definition DeL.

§1.

Eine Oberfunktion O(z) einer im Intervall (a, b) definierten Funk-
tion f(z) wird charakterisiert durch die folgenden Bedingungen:

(Ia) O(z) ist stetig in <a, b).
(I1a) D_O(z)= — cc gilt in <a, b) ausnahmslos.
(Illa) D,O(z)=f(x) gilt in <a,b) bis auf eine (von O(z) ab-
héingige) Menge vom MaBe Null.
(IVa) O(a)=0 ist der Anfangswert der Funktion 0(z).

Bei den Forderungen, die eine Unterfunktion U(z) zu f() charak-
terisieren, heiBt es unter (IIb) DU(z)=4+oco und unter (ILIb)
D*U(2) < (). '

4) Q. Perron, Heidelberger Ber., Math.-nat. K1 Abt. A (1914), 14. Abh. — Auf
H. Bauer, Monatsh. f. Math. u. Phys. 26 (1915), S.158, wurde ich erst wihrend des
Druckes anfmerksam. ’

) U. Dini, Grundlagen fiir eine Theorie einer veranderlichen reellen GréBe
(deutsch von J. Liiroth und A. Schepp, Leipzig 1892), S. 404. — A. Schoenflies, Die
Entwickelung der Lehre von den Punktmannigfaltigkeiten. 1.T. (Leipzig 1900), S.184.

%) A. Harnack, Math. Ann. 24 (1880), 8.220. — C. Jordan, Cours d’analyse
(2.Aufl) 2 (Paris 1894), 8. 50. — E. H. Moore, Trans. Amer. Math. Soc. 2 (1901), S.296.

?) A. Denjoy, C. R. 154 (1912), 8. 859. — Neuerdings hat Denjoy sich sehr ein-
gehend mit diesem Gegenstande befaBt (Journ. de math. (7) 1 (1915), S.105; Bull.
soc. math. 48 (1915), 8.161; Ann. Fe. Norm. (3) 33 (1916), 8.127. Doch waren mir
die Arbeiten zur Zeit der Fertigstellung dieser Abhandlung unzuginglich.
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Ober- und Unterfunktionen werden mit gemeinsamem Namen als
adjungierte Funktionen (zu f(x) in (@, b)) bezeichnet.

f(z) heilt integrabel (im Sinne der Definition) S im Intervall ¢a, b),
wenn zu beliebig vorgegebenem ¢ (> 0) eine Oberfunktion O () und eine
Unterfunktion U(z) der Art existieren, daf ihre Endwerte der Ein-
schlieBung

(V) 0L0()—UB)<e
geniigen. — Wir werden sehen, daf aus dieser Bedingung der Endwerte
fiir das ganze Intervall (a, b) folgt:

0L0(z)—U(z)<e.

Diese Integraldefinition rechtfertigen wir durch den Nachweis, daf
ihre Bedingungen im Intervall (@, b) ecindeutig eine Funktion S(z), die
Integralfunktion, bestimmen, die wir auch mit S;(f) bezeichnen.

Nach (II) gilt in (a, b) fiir irgendwelche rechtsseitigen Derivierten
adjungierter Funktionen D+ O () == — oo und D+ U (x) = -+ oo ausnahms-
los. Gleichzeitige Derivierte zweier Funktionen O(x), U(x) sind also nie
von gleichem Vorzeichen unendlich; iiber geeignet gewshlte solcher Deri-
vierten D+ O(z), D+ U (x) aber kann man schliefen:

1) {D+{O(x)—U(x)}=D+O(a:)——D+U(x)
t >D,.0(x)—D"U(x).
Aus der mit (III) gegebenen EinschlieBung
D O()=f(x)2 D" Ulz),

in (@, b) giiltig bis auf eine Menge % vom MaBe Null, ergibt sich

(2) D.O(z)—D"U(z) =0
in demselben Umfange; wegen (IT) gilt D, O (z) — D" U(z) > — co aus-
nahmslos. Aus (1) und (2) ist
(3) D{0(x)— U#)} 2 0
fiir das Intervall (@, b) unmittelbar bis auf die Menge' % zu folgern.
Damit ®) aber ist, weil % das MaB Null hat, die ausnahmslose Giiltigkeit
von (8) gegeben. Die Differenz zwischen einer beliebigen Oberfunktion
und einer beliebigen Unterfunktion wdchst also monoton im Definitions-

intervall. Diese Bemerkung zusammen mit der Bedingung (IV) der An-
fangswerte ergibt fiir ganz <a, b) die EinschlieBung

(4) 0<0(x)—U(x) L0(d)—U(d);

%) Vgl. C. de la Vallée Poussin, Cours d’analyse infinitésimale 1° (Louvain 1909),
S. 80.
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die untere Abschitzung fiir sich besagt, daB eine Oberfunktion nie eine
Unterfunktion untertrifft: O (z) = U(x).

Nach (4) besagt die Integrabilititsbedingung (V): Zu beliebigem
positiven & existiert ein Paar adjungierter Funktionen, das der Ein-
schlieBung
(5) 0L0(2)—Uz)<e
gleichmiBig in ganz (a,b) geniigt. Damit ist die Ewistenz einer und
nur einer , Schnittfunkiion® 8 () gegeben, die mit jeder Ober- und jeder
Unterfunktion der EinschlieBung
(6) O(z) = 8(z)2U(2)

geniigt.

€ «vs &> ... Sei eine gegen Null konvergierende Folge positiver
Zahlen. Ist f(z) integrabel S, so kann man dieser Zahlenfolge je eine
Folge von Ober- und Unterfunktionen

(7) O(z), Ul) (k=1,2,...)
so zugeordnet denken, dafl '
(8) 0,(b) — Uy (b) < &,

und damit nach (5) und (6) auch

9 {OgOk(x)—S(a:) <&

(9) 0< 8(z) —Uy(z) <&

in ganz (a,b) gilt. Die Folge der 0,(%) konvergiert also in (a, b)
gleichmiBig gegen S(z) von oben, die der U,(z) ebenso von unten. Ver-
mége der gleichmiBigen Konvergenz iibertrigh sich die Stetigkeit der
adjungierten Funktionen unmittelbar auf die Grenzfunktion: Die Integral-
funktion einer S-integrablen Funktion st stetig im Definitionsintervall.

Da jede Differenz O (%) — U, (x) (in dieser bedeutet O(z) eine be-
liebig fixierte Oberfunktion und U, (%) eine in der Folge der Unterfunk-
tionen aus (7) variable Unterfunktion) monoton wichst im Intervall (a, b),
so wichst ebenfalls monoton die Differenz O (z) — 8 () = O(z) —~klim U, ().

> ®
Das gleiche gilt von der Differenz zwischen der Integralfunktion und einer
beliebigen Unterfunktion.

Wir spezialisieren die Integraldefinition S dadurch zur Definition 8™,
daB wir die oben aufgefiihrten charakteristischen Bedingungen der Funk-
tionen O(x) und U (x) durch engere ersetzen.

Oberjunktion im engeren Sinne soll eine Funktion O¥(z) heilen,
wenn sie folgenden Bedingungen geniigt:
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(I*a) O*(x) ist totalstetig in (a, b).
(I1*a) D, 0*(2)+ —oo
(IIT*a) D, 0% ()2 f(x)

(IV*a) 0*(a)=0 ist der Anfangswert der Funktion 0* ().

In den fiir eine Unterfunkiion U*(x) (zu f(x) in (a, b)) charak-
teristischen Bedingungen heiBt es dagegen unter (II*b) DV U™ (z) + + o
und unter (III*b) DY U*(z) < f(z).

Ist f(2) integrabel im Sinne der Definition 8* — die Bedingung (V)
bleibt ungesindert —, so ist die Integralfunktion S™(z) nicht nur stetig
wie die Funktion 8 (z) im allgemeinen Falle, sondern fotalstetig wie die
speziellen adjungierten Funktionen der Definition 8%,

Fiir den Beweis denke man sich in (@, b) eine endliche Menge von
paarweis fremden Teilintervallen <c,,d,) (m=1, ..., M) in solcher
Bezeichnung, da8 ¢, < d,, gilt bei jedem einzelnen m und ¢, < ¢y, Wenn
m’ < m” ist. Fiir ein beliebiges Paar adjungierter Funktionen schlieBt
man (ohne zunichst die Teilintervalle einer weiteren Beschrinkung zu
unterwerfen )

} gelten in (a, b) ausnahmslos.

M
0 < 3{(0%(d,) — 8*(d,)) — (0%(¢,) — 8*(e,))}

m=1

(10) .
< 3{(0*@,) —U*d,)) — (0%(e,) —U*(e,))}

m=1
Weil nun aber 0% (z) — U * (z) als Differenz totalstetiger Funktionen total-
stetig ist, kann man bei beliebig vorgegebenem 7 (> 0)

M .
ay 0L (0%, —U*d,) — (0%(c,) = U (e,)} <7

m=1
immer dadurch erreichen, daB man die Gesamtlinge der Teilintervalle

M
passend beschrinkt: 2 (d,, — ¢,,) < 0(n). Durch diese Beschriinkung .ist

m=1

dann nach (10) gleichzeitig
M
(12)  0< 3{(0%(d,) —8%(d) — (0% (e,) — 87 (e))} <7
m=1
gesichert. Es ist also 0*(x) — 8¥(x) totalstetig, und somit auch

§* () = 0*(z) — {0 (2) — §* (@)}

Daraus, daf die Integralfunktion einer 8*-integrablen Funktion total-
stetig ist, werden wir schlieBen: Hine Funkiion f (%), die in {a,Db)
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integrabel ist im Sinne der Definition 8%, ist auch summierbar iiber
(@, by, und zwar bestimmt die Definition S dieselbe Integralfunktion
wie die Lebesgquesche Defzmtwn

Es seien niamlich 0, (z) und U, (2) (n=1,2,...) zwel Folgen
spezmller Ober- bzw. Unterfunktionen der Art, dafl sowohl die O, (b) wie
die U, (b) gegen S*(b) konvergieren. Da nicht nur jedes Oy () und
jedes U, (z), sondern auch 8*(z) in (a, b) totalstetig ist und mithin,
nach einem bekannten Satze von Lebesgue, iiberall in (a, b), abgesehen
von einer Menge des MaBes Null, eine eindeutige, endliche Derivierte
besitzt, so gibt es in diesem Intervall eine Teilmenge B, auf der alle
genannten Funktionen eine eindeutige, endliche Derivierte besitzen, und
deren Komplement (in bezug suf (a, b)) das MaB Null hat. Auf %
ist (ITII*) in der Form

(18) 0. ()2 f(z) 2 Ux ()
zu schreiben; aus
07 (a”) — OF (&) = 8*(2") — 8*(2') 2 U (2") — Ux (a')

(a2 L2”"<h)
folgt ebendort

(14) 0 (2) = 8% (2) = U (2).

Definiert man ferner auf der Menge P eine Funktion ¢ (x) a,ls untere
Schranke der O,(z) und ein y(z) als obere Schranke der U (), so
gelten ‘auch fiir diese auf P meBbaren Funktionen die Einschliefungen

o@)=Fl@) ()
(15) { ¢ (@)= 8 (2) = v ().

In der Menge B charakterisieren wir eine Teilmenge :t = R (¢) durch die
Bedingung

(16) plz)—yp(@)=e0,

in der o eine beliehige positive Zahl bedeutet. Dieses 3 ist enthalten
in jeder Teilmenge R, (n=1,2,...) von P, die durch

(17) , 03 (2)—Ux'(x) 2 e
charakterisiert ist. Fiir die Folge der R, gilt nun lim m(?R )=10. (Wire

namlich, bei irgend einem posltwen o, m(N,) = > o fur unendlich viele v,
so wire fiir diese auch O, (b) — U,* (6}29 -0, entgegen der vorausge-
setzten Konvergenz der 0F(b) und Uy (b) gegen S*(b).) Wenn aber
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limm(R,) = 0 ist, hat R (o) das MaB Null. Weil das positive o beliebig

7 —>®

klein gewihlt werden kann, gilt auch

(18) P (z) =y ()
bis auf eine Teilmenge £ von R, die das MaB Null hat. Damit ist
(19) fle)=8%(x)

in <@, by bis auf O 4 O, eine Menge vom MaBe Null, bewiesen; es gilt
daher

(20) 8% (z) — f £(8)dt.

im Sinne einer Integration nach Lebesgue.

In dem Nachweis, daB die Integraldefinition S* und der Begriff der
Summierbarkeit dquivalent sind, bleibt noch zu zeigen: Ist f(x) summier-
bar diber das Intervall <a, b), so ist f(x) dort auch integrabel im Sinne

der Definition 8%, und es ist wieder [ f(t)dt— 8*(z).

Diese Behauptung ist bewiesen, wenn wir zwei Folgen von Funktionen
Oy (), UxF(x) angeben kénnen, deren Elemente einzeln zu f(x) (im

engeren Sinne) adjungiert sind, und die als Folgen gegen F(z)= [ 7(t)d¢
a

konvergieren. Das Gewiinschte leisten nun gerade die Funktionen, welche
C. de la Vallée Poussin als ,, Majoranten und Minoranten zu unbestimmien
Integralen eingefiihrt hat; wir haben nur die allgemeine Konstruktion
von de la Vallée Poussin?®) fiir den eindimensionalen Fall zu spezialisieren:

F(x) hat in (a, b) eine eindeutige, endliche und mit f(x) iiberein-
stimmende Derivierte bis auf eine Menge vom MaBe Null; die (in diesem
Sinne) singulire Teilmenge des Intervalls werde mit & bezeichnet. {o,}
sel eine absteigend gegen Null konvergierende Folge positiver Zahlen;
ihre Reihe sei konvergent, ¢ der Summenwert. Der Folge der o, wird
zugeordnet gedacht eine ineinandergeschachtelte Folge offener, & ein-
schliefender Mengen €, von der Beschaffenheit, da8

(21) m(€,) <o, Cf{f(t)idt<—;~a,.

ist. Mit diesen Mengen @&, definieren wir die Funktionen

) Vgl C. de la Vallée Poussin, Intégrales etc., S, 75, wo die folgenden Angaben
-ausgefiihrt und begriindet sind.
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@, (z) =m(a, z)-E,) %)
H ()= { Jr@)ide
(22) (=)= 6(=) (0<6(z) < }o0)
H(x):jﬂ,,(x) (0L H(x) < }0).

Die zwei Funktionenfolgen
O (&) =F(2) + 3 {(z — a) + &(a) + H ()}
(28) . (=1,2...)
Un(z)=F(2) -, {(z — a) + G(a)+ H(2)}
sind dann von der verlangten Art. Insbesondere ist jedes O, (x) wie
jedes Uy (x) totalstetig. Ferner gilt fiir beliebige Derivierte auf &

(24) DO} (x) =+, DU¥z)= —o0,

auf der Komplementsirmenge von & aber

(25) DO (z)>f(z), DU.(s)<f().
§ 2.

Eine im Intervall (a, b) definierte Funktion f(x) heillt summierbar
an der Stelle r, wenn ein Teilintervall (»/, »”) existiert, zu dessen inneren
Punkten r gehdrt, und iiber das f(z) summierbar ist. Eine Stelle, an
der f(z) nicht summierbar ist, heiBt singuldr. Die Menge der singuldren
Stellen wird mit © bezeichnet, ihre Komplementirmenge in bezug auf
{(a, by mit R. Die Menge & ist ihrem Begriffe nach abgeschlossen.
N besteht daher aus einer abzihlbaren Menge von offenen ,komplemen-
tdren‘ Intervallen; iiber jedes Intervall, das ganz im Innern eines kom-
plementéren liegt, ist f(z).summierbar.

Bei dem DiL-Prozef'') wird die singulire Menge & als abzdhlbar
vorausgesetzt. Damit existiert eine Ordinalzahl » der Art, dal die Ab-

1) m ({a, x) - &) bezeichnet das MaB des Durchschnitts vom Intervall (a, z)
mit der Menge G,.
11y In § 4 wird derselbe Proze8 unter allgemeineren Voraussetzungen angewandt.
Wir kénnen uns dort kurz fassen, wenn wir schon hier beachten, wie in die Be-
dingungen des Integralbegrifis DiL von der Summierbarkeit nicht mehr eingeht als
die Tatsache, daB eine fiber (a,b) summierbare Funktion f(z) eine stetige Integral-
x

funktion [ f(¢) d¢ bestimmt. — Die gleiche Bemerkung gilt fiir den Harnackschen

a
Prozef, der in § 3 zu einer unmittelbaren Erweiterung des Begrifis der Summierbar-
keit dient und in § 4 wieder unter allgemeineren Voraussetzungen angewandt wird.

*
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leitung & leer ist. Bedeutet G die erste verschwindende Ableitung
so ist » nicht Limeszahl; es gibt eine Ableitung @Y, und diese bestehi?
aus endlich vielen Punkten.

Hierauf beruht die Definition der Inmtegrale DiL durch transfinite
Induktion. Ein DiL-Integral iiber ein Intervall @y, b,), das frei ist von
Punkten aus &, ist nichts anderes als ein Lebesguesches. Fiir ein
Intervall (a,, b,), in dem & mit einem o <7< » verschwindet, wird
die Definition des Integrals als gegeben angenommen (Voraussetzung des
Induktionsschlusses). Fiir den SchluB auf v denke man sich ein Inter-
vall (@, b,), in dem G, aber kein & (6 < 7) leer ist. Von &¢~7
enthalte das Intervall die Punkte s; (4=1,...,J ) im Innern; die
Intervallendpunkte gehéren méglicherweise auch zu G~

(1> az=80<81<...<8.,<8‘]+1=bt_

Bedingung fiir die Existenz von DiLJ(f) ist dann dies:
1. In jedem Intervall <z;, z;.,), das ganz im Innern von $8;, 81>
liegt, existiert DiLZi+1(f) als endlicher Wert.
2. Zu jedem Intervall ¢s;, s;,, ) gehért ein eindeutig bestimmter end-
licher Grenzwert
DiLg+(f)= lim  DiL3+(f).
z > 8+0

Ty 840

Der Wert des Integrals iiber (a,, b,) wird definiert durch

J
(@) DiLi:(f) = ) DiLi+(f).
i=0

Mit DiL}(f) existiert auch DiL;(f) fir jedes x in (a,b), und
zwar ist die Indegralfunktion
(3) F(z) = DiLy(f)
stettg in ihrem Definitionsintervall.

Gegenstand dieses Paragraphen ist nun der Beweis des Satzes:

Eine Funktion f(z), fir die DiLZ(f) existiert, ist auch integrabel
im Sinne der Definition S, und beide Definitionen bestimmen dieselbe
Integralfunkiion.

Der Beweis, ist erbracht, wenn man einer Funktion f(z), fiirx die
DiL}(f) existiert, bei beliebig vorgegebenem & (> 0) ein Paar von Funk-
tionen O(z), U(z) so zuordnen kann, daB diese alle Eigenschaften einer

Ober- baw. Unierfunktion besitzen, und daB sie die Integralfunktion F(z),
in {a, b) approximieren, wie es durch die EinschlieBungen
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0<0(2)— Flz) < 5

(4)

[ 0L F(2)— Ulz) < 5
beschrieben wird. Ein O(z) der verlangten Art ist mit F(z) 4 Z(z) ge-
funden, wenn die Zusatzfunktion Z(x) den folgenden Forderungen geniigt:
Z (=) ist stetig in (a, b), hat den Anfangswert Null: Z(a)=0, wichst
monoton: D _Z(x) > 0, bleibt mit seinem Endwert unter der Schranke %:
Z(b)< % und bewirkt in der Summe O(z)= F(x)-+ Z(z) ausnahmslose
Giiltigkeit von D, O(x) =4 — co und Giltigkeit von D, O(z) > f(x) bis
auf die Menge ©. Der Ewistenzbeweis fiir etn Z(x) mit diesen Eigen-
schaften aber verlduft — der Integraldefinition entsprechend — in trans-
finiter Indukiion. .

Wie fiir ein singularititenfreies Intervall {a,, b,) eine geeignete
Zusatzfunktion zu gewinnen ist, wurde in § 1 angegeben?). Fiir e
Intervall {as, b,y wird vorausgesetzt: Ist F,(x)= DiL; (f) und & (> 0)
eine im iibrigen beliebig vorgegebene Zahl, so existiert eine stetige Zusatz-
funktion Z,(z), die selbst die folgenden Eigenschaften hat

(5) Z,(a,)=0, D, Z(2)=0, Zi(b)<%

und in der Summe O,(%)= F,(x)+ Z,(x) ausnahmslose Giiltigkeit von
(6) D, O,(2)+ —

sichert, wihrend

(7) D, 0,(z) = f(=)

bis auf diejenigen Stellen aus (@, b) gilt, die zu & gehéren. Der Schlupf
auf © besteht in der Konstrukiion einer Funktion Z.(x), die als Zusatz-
funktion von F,(z)= DiL; (f) im Intervall <a., b,) leistet, was von Z,(x)
fiir ¢a,, b,) vorausgesetzt wird.

Um diese Voraussetzungen fiir die Konstruktion von Z,(z) in
{8¢» 8:+1) =<, b;) in durehsichtiger Darstellung ausnutzen zu kénnen,
legen wir in jedes Intervall (s;, s, zwei Folgen wvon Teilpunkien
a, b (rn=0,1,2,...), deren Elemente folgendermafien definiert sind:

12) Was hier durch die Beziehung auf § 1 gewonnen wird, das ist fiir die ent-
~sprechenden Uberlegungen des § 4, mit denen im Existenzbeweise fiir adjungierte
Funktionen der Schlufi auf y vollzogen wird, durch die Voraussetzungen dieses
Schlusses .gegeben; mit dem Unterschiede freilich, daBl an die Stelle der hier noch
ausnahmslos giiltigen Abschitzung D, 0,(z)>f(x) dort eine solche tritt, die von
- vornherein nur bis auf eine Menge vom MaBe Null gesichert ist.
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W B — = H(o )
(8) a® =3 (s, +a{"™) }
. bzgm =3 (si-f—l + bg;m_l))
Ausgehend von den Intervallen dieser Teilung brauchen wir weiterhin
Integrale Di¢L (mit variabler oberer Grenze) in sukzessive ausgedehnten

Intervallen; dementsprechend fithren wir im voraus fir die zugehdrigen
Integralfunkiionen Bezeichnungen ein wie folgt:

( 8" (2) = DiLfusn(f) in (@™, a)

(m=1,2,...).

(9) i V;(x)= DiLg(f) in ¢s;, m)

V() in (s, m)
Bul)= { Vi(m,) in (my, 8540

Haben die Funktionszeichen W (z), W, (z), W,(z) entsprechende Be-

deutung:

e BO ()= DiLf(f) in G5

(10) W,(z)= Dila(f) i (m, 8
W.(m)=0 in ({s;, m;)

so gilt fiir i @ T

(11) §i(z) = DiLi (f)

in (s;, 8;.,) die Darstellung

(12) Fi(z) = B;(z) + B, (x).

Die Funktion Z,(z), fiir welche eine Schranke e, (> 0) vorgegeben
m denken ist, gewinnen wir durch Superposition von Funktionenfolgen
und PFunktionen in endlicher Anzahl. Um diese bei ihrer Einfiihrung
passend zu beschrinken, geben wir uns zwei Folgen positiver Zahlen
o, g™ (n=0,1,2,...) derart vor, da jede eine konvergente Reihe

bildet und . © )

. (m) . (n) & e gy
(13) ga < 23.(J+1) & gﬂ 2% (J+1)
gilt.

Mit einem Intervall @Y, a®y sind wir im Falle der Voraus-
setzung unseres Induktionsschlusses. Zu o™ existiert dem‘nach eine stetige
Zusatzfunktion ™ (x) (zur Integralfunktion B (x)), die den folgenden
Gleichungen und Ungleichungen

91:;")((1«12”"'1)) =0, D+9I£'”(x) ;>= 0, Q{én) (aén)) < a(n)
(14) 1 D {B"(2)+ A" (2)} + — 0
D {8 () + %" (2)} 2 f ()

Mathematische Annalen. 83.
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geniigh, von denen die letzte aber nur bis auf die in ¢ A, gy ge-
legenen Stellen der Menge & gesichert ist. Definiert man dann

) b ( a§n+1) =0 in (s; m+1) 5
13

1 AP() = | % () @, o)
(15) A (g in  (a® m)

4,(@)= 34 (@),

so iibertragt sich auf A4,(x) die Monotonie und Stetigkeit der Glied-
funktionen. Auch jede Funktion

(16) Q{l(x)_;{Ai(x) in (s;, m)

Ai(mi) in (mls 85-;—3)
hat die gleichen Eigenschaften, und fiir Anfangs- und Endwert dieser
Funktionen gilt

(17) A(s;)=0, Wls;y)<

€7,

23 (J+1)
Ausgehend von Funktionen 8, (z), die jeweils in ihrem Intervall
B By dem vorgegebenen A™ gemiB zu wihlen sind, gelangen wir
— entsprechend wie zu den U;(#) — zu (J -4 1) Funktionen %;(z).
Von jeder Summe

(13) M, (2) = % (x) + B,(2)

erkennt man auBler der Stetigkeit sofort die folgenden Eigenschaften

1

(19)  P(s)=0, D M(2x)=0, 9321'(6‘{+1)<m'81.
Um von .

(20) &i(2) + Wy (=)

die Derivierte D fiir eine innere Stelle £ aus (s;, s,,,) zu untersuchen,
" gehen wir auf die Differenzenquotienten zuriick und schreiben

(21)

{JGE+R)+D(E+h)} — (Fu(5)FT(E)}
h

B, h)— A k)~ by —B, 2 k) —
_Bi(E+ })‘ &(£)+ 4(6‘-1—72 %(§)+§$z(5+}2 i(5)+%(5+ ;} Bi(£)

Setzen wir insbesondere voraus s; << & < &+ h < m;, so reduziert sich die
viergliedrige Summe rechts auf den Ausdruck

BB —B(8) | W(E+h) W)
2 2
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und dieser wieder (wenn wir in der Reihe 0,1,2,... den durch die
Forderung engster EinschlieBung a™ ™V << &4 < a{““) bestimmten Index
n, auswahlen) anf

{81 &+ )+ A (s +B)} — {BI (5) - (8)}
. h -

Aus dieser Darstellung aber folgt

(22) Dy {:(8) + M)} = D ABM () + A™(6)
Im Falle m;, < & < s, ergibt sich entsprechend

(28)  DuAB(E)+ M (6)} = DB (&) +B(§)} -
Jedenfalls leistet die Addition von M, (z) zu F;(x) schon dieses:

Im Innern wvon (s, s,..) gilt ausnahmslos
(24) D {B.(2)+ M,(2)} + — oo,
(25) D {B.(z)+ M,(2)} = f(=)
aber bis auf diejenigen Stellen, welche zu & gehdren'?).

Gehort insbesondere s, nicht zu &, dann kann die Zusatzfunktion %t,(x)
so gewdhlt werden, daB s, keine Ausnahmestelle fiir die Bedingung (25)
bildet; derartige Ausnahmestellen sind also auf die Menge © beschrinkt.
Da aber © das Ma8 Null hat und auf einer solchen Menge die Bedin-
gung D, O,(z) > f(x) von der nachzuweisenden Oberfunktion durchbrochen
sein darf, so iibersieht man, daB es wegen dieser Bedingung weiterer
Zusatzglieder schon nicht mehr bedarf. Wohl aber ist eine Funktion
R,(z), wie wir sie nun noch In (s;, s;,,) aufzeigen, notig, um ausnahmslose
Giiltigkeit von D, O.(x) < — co fiir <a,, b,) zu sichern.

Zur Funktion N, (z) gelangen wir iiber eine Vergleichsfunkiion ®;(x)
(zu §;(z)), die wir mit den Daten

{W = min (§;(2); 8, <v < 850y)

26
(26) Y = min (§(2); s <2 <L a™)

13) Wenn insbesondere in einem Intervall {a», by) keine andern Stellen als die
Endpunkte fiir die Funktion f(z) singulir sind, dann existiert bei beliebig vor-

gegebenem £, (> 0) zu §, (x)=ff(t) dt (av <2< by) ein stetiges Mo (x) derart, daB

My(av)="0 und SR,.(br)< ist, daB ferner D My(2) >0 in (a», b) ausnahmslos,

Do {§,(z)+ W (x)) 4= —00 und Dy {Fr(z)+My(x)} > [ () aber bis anf die End-
punkte des Intervalls gilt. Diese Bemerkung pehmen wir in § 3 zum Ausgangspunkt

des Existenzbeweises fiir Oberfunktionen.
9*
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folgendermaBien definieren

@) =E" in (m,s,,)

(27) { R (@) = B o
+1 n)
I@'(x) — R,(a) + (& — o 8 (af (n+1)) @(nga ) . in (a® ™).

Der Graph dieser Funktion &,;(z) iiber einem Intervall <&, s,.,), dessen
linker Endpunkt im Innern von (s, s;,,) liegt, ist ein Streckenzug, der
monoton fallt; in (&, s> ist also &;(x) totalstetig. Indem man sich
weiter iiberzeugt, daB &;(x) im ganzen Intervall (s;, s, ,) monoton und
stetig ist, kann man auch die Totalstetigkeit fiir das ganze Intervall be-
haupten. Faft man dann &;(x) auf als Integralfunktion von irgendeiner

ihrer Derivierten: &;(z)= f DR,(¢)d¢, so ist nach § 1 auf die Ewistenz

einer (total-) stetigen Funktwn N,(x) zu schlieBen, fiir dle
! Ni(s) =0, DR (%) =0, N(si41) < 57—
U D A{&(z)+ R(2)} + — o

ist und die letzte Ungleichung insbesondere auch fiir z =g, gilt. Fir die

Stelle s, aber beweist man mit der in ganz (s;,s;,,) giiltigen Un-
gielchung (%) < i (x) die Abschiitzung

(29) D, {&;(s;) + N:(s)} < D, {B&i(s:) + () }-

Was R;(z) fiir &; () leistet, iibertragt sich somit auf ¥, (#) an der Stelle s,
in dem Sinne, daB dort ebenfalls gilt

(30) D, {3:(s;) + N;(s)} + — oo.

Mit den Funktionen ¢ (z) und M;(x) gelangen wir schlieBlich zur
endgiiltigen Zusatzfunktion Z.(x) fir das Intervall (a,, b;) = (s,, 8741
wie folgt

(28) 2" (J+1)

M, (s;)=0 in (s, ;)
Ma’(‘”):! M; () Cin {8;5 Si+1)

l M, (8i+1) in (841, 8741
B Ni(s;)=0 in (s,s)
(1) Ni(z)= { N (2) in (s 80r1)
R; (Si+1) m (841, 85410

Z(x)= M=)+ R(z)-
J
Z(x) = Zzi ().

T=0
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Fiir die stetige Funktion Z, (z) selbst gilt
(32) Z(a.)=0, D,Z(x)20, Z.(b)<ls,.
Die gleichfalls stetige Oberfunktion
(33) 0, (x)=F.(z)+ Z,(z)
approximiert die Integralfunktion F,(z) in (a., b,) gema$ der EinschlieBung
(84) 0L 0 (x) — F.(x) < ie.
Auch die Deriviertenbedingungen werden von O,(z) in dem zu fordernden
Umfange erfiillt. Denkt man sich ndmlich zu einer fixierten Stelle
aus {@,, b;) den groBtmadglichen Index ¢ aus der Reihe 0,1,...,J be-

stimmt, der der Bedingung s, <« geniigt, und beschrinkt man %2 auf
solche positiven Werte, da8 « -+ & < s;,1 ist, so gilt die Darstellung

D, (e+h)~0, () §@+h)—F @ K W@+H-—M @) R,E+H)-R@)

Ist insbesondere s, < , 50 ist nach (24) D, {%;(x) + M; (%)} + — oo
und damit schlieBt man iiber

-+

(36) D, 0.(#) = D, {5 () + Vi ()}
auf

(37) D, O (z)+ — oc;

ebenso kann aus (25) die Abschitzung

(38) D, 0.(z) = (=)

immer dann gefolgert werden, wenn z nicht zu & gehért. Fir z=s;
selbst benutzt man die Abschitzung

(39) D, 0.(s) = D {%:(s) + Ru(5)}
um mit (30) auf
(40) D,0.(s)+ —

4

zu schlieBen.

Durch das Gesagte ist fiir das Intervall (a,,b.) D, 0. (z)+ — 0
ausnahmslos und D, O.(z)>f(») bis auf D((a,b:), ©) bewiesen.
Im Induktionsbeweise ist also der Schluf auf v vollstdndig; die Existenz
einer Oberfunktion O(z) mit den eingangs geforderten Eigenschaften ist
fiir das Intervall ¢a, b) gesichert.

Auf den erledigten Existenzbeweis fiir Oberfunktionen wird die Frage
nach Unierfunktionen (von vorgeschriebener Anndherung an dig Integr'fxl-
funktion F (z)) zuriickgefithrt durch Spiegelung an der - Achse. Mit f(z) ist
niimlich auch f(2) = — f () integrabel Di L iiber (a, by, F(z)= — F(x)
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ist die Integralfunktion D4 L] (f) und U (%) = F (z) — Z (=) hat die Eigen-
schaften einer Unterfunktion von f(z), wenn F (z)--Z(z) als Ober-
funktion zu f(z) konstruiert wurde.

§ 3.
Bei der Harnackschen Methode der Definition uneigentlicher Integrale
wird die (abgeschlossene) singulire Menge & als nirgends dicht ange-
nommen. Zu jedem komplementiren Intervall (a,, b,) (»=1,2,...) soll
ferner eine positive Konstante «, derart gehéren, dafl
— 1

| j,'yf(x)dxlgoc,,

Zy

gilt, wie immer auch 2, z," innerhalb der Schranken der EinschlieBung

a, < %, < %, < b, gewdhlt sein mogen. Die Reihe Zu,, wird als kon-

=1
"
Ty

vergent vorausgesetzt. Weiter mufl D+ L:” (f) fiir jedes v als lim [ f(z)dx
v 2} >a,+0z,
@) ->0,~0

eindeutig bestimmt sein; die Konvergenz der Reihe 2 Di LZ”( f)ist mit
r=1 v
der von 2 o, gegeben. Schlieflich ist noch anzunehmen, da f(z) iiber

y=1
die Menge & summierbar ist. Der Wert des Integrals wber (a,b) wird
80 definiert:

(1) Hozlf) =3 DiL(f)+ [ F(a)d.

r=1
Mit Ha Ll(f) existiert in (a, by eine stetige Integralfunktion
(2) F(z)= Ha L} (f).

Der Bewess des Satzes, daf eine Funktion f(z), fir die Ha L2 (f)
existiert, auch integrabel ist im Sinne der Definition 8, und daf beide
Definitionen dieselbe Iniegralfunktion bestimmen, bestehi (wie der des
entsprechenden Satzes fiir Ds L-integrable Funktionen) #m wesentlichen
im Nachweis einer Funktion Z(xz) mit den im Hingang von §2 ge-
nannten Higenschaften.

Im Hinblick auf die Forderung Z(b) <~;— geben wir uns eine kon-

vergente Reihe aus positiven Konstanten f, derart vor, daBZﬁ,, < {Z

»=1
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ist. Fiihren wir fiir «, 4 8, die Bezeichnung y, ein, so ist auch 2 vy
konvergent. v=1
Definieren wir

f(z) auf R 0 auf R
f,(w>:{ 0 auf G f”<‘”>={ f(z) auf &
* %v(w)=DiLZ(fz)=DiLfv(f) in <a,, b,)
[ & (@)=0 in <a,a,)
(3) I«u(x>=i %, (z)  in <a, by
%, (b,)  in (b, b)
F(2)=2/Fo(a),  Fulw)=Jfu(t)t,

dann ist

(4) f(2)=1(2)+ (%),

und fiir die Integralfunktion F (z) von f(z) gilt entsprechend
(8) F(2)=F,(z)+F,(z).

Fir das Intervall (a,, b,y iibernehmen wir aus § 2 die Existenz einer
stetigen Zusatzfunktion M, (%) zu F,(z) mit den Kigenschaften
(6) M (a)=0, D, M(z)20, M(d)<4h,
bezeichnen die Summe g, (z) + M, (2) mit &, (z) und sind fiir die inneren
Punkte von (a,, b,) sicher, daB
(- DG+ —x D6()2f(2)
gilt. Definieren wir dann weiter
M, (a,)=0 in <(a,a)
M, () -:! M, (x) in <a,, b,
l 2. 8,)  in (B,

®,(a,)=0 in (a,a)
(8) Gv (m) = { @V(w) in <a'v’ bv)
®, (b,) in (b,,b)
M(2)=2 M, (), G(z)=2 G (),
80 1ist = .
©) @(2)=F,(2)+ U (<)

und fiir (das stetige) M (z) gilt
(10) M(a)=0, D,M(z)=0, M(}) <z
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Fiir eine belicbige Stelle der Menge R schlieBt man aus (7) iiber
die Darstellung D, G ()= D, G, () (in der m einen von z abhingigen
Index aus der Reihe der » bedeutet)

(11) D, G(z)+ — oo, D_G(z) = f,(»).

Die letzte Abschitzung kann man auch schon fir die Menge © bis auf
eine Restmenge T vom Mafe Null beweisen. Definiert man némlich

[x(x)={

0 in <{a,a)

(12) 7» in (a,, b}

] ®
[ X(2) = > X (),

v=1
|D, &(2)| < D* X(a),
falls 2 eine Stelle aus & ist. Die néhere Untersuchung der Funktion X ()
selbst aber zeigt, daB diese in (@, b) bis auf eine Menge T vom Mafle
Null die eindeutige Derivierte Null hat'4). Es gilt also gewi§
D, G(z)=0

in & bis auf T=D(S, T). Und da auf & f,(x) = 0 ist, so sind wir
der Abschitzung
(13) D, G(2) 21, ()
n ganz {a, b) bis auf die Menge T sicher.

Indem wir zu G(z) = F(x)+ M (x) noch ein Qlied von der Form
N(z) + N (=) hinzufiigen,. werden wir

D, {6(z)+ N(z)+ N@)}+ — o

fiir gamz (a, b) erreichen. Fiir den Nachweis der Funktionen N (z) und
N (z) definieren wir zunichst

so gilt

& (a,)=0 i (a,a)
O(@)=1 s—26y(b) in (a,0) | (|T(2)| <)
(14) G@®) i b.b
C,(x)= Gz(x) —~ C,(x) 3 (1C.(z)| < 29)
C(z) = é’a(x), O(x)= ga,(x).

Aus C (xi und O (x) setzt sich G(z) zusammen
(18) G(x) = C(z)+C(z);

) VgL C. Carathéodory, Vorlesungen iiker reelle Funktionen (Leipzig 1918),
§ 508 Satz 11, § 505 Satz 6.
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fiir die Menge & reduziert sich diese Darstellung auf & (2) = C(z), indem
dort C(z) =0 ist.

C(z) erweist sich als tofalstetig in (a,b). Aus der Auffassung
Cz)=[DC (t)dt ergibt sich ‘also nach § 1 die Ewistenz einer stetigen
a
Funktion N (z) mit den Eigenschaften

(16) N(a)=0, D, N(z)>0, N(b)<1~s2,
durch deren Addition zu C(z)
(a7) D,{0(2)+ N (a)} + — o

fiir das ganze Intervall (e, b) erreicht wird.

Um auch zu C(z) eine Funktion N (x) nachzuweisen, die so be-
schaffen ist, daB D, {C(z)+ N(z)} =+ — oo in (a, b) ausnahmslos gilt,
konstruieren wir zuvor eine Vergleichsfunktion K (z) zu C(z). Fiir die
Definition von K (x) gehen wir auf die komplementiren Intervalle zu-
riick, legen in (a,, b,) die Teilpunkte

0, =5 =m,=%(a,+5b,)
(18) a” =%(a,+a" V) !
b(m) (b +b(m 1))
und fassen diese Punkte in den Bezeichnungen ¢, " mit n =0, 1, 2, ...

zusammmen. Zur Konstruktion einer Funktion &, (z) in (a,, b,) brauchen
wir folgende Funktionswerte von C, (z)

(% =min(C,(z);a, <z <D,)
1Y = min (0, (z); 0, Lz L @

19
(19) 7 — min (C, (z); b‘”)<x<b)

k(n+1) mm(l‘"ﬂ) r(ﬁ+1) .
Mit diesen definieren wir
R, (m,) =&
& () = £, (0") = £

8 (a,) = & (b,)=0
(,;))9 (a(n-!-l)) £, (a (”)) (a(u-i-l) (n))

(20 "
V80 =@+ e IR

&, (b8, (bM)
@v(x) = @y (bﬁn)) + (2‘7 _ b,,(”)) T b‘m. (b,f”), b(n+1))
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Dann setzen wir weiter
@v(av)zo in {a, av)
Ky (3:) = Q'y (Q«’) in (ava bv)
(21) K (b,)=10 in (b, b)

E(x) = YK, ().

p=1

Man iiberzeugt sich, daB jede Funktion K, () in (a, b) totalstetig ist.
Die gleiche Eigenschaft beweist man von K (z). Aus der Totalstetigkeit
von K (z) aber schliet man wieder auf die Exzistenz einer stetigen Funk-
tion N (z) von der Beschaffenheit, da8

(22) D, {K(2)+ N(2)} + —co
in (@, b) ausnahmslos gilt; dazu konnen von N (z) selbst noch die Eigen-
schaften

(23) N(a)=0, D,N(z)=0, N(b)<g

behauptet werden. Was die Funktion N (z) in (22) fiir K () leistet,
kann man auf die Funktion O (z), fir die in ganz {(a, b) die Bezighung
K(2)<C(x) gilt, ibertragen auf der Menge ©. Fiir eine Stelle s
schlieBt man nimlich iiber die Abschitzung

{E (s+h)+ N (s+h)}~{E (s)+N(s)} - {C(s+h)+N (s+h)}—{C(s)+N(s)}
(24) ; < ;

(in der & von vornherein auf positive Werte beschrankt ist) auf

(25) D, {K(s)+ N(s)} <D, {C(s)+ N (s)}-
Hiermit aber folgt aus (22)
(26) D, {C(s)+ N(8)) + — .

Nachdem wir festgestellt haben, was iiber die Zusatzglieder M (z),
N(z), N(z) einzeln zu bemerken war, addieren wir sie untereinander

(27) Z,(z) = M () + N (2)+ N ()
und ihre Summe wieder zur Integralfunktion F,(x)
(28} 0,(2) = F,(z)+ Z,(=).
Die Funktion O,(z) schreiben wir nun einerseits in der Form
(29) 0,(2) = 6 () +{N(z)+ N (=)},
schlieBen fir eine Stelle aus R '
(30) D, 0,(2)= D, G(x)+ D, {N(x)+ N (2)}
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und folgern hieraus mit D G (x) = — co und D, {N(z)+ N(2)} =0
(31) D, O,(z)+ —o0
fiir eine Stelle der genannten Art. Da D, G(z)> f,(x) schon unter (13)

bis auf eine (in & enthaltene) Menge T vom MaBe Null bewiesen wurde,
so konnen wir jetzt auch

(32) D, 0,(z) = f,(2)
fiir das Intervall (a, b) bis auf die Menge T behaupten.

Andererseits zerlegen wir, um DO, (x) = —oo auch fir die Menge ©
zu beweisen, die Funktion O,(z) nach der Gleichung

(33) 0,(z) ={C(z) + N(2)} +{C(z) + N (2)}-

Fiir eine Stelle aus & gilt sowohl D, {C(x)+ N ()} & — oo als auch
D, {C(x)+ N(z)} + — oc; mib

(3)  D,0,(z) =D, {C(x) + N (2)} + D, {C(2)+ N ()}

folgt also das gewiinschte Resultat fiir ©. Hiermit aber und mit (31) ist
(35) D_0,(x)+—

fir das ganze Intervall (a,b) ausnahmslos bewiesen.

ol

Zu F, (x)= f f,(t)dt konnen wir uns nach § 1 eine stetige Funk-

tion Z, (z) mit den Eigenschaften
(36) Zn(a)=0’ D+Z”(x)20, Zu(b)<%
und gleichzeitig so bestimmt denken, da fiir
(37) 0,() =F11(x)+zn(x>
im Intervall <¢a, b)
(38} D+ Oll(x) + —o0, D+ Oll(x)_Z_.fH(x)
ausnahmslos gilt.
Definieren wir dann schlieBlich
(39) Z(x) =Z,(%)+ Z]I(x)’
so sieht man, daB die Funktion Z(z) stetig ist, und daf ihr auch die
Eigenschaften}
(40) Z(a)=0, D,Z(z)20, Z(d)<g
der gesuchten endgiiltigen Zusatzfunktion Z(z) (fir F(z)) zukommen.
Bildet man also die Summe

(41) . 0(z)=F(z)+ Z(a),
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so approximiert diese die Integralfunktion F(z) in (a,b) gemif der
EinschlieBung

(42) 0L0(z)—~F(z)< 5.

DaB fiir O () auch die Derivierten-Bedingungen der Oberfunktionen gelten,
ergibt sich aus der Darstellung

(43) O(x)::OI(x)_}_OJI(x)
iitber die Abschétzung
(44) D, 0(2) = D;0,(2) + D, 0,(x).

Da némlich D, O,(z)<+ — oo und D, 0,,(z) < — co nach (85) bzw. (38)
in (a, by ausnahmslos gelten, gilt nach (44) ’
(45) D, O(z)<=— oo

ebenfalls in (@, b) durchweg. Weil in (@, b) D, O,(z) > f,(x) bis auf eine
Menge T vom MaBe Null — vgl. (32) — und D 0, (z) >f,(z) aus-
nahmslos gilt, ferner f(x)=/{,(z) f,(x) identisch besteht, so folgt
wiederum mit (44)

(46) D,0(z) = f(x)

fiir das Intervall (a, b) bis auf die Menge T.

§ 4.

In die Definition der Prozesse Di L und Ha L geht — wie bemerkt —
vom Begriffe der Summierbarkeit nicht mehr ein als die Tatsache, daB

b
f f(¢)dt eine stetige Funktion definiert in jedem Intervall (a, b), iiber
a

das f(x) summierbar ist. Diese Bemerkung gestattet, die Methoden der
beiden Prozesse in einer Definition durch transfinite Induktion zu ver-
werten.

Der Integralbegrifi L wird mit dem der Summierbarkeit identifiziert.
Die Formulierung der Existenzbedingungen fiir ein Integral “L2(f), in
dem p» eine Ordinalzahl der ersten oder zweiten Zahlklasse bedeutet,
setzt voraus:
1. PL ist definiert fiir jedes g < y.
8. Ist B, < B, <y und existiers L2 (f), so ist @LL(f)=PL}(f),
3. Zu einer Funktion f(z), fiir die gk () exist?ert, gehort eine stetige

Integralfunktion PLZ (7).

Ist y Limeszahl, so heiBt eine im Intervall (@, b) definierte Funk-
tion f(x) integrabel L, wenn unter den Ordinalzahlen § < y ein « vor-
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handen ist, fiir das L2 (f) existiert. In diesem Falle wird per defini-
tionem
“Li(1="LJ(f)
gesetzt. Nun sei aber y eime Zahl 1. Avt und f(z) eine Funktion, fiir
die "7 L2 (f) noch nicht existiert. Die Menge &, gebildet von den
gegeniiber der Integration VL singuliren Stellen des Intervalls — sie
ist ihrem Begriffe nach abgeschlossen —, wird als abzihlbar vorausgesetat.
Wenn dann die Anwendung des Dinischen Prozesses die Uberwindung
der singuliren Menge gestattet, wird der Integralwert mit Di """L?(f)
bezeichnet; mit Di W‘”Lf(\ f) existiert Ds" VL7 (f) in <(a, b) als stetige
Funktion. Falls auch Di % "L2(f) noch nicht existiert, konnen wir nach
der Anwendbarkeit des Harnackschen Prozesses fragen, wenn die gegen-
iiber der Integration Di“ VL singulire Menge & nirgends dicht liegt,
und das iiber eine Teilmenge T von & erstreckte Integral Di" "L (f, T)
als gleichbedeutend mit L (f, T ) definiert wird. Fithrt der Harnacksche
ProzeB auf den bezeichneten Grundlagen zu einem Integralwert fiir f(z)
in {a, by, so wird er mit
HaDi" L (f) = "Li(f)

bezeichnet; mit (")Lg(f) existiert VL7 (f), und zwar ist diese Funktion
wieder stetig in (@, ). — Der Definition WL ordnet sich iibrigens die
Definition Di" VL der Art unter, daB eine im Sinne der letzteren inte-
grable Funktion auch integrabel ist im Sinne der ersten; ferner ist jede
Funktion, die integrabel ist im Sinne der Voraussetzung des Induktions-
schlusses, gleichfalls integrabel L.

Eine im Intervall ¢a, b) definierte Funktion heilit sniegrabel im Sinne
der Definition De L, wenn eine Ordinalzahl y vorhanden ist, fiir welche
PL(f) existiert.

Von diesem Integralbegriff De L ist zu zeigen, dap er sich tn seinem
ganzen Umfange der Definition S8 unterordnet.

Wenn zuniichst eine Funktion in einem Intervall integrabel L ist,
dann ist sie nach § 1 schon integrabel im Sinne der Definition 8%, also
gewiss im Sinne der Definition S. Fiir den SchluB auf y nehmen wir als
bewiesen an: Ist f(z) in <a, b) integrabel BL mit einem g <y, so ist
f(z) auch integrabel 8, und zwar ist §(z)= DLE(f). Im Falle, daB
y Limeszahl ist und f(z) eine Funktion bedeutet, fir die “La (f) existiert,
ist mit der angefilhrten Voraussetzung gegeben, was im andern Falle zu
beweisen ist. Es sei also nun y eine Zahl 1. Art und f(z) eine in (a, b)
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definierte Funktion, fiir die zwar “"VL? (f) noch nicht existiert, der aber
durch nochmalige Anwendung des Dinischen Prozesses ein Integralwert
Di " VLE(f) zugeordnet werden kann. Dann ist auf Grund der obigen
Voraussetzung nach dem in § 2 ausgefihrien Verfahren zu zeigen: Zu
vorgegebenem & (> 0) existieren zwei Funktionen O (z), U (z), denen die
Eigenschaften (I) — (IV) der Ober- bzw. Unterfunktionen zukommen, und
deren Verlauf in (a, b) sich dem der Integralfunktion

F(z) = Di" L (7)
folgendermaBen anschlieBt:
0<0(2)—F(2) <35,
0L F(a)—U(z) <.

Ist f(x) integrabel 'L, ohne daB schon Di% VL!(f) existiert, dann ist
der entsprechende Nachweis nach dem Verfahren des Existenzbeweises von
§ 3 zu erbringen.

(Eingegangen am 12. 8. 1920.)



Uber die Schwarzsche Extremaleigenschaft des Kreises
unter den Kurven konstanter Kriimmung.

Von
Axel Schur in Minster i. W.

Die vorliegende Arbeit verdankt ihre Entstehung einem Hinweis von
Herrn Hilbert auf einen Satz iiber Kurven konstanter Kriimmung, den
Herr H. A. Schwarz im Jahre 1884 gefunden, aber bisher nicht verdffent-
licht hat, und den ich so formulieren will:

Jeder nichtebene Kurvenbogen konstanter Krimmung '}% wiber einer
Sehne 3 < 2R ist entweder kiirzer als der kleinere oder linger als der
grofere Bogen des Kreises vom Radius R iiber der gegebenen Sehne.

Ber dem Versuche, von diesem Satze, von dem mir zunéchst nur der
Wortlaut bekannt war, einen geometrischen Beweis zu geben, bin ich auf
den folgenden allgemeinen Satz gefithrt worden:

Verbiegt man eine ebene doppelpunkilose Kurve, die mit threr Sehne
einen konvexen geschlossenen doppelpunktlosen Linienzug bildet, so wird
dabes die Sehne linger,
von dem sich dann der Schwarzsche Satz auf Grund gewisser elementarer
Eigenschaften des Kreises als eine einfache Folge ergibt. Unter Verbiegung
einer Kurve wollen wir im Anschluf an die Verbiegung ihrer Tangenten-
fliche eine Operation verstehen, bei der die Léngen und Winkel ihrer
Linienelemente erhalten bleiben. Ist die Kurve stetig gekriimmt, so kommé
diese Forderung auf die Invarianz der Kriimmung hinaus. Die vorstehende
Definition 148t jedoch auch Unstetigkeiten der Kriimmung zu, wenn nur
bei Festlegung eines Durchlaufungssinnes jeder Punkt eine bestimmte Tan-
gente und der Winkel zwischen den benachbarten Tangenten in jedem
Punkte der Kurve einen bestimmten Wert hat; so daB auch Ecken als
regulire Punkte im Sinne dieser Definition gelten. Als konvexe Kaurve
bezeichnen wir dann eine derartige, fiir die der Winkel zwischen benach-
barten Tangenten hochstens gleich 180° ist.
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A

Bei dem Beweise des Satzes, der als einzigen Hilfssatz den folgenden
ganz elementaren voraussetzt:

In einem Dreieck ist jede Seite groper oder mindestens gleich der
Differenz und kleiner oder héchstens gleich der Summe der beiden anderen,
werden wir der Anschaulichkeit halber zunichst Polygone mit endlicher
Seitenzah! betrachten und an ihnen ein Rekursionsverfahren ausbilden, das
sich auf Polygone mit unendlich vielen Seiten, durch die ja jede stetig
gekrimmte Kurve angendhert werden kann, iibertragen laft.

§1.
Beweis des Hauptsatzes.

Es sei ein offenes ebenes doppelpunktloses Polygon AP, P,... P, B
vorgelegt. Seine Seiten bezeichnen wir mit s, = P;P,;,,, ihre Schnitt-
punkte mit der Geraden A B, der Sehnengeraden, mit S;. Nun mége
voraussetzungsgemaf das geschlossene Polygon AP, P, ... P”B A konvex
und doppelpunktlos sein. Dann liegen alle Punkte §; auf den Ver-
lingerungen der Sehne 4B und verbinden die Punkte A und B durch
einen Streckenzug A4S, 8, ... S, B, der ganz auf der Geraden 4 B liegt
und ebenfalls durch die Strecke 4 B geschlossen wird. Nun 148t sich
zeigen daB bei einer Verbiegung des Polygons 4 P, P, ... P, B in ein anderes
A Ple . Py _yPpn_1PyB der Streckenzug AS S .Sn_QSn_lB in
einen StreckenzugA 8{8;...8;_58,_:B iibergeht, so daf entsprechende
Teilstrecken dieselbe Linge haben, aber nicht mehr alle auf einer Geraden
liegen.

Nach der in der Einleitung gegebenen Definition der Verbiegung als
einer Operation, bei der die Seiten und Winkel des Polygons erhalten
bleiben sollen, kann nimlich eine Verbiegung nur bestehen in einer An-
zahl von Drehungen der starren Ebenen P;_, P, P, , durch je drel auf-
einanderfolgende Ecken gegen die Ebenen P,P;, , P, , um die gemein-
samen Seiten P, P, durch vorgeschriebene Winkel &;, die Torsionswinkel.

Die Gestalt des verbogenen Polygons, d. h. die relative Lage seiner Teile
zueinander ohne Riicksicht auf die absolute Lage gegen ‘ein festes Bezugs-
system, ist unabhiingig von der Reihenfolge, in der wir die verschiedenen
Drehungen nacheinander ausfithren. Wir konnen also diese Drehungen in
der Reihenfolge vornehmen, wie ihre Drehachsen bei der von uns gewihlten
Umlaufungsrichtung des Polygons aufeinanderfolgen.

GemiB dieser Festsetzung besteht - die erste Teiloperation in einer
Drehung der Ebene 4P, P, um P, P, gegen die Ebene P,P,... P, B
durch den Winkel 4. Dabe;l bleiben alle Abstande in der EbeneAP P
unverandert. Der Punkt A4 wird also in einen Punkt A’ iibergefithrt, der
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vom Punkte 8, auf P, P, den Abstand S, 4’ =S, 4 hat, aber nicht mehr
anf der Geraden S, Bliegt. Dann folgt aus der ersten Aussage des Hilfssatzes:

1 AB>8B—8A=8B—8,A=A4B.

Bei der zweiten Drehung wird die Ebene P, P,P, gegen die Ebene
P,P,...P,B durch einen Winkel ¢4, um die Gerade P,P, gedreht,
wihrend die Ebene A'P, P, in ihrer Lage gegen die Ebene P, P,P,
bleibt. Also behalten auch die Punkte der beiden Ebenen ihre gegen-
seitigen Abstinde und der Punkt A’ geht in einen Punkt A” iiber, der
von dem Punkte S, auf P, P, den Abstand §,4” — S8, 4’ hat. Nun ist
aber nach der zweiten Aussage des Hilfssatzes, wenn S, auf der gleichen
Seite von A4 liegt wie S, :

(2) 8,4’ < 8,8, +8,4"=8,8,+8,4=8,4,

da 8,8, und 8,4’ nicht mehr auf einer Geraden liegen. Aus dieser
Formel folgt im Verein mit der ersten Aussage des Hilfssatzes:

(3) ABeRB-F8A"—SB—8A4>8B—84—4B.

Bei der niichsten Drehung der Ebene P,P,P, gegen die Ebene

P,P,...P,B um die Gerade P;P, durch einen Winkel ¥, werden

gleichzeitig die beiden Ebenen A" P; P, und P;P,P; in ihrer relativen

Lage zur Ebene P, P, P, mitgefiihrt. Es bleiben also die Abstinde ihrer

Punkte erhalten und A” geht in einen Punkt 4" iiber, dessen Abstand

von dem Punkte S; auf P, P, S;A” =S, A” ist. Dann folgt aus (2)

und der zweiten Aussage des Hilfssatzes, wenn wieder S, und 8, auf der

gleichen Seite von A liegen:

4) 8, A7 < 8,8, + 8, 4" < 8,8, + 8,4 =8, 4,

und hieraus nach der ersten Aussage des Hilfssatzes:

(5) A"B>=8,B—8,4"=8,B—8,A" >8,B—8,A—A4B.
Dies Schlufiverfahren kann man nun schrittweise fortsetzen, solange

die Punkte S; auf der Verlingerung ZE von AB itber A hinaus liegen,
und erhilt die folgenden Rekursionsformeln:

(A) SiA‘i’ B S,A (i-l)’
(B) 8,A V<88, +8,, 4V < 88, + 8, A= N

1™e—1
(C) A“B>BB—8A°=8B— 8,4 > 8B -§A4=4B.
Denn dann sind alle Strecken zwischen Buchstaben ohne oberen Index

gleichgerichtet.
Mathematische Annalen. 83. 10
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Nun sei §, der letzte Punkt §; aunf AB so daB also §,,, auf AB
der Verlangemng von AB tiiber B hinaus, liegt. Da die Beziehung (C)
nun fiir jeden Punkt der Geraden 4B gilt, der durch 4 von 8, getrennt
ist, so folgt aus ihr auch:

(6) AP 8> A8, .
Dann ist:
(7) A(Hl)‘gkﬂ = A(k)sk-l—l )

und nach der ersten Aussage des Hilfssatzes:
A¥OB > A%Vg B,
—=A4%8,,,—BS, ., > 48,,,— B8, ,=4B.
' Gehen wir nun zur nichsten Drehung um P, , P, iiber, so ergibt
sich zunsichst wieder A%*¥8, , — A%®*Pg und:
(9) A%8, 2 A% V8, — 8, 8 > A8, — 8B = 48,1,

wo wieder die Strecken zwischen Punkten ohne obere Indxzes gleich- >
gerichtet sind. Hieraus folgt dann:

A% p > 4%9g B .
—A%Yg . BS,,.>48,,,— BS,,,—A4B.
Nach dem Schema (9), (10) kann man nun fiir alle weiteren Punkte S,
auf AB schrittwelse weiter schheBen und erhilt so die Rekursionsformeln:
(A" A98, = A% g,
(B) . AV8,>AV8, , —8.8,_,>A48,_,— 88, ,=A48,

(8)

(10)

(¢) A9B> 48, B~ 48, — ‘B“g;> A%, — B8, — 4B.

Aus den Relationen (A), (B), (C) und (A"), (B"), (C') folgt dann fiir
jede Verbiegung eines konvexen Polygons, durch die 4 in einen Punkt A®
iibergeht, die Beziehung:

A°B>4B.

D3 man nun den Beweis mit Hilfe der Rekursionsformeln (A) — (C)
und (A") —(C’) auf Polygone mit beliebig vielen Seiten und Biegungen,
die ans beliebig vielen Drehungen um diese bestehen, ausdehnen kann
und jede stetig gekriimmte Kurve durch derartige- Polygene angenahert
werden kama, ergibt smh der Satz:
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Verbiegt man eine ebene konvexe doppelpunkilose Kurve, die mit
shrer Sehne einen konvexen geschlossenen doppelpunktlosen menzug
bildet, so wird ihre Sehne linger.

Die wesentliche Grundlage des Beweises bildet die Formel (2). Aus
ihr ergeben sich schrittweise alle weiteren Ungleichungen, ohne da8 ein
wesentlich neues Element in die Beweisfilhrung eintritt. Darin kommt
die Tatsache zum Ausdruck, da8 die durch eine erste Drehung herbei-
gefithrte Verlingerung der Sehne durch keine Drehung um eine andere
Seite des Polygons wieder vollig riickgingig gemacht werden kann, sondern
nur durch vollstindige Ausbreitung in die Ebene.

§2.

Der Schwarzsche Satz.

In dem in der Einleitung erwdhnten Satz von H. A. Schwarz iber
Kurven konstanter Kriimmung ist nun die Fragestellung gewissermafBen
umgekehrt zu unserer bisherigen. Schwarz vergleicht nicht die Sehnen-
lingen verschiedener Kurven von gleicher Bogenlinge und Kriimmung,
sondern die Bogenlingen von Kurven derselben Kriimmung iiber gegebener
Sehne. Stellt man das hierhergehorige Extremalproblem fiir den Fall
konstanter Krimmung, so findet man zunéichst durch Ansetzen der
Lagrangeschen Gleichungen, da8, wenn man die Kurve keinen weiteren
Bédingungen unterwirft, die Extremalbdgen iiber einer gegebenen Sehne
ebene Kurven, also Kreisbogen sind. Schwieriger ist die Frage, was fiir
ein Extremum vorliegt. Und diese wird eben durch den Schwarzschen
Satz dahin entschieden, daB von den beiden Bogen, in die der Kreis
durch eine Sehne zerlegt wird, der kiirzere ein relatives Maximum und
der groBeré ein relatives Minimum darstellt,

Mit Hilfe des im vorigen Paragraphen bewiesenen Satzes gelangen
wir durch die folgenden Uberlegungen zum Schwarzschen Satz. Da der
Kreis die einzige ebene Kurve konstanter Kriimmung ist?), so kann jede
nichtebene Kurve konstanter Kriimmung durch Verbiegung aus einem
ein- oder mehrfach iiberdeckten Kreis abgeleitet werden. Nun konnen wir
zundchst Bogen konstanter Kriimmung, die linger als der Kreisumfang
sind, von der weiteren Betrachtung ausschliefen, da diese jedenfalls linger
sind als jeder Teilbogen des Kreises, also der zweiten Aussage des Schwarz-
schen Satzes entsprechen. Aus dem Satze des vorigen Paragraphen folgt
dann zunéichst, da8 nur solche Bdogen des Kreises durch Verbiegung in

1) Vgl. etwa Cesdro-Kowalewski, Vorlesungen {iber natiirliche Geometrie (1901),
8. 4; oder: Scheffers, Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf Geometrie,
2. Auflage (1910), Bd.1, 8. 51 u. 8, 391,
10*
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nichtebene Bogen konstanter Kriimmung —1% iiber einer Sehne 8 < 2 R iiber-
gefiihrt werden kénnen, denen eine Sehne 8’ <~ 3 zugehért, da jeder Kreis-
bogen eine Kurve von der in, dem Hilfssatz betrachteten Art ist und also
bei einer Verbiegung seine Sehne verlingert. Nun wichst fiir 0 < 8 < R=
die Sehne 3’ des Kreises mit dem Bogen s, wihrend sie fir Rn < s < 2 Ran
mit wachsendem Bogen abnimmt. Daraus ergibt sich, da Sehnen kleiner
als 3 nur zu derartigen Bogen des Kreises gehdren kénnen, die entweder
kiirzer als der kleinere Kreisbogen s, << Rn oder linger als der groBere
Kreishogen s, > Rz iiber der gegebenen Sehne 3 << 2R sind. Dies besagt
aber gerade der Schwarzsche Satz:

Jeder nichtebene Kurvenbogen konstanter Krimmung % uber einer
Selne 3 <<2R ist entweder kiirzer als der kleinere oder linger als der
gropere Bogen des Kreises vom Radius R iber der gegebenem Sehne.

Es mag noch hinzugefiigt werden, da8 der Halbkreis unter den Bogen
konstanter Kriimmung {iber dem Durchmesser keinen Extremwert darstellt.
Denn es gibt unter den unendlich benachbarten Kreisbgen sowohl lingere
als kiirzere, denen eine kiirzere Sehne als der Durchmesser zugehért.

Aus dem Schwarzschen Satze und unserem allgemeinen Satze kann
man endlich noch die folgenden Sitze iiber die Unverbiegbarkeit einer
Ebene ableiten:

Qibt man in einer Ebene einen Kreisbogen vor und fordert, daf
derselbe seine Kriimmung und seine Sehnenlinge bewakhren soll, so' ist
die Ebene starr.

Und allgemein:

Qibt man in einer Ebene etne doppelpunkilose Kurve vor, die mit
threr Sehne einen geschlossenen konvexen doppelpunkilosen- Linienzug
bildet, und fordert, daf diese ihre Krimmung und Sehnenlinge behalten
soll, so ist die Ebene starr.

Der immere Grund fiir diese Sitze ebenso wie fiir den zunichst iiber-
raschenden Schwarzschen Satz diirfte in der in unserm Hauptsatze aus-
gesprochenen Minimaleigenschaft der ebenen konvexen Kurven beziiglich
der Sehne liegen.

{Eingegangen am 4. 10, 1920.)



Der Unabhingigkeitssatz fiir Doppelintegrale.

Von
K. Boehm in Karlsruhe i. B.

In einer Note, welche Herr David Hilbert der Gesellschaft der
Wissenschafter zu Gottingen vorzulegen die Giite hatte'), konnte ich dem
zu grofter Allgemeinheit gestalteten Unabhangigkeitssatze fiir einfache
Integrale eine Herleitung geben, welche von anderen, mir bekannten,
Darstellungen abweicht. Der dort angedeutete Gedankengang 148t sich,
wie im folgenden an einem Beispiel gezeigt werden soll, auf Integrale
iibertragen, welche sich iiber mehrfach ausgedehnte Bereiche erstrecken,
wenn man nur die Begriffe heranzieht, welche Herr Vito Volterra in
seiner Theorie der Funktionen von Linien so glinzend entwickelt hat.

Um eine Vorstellung meines Verfahrens zu geben, ohne allzu weit-
laufig zu werden und den Leser durch schwer zu iibersehende Formeln
zu ermiiden, beschrénke ich mich hier auf die Betrachtung von Doppel-
integralen, und zwar auf den einfachsten Fall, welcher sich bei solchen
darbietet?).

1) Nachrichten der Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen. Mathematisch-
physikalische Klasse. 1915.

?) Die vorliegende Mitteilung war berems von der Schriftleitung der Mathe-
matischen Annalen angenommen, als mich Friulein Emmy Noether auf die Inaugural-
Dissertation des Herrn Georg Prange (Gottingen, 1915) aufmerksam machte, sie war
bereits gedruckt, ehe es mir mbglich wurde, einen Einblick in diese vortreffliche
Arbeit zu gewinnen, welche ,,Die Hamilton - Jacobische Theorte fir Doppelintegrale’
entwickelt und den Beweis fiir den Unabhangigkeitssatz ebenfalls liefert. Die Ahn-
lichkeit unserer Untersuchungen besteht in der folgerichtigen Verwendung der von
Herrn Volterra geschaffenen Begriffe, welche sich jedem auf diesem Gebiete Arbeiten-
den als natiirliche Hilfsmittel anbieten; doch werden die ,funktionalen Ableitungen“
des Doppelintegrales von mir auf eine eigene Weise gebildet, welche auch von dem
Leser keine Kenntnis der Volterraschen Methode voraussetzt. Wesentlich aber
scheint mir der Unterschied, da8 Herr Prange, seinem Ziele entsprechend, von vorn-
herein das Extremalenintegral im Auge hat, wihrend ich die Untersuchung zunichst
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1.

Es sei z eine beliebig zu wihlende reelle Funktion zweier reeller
Verdnderlichen 2. und y, fiir welche die Existenz und Stetigkeit der
Differentialquotienten bis zur zweiten Ordnung gefordert werde; ihr geome-
trisches Bild wollen wir als Fliche F' bezeichnen. Bedeutet

o ’ 0z 0z
(1) f(x»yaz’zz’z,y) [zz=§;) Zé——:é—g}
eine gegebene reelle stetige Funktion der angeschriebenen Argumente, so
wird das, iiber das Innere einer geschlossenen Kurve ¢ der zy-Ebene
erstreckte Doppelintegral
0z ;02

(2) w=£3ff(u,v,z,z;,z£)dudb [zzi:g;;, 2=

in seinem Werte wesentlich von der Funktion z abhéngen, und zwar von
der Gesamtheit aller Werte, welche z innerhalb des von ¢ umschlossenen
Bereiches annimmt. w ist also ,,Funkiion einer Fliche F<, in der durch
Herrn Volterra geschaffenen Bedeutung dieses Ausdrucks. Wir kénnen
dies schreiben:

(3) w=&|[F].

Wird auch die das Gebiet der Integration begrenzende Kurve (c)
als verinderlich angesehen, so erscheint w zugleich als Funktion einer
Fliche und einer Linie; diese Art der Abhingigkeit konnte durch das
Symbol
(4) w=@|[F,c]]|
zum Ausdruck gebracht werden. “

Wir denken uns nun eine Mannigfaltigkeit (%) von Flichen F
so definiert, daB durch jede geschlossene Raumkurve (C) eine einzige
Fliche- aus (M) hindurchgeht. Eine solche Mannigfaltigkeit kann, zum
Beispiel, durch die Losungen einer partiellen Differentialgleichung zweiter
Ordnung mit den unabhingigen Verdnderlichen z, y und der abhingigen
Veriinderlichen z gegeben sein. F — das heiBt z — ist Funktion der
Raumkurve €, was wir durch eines der Symbole

(5) F=F|[C]] oder z=2z|[u,v,(]|
andeuten konnen. '

im Sinne meiner Giottinger Note auf ein allgemeines Integral einstelle und daher
-auch die Bedingungen angeben kann, unter welchen die Euler-Lagrangeschen Glei-
chungen fiir eine Punktion zweier unabhingiger Veranderlicher idenfisch erfillt sind.
Gerade diese Frage, fiir welche sich Fraulein Dr. Noether interessierte, hatte mir
die *Veranlassung geboten, auns dem Kreise der mich seit 1912 beschiftigenden Unter-
suchungen diesen Aussehnitt ans Licht zu geben.
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Die Projektion jener die Fliche F (das heift die Funktion z) be-
stimmenden Randkurve C' auf die zy-Ebene sei die Grenzkurve unseres
Integrationsbereiches.

Das Doppelintegral (2) selbst ist durch diese Bestimmung eine Funktion
der Randkurve ¢' geworden. Wir miissen nun untersuchen, in welcher
Weise sich sein Wert #ndert, wenn die Randkurve C' gewisse Verinderungen
erleidet.

2.

Zunidchst ersetzen wir die Kurve C durch eine benachbarte Kurve C,
welche, wie jene, auf dem in ¢ senkrecht zur zy- Ebene errichteten Zy-
linder liegt.

Welches ist der zu der Randkurve C gehdrige Wert wy des Inte-
grales w? Da C und C die gleiche Projektion ¢ in der xy-Ebene haben,
so ist das Doppelintegral iiber denselben Bereich zu erstrecken, wie in
(2), nur mit einer anderen Funktion 2z, welche wir mit Z bezeichnen
wollen, um die Zugehorigkeit zu der Randkurve C anzudeuten. Erinnern
wir uns an das Symbol (5), so besagt dies, daB wir setzen:

(6) §=z![u’”’0_}§:
(7) W — Wy = ff{f(u,«v, 3,7, %) — f(u,,2,2,,2,) ydudv.
(e)

Diese Differenz wird, in erster Anniherung, durch die entsprechende
Variation des Doppelintegrales (2) wiedergegeben, wenn die Kurven C
und C sich einander annihern. Nach dem gewohnten Verfahren der
Variationsrechnung erhilt man aber, wenn die partiellen Integrationen
gleich ausgefiihrt werden,

(8) 5w—f(fz,d9)—-fz/du)6z+ff — ()~ L)) dudvos
©
[6z=2z2|[u,v,C]| —z|[u,v,C]]],
wo das erste Integral als Linienintegral iiber die Kurve ¢, das zweite als
Flichenintegral iiber den von ¢ begrenzten Bereich der zy-Ebene zu er-

strecken ist. .
3.

Nun werde auf der durch C bestimmten Fliche F|[C]! eine zu C
benachbarte Kurve C, angenommen, deren Projektion auf die zy- Ebene
entsprechend mit ¢, bezeichnet werden mége. Die Differenz der beiden
zu € und C, gehorigen Werte des Integrales (2) ist
(9) we, — wg—fff (u,v,2,24,2,)dudv,

(e ¢
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wobei das rechts angeschriebene Integral iiber den von ¢ und ¢, be-
grenzten Streifen der xy- Ebene erstreckt werden muB. Fir 2z und die
Ableitungen dieser Funktion sind die der Fliche F|[C]]| entsprechenden
Werte einzusetzen.

Wir ziehen jetzt von jedem Punkte (x,y) der Kurve ¢ eine Normale
zu dieser bis zum Schnitt (z,,y,) mit der Kurve ¢,. Hierdurch sind die
Punkte der beiden Kurven ¢ und ¢,, und damit auch die Punkte der
Kurven € und C,, eindeutig aufeinander bezogen, und zwar ist

(10y Azzzi—-zzggdn-i-wdn,

wobei g—g dem Fortschreiten auf der Fliche F'|[C]| in der zur zy-Ebene

und zu der Kurve ¢ senkrechten Ebene entspricht, o aber eine mit dn
zugleich gegen Null konvergierende Funktion bedeutet, so daf durch

0z

das jenem Fortschreiten entsprechende Differential fiir die Randpunkte
gekennzeichnet ist.

Eine dritte Raumkurve C wird erhalten, wenn man jedem Punkte
(2,y) der Kurve ¢ die z- Ordinate z, gibt, welche mit z,, y, zusammen
einen Punkt von C, liefert. Diese Kurve kann auch so beschrieben
werden: Man errichte auf ¢ den Zylinder K,, dessen Mantellinien parallel
der z- Achse sind, und projiziere auf ihn die Kurve €, durch Normalen
des Zylinders K,. Wir nennen die so erhaltene Kurve C kurz die ,,Nor-
malprojektion von C, auf K. '

Abgesehen von Grofen, welche bei unbegrenzter Anndherung der
Kurven ¢ und ¢, vernachlassigt werden diirfen, ist nun nach Gleichung (8)

(12) wy;— wocf(f;:dw — fz';du) %dn —}-ff(ﬁ,’ — diu (fz';)—- Z%(f:;))dudv 8z
{e) [&]

[0z=2z]|[u,v, C]| —2]|[%,v,C]]|]

Das Linienintegral auf der rechten Seite 18t sich, wenn mit ds das
Bogenelement der Randkurve ¢ bezeichnet wird, so umformen:

(13) f(ﬁ',;cosw,s) — f2rc08 (u,8)) 3= dnds
e
10z

=wf(f;’;eos(u,n> + Fyoos (v, ) 22 dmds = (1,22 + £,2%) dmds.

©

Es stellt sich demnach ‘dar als ein zweifaches Integral iiber den
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zwischen ¢ und ¢, liegenden Streifen der zy- Ebene, welches wir, in An-
lehnung an die Bezeichnungsweise (9), auch so schreiben diirfen:

(14) [firz+tye) auan.

(e, 61
Durch Verbindung von (9) und (12) ergibt sich nun:

(15) w —w-_”(f foz,— ,z)dudv—fffz du(f) dv(f))dudvaz

(¢, €
[0z=2z![u,», C]] —z{[u, v, O111]

Hier sind, im Integranden des ersten Integrales, fiir z, 2, und 2] die-.
jenigen Funktionen von u, v einzusetzen, welche sich in den Punkten des
Randes C auf der Fliche F|[C]‘ ergeben.

Es ist klar, daf wir unser Verfahren auch folgendermaBen hitten an-
ordnen konnen:

Wir wiren von den Punkten einer ganz beliebig gewéhlten geschlossenen
Kurve C durch Fortschreiten lings den Normalen des Zylinders K zu den
Punkten einer Kurve C, gelangt und hitten schlieSlich die durch C, be-
stimmte Fléche unserer Mannigfaltigkeit (M) mit dem Zylinder K zum
Schnitt gebracht. Diese zuletzt erhaltene Schnittkurve wire dann an die
Stelle der Kurve C' getreten, von welcher wir bei der friiheren Anordnung
ausgegangen sind; an unseren Schliissen hitte sich nichts geindert.

Das Bisherige zusammenfassend, kénnen wir sagen:

Die rechte Seite der Gleichung (8) liefert die Variation von w fiir den
Fall, daB nur die z-Koordinaten der Randkurve variieren.

Die rechte Seite der Gleichung (15) liefert die Variation von w fiir
den Fall, daB die Projektionen der Randpunkte sich auf Normalen zur
Projektion der Randkurve in der zy-Ebene bewegen, wihrend die z-Or-
dinaten unverindert bleiben.

4 4.

Zum Schlusse wollen wir die Werte w und w, unseres Integrales w fiir
zwei beliebige benachbarte Kurven ¢ und C, vergleichen.

Zu diesem Zwecke legen wir durch beide Kurven Zylinderflichen
K, und K, parallel zur z-Achse und projizieren die Kurve C, normal
auf den Zylmder K, der Kurve C. Die Projektion heiBe C, der variable
Abstand zweier auf derselben Mantellinie liegender Punkte von C und C
werde mit Z—z=4z bezeichnet; dann ist, nach (8):

(16) wy — —.f(f do— £ du)az+” — e (fi) — 2o (f)) dudv b2

(e)
[0z =2z|[u, v, C1] —2|[u, v, C]i],
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wihrend nach (15): ’

r ’ d / d 4
a7) w, -W—ff(f—frz -1 z,,)dudv+ff(f,-«ﬂ<7;;) — L (1)) du dv b,z
(ecz) (e)
st [8:2=z|[u, v, 0,1 — 2|{u, v, C]{]
ist.
Das auf der rechten Seite von- (16) an erster Stelle auftretende Linien-

integral 148t sich auch als Flichenintegral iiber den von den Kurven C

und C begrenzten Streifen des Zylinders K, auffassen. Wenn wir es als

solches schreiben, so haben wir das Vorzeichen des Differentials nach v

im Integranden zu &ndern, also:

H(~— fydudz— f;dv dz).

Der eben genannte Flichenstreifen auf dem Zylinder K, und der in
Gleichung (17) durch (ce¢,) angedeutete Streifen der zy-Ebene sind
beide Projektionen des Streifens, welcher von den Verbindungsstrecken
entsprechender®) Punkte der beiden Raumkurven C und C, gebildet wird.
Daher liefert die Zusammenfassung der beiden ersten Bestandteile der
rechten Seiten von (16) und (17) das Flichenintegral

(18) f f{( f—frz, —foz)dudo —frdvdz — f,dzdu},

R w ] U v
welches iiber den vorhin gekennzeichneten Flichenstreifen zwischen € und G,
zu erstrecken ist.

Dieses tritt, wenn wir die Gleichungen (16) und (17) addieren, um
die der Differenz w¢,— w( entsprechende Variation zu bilden, auf der rechten
Seite als erster Bestandteil auf. Der zweite Bestandteil ist ein Integral
ither den endlichen zweifach ausgedehnten Bereich (¢) — das Innere der
Kurve ¢. Es wird uns im folgenden nicht weiter beschiftigen, denn wir
wollen die Annahme machen:

Die Flichen F|[C]| unserer Mannigfaltigkeit (M) seien bestimmi
durch die Bedingung, der partiellen Diﬁerentialgleichung

(19) fl— e (f5)— 2 (fi)=0

im ganzen Inneren und auf der Begrenzung des Bereiches (c) zu geniigen.
Wir nennen solche Flichen ,,Extremalflachens.

% Die Zuordnupg wird durch die Kurve O vermittelt, anf welche sowohl die
Kurve € als auch die Kurve C, bezogen sind.
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Hierdurch fallen in (16) und (17), folglich auch in der Summe dieser
Gleichungen, die zweiten Summanden auf der rechten Seite fort, und die
von uns gesuchte Variation des Integralwertes w erschemt in der Form
des Streifenintegrales (18).

5.

Nun denken wir uns eine von einem Parameter abhingige Schar von
Extremalfiichen gegeben, derart, daB durch einen Punkt u, v,z eines
gewissen Raumgebietes eine einzige Fliche hindurchgeht; die zu dieser
Fliche und 2zu diesem Punkte gehorenden Werte der Ableitungen

z, = :Tf und 2z ='?,% sollen mit p und ¢ bezeichnet und ,,Gefdllfunk-
tionen” des von der Extremalflichenschar gebildeten ,,Feldes genannt

werden.
(20) (z)=p(u,v,2); (2)=q(u, v 2).

Eine, im iibrigen beliebige, Flache G werde von den Extremalflichen
des Feldes in einer Schar von geschlossenen Kurven geschnitten, welche
untereinander keine Punkte gemein haben, so daB jeder, zwischen zwel
Extremalflichen ¥, und F, liegende Teil der Fliche G durch andere Ex-
tremalflichen in infinitesimale Streifen zerlegt werden kann.

Bilden wir nun fiir die einzelnen Streifen das Flichenintegral (18),
indem wir fiir z; und 2/ die vorhin definierten Gefillfunktionen p und ¢
einsetzen, und summieren iiber alle Streifen, so erhalten wir ein Ober-
flichenintegral, zu erstrecken iiber das zwischen F, und F, liegende Stiick
der Fliche G:

(21) ff{(f—pf;-qfq’)dudv-—f;dvdz-;jdzdu}.

Da das einzelne Streifenintegral (18) in erster Anndherung die Diffe-
renz der zwei von den begrenzenden Extremalflichen gelieferten Werte
des Integrals w darstellt, so heben sich bei der Summierung alle Zwischen-
werte fort, und es bleibt nur die Differenz der iiber F, und F, erstreckten
Integrale w iibrig.

Schrumpit die von F, auf @' ausgeschnittene Kurve auf einen Punkt
zusammen, so ist das Integral (21) iiber das ganze Innere der von F, auf ¢
ausgeschnittenen Kurve L, zu erstrecken. Sein Wert muB iibereinstimmen
mit dem Werte unseres Integrales w, wenn in dessen Integranden fiir 2
die Funktion
(22) z=2z|[u,v, L]| [vergleiche (5)]
gesetzt, und als Rand fiir den Bereich der Integration die Projektion der
Kurve L, auf die zy-Ebene gewshlt wird.
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Da dieser letztere Wert nur von der Randkurve L, abhingt, so muf
dasselbe von dem Oberflichenintegral (21) gelten; dieses muB also von
der Natur der Fliche G' unabhéngig sein.

Nun ist bekannt, daB ein in der Form
(23) ff{Z(u, v,2)dudv+U(u,v,2)dvdz+ V(u,v,2)dzdu}

geschriebenes Oberflichenintegral jenen Charakter der Unabhingigkeit von
der Fliche dann und nur dann besitzt, wenn die Bedingung

oU , oV | aZ
(24) w T3 T3=0
in allen Punkten des Bereiches der Integration erfiillt ist. Es muB also
in unserem Falle

(25) Z(f—pl,—af)— () — o (£ =
sein.

In der Tat erkennt man leicht, daf diese Gleichung erfiillt ist, wenn
p und g die Gefdllfunktionen des durch die partielle Differentialgleichung
(19) bestimmten Feldes bezeichnen.

Setzt man in (2)

f=VITaTa,

so sind die Flichen, welche wir oben ,Extremalflichen* genannt haben,
Minimalflichen. Das Oberflichenintegral (21) hat in diesem Falle eine

einfache geometrische Bedeutung, welche in “der nachstehenden Mitteilung
»Uber eine Eigenschaft der Minimalflichen* erklart wird.

( Eingegangen am 25. 9. 1920.)



Uber eine Eigenschaft der Minimalfiéichen.

Von
K. Boehm in Karlsruhe i. B.

Untersuchungen iiber den Unabhéngigkeitssatz fiir Integrale in mehr-
dimensionalen Bereichen, von welchen ich in diesem Hefte einiges mit-
teilen durfte, haben mich eine Eigenschaft der Minimalflichen auffinden
lassen, welche den Geometern bisher entgangen zu sein scheint. Sie bildet
eine merkwiirdige Verallgemeinerung gewisser fundamentaler Sitze iiber
die Projektion von Flichenstiicken und geschlossenen Oberflichen auf
Ebenen.

Ich 16se die Ergebnisse hier aus den Gedankengingen heraus, welche
mich zu ihnen gefiihrt haben, und gestalte auch den Beweis so, daB er
ohne die Kenntnis jener Untersuchungen verstindlich wird.

Zuerst muB ich erkliren, was unter dem Ausdrucke ,,ein Stick einer
krummen Oberfliche Element fir Element auf eine andere Fldche pro-
jizieren’ verstanden werden soll, wobei ich, der Klarheit zu Liebe, nicht
umhin kann, einiges allzu Elementare an den Anfang zu stellen.

Durch zwei einwertige reelle Funktionen

(1) 2 =2%(2,y), z=12(=7y),

fiir welche wir das Vorhandensein stetiger Abgeleiteter von der ersten
und der zweiten Ordnung zur Voraussetzung machen, seien zwei Flichen
F, und F, definiert. Ordnen wir die Punkte, welche sich in denselben
Punkt der zy-Ebene projizieren, einander zu, so sind die beiden Flichen
oder zwei irgendwie begrenzte Stiicke J, und J, beider Flichen in um-
kehrbar eindeutiger Weise aufeinander bezogen. Die Randpunkte eines be-
grenzten Stiickes der einen Fliche sind den Randpunkten des entsprechen-
den Stiickes der anderen Fliche zugeordnet.

. Durch eine endliche Anzahl von Parallelen zur 2-Achse und eine end-
liche Anzahl von Parallelen zur y-Achse werde in der zy-Ebene die ge-



158 : K. Boehm,

meinsame Projektion der beiden Flachenstiicke in Rechtecke und in (durch
den Rand) krummlinig- beschnittene Stiicke von solchen eingeteilt.
Die vier auf der xzy-Ebene senkrechten Ebenen

(2) E=2y, T=%+d% Y=Y, Y=Y +dY.,

wobel #,, ¥,, dz,, 4y, gegebene Konstanten bezeichnen, schueiden aus
jeder der Flichen ein krummlinig begrenztes Viereck, aus ihrer Tangen-
tialebene ein Parallelogramm heraus. Dieses kann, in Analogie zu dem
Begriff ,,Bogendifferential, als das zu dem Rechteck (2) gehérige ,,Ober-
flachendifferential” bezeichnet werden. Man beachte, daB der Begriff
,,Differential* hier, wie iiberall, wo er in sauberer Weise eingefithrt wird,
in keiner Weise mit sogenannten ,unendlich kleinen“ Groflen etwas zu
tun hat.

Wie die Punkte, so entsprechen sich nun die aus den Flichen aus-
geschnittenen Vierecke und die aus den Tangentialebenen ausgeschnittenen
,,Oberflichendifferentiale unserer beiden Flichen F, und F,.

Das Oberflichendifferential einer Fliche z, = 2, (z, y); [« =1, 2] ist,
seiner Stellung und seinem Flicheninhalte d F, nach, gekennzeichnet durch
das suBere Produkt der beiden Vektoren

(3) U, = (e, + pety)dz, und B = (e, +9,8)d Y,

wobei ¢, ¢,, e, Vektoren von der Linge 1 in der Richtung der Achsen
bedeuten, d. h. durch den Vektor

(4) Uy ~ By =(—p,e, — g8 + &) A2, dy,,
worin

. 02 . . _a_z_’g
(5) p“ - (_Zi_x_),:z,,, y=yo ’ q“ - <5y >z=z¢, ¥=Yo

gesetzt ist.

Wir projizieren nun jedes Oberflichendifferential der Fliche F, auf
die Ebene des entsprechenden Oberflichendifferentials der Fliche F, und
bilden die Summe dieser Projektionen fiir simtliche Rechtecke der zy-
Ebene, welche mit allen ihren Punkten in das Innere des von der Rand-
kurve begrenzten Bereiches hineinfallen. Alsdann verfeinern wir die Ma-
schen deés zugrunde gelegten Gitters in der zy-Ebene, indem wir die
Seitenlingen der Rechtecke nach irgendeinem Gesetz unbegrenzt abnehmen
lassen. Wenn bei diesem Proze8 die gebildete Summe der Projektionen
gegen einen bestimmten Grenzwert konvergiert, so soll dieser als die

»orthogonale Elementprojektion des Flichenstiickes J, auf die Fliche F,*
bezeichnet werden, oder wir sagen auch:
»Das Flichenstiick J, wird Element fir Element auf F, projiziert”. .
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Analytisch driickt sich der soeben definierte Begrifi aus durch ein
Doppelintegral, welches sich in der Schreibweise der Vektoranalysis (ich
benutze das von Burali-Forti und Marcolongo vorgeschlagene Zeichen-
system) so wiedergeben 1a8t:

U AR <xUy ~ %, W<, By <B,— B/, <UL, U, < B
(6) P= H an] f S L
oder, in den Zeichen der Koordinatengeometrie

(6a) P=[f+p+ad) "1 +pp +aa)dzdy.

Nach (4) sind — p,dxdy und — g, dxdy die Projektionen unseres Ober-
flichendifferentials d ¥, auf die yz-Ebene und auf die zz-Ebene. Dem-
nach kann man dem Integral (6a) die Gestalt geben:
—p, dydz, — quzldx-}dzdy

) P

Wir fragen nun, wann dieses Integral, bei gegebener Funktion z,(z, y),
von der Wahl der Funktion z, (2, y) unabhingig, also einzig durch die
Randkurve bestimmt ist, und finden die Antwort in dem bekannten Kri-
terium

o (rtra) T i) i (een)
8 - e e—— D S S ——— DR Ry s re—————ah B O
®) < 1+pi+g3 +9y Vitpi+e2 +33’1 Vi+pi+ad
Da der dritte Summand gleich Null ist, so bleibt, als Bedingung fiir
die Funktion z,, die partielle Differentialgleichung iibrig

0 )il
sx\Vitpi+ai)  oy\Vi+pi+ad
welche fordert, daBl die Fliche F, eine Minimalfifiche sei.
Hat umgekehrt die Fliche F, diese Eigenschaft, so ist das Integral
(7) tatsichlich nur eine Funktion des Randes.
Aus diesen Uberlegungen folgen die Sitze:

Zwei durch dieselbe Randlinie begrenzte Stiicke beliebiger krummer
Flichen besitzen auf einer Minimalfliche die gleiche Elementprojektion.

»Die Elementprojektion einer geschlossenen Fliche auf eime Mini-
malfliche ist stets gleich Null.«

Einschrinkungen konnen diese Sdtze erleiden, wenn zwischen den
beiden Flichen, von welchen im ersten, und -im Innern der geschlossenen
Flache, von welcher im zweiten die Rede ist, Punkte vorhanden sind, fiir
welche die linke Seite von (9) ihren guten Sinn verliert.

Projizieren wir ein Flichenstiick, Element fiir Element, auf die durch
seinen Rand gelegte Minimalfiiche, so mufl — wegen der Unabhingigkeit
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des Integrales (7) von der Natur der Fliche F, — die Projektion die-
selbe GroBe haben, als wenn die Minimalfliche auf sich selbst projiziert
wiirde:

[JEopzien® _ (flu ~ 9, = [[VIT5E T adedy.

Das hei3t:

»Die orthogonale Elementprojektion eines durch eine wvorgegebene
Linie berandeten Stiickes einer beliebigen Fliche ouf die durch diesen
Rand bestimmie Minimalflidiche st stets gleich dem Fldcheninhalte des
durch die Randlinie auf der Minimalfliche abgegrenzien Stiickes.

Wenn der Rand durch eine ebene Kurve gebildet wird, so ist die
Minimalfliche eine Ebene, und wir sehen uns auf bekannte Sitze zuriick-
gefiithrt.

(Eingegangen am 25. 9. 1920.)
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In diesen Tagen erscheint:

Geometrie und Erfahrung

Erweiterte Fassung des Festvortrages

gehalten an der preuBischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin
am 27. Januar 1921

von

Albert Einstein

Mit 2 Textabbildungen
Preis M. 6.80

Soeben erschien:

Raum — Zeit — Materie

Vorlesungen iiber allgemeine Relativitdtstheorie
Von

Hermann Weyl

Vierte, erweiterte Auflage

Mit 15 Textfiguren
Preis M. 48.—

Soeben erschien: B. Riemann

Uber die Hypothesen, welche der
Geometrie zu Grunde liegen

Neu herausgegeben und erldutert

von

H. Weyl
Zweite Auflage

Preis M. 12,—

’

Zu beziehen durch jede Buchhandlung
A S



Verlag von Julius Springer in Berlin W9

Soeben erschien: FELIX KLE IN
GESAMMELTE MATHEMATISCHE
ABHANDLUNGEN

Band X
Liniengeometrie
Grundlegung der Geometrie
Zum Erlanger Programm

Herausgegeben
von

R. Fricke und A. Ostrowski

{(von F. Klein mit ergéinzenden Zusidtzen versehen)
Mit einem Bildnis
Preis M, 186.—

Der erste Band umfaft in reicher Fiille die Arbeiten geometrischer Richtung,
die von der Doktordissertation Kleins iiber Liniengeometrie und der beriihmten An-
trittsvorlesung des jungen Erlanger Ordinarius (Vergleichende Betrachtungen iiber
neuere geometrische Forschungen) ihren Ausgangspunkt nehmen. Auf den Inhalt
einzelner dieser Arbeiten, an die sich zum Teil eine umfassende Entwicklung ange-
kniipft hat, und insbesondere auf ihre vielfdltigen Beziehungen zu verschiedenen
Problemstellungen der angewandten Mathematik wird noch genauer sinzugehen sein.
Hier sei nur bemerkt, daB ein besonderer Reiz der Neuausgabe in den zahlreichen
Bemerkungen und Zusiitzen persdnlicher Natur liegh, mit denen der Verfasser Einblick
in seinen Entwicklungsgang und seine Schaffensweise bietet. Die letzten Abhand-
lungen des Bandes, die aus den Jahren 1917 und 1918 stammen und die grund-
legenden Gedankenginge Kleins fiir den mathematischen Ausbau der Relativitats-
theorie verwerten, lassen die noch lebendige Schaffenskraft des Autors erkennen und
den Wunsch entstehen, daB ihm noch eine lange Zeit ebenso reicher Wirksamkeit
wie bisher beschieden sein mdchte.

(Aus den ,, Nachrichlen‘ der , Zeilschrift f. angew. Mathematik u. Mechanik™, Bd. 1, Heft 1, 1921.)

Zu beziehen durch jede Buchhandlung
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Druck von Oscar Brandstetter in Leipzig.
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An unsere Mitarbeiter!

Die Korrekturkosten sind bei den ,Mathematischen Annalen® sehr hoch.
Sie betragen nach einer kiirzlichen Kalkulation 6 %/, des Gestehungspreises eines
Bandes. Fiir ihre Verminderung mufBl unbedingt Sorge getragen werden.
Wir richten deshalb an alle unsere Mitarbeiter die freundliche dringende Bitte,
zu diesemn Ziele an ihrem Teile beitragen zu wollen. Dazu ist notig:

1. Das Manuskript muBl vollig druckfertiy und gut leserlich sein (Schreib-
maschine).

2. Verinderungen des Textes in der Korrektur sind auf die Félle zu be-
schrinken, wo sich nachtriglich wirkliche Irrtimer herausstellen. Sollte ein
Irrbum bemerkt werden, bevor noch Korrektur eingetroffen ist, dann ist ein
verbesserter Text sofort an Herrn Blumenthal zu schicken, der dafiir Sorge
tragen wird, daB das Manuskript noch vor dem Satz berichtigh wird.

Insbesondere sind rein stilistische Verbesserungen zu unterlassen. Grofiere
Anderungen und Zusitze, die sich nicht auf die Berichtigung von Irrtiimern
beschrinken, bediirfen der Zustimmung des annehmenden Redakteurs und
sollen, auch um der geschichtlichen Genauigkeit willen, in einer Fuinote als
pachtriglich gekennzeichnet und datiert werden.

Als Norm soll gelten, da der Verfasser von jeder Arbeit eine Fahnen-
korrektur und eine Korrektur in Bogen liest. Wir bitten unsere Verfasser,
sich hiermit begniigen zu wollen.

Die Redaktion der Mathematischen Annalen.

— — ssmessnmn"
— = ey}

Die MATHEMATISCHEN ANNALEN

erscheinen in Heften, von denen je vier einen Band von etwa 20 Bogen
bilden. Sie sind durch jede Buchhandiung sowie durch die Verlagsbuch-
handlung zum Preise von M. 96.— fiir den Band zu beziehen.

Die Verfasser erhalten 50 Sonderabdriicke kostenfrei, weitere gegen Berechnung,
Geschiftsfithrender Redakteur ist

O. Blumenthal, Aachen, Riitscherstraie 38.

Alle Korrektursendungen sind an ihn zu richten.
Fir die ,Mathematischen Annalen“ bestimmte Manuskripte konnen bei jedem

der unten verzeichneten Redaktionsmitglieder eingereicht werden:

L. Bieberbach, Berlin-Schmargendorf, Marienbaderstrafie 9,

O. Blumenthal, Aachen, Ritscherstrafe 38,

H. Bohr, Xopenhagen, St. Hans Torv 32

M. Born, Gottingen, PlanckstraSe 21,

L. E. J. Brouwer, Laren (Nordholland),

C. Carathéodory, Smyrna, Bakirdjian Han 77

R. Courant, Gottingen, Nikolausbergerweg 5,

W. v. Dyek, Miinchen, HildegardstraBie 5,

A. Einstein, Berlin-Wilmersdorf, Haberlandstrafle 5,

D. Hilbert, Gottingen, Wilthelm-Weber-Strae 29,

O. Holder, Leipzig, Schenkendoristrafe 8,

Th, v. Kdrman, Aachen, Soerser Weg,

F. Klein, Gottingen, Wilhelm-Weber-Strafe 3,

C. Neumann, Joachimsthal in der Uckermark, Markt 8,

M, Noether, Erlangen, Nirnberger Strafe 32,

‘A‘ Sommerfeld, Miinchen, Leopoldstrafe 87.



Adolf Hurwitz?).

Von
D. Hilbert in Gottingen.

Adolf Hurwitz wurde am 26. Miarz 1859 in Hildesheim geboren
Hier besuchte er das stidtische Realgymnasium, an welchem damals der
in Fachkreisen spiter bekannt gewordene Mathematiker Hannibal Schubert
den mathematischen Unterricht erteilte. Schubert fithrte den jungen
Hurwitz schon auf der Sekunda in den ,Kalkiil der abzdhlenden Geo-
metrie“ ein, eine damals neu emporkommende Disziplin, deren systema-
tische Bearbeitung und Ausbildung Schubert sich zu seiner Lebensaufgabe
gemacht hatte. Hurwitz wurde durch diesen persénlichen Verkehr mit
Schubert sehr frithzeitig zu selbsténdigem Forschen angeregt und ver-
offentlichte bereits als 17jihriger Schiiler mit seinem Lehrer zusammen
in den Nachrichten unserer Gesellschaft eine Arbeit Uber den Chaslesschen
Satz cu -+ Bv.

Auf Schuberts Rat begann Hurwitz 1877 sein Studium bei Klein,
der damals an der Technischen Hochschule in Miinchen lehrte. Hier lernte
Hurwitz vor allem die Zahlentheorie kennen, die Klein gerade las. Von
Miinchen ging Hurwitz auf drei Semester nach Berlin, wo er die strengen
funktionentheoretischen Methoden von Weierstral und nicht minder die
eigenartigen arithmetischen Denkweisen von Kronecker in sich aufnahm
und verarbeitete. Nach Miinchen zuriickgekehrt trat er mit Klein, dem
er 1880 nach Leipzig folgte, in regsten personlichen Verkehr, und es ent-
standen so die bedeutenden Arbeiten von Hurwitz iiber elliptische Modul-
funktionen, unter ihnen vor allem 1881 die Inauguraldissertation, in der
er auf Anregung von Klein mit Benutzung Eisensteinscher Ansitze eine

1) Abgedruckt aus Gottinger Nachrichten, Geschiftliche Mitteilungen, 1920. Das
von Rudio herausgegebene Verzeichnis der Verdffentlichungen ist abgedruckt aus
Vierteljahrsschrift der Naturforschenden Gesellschaft in Ziirich 65 (1920).

Mathematische Annalen. 83. 11
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von der Theorie der elliptischen Funktionen unabhiingige Theorie der
elliptischen Modulfunktion schuf. Ein Hauptteil dieser Dissertation handelt
von den sogenannten Multiplikatorgleichungen, die Hurwitz im AnschluB an
die Arbeiten von Klein und Kiepert mit der ihm eigenen Griindlichkeit
und Sorgfalt studiert.

Der Leipziger Verkehr mit Klein (1881 —1882) brachte Hurwitz ins-
besondere eimen wissenschaftlichen Gewinn, der fiir seine gesamte Ent-
wicklung von entscheidendem EinfluB gewesen und bestindig in seinen
Publikationen erkennbar ist, nimlich das Vertrautwerden mit den Rie-
mannschen Ideen, die damals noch nicht wie heute Allgemeingut waren,
und deren Kenntnis gewissermaflen die Versetzung in eine hohere Klasse
von Mathematikern bedeutete. Und Hurwitz lernte in Leipzig nicht nur
allgemein die Riemannschen Methoden, sondern auch deren so fruchtbare
Anwendung auf die Theorie der automorphen Funktionen kennen, die
Klein gerade mit hochstem Erfolge betrieb.

Da pach einem Beschlusse der Leipziger Fakultit die Habilitation
eines Realgymnasialabiturienten unter keinen Umstinden mehr zulissig
sein sollte, so war fiir Hurwitz ebenso wie fiir den jungen Hélder, den
gegenwirtigen Leipziger Ordinarius fiir Mathematik, die Habilitation in
Leipzig bei Klein nicht méglich, Hurwitz habilitierte sich daher 1882,
ebenso wie nachher Holder, in Géttingen.

In diese Gottinger Zeit fillt die Verdffentlichung einer Reihe vom
interessanten Abhandlungen insbesondere aus dem Gebiete der Funktionen-
theorie, so der Beweis des Satzes, daB eine einwertige Funktion beliebig
vieler Variabler, welche iiberall als Quotient zweier Potenzreihen dargestellt
werden kann, eine rationale Funktion ihrer Argumente ist. Dieser von
Weierstral ohne Beweis ausgesprochene Satz wird hier von Hurwitz in
sehr eleganter Weise auf Grund der Nichtabzihlbarkeit des Kontinuums
bewiesen.

Zwei Jahre gpiter, noch nicht 25 Jahre alt, wurde Hurwitz auf Ver-
anlassung von Lindemann, der seine auBerordentlichen Fahigkeiten als
Forscher wie als Lehrer erkannte, nach Konigsberg berufen. Hier wurde ich,
damals noch Student, bald von Hurwitz zu wissenschaftlichem Verkehr
herangezogen und hatte das Glick, durch das Zusammensein mit ihm in
der mithelosesten und interessantesten Art die Gedankenrichtungen der
beiden damals sich gegeniiberstehenden und doch einander sich so vor-
trefflich erginzenden Schulen, der geometrischen Schule von Klein und
der algebraisch-analytischen Berliner Schule kennenzulernen. Dieser Ver-

" kehr wurde um so anregender, als auch der geniale Hermann Minkowski,
“mit: dem -ich schon vorher befreandet war und der wahrend der Universi-
. " tataferien regelmiBig bei seiner Familie in Kénigsberg weilte, zu unserm

1
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Freundschaftsbund hinzutrat. Auf zahllosen, zeitenweise Tag fiir Tag
unternommenen Spaziergingen haben wir damals wéhrend acht Jahren
wohl alle Winkel mathematischen Wissens durchstobert, und Hurwitz mit
seinen ebenso ausgedehnten und vielseitigen wie festbegriindeten und wohl-
geordneten Kenntnissen war uns dabei immer der Fiihrer.

Die Konigsberger Jahre waren fiir Hurwitz eine Zeit intensivster
Arbeit. Zundchst setzte er seine schon frither unter dem Einfluf von
Klein begonnenen Untersuchungen iiber Klassenanzahlrelationen fort, wobei
er merkwiirdige Aufschlilsse iiber gewisse in diesen auftretende zahlen-
theoretische Funktionen induktiv gewinnt und dann allgemein als richtig
nachweist. Auch der geometrische Interessenkreis, der durch seine fritheren
Arbeiten iiber SchlieBungsprobleme und Tangentenkonstruktionen charak-
terisiert ist, fesselt ihn noch, wie seine Bemerkungen iiber die Schrétersche
Konstruktion der ebenen Kurve 3t Ordnung zeigen; aber seine Haupt-
kraft wendet er der Erforschung schwieriger algebraischer Fragen mittels
funktionentheoretischer, insbesondere Riemannscher Methoden zu. Aus der
Fiille der in rascher Folge erscheinenden Abhandlungen seien als die be-
deutendsten und aus dieser Schaffensperiode tiefstgehenden die folgenden
erwahnt:

Uber algebraische Korrespondenzen und das verallgemeinerte Korre-
spondenzprinzip.

Uber diejenigen algebraischen Qebilde, welche eindeutige Transfor-
mationen in sich zulassen.

Uber Riemannsche Flichen mit gegebenen Verzweigungspunkien.

Zur Theorie der Abelschen Funktionen.

Die erste Abhandlung bringt eine Kldrung der Frage nach der An-
zahl der Koinzidenzen einer algebraischen Korrespondenz auf einer be-
liebigen Kurve. In der zweiten Abhandlung, die eine Fiille von neuen
Ergebnissen enthilt, wird unter anderem eine obere Grenze fiir die An-
zahl der Transformationen einer algebraischen Kurve in sich und fiir ihre
Ordnungen angegeben. Die letzte der genannten Arbeiten schafit frucht-
bare Ansitze zur Ubertragung der Riemannschen Theorie der algebraischen
Funktionen auf Funktionen, die sich auf einer Riemannschen Fliche
multiplikativ verhalten. .

Ein mit Vorliebe von Hurwitz bebandeltes Thema war die Theorie
der arithmetischen Kettenbriiche. In seiner Arbeit Uber die Entwicklung
komplexer Grofien in Kettenbriiche ging er dabei iiber den bisher allein
beriicksichtigten Bereich der reellen Zahlen hinaus und stellte einen all-
gemeinen Satz iiber die Periodizitit der Kettenbruchentwicklung relativ

quadratischer Irrationalititen auf, der auf die Kettenbruchentwicklungen
1*
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in den Korpern der dritten und der vierten Einheitswurzeln eine inter-
essante Anwendung findet.

Die sehr merkwiirdigen Resultate iiber spezielle Kettenbriiche, namlich
iiber die Kettenbruchentwicklungen der Zahl ¢ und iiber die Kettenbriiche,
deren Teilnenner arithmetische Reihen bilden, sind ebenfalls hier zu er-
wihnen, obwohl die Veréffentlichung der letzten Arbeiten in eine spitere
Zeit fallt.

Auch entstehen in der Konigsberger Zeit die Abhandlungen Uber
arithmetische Eigenschaften gewisser transzendenter Funktionen.

SchlieBlich beginnt in der Konigsberger Zeit die Verdfientlichung einer
Reihe von Abhandlungen, wie Uber die Nullstellen der Besselschen Funk-
tionen und Uber die Wurzeln einiger transzendenten Gleichungen, in
denen er verschiedene funktionentheoretische Hilfsmittel zur Trennung der
Waurzeln transzendenter Gleichungen heranzieht und dabei zu Ergebnissen
gelangt, die auch fiir den praktischen Gebrauch dieser Funktionen von
Bedeutung sind.

Michaelis 1892 folgte Hurwitz einem Rufe als ordentlicher Professor
an das Eidgenossische Polytechnikum in Ziirich, wo er 27 Jahre hindurch
bis zu seinem Tode wirkte. Waihrend dieser Zeit in Ziirich, die an Pro-
duktivitit der Konigsberger nicht nachsteht, hat Hurwitz den Bereich
seiner schopferischen Tatigksit bestindig erweitert, so dafl diese schlieBlich
alle Teile der reinen Mathematik betraf.

Unter den Abhandlungen iiber neu hinzukommende Gegenstinde seien
hier folgende hervorgehoben:

Zur In:variantentheorie, eine Arbeit, in der Hurwitz unter anderem eine
Verallgemeinerung des bekannten Hermiteschen Reziprozititsgesetzes der
bindren Invariantentheorie auf Formen von beliebig vielen Variabeln findet.

Uber die Erzeugung der Imvarianten durch Iniegration, eine Arbeit,
in der Hurwitz ein neues Erzeugungsprinzip fiir algebraische Invarianten
entdeckt, das ihm insbesondere ermdglicht, ein von mir eingeschlagenes
Verfahren zum Nachweis der Endlichkeit des vollen Invariantensystems
auf den Fall orthogonaler Invarianten anzuwenden.

Uber die Theorie der Ideale.

Uber einen. Fundamenialsatz der arithmetischen Theorie der alge-
braischen Grépen.

Zur Theorie der algebraischen Zahlen.

Der EBulklidische Divisionssatz in einem endlichen algebraischen
Zahlkorper.

Diese Arbeiten enthalten zwel neue Beweise des Fundamentalsatzes
der Idealtheorie iiber die eindeutige Zerlegbarkeit der Ideale in Primideale.
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Der erste schlieBt an die Gedankenginge von Kronecker iiber die Verwen-
dung von Unbestimmten an; der zweite Beweis, den Hurwitz in der letzten
Arbeit noch ausfithrt und sehr vereinfacht, ist bemerkenswert durch die
Analogie mit dem Euklidischen Algorithmus in der elementaren Zahlentheorie.

Die unimodularen Substitutionen in einem algebraischen Zahlenkorper.

In dieser Arbeit handelt es sich um die Gruppe aller derjenigen
linearen bindren Substitutionen, deren Koeffizienten ganze Zahlen eines
gegebenen algebraischen Zahlkérpers von der Determinante 1 sind. Das
Hauptergebnis ist in dem Satze enthalten, daf diese Gruppe stets eine
endliche Anzahl von erzeugenden Substitutionen besitzt.

Uber lineare Formen mit ganzeahligen Variabeln, eine Arbeit, die
einen direkten und klassisch gewordenen Beweis des berithmten Min-
kowskischen Satzes iiber Linearformen bringt.

Uber die Bedingungen, unter welchen eine Gleichung nur Wurzeln
mat negativen reellen Teilen besitzt. Dieses Problem aus der Theorie
der kleinen Schwingungen ist auch fiir die technischen Anwendungen von
héchster Bedeutung. Fiir die Entscheidung ergibt sich als notwendig und
hinreichend, daB gewisse in Determinantenform aus den Koeffizienten der
Gleichung gebildete Zahlen positiv ausfallen.

Uber die Zahlentheorie der Quaternionen.

Vorlesungen wber die Zahlentheorie der Quaternionen.  (Berlin,
Julius Springer, 1919.) Der wesentliche Gedanke besteht in der Erkenntnis,
daB die ganzzahligen Quaternionen zu einem Bereich erweitert werden
konnen, der analoge Eigenschaften besitzt, wie die Gesamtheit der ganzen
algebraischen Zahlen eines Kérpers. Dadurch wird die Theorie schoner
Anwendungen auf alte klassische Probleme der Zahlentheorie fihig.

Uber die Entwicklungskoeffizienten der lemmiskatischen Funktionen.
Diese Arbeit behandelt die Eigenschaften der Entwicklungskoeffizienten
der Weierstraschen @-Funktion im lemniskatischen Falle, die den ge-
wohnlichen Bernoullischen Zahlen entsprechen, und das Hilfsmittel ist die
komplexe Multiplikation der lemniskatischen Funktion. Die Eleganz, mit
der die grofBen Schwierigkeiten des Problems iiberwunden werden, ist be-
wunderungswiirdig.

Sur un théoréme de M. Hadamard. Die kurze Arbeit enthdlt ein
Seitenstiick zu einem bekannten Hadamardschen Satze, indem sie ein
Verfahren angibt, aus zwei gegebenen Potenzreihen eine neue zu bilden,
deren singuldre Stellen sich aus den singuliren Stellen der beiden ge-
gebenen additiv zusammensetzen. Die Arbeit ist noch besonders dadurch
bemerkenswert, da$ Hurwitz darin die Poincarésche Theorie der Residuen
der Doppelintegrale in neuer Weise anwendet.
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Sur quelgues applications géométriques des séries de Fourier. Hur-
witz beweist hier unter prinzipieller Anwendung der Fourier-Koeffizienten
auf elegante Art die klassischen Minimaleigenschaften des Kreises.

Uber eine Darstellung der Klassenzahl bindrer quadratischer Formen
durch unendliche Reihen. In dieser Arbeit, die im Dirichlet-Bande des
Crelleschen Journals erschienen ist, gibt Hurwitz eine sehr merkwiirdige,
auf vollstindig neuen Prinzipien beruhende Darstellung fiir die Klassen-
anzahl bindrer quadratischer Formen negativer Diskriminante durch
unendliche Reihen.

Uber die Trigheitsformen eines algebraischen Moduls. Durch Ein-
fithrung des Begriffs der Tragheitsform gelingt es Hurwitz unter anderem,
neue Beweise der Mertensschen Sétze iiber die Resultante von n Formen
mit # homogenen Variabeln zu gewinnen und iiber sie hinaus zu gehen.
Insbesondere ergibt sich eine neue, sehr elegante Darstellung der Resul-
tante als groBter gemeinsamer Teiler von gewissen n Determinanten.

Uber die Entwicklung der allgemeinen Theorie der analytischen
Funktionen in neuerer Zest. Auf dem Ziiricher internationalen Kongre
gab Hurwitz ein Bild von dem damaligen Stande der Theorie der ana-
lytischen Funktionen: es ist ein Vortrag, mustergiiltig durch die klare und
prignante Ausdrucksweise, sowie die gliickliche Umgrenzung und Auswahl
des so weit ausgedehnten Stoffes.

Hurwitz hat seit seiner Habilitation 1882 in ununterbrochener Regel-
miBigkeit von allem, was ihn wissenschaftlich beschiftigte, Aufzeichnungen
gemacht und auf diese Weise eine Serie von 31 Tagebiichern hinterlassen,
die ein getreues Bild seiner bestindig fortschreitenden Entwicklung geben
und zugleich eine reiche Fundgrube fiir interessante uud zur weiteren Be-
arbeitung geeignete Gedanken und Probleme sind.

Aber Hurwitz war nicht blo8 Forscher, er gehirte vielmehr zu den
hervorragendsten und erfolgreichsten mathematischen Universititsdozenten
unserer Zeit. Insbesondere nach der Wegberufung Minkowskis von Ziirich
widmete er sich der ihm am eidgendssischen Polytechnikum iibertragenen
Aufgabe der Ausbildung der mathematischen Oherlehrer mit hingebender
Liebe und Pflichttreue. Seine Vorlesungen waren durch die sorgfiltige
Auswahl des Stoffes, die abgerundete Ausdrucksform und die ruhige, klare
Sprache ausgezeichnet. In den Ubungen war er bestdndig darauf bedacht,
durch anregende Aufgaben zur Mitarbeit heranzuziehen, und es war charak-
teristisch, wie oft man ihn in seinen Gedanken auf der Suche nach geeigneten
Aufgaben und Problemstellungen fiir seine Schiiler antraf. Von welchem
Erfolge seine Miihe war, davon legen die zahlreichen schonen Dissertationen,
die unter seiner Leitung entstanden sind, Zeugnis ab.
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Von seinen Publikationen gilt das gleiche, wie von seinen Vorlesungen,
sie sind in Form und Stil ein Spiegelbild seiner Persdnlichkeit. Einige
darunter, z B. das kleine schon vorhin erwihnte Buch' iiber die Zahlen-
theorie der Quaternionen, sind Meisterstiicke der Darstellungskunst. Er
war besonders eingenommen gegen alle Art von Aufmachung und unechtem
Beirat bei der Publikation: eine mathematische Arbeit sollte nirgends
iiber den Bereich der wirklichen Leistung und erkannten Wahrheit hinaus
mehr erscheinen wollen, und er konnte, wie mild sonst sein wissenschaft-
liches Urteil war, dann wohl ein scharfes Wort brauchen, wenn er die
Verschleierung einer Liicke im Gedankengang irgendwo zu riigen fand.

Unter seinen Betétigungen aufBlerhalb des Berufes stand obenan die
Musik, die ihm eine notwendige Erginzung zur Wissenschaft war. Er be-
trieb von Jugend an das Klavierspiel und vervollkommnete sich darin
bestindig. Musikalische Darbietungen bereiteten ihm zugleich Erhebung
und GenuB, wnd namentlich in der spateren Ziiricher Zeit wurde sein
Haus mehr und mehr eine Pflegestitte der Musik.

Hurwitz war ein harmonisch entwickelter und philosophisch abgeklirter
Geist, gern bereit zur Anerkennung der Leistungen anderer und von auf-
.richtiger Freude erfiillt iiber jeden wissenschaftlichen Fortschritt an sich:
ein Idealist im guten altmodischen Sinne des Wortes. Er war eine vor-
nehme Natur: angesichts der heute so verbreiteten Unsitte, die eigene
Berufung zu betreiben, schitzen wir in Hurwitz ganz besonders den Mann,
der so tief innerlich bescheiden und zngleich so frei von allem &uBeren
Ehrgeiz war, dal er keine Krinkung dariiber empfand, wenn ein Mathe-
matiker, der ihm an Bedeutung nachstand, ihm bei Berufungen vorgezogen
wurde. Ubrigens fiihlte er sich in der schénen Natur der Schweiz und
ihren freiheitlichen Einrichtungen &uferst wohl, und durch das Entgegen-
kommen von seiten der eidgendssischen Schulbehorde war seine amtliche
Tatigkeit genau seinen Wiinschen gem&B gestaltet. Es ist ihm schlieBlich
zum Gliick ausgeschlagen, daB er in der Schweiz blieb, da er den kérper-
lichen und seelischen Anstrengungen, die das Leben in Deutschland wihrend
des Krieges fiir ihn mit sich gebracht hitte, nicht gewachsen gewesen wire.

Hurwitz war von unscheinbarem AuBeren; aber das kluge und lebhafte
Auge verriet seinen Geist. Sein freundliches und offenes Wesen gewann
ihm, als er nach Konigsberg kam, rasch die Herzen aller, die ihn dort
kennen lernten, und wie sehr man ihn in Ziirich schétzte, bezeugen allein
die zahlreichen warmen Nachrufe, die ihm auns schweizerischen Kreisen
zuteil geworden sind.

Seine friihzeitigen Erfolge hatten ihn nicht iiberhebend gemacht, viel-
mehr blieb er seiner bescheidenen Natur trew und mied jedes personliche
Hervortreten im akademischen und offentlichen Leben.
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In Ziirich war er ein Mittelpunkt fiir den Kreis der jiingeren Mathe-
matiker, und wihrend der letzten Dezennien hat gewiB kein Mathematiker
des In- und Austandes Ziirich passiert, ohne ihn, der selbst wenig reiste,
zu besuchen. .

Auch ZuBere Anerkennungen sind ihm zuteil geworden: die mathe-
matischen Gesellschaften zu Hamburg, Charkow und London ernannten
ihn zu.ihrem Ehrenmitglied; auch war er auswartiges Mitglied der Acca-
demia dei Lincei zu Rom. Unserer Gesellschaft gehdrte er seit 1892 als
korrespondierendes und seit 1914 als auswértiges Mitglied an.

Hurwitz war seit seiner Jugend von zarter Gesundheit: zweimal, in
den Jahren 1877 und 1886, wurde er von schwerem Typhus heimgesucht.
Heftige Migrine zwang ihn bereits auf der Universitat, ofters seine Studien
zu unterbrechen. Am besten ging es ihm gesundheitlich in den ersten
Jahren in Ziirich. Die damals berechtigte Hoffnung seiner Freunde, da8
seine Beschwerden nur nervoser Natur seien, erfiillten sich nicht. Im
Juli 1905 muBite zu einer Operation geschritten werden: es wurde ihm
die eine Niere entfernt, und als spiter auch die zweite Niere erkrankte,
war duBerste Vorsicht und Schonung geboten. Wihrend dieser schweren
Jahre stand ihm seine Frau, die Tochter des Konigsberger Professors der
Medizin Samuel, in aufopferndster Treue zur Seite: ihrer keinen Augen-
blick ruhenden Sorge und aufs genaueste bedachten Pflege gelang es, vor-
iibergehende Besserungen in seinem Befinden zu erzielen, und es wurde
ihm dadurch méglich, bis zuletzt seine Berufspflichten zu erfillen. Hur-
witz selbst ertrug sein Schicksal mit der iiberlegenen Ruhe des Philo-
sophen. Der Wunsch, von den Seinen nicht Abschied nehmen zu miissen,
ist ihm erfiillt worden: er erwachte in den Tagen vor seinem Tode nicht
mehr zum BewuBtsein. .

Es war ein ganz der stillen Denkerarbeit gewidmetes, sich selbst
stets treues Gelehrtenleben, das am 18. November 1919 allzufrith zu Ende
ging — in dankbarem und treuem Andenken bewahrt auch auflerhalb
des Verwandten- und Freundeskreises iiberall in der mathematischen
Gelehrtenwelt.
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aunf das Lesen der Xorrektur. F. Raudio.
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Zur Axiomatik der Mengenlehre?).

Von
A. Schoenflies in Frankfurt a. M.

Die Hilbertsche Grundlegung der Geometrie darf fiir alle analogen
Untersuchungen als vorbildlich gelten. Zwei ihrer Eigenschaften sind es,
auf die es hier ankommt. FErstens wird von allen sprachlichen Defini-
tionen der Objekte, mit denen sie operiert, wie Punkt, Gerade, Zwi-
schen usw. abgesehen; nur ihre gegenseitigen Beziehungen und deren
Grundgesetze werden axiomatisch an die Spitze gestellt®). Zweitens wer-
den die Axiome in verschiedene Gruppen gewisser Eigenart und Tragweite
gespalten (die des Schneidens und Verbindens, die Axiome der Ordnung,
der Kongruenz usw.), und es ist eine wesentliche Aufgabe des axioma-
tischen Aufbaues, zu priifen, bis zu welchen Resultaten eine einzelne oder
mehrere dieser Gruppen fiir sich filhren. Die gleiche Behandlung eignet
sich fiir die Mengenlehre. Von sprachlicher Einfiihrung der Begriffe Menge,
Bereich usw. ist daher ebenso abzusehen, wie von der des Punktes oder
Raumes. Ebenso kann man hier gewisse Axiomgruppen unterscheiden,
die Axiome der Aquivalenz, die Axiome der Ordnung usw., und kann die
gleichen Fragen stellen, wie im Gebiet der Geometrie. Dies soll im
folgenden geschehen, und zwar fiir denjenigen Teil, der nur mit der Aqui-
valenz der Mengen, der Mengenteilung und Mengenverbindung, sowie der
Mengenvergleichung operiert.

1) Mit Zusatz abgedruckt aus Amsterdam Ac. Proceedings 22 (1920).

?) Der Euklidische Aufbau beginnt noch mit den Worten: Ein Punkt ist, was
keine Teile hat. Eine Linie ist eine Linge ohne Breite usw. In dem Verzicht auf
alle solchen sprachlichen Begriffsbestimmungen liegt einer der wesentlichen durch
Hilbert besonders modern gewordenen Gedanken. Ubrigens hatte schon Pasch durch
seine Vorlesungen iiber neuere Geometrie {Leipzig, 1882) in dieser Richtung vorbild:
lich gewirkt. Die Mengenlehre hat sich diesem Gedanken bisher nicht erschlossen.
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Will man die Probleme der Mengenlehre einer derartigen Behandlung
unterwerfen, so ist es oberstes Erfordernis, die Begriffe der endlichen und
der unendlichen Menge auf einer Grundlage einzufiihren, die nur die eben-
genannten Fundamentalbegrifie benutzt. Solche Definitionen sind ja in
der Dedekindschen Begrifisbestimmung vorhanden: Eine Menge M heift
unendlich, wenn es eine (echte) Teilmenge M’ von M gibt, die &qui-
valent M ist; sie heilt endlich, wenn es eine solche Teilmenge nicht
gibt. Sie haben daher den alleinigen Ausgangspunkt zu bilden.

Die historische Entwicklung der Mengenlehre ist freilich wesentlich
anders vor sich gegangen. Wihrend vorstehend die wumendliche Menge
als das logisch positiv bestimmte Objekt erscheint, und die endliche
Menge als ihr logisches Gegenteil, ist die historische Entwicklung umge-
kehrt von den endlichen Mengen als wohlbekannten mathematischen Ob-
jekten ausgegangen, und hat die unendlichen Mengen als Gegensatz der
endlichen Mengen eingefiibrt. Der so benutzte Begrifi der endlichen
Menge gehért aber bereits einem Gebiet an, das isich nicht mehr aus-
schlieBlich an die Aquivalenzbezichungen anschliet, Der historisch iiber-
kommene Begriff der endlichen Menge ruht ja iiberhaupt nicht auf axio-
matischer Grundlage. Mag man ihn sprachlich oder empirisch oder an-
schaulich auffassen, er war im wesentlichen an der Hand des Zahlbegriffs
entstanden und ruht jedenfalls auf Voraussetzungen, in die auch die Ord-
nung als Grundbegriff eingeht. Diese gehort aber bereits einer Begriffs-
gruppe an, von der hier abzusehen ist. So laufen in der historischen
Entwicklung der Mengenlehre zwei wesentlich verschiedene Bestimmungen
der endlichen und unendlichen Mengen unvermittelt nebeneinander her
und erschweren infolgedessen die Frage nach dem, was den einzelnen
Sitzen axiomatisch zugrunde liegt. Auch insofern ist eine Klirung des
Sachverhalts wiinschenswert.

Das Resultat erweist sich in zwei Punkten als durchaus eigenartig.
Die Vergleichung der Mengen beziiglich ihres GroBencharakters ist nimlich
nichts, was dem Mengenbegriff allein eigentiimlich ist; sie betrifit allge-
meiner alle Objekte, fir die man das Ganze und den Bestandteil unter-
scheiden kann, Die Axiomatik, die hier entwickelt wird, ist also richtiger
eine Axiomatik der Gréfenlehre, und zwar in dem besonderen Fall, daf
es auch GréBen von unendlichem Charakter gibt. Dies bedingt, dal die
Elemente der Mengen im folgenden gar nichi benutzt werden; immer nur
bilden die an sich méglichen Beziehungen zwischen den Ganzen und ihren
Teilen den Gegenstand der Untersuchung. Deren auf axiomatischer Grund-
. lage ruhende, umfassende Erorterung bildet den eigentlichen Inhalt der
Arbeit. Ich habe aber doch die gewohnten Mengenbezeichnungen bei-
behalten, Fiir die Elemente der Mengen wird erst am Schluf eine auf

-
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den Begriff der Teilmenge sich stiitzende Einfilhrungsmdglichkeit gezeigt.
Sie erscheinen als solche Teilmengen, die selbst nicht weiter in Teilmengen
zerlegbar sind (gleichsam als die Atome).

Eine zweite Eigenart der Untersuchung betrifit die logischen Not-
wendigkeiten, die der axiomatische Aufbau dieses besondern Gebietes ver-
langt. AuBer den selbstverstindlichen axiomatischen Festsetzungen iiber
die Regeln, nach denen man mit den Begriffen der Aquivalenz, der Teil-
mengen usw. zu operieren hat, treten auch noch Annahmen auf, die man
wohl nicht erwarten mag. Bei ihrer Einfithrung handelt es sich aber —
und darin besteht die genannte Eigenart — weniger um spezifisch mathe-
matische Notwendigkeiten, als vielmehr um rein logische; also um Fest-
setzungen, die deshalb notig sind, weil man ohne sie — um welches wissen-
schaftliche Gebiet es sich handeln mag — aus den.in Frage stehenden
Voraussetzungen Schliisse iiberhoupt nicht ableiten kann. Ein allgemeiner
Grundsatz der Logik lautet: E mere negativis nihil sequitur; d.h. aus
lauter negativen Primissen kann eine Folgerung nicht gezogen werden.
Aus den Sdtzen '

kein 9 ist ein B, kein B ist ein €
148t sich in der Tat eine Beziehung zwischen ¥ und € nicht entnehmen;
und ebenso wenig gestatten die Sitze

kein B ist ein U, kein € ist ein A

eine Beziehung zwischen $B und €*). Gerade solche Primissen sind es
aber, die uns bei den mengentheoretischen Problemen mehrfach begegnen,
und deshalb der Rinfilhrung einer zwischen 9 und € oder zwischen B und €
vorhandenen Beziehung den Stempel der axiomatischen Notwendigkeit
aufdriicken.

§ 1.
Die Aquivalenz.

Die mathematischen Objekte, von denen im folgenden die Rede sein
wird, heifen Mengen (Teilmengen, Verbindungsmengen). Alle sollen den-

3) Aus den Vordersitzen
9 ist micht B, U ist nicht €

kann freilich in gewissen Fillen doch eine positive Folgerung gezogen werden und
zwar fiir 9 selbst. Namlich dann, wenn man eine zwischen B und € bestehende
positive Beziehung kennt. Aus den Sitzen:

Das Dreieck D ist nicht spitzwinklig; und

Das Dreieck D ist nicht stumpfwinklig
folgt, daB D rechtwinklig ist. Hier liegen niimlich nur scheinbar ausschliefllich nega-
tive Pramissen vor; zu ihnen kommt als positive der Satz: Jedes Dreieck ist entweder
spitawinklig oder stumpfwinklig oder rechtwinklig. Vgl auch die Anmerk. auf S. 182.
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selben Aquivalenzbeziehungen gehorchen, die wir als Aziome der Aqui-
valenz (~ ) einfithren. Sie lauten: Sind M, N, P verschiedene Mengen,
so gilt

I. Aus M~ N folgt N~ M.

II. Aus M~ N und N~P folgt M~ P.

Der Aquivalenzbegriff hat also sowohl kommutativen, wie auch asso-
ziativen Charakter.

Aus diesen Axiomen folgt: .

1. Aus M ~ N und N nicht ~ P folgt M nicht ~ P. Denn wire
M ~ P, so wiirde daraus in Verbindung mit N~ M gemif I. weiter
N ~ P folgen, im Gegensatz zur Voraussetzung.

Die Axiome I und II zeigen, daBl sie die Ausdehnung auf den Fall
zulassen, da M und N dieselbe Menge bedeuten. Wir fiigen also als

weiteres Axiom hinzu
III. Esist M~ M.

§ 2.
Teilmengen und Verbindungsmengen.

Ist M’ Teilmenge von M, so soll dies durch
MM

bezeichnet werden. Wir nehmen durchweg an, daB M’ von M wverschieden
ist, und nennen insofern M’ auch echte oder eigentliche Teilmenge von M.

Fir die Teilmengen sollen folgende Axiome gelten (Axiome der
Teilmengen):

L Aus M'tM und M"t M’ folgt Mt M.

I1. Jede Teilmenge M’ von M bestimmt eindeutig eine zweite Teil-
menge M, von M, die ihre Komplementdrmenge beziiglich M heilt.

III. Die Komplementérmenge von M, ist wiederum M’

Wir diirfen daher -folgende Bezeichnungen einfithren, Wir schreiben
M, kM’ resp. M kM, und setzen demgemiB (III) in die Form

I, Aus M, kM’ folgt M'kM,.

Fiir die Beziehung von M, und M’ zur Menge M selbst schreiben wir

'M=(M1: M')x(M’, Ml)?

und sagen, da M in die Teilmengen M’ und M, zerfillt. Zusammen-
fassend konnen wir also sagen:

Aus M'tM folgt M, tM, M, kM', M'kM,, M= (M',M,).

Seien nun M und N zwei Mengen, so konnen beziiglich ihrer Teil-
mengen zwei Félle eintreten. Entweder gibt es fiir M/ und N identische
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Teilmengen, oder es gibt keine solchen Teilmengen. In diesem Fall nennen
wir die Mengen fremd zueinander, oder kurz fremd, und schreiben

MfN resp. NfM.

Fiir fremde Mengen gilt der Satz:

1. Sind M und N fremde Mengen, so ist auch jede Teilmenge von
M zu jeder Teilmenge von N fremd; d. h.

Aus MfN, M'tM, N'tN folgt M'rN’'.

Wiren nimlich die Teilmengen M’ und N’ nicht fremd, und ist P
eine in beiden enthaltene Teilmenge, so hitte man

PtM', M'tM und PiN', N'tM,

und daher gemaB T auch
PtM und PiN,

im Widerspruch mit der Voraussetzung.

la. Der Satz gilt auch so, daB M’ zu N selbst, und ebenso N’ zu
M fremd ist. Der Beweis ist derselbe.

Wir stellen weiter folgende Axiome auf:

IV. Die beiden Komplementirmengen M’ und M, einer Menge M
sind fremde Mengen; d. h.

Aus M, kM’ folgt M, fM'.

Diese Beziehung soll aber auch umgekehrt gelten; zu diesem Zweck
fiihren wir folgendes weitere Axiom ein (Awiom der Verbindungsmengen).

V. Zwei fremde Mengen N und P bestimmen eine und nur eine
Menge M, deren Komplementdrmengen sie sind; d. h.

Aus NfP folgt Nt M, Pt M und NEP.

Die Axiome IV und V lassen sich also auch so auffassen, dal die
Beziehungen Nk P und NP gleichwertig sind. Wir nennen die Menge
(N, P) die Verbindungsmenge von N und P. Es folgt noch

2. Die Mengen N und P sind von ihrer Verbindungsmenge M = (N, P)
verschieden. ’

Denn da sie nach V Komplementdrmengen von M sind, so ist jede
eine echte Teilmenge von M. )

Die Menge (N, P) hat auBer N und P gemif Axiom I auch jede
Teilmenge N’ und P’ zu Teilmengen. Damit sind aber, wie wir durch
ein weiteres Axiom festsetzen, nicht ibre simtlichen Teilmengen erschopit.
GemiB Satz 1 und 1a ist auch N’ zu P’ fremd, ebenso N’ zu P und
N zu P’; nach Axiom V gibt es daher je eine Menge

(N, P"), (N,P) und (N',P).

Mathematische Annalen. 83. 12
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Fir sie setzen wir nun fest:
VI. Ist M = (N, P), so sind auch die Mengen
(N';P"), (N',P), (N,P)

Teilmengen von M; es ist aber auch jede von N, N’ P, P’ verschv,edene
Teilmenge von dieser Form.

Wir folgern hieraus den Satz:

3. Ist M = (N, P) und ist die Menge @ fremd zu N und fremd zu
P, so ist sie auch fremd zu M; d. h. aus @fN und Q7P folgt Qf(N,P).

Wire nimlich die Menge @ nicht fremd zu M, so gibe es fiir sie
und M eine identische Teilmenge; d.h. es gibe eine Teilmenge Q’, die
gemiB VI eine der Formen

N,N', P,P', (N,P), (N,P), (N',P"

haben miite. Diese Teilmenge @ hitte also jedenfalls N oder P oder
eine Teilmenge von N oder P als Teilmenge; d. h. es gibe eine Teilmenge
Q" von @', die mit N oder P oder einer Teilmenge von N oder P iden-
tisch wire. Nun ist aber nach I Q auch Teilmenge von @ und darmb
ergibt sich ein Widerspruch gegen die Voraussetzung.

Der Satz 3 liBt sich auch in die Form setzen:

3a. Ist die Menge @ nicht fremd zur Menge (N, P), aber fremd zu N,
so ist sie nicht fremd zu P.

Will man den Begriff der Verbindungsmenge auf mehr als zwei Mengen
ausdehnen, so hat man ein neues Axiom nétig. Es ist jedoch fiir das
Folgende nicht erforderlich, dies niher auszufiihren.

$ 3.
Die Verkniipfung der Mengen.

Die verschiedenen Beziehungen, die zwischen zwei Mengen M und N
Platz greifen konnen, sind aus der folgenden von Cantor angegebenen
Aunfzihlung aller Moglichkeiten ersichtlich, die unsern Ausgangspunkt ab-
geben soll:

a) Es gibt elm M'~ N, und ein N' ~ M.

b) Es gibt kein M, ~ N, aber ein N' ~ M.

¢) Es gibt ein M'~ N, aber.kein N, ~ M.

d) Es gibt kein M, ~ N, und kein N, ~ M 4.

4} Die Anwendung oberer und unterer Indizes bei den Teilmengen im positiven
und negativen Fall soll im allgemeinen zur Erleichterung der Auffassung beibehalten

werden,
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Wir wollen diese vier Beziehungen durch
(A) MaN, MbN, McN, MdN

darstellen. Man erkennt zunichst unmittelbar:
1. Die Beziehungen a), b), ¢), d) schliefen einander gegenseitig aus.
2. Die Beziehungen MaN und Na M, ebenso MdN und NdM
sind identisch. Die Beziehung M b N ist identisch mit N¢M.
Wir erortern sofort, welche dieser Beziehungen sich auf den Fall aus-
dehnen lassen, dal M und N dieselbe Menge bedeuten. Es findet sich
2a. Die Beziehungen MbM und Mc M sind Wlderbpruchsvoﬂ Sie
fordern nidmlich das gleichzeitige Bestehen von

M ~M und kein M,~M.

Dagegen sind die Beziehungen Ma M und M d M widerspruchsfrei.
Ubrigens 148t sich dies auch als unmittelbare Folge von 1 und 2 auf-
fassen.

Sei P eine weitere Menge, so besteht zwischen N und P ebenfalls
eine der Beziehungen

(B) NaoP, NbP, N¢P, NdP,

und es entsteht die Frage, welche Folgerung sich fiir die Mengen M und P
einstellt, wenn man eine Beziehung der Reihe (A) mit einer Bezichung der
Reihe (B) kombiniert. Diese Aufgabe 148t sich ohne Einfithrung neuer
Axiome nicht erledigen. Ein erstes, das den Begrifi der Teilmenge mit
dem der Aquivalenz verbindet, sei das folgende:

1. Aus den Relationen

MiM, M~N
lassen sich die Relationen

NN, N~ M
folgern; d. h. st M ~ N, so bedingt eine jede Teilmenge M’ von M die
Existenz einer Teilmenge N' won N, die zu M’ dquivalent ist.

Vielleicht mag man erwarten, da8 die Menge N’ als diejenige wohl-
bestimmte Menge eingefithrt wird, die der Menge M’ gemdf der zwischen
M und N bestehenden Aquivalenz entspricht. Aber dies ist fiir den hier
vorgenommenen Aufbau — jedenfalls an dieser Stelle — weder méglich
noch ndtig. Es geniigt, die Ezistenz einer Menge N’ zu fordern; welches
diese Menge ist, darf ganz offen bleiben. Es hiingt dies damit zusammen,
daf die Aquivalenz M ~ N in ihrer besondern Eigenart hier nicht in
Frage kommt; nur die Relationen, die die Eigenart des Aquivalenzbegriffs
kennzeichnen, und fiir zwei Mengen und ihre Teilmengen bestehen, werden
in Betracht gezogen.
12%



180 A. Schoenflies.

Z

Einen Teil der oben gestellten Frage hat bekanntlich schon Cantor
selbst beantwortet; man zeigt leicht
Aus MaN und NaP folgt MaP.

Aus MaN und NBP folgt MbP.
Aus MaN und NcP folgt McP.
Aus MbN und NOP folgt MHP.
Aus McN und NcP folgt McP 3).

Die Beweise sind natiirlich ausschlieSlich auf die in a), b), ¢), d) ent-
haltenen Beziehungen zu stiitzen. Ein Beispiel moge zeigen, wie sie sich
fithren lassen. Um aus den Relationen

MbN und NbOP weiter MbHP

zu folgern, haben wir von

kein My~ N, ein N'~ M,

kein Ny~ P, ein PP~ N
auszugehen®s), und daraus die Beziehungen

kein M, ~ P, ein P~M
abzuleiten. Wir beweisen zuna.chst den zweiten Teil. Wegen P'~ N
gxbt es nach I eine Teilmenge P’ ~ N’, und aus N’ ~ M folgt nun
P~ M. Die Rlchtlgkezt der ersten Behauptung erweisen wir indirekt.
Wire némlich ein M’ ~ P, so folgte gemiB I aus N’ ~ M wiederum die
Existenz einer Menge N " von N’, fiir die N” ~ M’ sein miifte, und aus

M'~P, N'~M weiter N'~P,
wihrend kein N, ~ P sein kann.
Es bleibt noch iibrig, das gleichzeitige Bestehen der Beziehungen
MbN wund NcP

zu untersuchen, sowie die Kombination von MdEN mit einer der Be-
ziehungen

NSy w

NaP, NbP, NcP, Nd4P.

Hier gilt zunichst, daB aus MbHN und Nc¢cP ecine bestimmte Be-
ziehung zwischen M und P nicht folgt; d. h.

8. Mit MbN und NcP ist jede der vier Bezichungen MaP, MbP,
McP, MdP vertraglich.

%) Diese Tatsachen entsprechen bekanntlich dem Umstand, daB wenn man den
Fillen a, b, ¢ die Beziehungen ,gleich%,  kleiner®, ,groBer* zuweist, die fiir diese
Beziehungen geltenden assoziativen Gesetze erfiillt sind (z. B. aus ¢ =g und f=y
folgt ¢ =y usw.).

5%) Es ist klar, daB ein N'~ M usw. nicht die Bedeutung hat von ,nur ein“
sondern von ,mindestens ein®.
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Der Beweis darf unterbleiben. Nur sei bemerkt, dafl dies dem realen
Tatbestand entspricht, dessen axiomatische Grundlegung hier in Frage steht ©)-
Wir gehen nun zu dem Rest unseres Problems iiber und priifen zu-
nichst die Kombination von :
(@) MdN und NdP.

Die Frage lautet auch hier, ob die Beziehungen («) eine bestimmie
Beziehung zwischen M und P bedingen und eventuell welche. Hier liegt
der in der Einleitung genannte Fall vor, da8 es sich um lauter negative
Pramissen handelt. Diese Pramissen sind

ketn M, ~ N, kein Ny~ M,
{ kein N,~ P, kein P,~N.
Aus ihnen a8t sich auf direktem Wege iiber die Beziehung von M
za P nichts schliefen. Teilweise gelingt es allerdings auf indirektem
Wege; in einzelnen Fillen kommt nimlich dadurch zu den obigen Pri-
missen eine neue Tatsache hinzu, die positiver Natur ist. Um die Unter-
suchung duichzuﬁihren, hat man nimlich zu priifen, ob die Annahme
einer der Beziehungen
(8) MaP, MbP, McP, MdP

auf Grund der bisherigen axiomatischen Festsetzungen einen Widerspruch
mit dem gleichzeitigen Bestehen der Beziehungen («) bedingt, und zwar
kommen naturgem&f hier nur die Axiome von § 1, das obige Axiom § 3,1
und der obige Satz 2 in Frage. Diese Priifung haben wir ausfiihrlich
vorzunehmen 7).

Zunichst sieht man leicht, daf die Beziehungen

MbP wund ebenso M cP(

als Folgen von («) auszuschliefen sind. Wegen Satz 2 kann man nim-
lich die Beziehungen («) auch in die Form
PdN und NdM
setzen, und miifite daher als Folge von (&) ebenso auch
- PbM oder PcM

erhalten. Aber MbP und PbM, und ebenso McP und PcM sind nach
Satz 2 nicht identisch, womit die Behauptung erwiesen ist¥).

(")

®) Fiir Michtigkeiten wiirden die Relationen m < 1 und n>>yp bestehen; sie be-
dingen keine GroBenbeziehung zwischen m und p.

%) In den Math. Ann. 72 (1912), S. 551, ist diese Untersuchung schon teilweise
durchgefiihrt worden.

®) Die logische Eigenart des oben behandelten Problems entspricht also nicht
ganz dem in der Einleitung genannten Tatbestand. Es lautet namlich genauer 80:
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Es ist weiter zu untersuchen, ob sich die Beziehung
(#) MaP

als Folge von («) einstellen kann. Hier ist ein Resultat, das dies un-
moglich macht, nicht erhiltlich. Die Beziehung M aP bedeutet namlich

(y") ein M'~P, ein P'~ M.
Die Verbindung mit («) liefert gemiB § 1 die weiteren Relationen
kein Ny~ P’, kein N,~ M’

Genauer bedeutet dies: Es gibt eine Teilmenge P’, der keine Teil-
menge von N dquivalent ist, und es gibt auch eine Teilmenge M’, der
keine Teilmenge von N #quivalent ist. Dies stellt aber einen Widerspruch
zu (e’) oder zu (y’) nicht dar.

Es soll noch eine zweite Priifung vorgenommen werden; wir haben
auch den assoziativen Charakter der Beziehungsregeln in Betracht zu
ziehen. Ist MaP das Resultat von («), so heiBt dies, daB das gleich-
zeitige Bestehen von

MdN, NdP, MaP

.

nicht widerspruchsvoll sein darf. Nun sollen aber zwei von diesen Be-
dingungen stets eine dritte bedingen, und daraus folgt, dafl aus

MaP und PdIN wieder MdN
und aus
NdM und MaP wieder NdP

folgen muB. Es ist nun die Frage, ob diese Regeln einen widerspruchs-
losen Charakter haben. Dies ist in der Tat der Fall. Man sieht es am
einfachsten daraus, daB man die assoziativen Gesetze, die die Beziehungen

Welche von vier mbglichen Beziehungen wird durch die dem Problem eigentiimlichen
nur negativen Primissen ausgeschlossen? Bei der Annahme, MbN oder McN seien
die Folgen dieser negativen Pramissen, wird von selbst eine neue Tatsache eingefiihrt;
die Symmetrie der Beziehungen MdN und Nd P beziiglich M_und P steht nimlich
im Gegensatz zu der Unsymmetrie der Folgerungen M b P oder McP fiir M und P.
Und daher ergab sich oben ein Resultat. Die Annahme, MaP oder MdP seien die
Folgen der negativen Primissen, liefert dagegen eine solche neue Tatsache nicht; es
ergibt sich ddber, wie das obige weiter zeigt, ein Resultat nicht.

Allgemeiner gesprochen: Wenn die Primissen: 9 ist nicht B und B ist nicht €
sich auch in die Form setzen lassen: € ist nicht B und % ist nicht %, so kann da-
mit nur eine solche Beziehung zwischen 9 und € vereinbar sein, die zugleich die
ndmliche Beziehung zwischen § und ¥ bedeutet. Eine genauere Analyse des hiermis
mehrfach besprochenen logischen Probleras von seiten der Logiker wiire sehr erwiinscht.
Das letzte Wort soll mit dem vorstehenden nicht gesprochen sein.
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(a) und (d) miteinander verbinden, wenn man noch Satz 3 beachtet, in
die einfache Form
(aa)=(dd)=a, (ad)=(da)=d
setzen kann; sie sind das genaue Analogon zu den Vorzeichenregeln
FH ===+ HE=E=H)=—
deren assoziativer Gesamtcharakter feststeht.
Wir haben endlich noch die Beziehung

() MdP
als mogliche Folge der Beziehungen («) zu erdrtern. Sie bedeutet
(8" kein M, ~ P, kein P,~ M.

Hier zeigt sich zunichst, daB sich aus ibr und den Relationen («')
weitere direkte Folgerungen iiberhaupt nicht entnehmen lassen, da sie
jetat sami und sonders negativer Natur sind. Wir priifen auch hier noch
den assoziativen Gesamtcharakter. Ist MdP das Resultat von MdN
und NdP, so bedingt es jetzt, daB aus

MdP und PdN wieder MdIN
und aus MdM uwd MdAP wieder MdP

folgt; hier aber ist der widerspruchsfreie Charakter evident. Also folgt:

9. Mit den Beziehungen M dN und NdP kann sowohl die Beziehung
MaP, wie MdP zugleich bestehen,

Keine der beiden Annahmen y und 4 fithrt also auf einen Wider-
spruch mit den in («’) enthaltenen Primissen; wir konnen daher auf
diesem Wege nicht zu einem Resultat iiber die vorliegende Frage gelangen.
Man mufl daher in der Tat die Folgerung, die sich aus MdN und NdP
ergeben soll, axiomatisch einfihren; naturgemif so, wie es durch den
realen Tatbestand der Mengenlehre gefordert wird. Ihn aufzubauen ist
ja einer der Zwecke dieser Darstellung®). Wir setzen daher fest (Adziom
der Verkniipfung)

1. Aus MdN und NP folgt MdP.

Dieses Axiom hat einen doppelten Charakter, einen rein logischen,
und einen mathematischen. " Es enthilt die logische Forderung, daf aus
zwei bestimmten Primissen der Reihen (A) und (B) — wenn sie nicht etwa

%) Das obige Axiom entspricht im Rahmen der Cantorschen Theorie inhaltlich
der Forderung der Vergleichbarkeit. Der Text zeigt, daBl dieser Forderung eine ge-
wisse rein logische Bedeutung inne wohnt. Man kann natiirlich eine Mengenlehre auch
so aufzubauen suchen, daB man die Unvergleichbarkeit als moglich zuldBt. Davon
ist hier abgesehen worden; vgl. iibrigens auch § 7.
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einander widersprechen — stets esn und nur ein SchluB gefolgert werden
soll; auferdem die mathematische, dafl es gerade der in II enthaltene
sein soll. Aus ihr erhalten wir nun leicht die Antwort - auf die noch aus-
stehenden Verkniipfungen fiir die Beziehungen (A) und (B). Zunichst
beweist man

10. Aus MbBN und NdP folgt MbP.
10a. Aus Mc¢N und NdP folgt McP.
Fiir den Beweis von (10) haben wir auszugehen von
kein M~ N, ein N'~ M,
kein Ny~ P, kein P,~ N,
und daraus die Beziehung MbP, also
kein M,~ P, ein PP~ M
abzuleiten. - Wir folgern zunichst, daf eine Beziehung
M'~ P
unmdéglich ist. Aus N ~ M wiirde nimlich auf Grund dieser Annahme
die Existenz einer Teilmenge N~ folgen, fiir die
N'~M'~P
ware, im Widerspruch zu kein N, ~ P. Damit ist die Beziehung kein
M, ~ P erwiesen. Es ist jetzt noch zu zeigen, daB es ein P~ M gibt.

Wire, dies nicht der Fall, so bestinde auf Grund des vorstehenden jetzt

die Beziehung
kein M, ~ P, kein P,~ M,

also die Relation Md P, und zusammen mit der vorausgesetzten Beziehung
PdN folgte gemiB Axiom II die Beziehung MdN, im Widerspruch zu
MbN. Damit ist der Beweis wieder geliefert. Ebenso wird der Beweis
fir McN und NdP gefiibrt, was einer ausfithrlichen Darstellung nicht
bedarf.

‘Wir haben schlieBlich noch die Kombination von
MaN und NP

zu erdrtern. Wir folgern zunichst, da8 diese beiden Relationen an sich

nur die Folge
MapP

gestatten. Wir haben aiszugehen von
M'~N, N ~M,
ketn N, ~ P, kein P~ N,
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und zeigen zunichst, daf hiermit nur
kein M, ~ P, kein P~ M,
vertriglich sind. Gabe es niimlich eine Menge M” ~ P, so folgerte man
wie oben eine Relation .
NII ~ M” ~ P
im Widerspruch mit der Voraussetzung: kein N, ~ P; ebenso folgt die
Unméglichkeit einer Beziehung P’ ~ M. Es kann also an sich nur die

Relation
MdP

bestehen. Wiederum ist noch der assoziative Charakter des Resultats zu
priifen. Diese Priiffung fiihrt hier auf einen Widerspruch. Aus MdP
und NdP wiirde ndmlich gemif dem Axiom II MdN folgen, im Wider-
spruch mit der Annahme MaN. Das gleichzeitige Bestehen von MaN
und NdP fiihrt also auf einen Widerspruch; d. h.

11. Die Beziehungen MaN wnd NdP kénnen nicht zugleich be-
stehen.

Dagegen sei ausdriicklich festgestellt, daB die Satze 10 und 10a
einen solchen Widerspruch nicht herbeifiihren. Denn gemifl Satz 2 ist MbP
mit PcM identisch, und die beiden Beziehungen

PcM und MBHN

sind, wie wir oben unter 8. erwihnten, mit jeder der vier an sich mog-
lichen Beziehungen zwischen N und P vertriglich.

Damit ist unsere Untersuchung abgeschlossen; sie zeigt zugleich die
Widerspruchslosighkeit des Azioms 1I. Wir ziehen aus ihm zunichst noch
eine Folgerung, nimlich die, daB der Satz 11 auch in der Weise gilt,
daB er das gleichzeitige Bestehen von

MaM wund MdIN, sowie von MaN und NdIN
ausschlieBt. Aus MaM folgt M’'~ M und hieraus gemi § 8, I
M~ M~ N,
und daher besteht auch die Relation
MaM;

diese kann aber nach Satz 11 nicht mit MdN zugleich bestehen.

Weiter folgt aus MaN zunichst

M'~N, N'~ M,

also auch N~ M’'~ N, wihrend dagegen NJN besagt, daB kein
N,~ N ist. Also
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11a. Die Bezichungen MaM und MdAN, ebenso MaN und NAN
schliefen einander aus.
Es ergibt sich damit das folgende SchluBiresultat. Mit den Be-

ziehungen MdN wnd NdP

erscheint sowohl die Folgerung MaP wie aquch die Folgerung MdP
vertraglich. Wird die Relation M d P axiomatisch als Folgerung eingefiihrt,
so bedingt dies, daB die Beziehungen MaN und NdP nicht zugleich
bestehen kénnen; wiirde man dagegen die Beziehung Ma P axiomatisch
als Folgerung einfiihren, so ergibt sich ein derartiges Resultat nicht.
Trotzdem erfordert der Aufbau der Mengenlehre die Einfilhrung der Fol-
gerung MdP. Auf die Deutungsmoglichkeit der axiomatischen Annahme
MaP komme ich in § 7 zuriick.

Fiir die Beziehungen (a), (5), (¢), (d) gelten noch die folgenden be-
sonderen Sitze:

12. Aus den Relationen

MaN, MbN, McN, MdN

und
M~M N~AR
folgt auch : N
MaN, MbN, MeN, MdIN
und

MaR, MbNR, McN, Md%.
Fiir den Beweis mag ein Beispiel geniigen. Werde von
MBN und M~
aunsgegangen, so heifit dies
N'~ M, jedes M, nicht ~ N.
Wir erhalten daher, falls M, ~ M, ist, gemiB § 1 sofort
N'~ M, jedes M, nicht ~ N,
womit die Behauptung erwiesen ist.
13. Aus M'tM folgt M'aM oder M'bM; d. h. fiir jede Teil-
menge M’ gilt entweder M'aM oder M'bM.
Es gibt nidmlich eine Teilmenge von M, die #quivalent M’ ist,
niamlich M’ selbst, und daher ist die Beziehung (¢) und (d) ausgeschlossen.

14.. Aus Mt M und MbN folgt M'BN; d. h. besteht die Beziehung
MDBN, so besteht fiir jede Teilmenge M’ von M die Beziehung M’ N.

Man hat nidmlich gemifl 13. und nach Voraussetzung
M'aM oder M'8M wd MBHN,
und damit gemaB Satz 4 und 6 die Behauptung.
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15. Aus M'tM, M"t+M', M"b M’ folgt M"bM; d. h. sind M’ und
M” Teilmengen von M, fiir die die Beziehung M”d M’ gilt, so ist auch
M"b M),
Man hat namlich wieder zugleich (nach 13.)
M'vM und M'aM oder M'bM

und folgert daraus wie eben M6 M.

§ 4.
Endliche und unendliche Mengen.

Nach §3, Satz 1 und 2 sind MaM und MdM die beiden ein-
zigen der Beziehungen (a), (b), (¢), (d), die eine Menge zu sich selbst
haben kann; wir definieren nun: 1. Eine Menge heiBt unendlich, wenn
die Beziehung Ma M besteht; sie heiBt endlich, wenn Md M gilt. Man
hat also im ersten oder zweiten Fall

ein M '~ M; kein M,~ M,
und damit die Dedekindsche Begriffsbestimmung.

Wir folgern zunichst:

2. Aus MaM oder MdM und M ~ I folgt NaM und MdM.
Dies ist eine unmittelbare Folge von § 3, 12.

Fir endliche und unendliche Mengen bestehen gewisse Sondersitze;
diese sollen jetzt abgeleitet werden. Das Haupttheorem lautet:

3. Fiir unendliche Mengen kénnen nur die Beziehungen (a), (b), (¢)
bestehen; fir endliche Mengen nur (b), (¢), (d).

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus den in § 3 abgeleiteten Re-
sultaten.

Sind né#mlich M und N unendliche Mengen, und wiirde die Beziehung
MdN bestehen, so hitte man

MaM und MdN,
und dies verst6Bt gegen Satz 11a von § 3.

Ebenso, wenn M und N endliche Mengen sind, so hitte man, falls
sie die Beziehung MaN gestatten,

NaM uwnd MdM,
und auch dies verstoBt gegen Satz 11a von § 3.
Damit ist der Satz 3 bewiesen. Er gibt zugleich den inneren Grund
fiir die im Satz 11 von § 3 enthaltene Unvereinbarkeit von MaN und

1) Dieser Satz beriihrt sich inhaltlich mit dem Satz 25 in Zermelos Grundlagen
(Math. Ann. 65, S.271).



188 A. Schoenflies.

NdP, Denn unserem Satz 3 gemif besagt MaN, daf M und N
unendliche Mengen sind, und NdP, daB N und P endliche Mengen sind.
" Beides schlieBt sich aber aus.

4. Fiir jede Teilmenge einer endlichen Menge besteht die Beziehung
M'bM; d.h. aus MdM und M'tM folgt M'DM.

GemidB Satz 13 von § 3 gilt namlich fiir jede Menge M und eine

Teilmenge M’ von ihr
M'aM oder M'BM.

Hierzu kommt, da M eine endliche Menge ist, Md M. Diese Be-
ziehung kann aber nach Satz 11 von § 3 mit M’'aM nicht zugleich
bestehen; also muB es M M sein.

Die weiteren noch abzuleitenden Sitze machen die Einfithrung eines
neuen Axioms ndtig, und zwar eines Awxioms dber die Aquivalenz von
Verbindungsmengen. Es lautet:

L Aus M=(N,P), N~R, P~ P, NP folgt (N, P)~ (N, B);
d. h. werden in der Verbindungsmenge (N, P) die Mengen N und P
durch die zu ihnen dquivalenten, zueinander fremden Mengen N und P
ersetzt, so ist die neue Menge der urspringlichen dgquivalent.

Das Axiom gilt gem&f § 1, IIT auch fiir den Fall, daB nur eine
Menge durch eine dquivalente ersetzt wird, d. h.

5. Aus M = (N, P), N~ N, NfP folgt (N,P)~ (N, P) ).

Wir beweisen nun der Reihe nach folgende Sitze:

6. Jede Teilmenge einer endlichen Menge ist selbst eine endliche
Menge; d. h. aus MdM, M'tM folgt M'dM'.

Wire namlich M’ eine unendliche Menge, so miiBte eine Beziehung

M”NM’
M=(M, M),

bestehen. Setzt man nun

so ist gemidB § 2, VI auch
M"~ (M, M,)
eine Teilmenge von M und aus Satz 5 folgte
M"~ M,
was einen Widerspruch gegen Md M darstellt.
7. Ist M eine endliche, N eine unendliche Menge, so kann nur
die Bezichung MbN bestehen?); d. h. aus Md M und NaN folgt MbN.

) Es liegt nahe, Satz 5 als Axiom hinzostellen, und das Axiom als Folge, Der
Beweis hitte aber die sachlich Gberfliissige Annahme %7 P nétig.
+ %) Auf diesen Satz wurde ich schon vor lingerer Zeit von Herrn H. Hahn auf-

merksam gemacht.

\
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Der Beweis wird so gefithrt, da8 die Unvereinbarkeit der Voraus-

setzungen mit MaN, McN, MdN gezeigt wird.
Wiirde zunichst die Beziehung Ma N bestehen, so hitte man M’ ~ N ;
und demgemdB erhielte man aus der Annahme MaXN nach § 3 Satz 12

weiter auch

MaM' resp. M'aM,
was aber, da M endliche Menge ist, gegen Satz 4 verstoft.

Wire zweitens Mc¢N in Kraft, so folgte daraus M’ ~ N, und nun

hieraus und aus NaN weiter
MaM’,
was wiederum einen Widerspruch zum Satz 6 darstellt.

Endlich ist auch die Beziehung MdN unméglich. Denn aus NaN
folgt zunichst ,
N ~N;
hieraus und aus NaN und der angenommenen Relation MdN folgte
dann weiter

NaXN’' und MdN' resp. N'dM.

Die Beziehungen NaN' und N'd M sind aber gemiB § 3 Satz 11
nicht zugleich moglich. Also gilt in der Tat die Beziehung MbN.

8. Ist M eine unendliche Menge, so ist auch die Verbindungsmenge
(M, N) eine unendliche Menge,

Der Beweis ist eine unmittelbare Folge des Axioms I. Denn

aus M '~ M folgt (M,N)~ (M',N),

und damit ist der Satz, da (M', N) Teilmenge von (M, N) ist, bewiesen.

9. Eine Menge ist unendlich, wenn sie eine unendliche Teilmenge hat.

Ist ndmlich M’ diese Teilmenge, so ist

M=(M, M)

und daher geméﬁ Satz 8 auch M eine unendliche Menge.

Man kann diesen Satz auch noch so formulieren:

9. Eine Menge ist endlich, wenn jede ihrer Teilmengen endlich ist.

10. Ist M eine endliche Menge, so ist steis Mb(M,N); d.h. aus
MdM folgt Mb (M, N).

Es ist namlich M Teilmenge von (M, N). Ist nun (M, N) endlich,
so folgt der Satz aus 6, ist aber (M, N) unendlich, so folgt er aus 7.

Zur Ableitung weiterer Sétze bediirfen wir neuer Axiome. Das
Axiom I besagt, daB die Verbindungsmengen aquivalenter Mengen selbst
iquivalent sind; wir haben jetzt noch zwei Axiome nétig, die die Nicht-
dquivalenz der Verbindungsmengen nicht dquivalenter Mengen betreffen.
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. I Sind M und N fremde Mengen, ist M, Teilmenge von M und N,
Teilmenge wvon N, und ist M, nicht ~ M, N, nicht ~ N, so folgt
daraus die Beziehung (M,, N,)nicht ~ (M, N); d. h. aus M{N, M N,
N,iN, M, nicht ~ M, N, nicht ~ N folgt (M,, N,) nicht ~(M, N).

Dieses Axiom soll fiir alle Mengen gelten. Fiir endliche Mengen
reicht es aber noch nicht aus, und werde durch das folgende ersetzt und
erganzt:

IIT. Sind M wund N fremde und zugleich endliche Mengen, und ist
M, Teilmenge von M, so soll stets (M,, N)nicht ~ (M, N) sein, d. h.
ous MfN, MdM, NdAN, M.t M folgt (M,, N) nicht ~ (M, N).

Fiir unendliche Mengen braucht dieses Axiom bekanntlich nicht er-
fiillt zu sein. ’

Auch die Voraussetzungen dieser Axiome besitzen durchaus den in
der Einleitung genannten logischen Sondercharakter; sie sind simtlich
negativer Natur, soweit es sich um die hier allein in Frage stehenden
Aquivalenzbeziehungen handelt. Man konnte freilich annehmen, daf in
diesem Fall ein indirektes Beweisverfahren zum Ziele fithren werde; die
Annahme

(M, Ny~ (M, N) resp. (M, N)~ (M, N)
ist ja von positivem Charakter. Aber diese Vermutung triigt. Die Aqui-
valenz von Verbindungsmengen ist ndmlich keineswegs nur so méglich,
daB M, ~ M und N,~ N ist, sondern auch auf andere Weise; und
daher kann aus der angenommenen Aquivalenzbeziehung ein Widerspruch
mit den Voraussetzungen
M, wicht ~ M, N, nicht ~ N

nicht abgeleitet werden. -

Die negative Fassung unserer Axiome stellt uns zunichst vor die
Aufgabe, die bestimmte Beziehung (a), (b), (¢), (d) aufzufinden, die
zwischen (M, N) und den Mengen (M,, N,) und (M,, N') besteht. Fir
das Axiom II kann es erst im néchsten Paragraphen geschehen; fiir das
Axiom IIT soll es hier folgen.

Da (M,, N) Teilmenge von (M, N) ist, so kann nach Satz 13 von
§ 3 nur die Beziehung (a) oder (b) realisiert sein. Aber der Fall (a), d. h.

(M, N)a(M, N)

ist unmoglich. Jede Teilmenge von (M,, N) hat namlich nach § 2, VI
eine der Formen

‘Ml’ MS’ ’N’ Nl’ ('M'Z’ N)’ <M17N1)’ (Mﬁ’ Nl)’ )

wo M, eine Teilmenge von M, ist. Keine von ihnen kann aber zu
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(M, N) quivalent sein. Da nimlich ¥ und N endliche Mengen sind,
so hat man fiir sie gemiB 10. die Relationen
Mb(M,N) und Nb(M,N).
Gemaf Satz 4 hat man weiter
M. bM, M,bM, N,bN

und damit folgt die Behauptung nach Satz 6 von § 3 bereits fiir
M,, M,, N, N,. Fir die drei Verbindungsmengen folgt sie aus den
Axiomen selbst; es ist ja, da M und N endliche Mengen sind,

M, nicht ~ M, M, nicht ~ M, N, nicht ~ N
und damit ist in der Tat die behauptete Nichtdquivalenz eine Folge von
(IT) und (III). Also
11. Fiir endliche (und fremde) Mengen M und N gilt die Beziehung
(M,,N)b(M, N).
12. Die Verbindungsmenge zweier endlichen Mengen ist selbst end-
lich; d. h. aus MdM und NdN folgt (M, N)d(M, N).
Wir haben nachzuweisen, daB die Beziehung
(M, N)a(M, N)

ausgeschlossen ist. Nun hat jede Teilmenge von (M, N) wieder eine der
Formen

M’ ‘Ml’ N’ Nl’ ('M’ 'NI)’ (MI’N)’ (M17 Nl)

und wir beweisen, genau wie eben (vgl. auch § 5, 2), daB keine dieser
Mengen zu (M, N) dquivalent ist. Damit ist der Satz bewiesen.

§ 5.
Das Aquivalenzproblem.

Die wichtigste Aufgabe, die zu behandeln ist, betrifft den Nachweis,
daB die Mengen M und N équivalent sind, falls fiir sie die Beziehung

MaN oder MdN
besteht; also der Satz (Aquivalenzsatz)

1. Aus MaN oder MdN folgt M ~ N.

Ehe der Beweis gefithrt wird, sollen die Aquivalenz-Relationen voran-
gestellt werden, die sich aus den vorstehenden Paragraphen unmittelbar
ergeben:

2. Aus MbN und McN folgt M nicht ~ N.

Wire nimlich M ~ N, so hitte man auch (§ 3, 12)

NbN oder NcN,
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was aber gemi8 § 3, 3 widerspruchsvoll ist. Hieraus folgt unmittelbar
weiter

3. Mit M ~ N ist nur MaN oder MdN vertrdglich.

Die Umkehrung dieses Satzes 3 ist es, die den eigentlichen Aqui-
valenzsatz 1 bildet. Ist er bewiesen, so folgt endlich noch, als Um-
kehrung von 2.:

4. Aus M nicht ~ N folgt MbN oder McN.

Man kann diese vier Sdtze auch folgendermaflen zZusammenfassen:
Die Beziehungen (a) und (d) sind hinreichende und notwendige Be-
dingungen fiir die Aequivalenz, (b) und (¢) ebenso fir die Nichtdquivalenz.

Als Folge von 4. ergibt sich, was in § 3 und 4 noch offen bleiben
muflte,

5. Aus M,t M und M, nicht ~ M folgt M. b M; d.h. besteht fiir
die Teilmenge M, von M die Beziehung M, nicht ~ M, so gilt M, b M.

Denn nach 4. gilt M. bM oder M,cM; nach Satz 13 von § 3 nur
M,aM oder M,bM, also gilt M b M.

Eine Anwendung hiervon gibt auch Antwort auf die beziiglich des
Axioms IT in § 4 gestelite Frage. Es folgt jetat

6. Sind M, und N, Teilmengen von M und N, und ist M, nicht
~ M, N, nicht ~N, so folgt daraus stets (M,, N,)b (M, N).

Wir gehen nun zum Satz 1 iiber und beweisen zunichst den ersten
Teil, also den eigentlichen Bernsteinschen Aquivalenzsatz. Sein Beweis
folgt aus dem Axiom II von-§ 4 iiber die Nichtiquivalenz der Verbin-
dungsmengen.

Aus der Voraussetzung Ma N folgt zundchst

ein M'~ N, ein N' ~ M.
Ware nun M nicht ~ N, so hitte man nach §1, 3
M nicht ~M', N' nicht ~ N. }

Mit M und N sind aber auch M’ und N’ fremde Mengen (§ 2, 1);
sie bestimmen daher eine Menge (M’, N'), und fiir sie miiite gemiB
Axiom II nunmehr

(M',N') nichs ~ (M, N)
folgen. Andererseits folgt aber aus den beiden ersten Relationen un-
mittelbar nach § 4, 1
(M',N'y~ (M, N) .
und damit ergibt sich ein Widerspruch. Damit ist der Beweis bereits

geliefert.
Freilich beruht der Beweis auf einer gewissen Voraussetzung, die noch
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zu erértern ist. Wir operieren mit der Verbindungsmenge von M und N
und haben deshalb die Voraussetzung nétig, daB M und N fremde Mengen
sind. Sind sie es nicht, so wird man am einfachsten so vorgehen, da
man folgendes neue Axiom zugrunde legt **):

1. Sind M und N keine fremden Mengen, so gibt es stets zwei
ihnen dquivalente, zueinander fremde Mengen M und N; so daf also

M~M und N~N, und WMfN.
GemiB § 3, 12 besteht auch fiir sie die Beziehung
Padt,

und auf sie laBt sich daher der obige Beweis iibertragen. Aus M~ N
folgt dann auch M ~ N.

Es handelt sich nun noch um den gleichen Nachweis fiir die Be-
ziehung MdN. Ehe ich dazu iibergehe, erinnere ich daran, daB die Eigen-
art der Beziehung MdN in der Cantorschen Theorie offen geblieben war;
fiir das durch sie bedingte Verhiltnis von M zu N hatte sich ein Resultat
nicht ableiten lassen. Das darf nicht wundernehmen; das hierin ent-
haltene Problem stellt namlich wieder ein logisch wunldsbares Problem,
und damit eine illusorische Aufgabe dar. Wir haben ja als Primissen
zundchst nur die Aussagen '

kein M, ~ N, kein N, ~ M.
Dazu kommen, da M und N endliche Mengen sind,
kein M, ~M, kein N~ N,

also lauter Aussagen von negativem Charakter. Selbst der Weg des in-
direkten Beweises #ndert daran in diesem Fall nichts; denn man miiite

noch die Annahme
.M nicht ~N

hinzufiigen. Nun wire es ja moglich, daB die fiir den Beweis einzig in
Frage kommenden Axiome II und IIT der Nichtiquivalenz von § 4 die
Pramissen positiv beeinflussen konnten; aber auch das ist nicht der Fall.
Denn diese Axiome lauten ja in ihrem SchluBteil iibereinstimmend

(M,,N,) nicht ~ (M, N).

Wir miissen also von Prédmissen ausgehen, die samt und sonders
negativ sind, und kommen zu dem Schluf, da8 sich die Aquivalenz M ~ N
im Fall endlicher Menge ohne eine nochmalige neue axiomatische Fest-

13} Es entspricht dem von Zermelo in seinen Grundlagen (Math. Ann. 63) ent-
haltenen Theorem 19. Man kénnte auch die groSte gemeinsame Teilmenge von M
und N axiomatisch einfithren und mit ihr operieren; doch scheint dies weniger einfach.

Mathematische Annalen. 83. 13
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setzung nicht folgern liBt. Das so gewonnene Resultat 148t sich auch
in seiner allgemeinen Bedeutung leicht verstehen. Es liuft dem Tat-
bestand parallel, der uns aus der allgemeinen Theorie der endlichen Zahl-
groBen geldufig ist. Dort muf die Festsetzung, wann zwei GroBen als
gleich gelten sollen, erst frei — natiirlich zweckmifig — geformt werden,
ehe man die Frage, ob zwei gegebene GroBen als gleich zu gelten haben,
_in Betracht ziehen kann. Man denke z. B. an die WeierstraBsche Theorie
der Irrationalzahlen; sie setzt bekanntlich die Gleichheit zweier Zahlen
a und b so fest, daB jeder Bestandteil von a kleiner ist als & und jeder
Bestandteil von b kleiner als @. Eine solche axiomatische Festsetzung
erweist sich also auch im Gebiet der endlichen Mengen, wenn man sie,
wie hier, ausschlieflich auf die Mengenbeziehungen, d.h. auf die Nicht-
dquivalenz von Menge und Teilmenge griindet, als eine Notwendigkeit.
Es fragt sich nur, welche Festsetzung man zweckmiBig zugrunde legt.
Beachtet man, da8 es sich im Grunde um eine Axiomatik der GroBen-
lehre handelt, so liegt offenbar nichts niher, als die eben genannte Defi-
nition zu benutzen, und dies soll in der Tat geschehen. Wir setzen also
fest (Awiom der Aquivalenz endlicher Mengen):
II. Zwer endliche Mengen M und N sind dquivalent, wenn fir

jede Teilmenge M’ und N' die Beziehung M'b N resp. N'b M besteht;
d.h. aus MdM, NdN, M'bN, N'b M fir jedes M', N’ folgt M ~ N.

Hieraus 148t sich der Satz, daB aus MdN auch M ~ N folgt, un-
mittelbar folgern. Ehe wir dazu iibergehen, wollen wir noch die Berech-
tigung unseres Axioms und seine Stellung im gesamten Aufbau ndher er-
ortern. Wir wollen zunéchst nachweisen, daB von den vier Beziehungen

MaN, MbN, McN, MdAN

nur die betzte mit dem Axziom vertrdglich ist.
Aus Mad folgt

“ ein M'~N N
gemif unserm Axiom ist aber fiir jedes M’
M'BN,

und man erhielte also NbN, was aber nach § 8, 3 widerspruchsvoll ist.
Aus MbN fo
lgt), ein N'~ M;
was analog zur Relation MbM fiihrt, die ebenfalls widerspruchsvoll ist.
Endlich folgt aus McN genau wie eben die widerspruchsvolle Re-
lation NBN.
Unser Axiom kann g}so in der Tat nur mit der Beziehung MdN

4
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vertriglich sein. Dies i&t aber auch wirklich der Fall. Die Folgerungen,
die sich aus

M'BN und MdIN, aus N'BM und MdIN
ergeben, lauten gemiB § 3, 9, daB fiir jedes M’ und N’
MbM ud N'ON

ist; sie entsprechen der Endlichkeit von M und N und stellen die in
§ 4, 4 gefundene Eigenschaft der endlichen Mengen dar.
Zusammenfassend folgt also: Das Axiom II ist nur fiir endliche
Mengen realisiert, und iiberdies weder im Fall MbN, noch McN; da-
mit ist aber der Beweis seiner Berechtigung geliefert. Hs st fiir die
endlichen Mengen und ihre Aquivalenz charakteristisch.
Der Beweis des Aquivalenzsatzes ergibt sich nun folgendermafen.
GemiB § 4, Satz 4 ist fiir jedes M’ und N’
M'bM und N'BN;
ferner gilt nach Voraussetzung
MdN und NdM,
und hieraus folgt nach § 3, 9 sofort
M'BN und N'o M
und nunmehr nach unserm Axiom
M~ N.

§ 6.
Sitze iiber Verbindungsmengen.

Seien M und N einerseits, und 9 und N andrerseits fremde Mengen.
Zwischen M und 9, sowie zwischen N und 9% bestehe je eine der Be-
zlehungen

Mat, MBX, McI, MdM
und Na®, NbR, NcR, NIR.
Es ist die Frage, welche Beziehung fiir
(M,N) und (M, N)
resultiert, wenn wir irgendeine Beziehung der ersten Zeile mit einer Be-
ziehung der zweiten Zeile kombinieren.
Wir beweisen zunichst folgende Sitze:

Aus Ma®t und Na$t folgt (M, Nya (M, N).
Aus MM und NbN folgt (M, N)b (I, N).
Aus McIR und Nc% folgt (M, N) ¢ (M, RN).
Aus MdM und NdN folgt (M, N)d (M, N).
Aus Ma und NAN folgt (M, N)a (M, N).

Al ol Sl e

13%
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Die Beweise von Satz 1, 4, 5 lassen sich foléendermaﬁen zZusammen-
fassen. Die Voraussetzungen lauten gemeinsam
M~P und N~ N,
woraus gemif Axiom I von § 4
(M, N) ~ (I, N)

folgt. Im Fall 1 und 5 sind nun M und 9t nach §4, Satz 3 unend-
liche Mengen, also gilt dies nach §4, 8 auch von (M, N) und (M, N)
und daher ergibt sich wieder

(M, N)a (M, N).

Im Fall 4 sind dagegen M, N, M, N endliche Mengen, also auch
(§4,12) (M, N) und (M, N) und daher ist

(M,N)d (I, N).
Wir beweisen nun den Satz 2'4). Dazu gehen wir von den Relationen
MbM und NON
aus, also von den Beziehungen
kein M,~M W'~ M,
kein N,~%  N'~N,
(D, ) ~ (M, N)
Wir folgern nun aus den gegebenen Relationen Mb%t und N6 M
mittels M~ M und N~ N’ weiter
MoM und NBN,
W nicht ~ M, RN nicht ~N
und daraus endlich, gemaB Satz 6 von §5
(W, R) b (P, N) .
oder (M,N)b (M, N).

und erhalten zunichst

oder aber (§5,2)

14) Geht man zu Michtigkeiten iiber, so bezieht sich der obige Satz auf den
Fall, daB
. . m, <m, und n, <mn,
ist; er schlieBt daraus
my - <<m, .
In der allgemeinen Theorie fehlt noch heute ein Nachweis dieser Folgerung.
Sie ist von F. Bernstein unter der Anpahme bewiesen worden, daB m, mit n, ,ver-
gleichbar® ist. (Math. Ann. 61 (1905), S.129.) Nun scheidet zwar in dem vorliegen-
den Aufban die Vergleichbarkeit als offene Frage gemifl § 3 aus, der Bernsteinsche
Beweis stiitzt sich aber auSerdem auf den Aquivalenzsatz. Der obige Beweis stiitzt
sich dagegen auf das Axiom II von § 4, das ja auch den Bernsteinschen Aquivalenz-
satz zur Folge hat.
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In derselben Weise‘ beweist man den Satz 3. EKin letzter Satz, der
sich ableiten 148t, lautet:
6. Ist M eine endliche Menge, so folgt aus MbM und NIN
(M, N)b (I, N).
Wegen MbI hat man namlich
M~

wo mit M auch 9 eine endliche Menge ist. Hieraus und aus N~ R
folgt weiter ,
(M, N)~ (DM N).

Wir unterscheiden nun, ob I eine endliche oder unendliche Menge
ist. Im ersten Fall sind (', N) und (M, N) endliche Mengen, ferner
ist (M, N) Teilmenge von (M, N) und daher ist gemiB §4, 4

(MR b (MN).

Ist aber M eine unendliche Menge, so ist (M, N) nach § 4, 8 eben-
falls eine unendliche Menge; dagegen ist (', N) nach §4, 12 endlich
und daher gilt ebenfalls (§4, 7)

(M, )b (W, N).

Wegen MM '~ M, N~ N f{folgt daraus weiter

(M,N)b(M,N).

In den anderen Fillen lassen sich eindeutige Folgerungen nicht ent-

nehmen. Nur soviel sei bemerkt, dal mit den Relationen

Mo und NOHN
jede der beiden Beziehungen
(M,N)a(M,N) und (M,N)b(IM,N)
vertraglich ist.

§7.
SchluBbetrachtung.
Die vorstehende Untersuchung liefert jedenfalls ein hénreichendes
Axiomensystem fiir die Sétze, die die Aquivalenzprobleme der Mengen be-
treffen. Wird fiir den Augenblick noch die Bezeichnung MeN fiir die

Aquivalenz von M und N eingefiihrt, so handelt es sich, genauer gesprochen,
um die Kombination der Beziehungen, die durch

MaN, MbN, McN, MdN, MeN, MfN, MiN, (M,N)

dargestellt sind, und um die Art, wie sie assoziativ einander bedingen und
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sich miteinander verbinden. Ob die aufgestellten Axiome sédmtlich not-
wendig sind oder auch entbehrliche Bestandteile enthalten, mag offen
bleiben. Abgesehen von den Axiomen mehr formaler Bedeutung, wie die
iiber MeN, MfN, MtN sind es wesentlich die folgenden, die die mate-
riellen Stiitzen des Aufbaues darstellen: Das Axiom der Verknipfung, die
Axiome iiber die Aquivalenz der Teilmengen und der Verbindungsmengen,
die Axiome iiber die Nichtdgquivalenz der Verbindungsmengen nicht dqui-
valenter Mengen und das Axiom iiber die dquivalenz endlicher Mengen.
Die Charakterisierung, die in diesen Bezeichnungen enthalten ist, zeigt
schon die Verschiedenheit der Gebiete, denen sie angehdren, und zeigt
auch ibre allgemeine Notwendigkeit fiir den Aufbau.

Wie bereits in der Einleitung erwihnt, ist die vorstehende Betrach-
tung zugleich eine Axiomatik der GroSenlehre; in der Tat ist ja von den
Elementen der Menge nirgends die Rede. Dies ist auch die Tatsache,
die dem in § 3 gefundenen Resultat seine Stellung im axiomatischen Auf-
bau anweist. Wir fanden dort, daB mit den Beziehungen Md N und Nd P
auch die Folgerung Ma P vertriglich ist. Sie konnte deshalb an sich
ebenfalls als axiomatische Festsetzung an Stelle des Axioms II eingefiihrt
werden. Wie wir sahen, bewirkt sie als weitere Folgerung, da8 aus Ma P
und PdN sich MdN ergibt, und liefert ebenfalls ein in sich widerspruchs-
freies System von Beziehungen. Es lie sich durch die Formeln
daratllon. (aa)=(dd)=a; (ad)=(da)=d

Dies wollen wir nun deuten. Zunidchst ist zu beachten, daB in die
vorstehenden Schliisse die Beziehungen MbN und Mc¢N nicht eingehen.
daB es sich bei ihnen vielmehr nur um MaXN und MdN und deren
Kombinationen handelt. Nur auf sie bezichen sich also die obigen Regeln,
und auf sie beschrinke ich mich zunichst. Die Aufgabe ist dann, Objekte
mit GroBencharakter zu finden, die sich diesen Regeln fiigen. Die in § 3
erwshnte Analogie mit den Vorzeichenregeln macht dies leicht. Man er-
reicht es, indem man entgegengeseizie Grofen in Betracht zieht, deren
Teile zum Ganzen in der durch (a) festgelegten Beziehung stehen, also
der Dedekindschen Definition geniigen; die Beziehung Ma N gilt dann tiir
gleichartige, dagegen MdN fiir entgegengesetzte Objekte. Einseitig be-
grenzte Geraden von unendlicher Linge aber entgegengesetzter Richtung
bilden ein einfaches Beispiel, falls man als Teilmenge jeden ebenfalls un-
endlichen Bestandteil betrachtet und die Aquivalenz z. B. durch eineindeu-
tige Ahnlichkeitsabbildung definiert. Fiir je zwei von ihnen besteht dann
entweder die Relation (a) oder (d).

Man kann leicht “erreichen, daB auch die Beziehungen () und (c)
anftreten. Dies geschieht so, da man auch Paare entgegengesetzt gerich-
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teter Geraden als Objekte zuldBt. Fiir je zwei solche Paare besteht dann
die Beziehung (a), fiir jedes Paar und eine einzelne Gerade die Beziehung
(b) oder (c¢), und fiir je zwei einzelne Geraden die Beziehung (a) oder (d).
Die Gesetze
(aa)=(dd)=a, (ad)=(da)=4d

bleiben offenbar bestehen. Beziehungen (bb), (bd), (d¢) und (c¢) sind
unmoéglich. Dagegen gibt es hier eine Regel fiir (bc¢); es kann sowohl (a)
wie (d) resultieren. Endlich ergeben die Beziehungen

(abd) (ba) (db), (ac) (ca) (ed)
{b) oder (c) als Resultat.

Die Tatsache, daBl die Cantorsche Theorie die Unvereinbarkeit der
Annahme, M und N seien unendliche Mengen, mit der Beziechung Md N
des § 3 nicht nachzuweisen vermochte, erfihrt hierdurch neues Licht. Denn
die Zulassung von Elementen von zweierlei Art, die einander entgegen-
gesetzt sind, streitet weder gegen den Mengenbegriff als solchen, noch
auch gegen die Dedekindsche Definition der unendlichen Mengen und die
auf ihr rubenden Eigenschaften. Fiir den so erweiterten Mengenbegriff
kann aber, wie wir sahen, im Fall unendlicher Mengen auch die Beziehung
MdN realisiert sein. Wie weit sich auf solche Mengen die weiteren Be-
grifie und Sétze der Cantorschen Theorie iibertragen lassen, mag an dieser
Stelle auf sich beruhen bleibens).

Nur das sei noch erwshnt, daB die allgemeine Weiterfithrung der bis-
her gefundenen Resultate in erster Linie die Beziehung der Menge zu
ihren Elementen, ferner den Ordnungsbegriff usw. ins Auge zu fassen hat.
Ich will noch kurz zeigen, wie man die Elemente der Menge auf der
hier vorhandenen Grundlage einfithren kann. Voranzustellen ist das fol-
gende Axiom:

1. Jede Menge enthilt Teilmengen, die nicht mehr selbst in Teil-
mengen zerlegbar sind; sie heillen unzerlegbare Teilmengen oder Elemente.
Sie sollen duarch

mTM oder kiirzer durch m
bezeichnet werden. Von ihnen gilt der Satz:

Ist M ~ N, so kann eine nicht zerlegbare Teilmenge von M keiner
zerlegbaren Teilmenge von N &quivalent sein und umgekehrt.

Aus der Aquivalenz M ~ N folgt nédmlich nach Axiom I von §3
zu jedem M’ die Existenz einer Teilmenge N’ von N, so daB

M'~N'

%) Herr A. Frinkel hat mich darauf hingewiesen, daf8 nicht einmal alle Axiome
iiber Teilmengen gelten. Axiom I bleibt bestehen, Axiom II nicht; es gilt auch
Axiom IIT von § 3.
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ist. Wiirde nun m = M’ ein zerlegbares N’ bedingen und wire N” eine
Teilmenge von N', so folgt aus M’ ~ N’ gemiB demselben Axiom, daB
N” die Existenz einer Teilmenge von m bedingt, die zu N” &quivalent
ist; was aber einen Widerspruch darstellt.

Von diesem Tatbestand kann man nun wieder verlangen, daB er auch
umgekehrt gilt; d. h. man kann fordern:

II. Zwei Mengen M und N sind dquivalent, wenn jedem Element
von M ein Element von N zugehort und umgekehrt.

DaB diese Forderung an sich widerspruchsfrei ist, wurde eben gezeigt;
daB sie auch den allgemeinen Axiomen geniigt, die die Aquivalenzbeziehung
regeln (§1, Tund II, § 3,1, § 4, I), ist leicht zu sehen. Damit moge diese
Betrachtung ihren Abschluf finden. Auf die Frage, wie mit der Ein-
fithrung der Elemente und der neuen Aquivalenzbeziehung sich der axio-
matische Aufbau dndern wiirde, soll hier nicht weiter eingegangen werden.

Jedenfalls entspricht die vorstehende Untersuchung den Forderungen,
die im Anfang gestellt wurden. Sie sieht von allen Wortdefinitionen ab
und benutzt ausschlieflich Beziehungen zwischen den Objekten, von denen
sie handelt. Die Axiome liefern die Grundregeln fiir das Operieren mit
ihnen. Gerade um dies deutlich hervortreten zu lassen, ist jedem Axiom
und jedem Satz die ihm entsprechende formale Ausdrucksweise, also die
Bindung, die die beziiglichen Beziehungen durch den Satz oder das Axiom
erfahren, gegeben worden. Auch sind die einzelnen Axiome immer erst
dann eingefiihrt worden, wenn sie fiir den Fortgang der Beweise ndotig
waren.

(Eingegangen am 14. 12. 1920.)



Besitzt jede reelle Zahl eine Dezimalbruchentwicklung?”)

Von
L. E. J. Brouwer i Amsterdam.

§ 1.
Existenzbereich der unendlichen Dezimalbruchentwicklung auf dem
Kontinuum.

Verstehen wir in der Menge der endlichen Dualbriiche >0 und <1
a2
— als End-

elemente besitzendes geschlossenes Intervall, unter einem Punkie des
Kontinuums eine in unbegrenzter Fortsetzung begriffene Folge von Inter-
vallen 1, deren jedes im Innern des niichstvorangehenden enthalten ist?),
unter z einen variablen Punkt des Kontinuums, unter F, () einen
n-stelligen Dezimalbruch mit der Eigenschaft, daB jeder links von ihm
liegende Punkt des Kontinuums links von einem Intervalle von z liegt,

unter einem Intervalle 1, ein zwei Dualbriiche % und

wihrend F, (2)- 10" " rechts von einem Intervalle von z liegt, unter
F{z) die eindeutige unendliche Dezimalbruchentwicklung von z, so besitzt
F, (x) die (iibrigens-allen unstetigen Funktionen gemeinsame) Eigenschaft,

1) Uber den Inhalt dieser (in gleichlautender Form der Amsterdamer Akademie
am 18. Dezember 1920 vorzulegenden) Abhandlung wurde am 22. September 1920 auf
der Naturforscherversammlung in Bad Nauheim ein referierender Vortrag gehalten.

%) Vgl. meine in Bd. 12 der Verhandelingen der Koninklijke Akademie van
Wetenschappen te Amsterdam (Eerste Sectie) erschienene Abhandlung: ,Begrindung
der Mengenlehre unabhiingig vom logischen Satz vom ausgeschlossenen Dritten®, 2. Teil,
S.8, 4. Wie daselbst S. 4 FuBnote %) hervorgehoben und durch die vorliegende
Arbeit klar ins Licht gestellt wird, sind die beiden S. 9 des 1. Teiles benutzten Be~
grifie der ,reellen Zahl“ bedeutend enger als der hier definierte Begriff des Punktes
des Kontinuums. In einem ganz andern, aus dem Zusammenhang ersichtlichen Sinne
wird der Aumsdruck ,reelle Zahl“ der Expressivitit wegen in der Uberschrift und im
SchluBparagraphen der vorliegenden Arbeit gebraucht.
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daB ihr Existenzbereich @, micht mit dem Kontinuum zusa,m;nen.fallen3)
kann. Der Existenzbereich G =D (G, G,, ...) von F(z) kann also erst
techt nicht mit dem Kontinuum zusammenfallen, obgleich er sich (ebenso
wie der Existenzbereich der regelmiBigen Kettenbruchentwicklung von )
dem Kontinuum so eng anschmiegt, daB er mit demselben einerseits ort-
lich iibereinstimmt®), andererseits inhaltsgleich®) ist®).

Die Definition des Punktes des Kontinuums erleidet indessen eine
erhebliche Einschrinkung, wenn wir in derselben statt ,,in unbegrenzter
Fortsetzung begriffene Folge®, ,,Fundamentalreihe® 7) lesen. Zweck der folgen-
den Paragraphen ist, klarzustellen, inwiefern fiir diese Punkte des Kon-
Linuums im engern Sinne, die unendliche Dezimalbruchentwicklung existiert.

, § 2.
Die Ergiinzungselemente der abziihlbar unendlichen, iiberall dicht geord-
neten Mengen.

Es sei eine abzahlbar unendliche, im engern Sinne iiberall dicht ge-
ordnete®) Menge H gegeben. Es seien g, g,, g5, ... die nach irgend
einem, H als abzihlbar unendliche Menge charakterisierenden, Abzihlungs-
gesetze y numérierten Elemente von H und es sei S(g,, ¢os ---» ) =6
gesetzt. Unter einem i, bzw. j, verstehen wir ein (eventuell aus einem
einzigen Elemente bestehendes) geschlossenes Intervall®) von H, dessen
Endelemente zu s, gehdren, dessen Inneres aber hochstens ein bzw. kein
einziges Element von s, enghilt.

Unter einem Ausfillungselemente r von H verstehen wir erstens
eine jedenfalls ein Element besitzende Spezies von in unbegrenzter Fort-
setzung begriffenen Folgen fo, Fat1, Far2s -« (¢ eine fiir » bestimmte

positive ganze Zahl), wo jedes Jf, ein 7, und jedes Fui,41 I Faq, ent-
halten ist, wihrend JF, fir jedes » zu einer fiir # bestimmten Spezies S,

-

% A.a. 0., 2. Teil, S. 5.

%) A a. O, 2 Teil, S. 6.

% A.a. O, 2. Teil, S. 29, 30.

%) Natiirlich kann auch der Existenzbereich einer mittels einer Funktion der
-unendlichen Dezimalbruchentwicklung von 2 erklirten Funktion von x nicht iiber G
hinausgehen. Z. B. hat die im Jahresber. d. D. M.-V. 23, 8. 86 von mir definierte
Funktion f(z) genau G zum Existenzbereich. Wahrend aber die Funktion F(x) des
Textes in der auf dem Kontinuum iiberall dichten Panktmenge G gleichmdBig stetig
ist und sich auf Grund dieser Eigenschaft zu einer auf dem vollen Kontinuum exi-
stierenden Funktion ¢ (z) =z erweitern 1iBt, ist fiir f(z) jede Erweiterung auf das
volle Kontinuum ausgeschlossen.

%) Vgl. , Begrindung der Mengenlehre usw.*, 1. Teil, S. 14.

% A.a. 0., 1. Teil, S. 16,

9 A a O, 1. Teil, S. 13.
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gehdrt, von der je zwei Elemente ein Element von s, gemeinsam haben;
zweitens eine jedenfalls ein Element besitzende Spezies von in unbegrenzter
Fortsetzung begriffenen Folgen T, Z,, 5, ... von je ein bestimmbares
Element besitzenden abtrennbaren Teilmengen'®) von H, wenn in jeder
Folge jedes Z,.; in g, enthalten ist und eine Fundamentalreihe n,, Ty,
Ny, ... (Mys122m,) von ganzen positiven Zahlen und ein Ausfiillungs-
element erster Art r, von H bestimmt sind mit der Eigenschaft, daf zu
jedem Elemente {,, ,, %5, ... von r ein Element f,, fui1, Fot2,... VOR
1, existiert, so daB 3, ZU Forr gehort.

Unter einem EHrganzungselemente nullter Ordnung oder kurz einem
Erginzungselemente r von H verstehen wir erstens eine Fundamental-
reihe f,, Foi1, Fai2, ... (« eine fiir r bestimmte positive ganze Zahl),
wo jedes F, ein 4, und jedes F,y,41 In Foy, enthalten ist; zweifens eine
jedenfalls ein Element besitzende Spezies von in unbegrenzter Fortsetzung
begriffenen Folgen 7, Z,, I3, ... von je ein bestimmbares Element be-
sitzenden abtrennbaren Teilmengen von H, wenn in jeder Folge jedes Z,.:
in I, enthalten ist und eine Fundamentalreihe n , n,, n,, ... (n,12> n,)
von ganzen positiven Zahlen und ein Erginzungselement erster Art f,,
Fas1s Fayes ... von H bestimmt sind, so daB jedes &a, VOR 7 ZU Foy,
gehort ),

Wenn ,r und ,r Ausfiillungselemente von H sind und jedes ,f, mit
jedem ,F, ein gemeinsames Element besitzt, so sagen wir, dal 7 und ,r
in H zusammenfallen. Ein mit einem Erginzungselemente von H in H
zusammenfallendes Ausfiillungselement von H wird gleichfalls als Er-
ghnzungselement von H bezeichnet.

Wenn das Element g von H zu jedem F, des Ausfiillungselementes r
von H gehdrt, so sagen wir, dal » und ¢ in H zusammenfallen.

Wenn 7 und ,r Ausfilllungselemente von H sind und man ein f,
und ein ,f, ohne gemeinsame Elemente angeben kann, so sagen wir, daf
o und r in H ortlich verschieden sind.

Wenn man ein f, des Ausfiillungselementes r von H angeben kann,
zu dem das Element g von H nicht gehort, so sagen wir, dafl r und ¢
in H ortlich verschieden sind. i

Das Erganzungselement bzw. Ausfiillungselement r von H heifit ein
Erganzungselement erster Ordnung von H, wenn fiir jedes Element g¢
von H entweder die Relation g > (d. h. jedes rechts von g gelegene
Element von H liegt rechts von einem bestimmbaren £, von 7), oder die

) A a. 0., 1. Teil, S. 4.

11) Ob der Begrifi des Ausfiillungselementes sich auf den des Erginzungs-
elementes zurickfiihren 1iBt, bleibt hier dahingestellt,
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Relation g <r (d. h. jedes links von g gelegene Element von H liegt
links von einem bestimmbaren £, von r) hergeleitet werden kann, oder,
was auf dasselbe hinauskommt, wenn # mit einem Ergénzungselemente r’
von H, von dem jedes F, ein j, ist, zusammenfillt.

Die Ergénzungselemente erster Ordnung von H entsprechen den
Dedekindschen Schnitten von H.

Das Ergénzungselement erster Ordnung » von H heifit ein Ergdnzungs-
element zwetter Ordnung von H, wenn fiir jedes Element ¢ von H die
Relation g <7 entweder hergeleitet, oder ad absurdum gefithrt werden
kann, oder, was auf dasselbe herauskommt, wenn 7’ sich so wihlen 1i8t,
daB kein u mit der Eigenschaft, daB die rechten Endelemente von £/
und F, fiir jedes » > pu identisch sind, existieren kann.

Das Erginzungselement zweiter Ordnung » von H heiit ein Er-
ginzungselement dritter Ordnung von H, wenn fiir jedes Element g von
H entweder die Relation g > 7 (d. h. man kann ein links von g gelegenes
F, von r bestimmen), oder die Relation g < r hergeleitet werden kann,
oder, was auf dasselbe hinauskommt, wenn 7’ sich so wihlen 148t, daB
zu jedem F/ ein solches F, bestimmt werden kann, dessen rechtes End-
element links vom rechten Endelemente von f; gelegen ist.

Ein Ergénzungselement dritter Ordnung von H heifit ein Ergdnzungs-
element vierter Ordnung von H, wenn fiir jedes Element g von H ent-
weder die Relation g > 7, oder die Relation g=1r (d. h. ¢ und r fallen
in H zusammen), oder schlieBlich ¢ < r (d. h. man kann ein rechts von
g gelegenes £, von r bestimmen) hergeleitet werden kann, oder, was aunf
dasselbe hinauskommt, wenn 7’ sich so wihlen lifit, daB zu jedem F,
ein solches » > u bestimmt werden kann, da die beiden Endelemente
von f, von den beiden Endelementen von f/ verschieden sind.

Die vorstehenden Definitionen der Ausfiillungselemente sowie der Er-
ginzungselemente nullter, erster, zweiter, dritter und vierter Ordnung von.
H sind fiir gegebene ordnende Relationen in H offenbar unabhingig vom
Abzihlungsgesetze y.

Sei M eine endliche Menge oder eine Fundamentalreihe von Er-
ginzungselementen vierter Ordnung von H,, deren je zwei in H, ortlich
verschieden sind und deren jedes von jedem Elemente von H, in H, 6rt-
lich verschieden ist. Die Vereinigung von M und H, bildet eine abzahl-
bar unendliche, im engern Sinne iiberall dicht geordnete Menge H,.;.
Jedes Erginzungselement von H, ist gleichzeitig Erganzungselement von
H,,, und jedes Erganzungselement h-ter Ordnung von H,., fallt in H,,,
zusammen mif einem Erginzungselemente A-ter Ordnung von H,.

Die vorstehende Beziehung besteht sowohl zwischen der geordneten
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Menge der endlichen Dualbriiche H, und der geordneten Menge der end-
lichen Dezimalbriiche H,, wie zwischen H, und der geordneten Menge
der rationalen Zahlen H,.
§ 3.
Erginzungselemente, Dezimalbruchentwicklungen und Kettenbruchent-
wicklungen,

Ein Erginzungselement erster Ordnung von H 1iBt in H die Oris-
bestimmung erster Ordnung zu, welche sich, wenn H als die Menge der end-
lichen Dezimalbriiche gelesen wird, als die mehrdeutige unendliche Dezi-
malbruchentwicklung herausstellt. Umgekehrt ist jedes Ausfiillungselement
von H, das in H die Ortsbestimmung erster Ordnung zulifBit, ein Er-
ganzungselement erster Ordnung von H.

Die Ortsbestimmung erster Ordnung in H kann fiir in H zusammen-
fallende Erginzungselemente von H verschieden ausfallen.

Ein Erginzungselement zweiter Ordnung von H 1aBt in H die Orts-
bestimmung zweiter Ordnung zu, welche sich, wenn H als die Menge der
endlichen Dezimalbriiche gelesen wird, als die eindeutige unendliche Dezi-
malbruchentwicklung (fiir welche die Existenz einer letzten von 9 ver-
schiedenen Ziffer ausgeschlossen ist) herausstellt. Umgekehrt ist jedes
Ausfiillungselement von H, das in H die Ortsbestimmung zweiter Ord-
nung zuldBt, ein Erginzungselement zweiter Ordnung von H.

Zwei Erginzungselemente von H, fiir welche die Ortsbestimmung
zweiter Ordnung in H verschieden ausfillt, konnen in H nicht zusammen-
fallen.

Ein Erginzungselement dritter Ordnung von H 1aBt in H die Oris-
besttmmung dritter Ordnung zu, welche sich, wenn H als die Menge der
rationalen Zahlen gelesen wird, als die unendliche reduziers-regelmdfige
Kettenbruchentwicklung herausstellt. Umgekehrt ist jedes Ausfiillungs-
element von H, das in H die Ortsbestimmung dritter Ordnung zulift,
ein Erginzungselement dritter Ordnung von H.

Zwei Erginzungselemente von H, fiir welche die Ortsbestimmung
dritter Ordnung in H verschieden ausfillt, sind in H &rtlich verschieden.

Ein Erginzungselement vierter Ordnung von H 146t in H die Oris-
bestimmung vierter Ordnung zu, welche sich, wenn H als die Menge der
rationalen Zahlen gelesen wird, als die eindeutige regelmifige Ketten-
bruchentwicklung (welche eventuell endlich ausfallen kann) herausstellt.
Umgekehrt ist jedes Ausfiillungselement von H, das in H die Orts-
bestimmung vierter Ordnung zuliBt, ein Erginzungselement vierter Ord-
nung von H.

Zwei Erginzungselemente von H, fir welche die Ortsbestimmung
vierter Ordnung in H verschieden ausfillt, sind in H ortlich verschieden.



206 L. E. J. Brouwer.

§ 4.
Existenz der Dezimalbruchentwicklung reeller algebraischer Zahlen.

Seien 7, und r, beliebige reelle algebraische Zahlen, d.h. je einer
algebraischen Gleichung mit ganzen rationalen Koeffizienten geniigende
Ausfiillungselemente der von den rationalen Zahlen gebildeten geordneten
Menge H,. Alsdann kann man eine algebraische Gleichung

F(z)=a,2"+a, 2" '+ ...+ a2+ a,=0
mit ganzen rationalen Koeffizienten und nicht verschwindender Diskri-
minante D bestimmen, der sowohl 7, wie r, geniigt. Seien w,, w,, ..., w,
die (mit jedem beliebigen Grade der Genauigkeit approximierbaren) Wurzeln
von F(x) =0, sokénnen w, und w, fiir 7 < s nicht in H, zusammenfallen.
Sei o eine rationale Zahl, welche die Moduln aller Wurzeln von F (z)=0
iibersteigt, und b =2 ¢, so ist

lw,—w, <b(r=+s).

2 D
I (0= w)’ =1,

TEikd o

Weil aber

so ist andererseits
D

— —,— 2
agn 2bn= n—2

[0, —w, >

so daB wir mittels hinreichend genauer Approximierung von 7, und 7,
entweder Sicherheit erlangen, daB 7, und 7, mit derselben Wurzel w,
zusammenfallen, oder ein 7, und 7, trennendes rationales Intervall be-
stimmen konnen. Indem wir dieses Resultat zuniichst spezialisieren fir
den Fall, daB r, eine rationale Zahl ist, ersehen wir miihelos, da 7, in
H, entweder mit einem Elemente von H, zusammenfillt oder von jedem
Elemente von H, &rtlich verschieden ist'?), so daB r, sich als Erginzungs-
element vierter Ordnung von H, erweist, mithin sowohl in einen ein-
deutigen unendlichen Dezimalbruch, wie in einen eindeutigen regel-
mapigen Kettenbruch entwickelt werden kann.

Setzen wir nunmehr voraus, daB weder 7, noch 7, mit einem Ele-
mente von H, zusammenfillt, so fallen sie entweder in H, zusammen, oder
sind in H, ortlich verschieden.

Hieraus ergibt sich, daB die Spezies der reellen algebraischen Zahlen
eine abzahlbar unendliche, im engern Sinne iiberall dicht geordnete Menge
H, bildet, welche zu H, die am Schlu von § 2 erklirte Beziehung eines
H,,, zu einem entsprechenden H, besitzt.

%) Diese Kigenschaft 138t sich aus etwas weniger elementaren bekannten Tat-
sachen bedeutend direkter folgern, bedarf aber jedenfalls eines ausdriicklichen Beweises.
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§ 5.
Existenz der Dezimalbruchentwicklung von x.

Seien @ und b ganze positive Zahlen und @ <b. Wir verstehen
unter K, den unbedingt konvergenten'?) unendlichen Kettenbruch

e _ _Lr

Lb’ 2v+1)bl,

und unter K, den unbedingt konvergenten unendlichen Kettenbruch

-~

[ a? a
@EmiDE @rt Dblmer

Alsdann gelten die Beziehungen

T K" b— .K ’

(12

K=tmsnso x (m=1)
Seien z,, #,, #,, ... reelle Variabele, welche durch die Beziehungen
Z. == a
0T p—g,°

(1) .

Lo = (Zm—l-l)b—x,,,_H( m=1)

verbunden sind, und z, eine rationale Zahl zwischen 0 und 1, also <<}b.
Mittels (1) leiten wir aus x, weitere rationale Zahlen z;_;, ;_s, ..., &{, Z0,
and 25,4, Z412, ... her. Von diesen fallen x,;_l, Tg_2y ouns :r,{, x(; alle

positiv aus, wihrend 2,1, Z4-2, ..., 2{ alle < b und z, < 5 ¢ wird.

Weiter kann man ein kleinstes r >a bestlmmen mit der Elgenschaft,
daB z; < 0 oder >1 wird*).

Sei o« eine (fiir das weitere hinreichend klein gewihlte) positive
rationale Zahl und 7, ein solches geschlossenes rationales Wertintervall
von x,, daB sowohl 7,, wie die auf Grund von (f) entsprechenden Wert-
intervalle 7441, %at2, --+» 9, VOR Zgyi1, Tyi2, ++., %, Techts vom Werte O
und links vom Werte 1 liegen, wihrend, wenn wir noch die auf Grund von
(1) entsprechenden Wertintervalle von #4—1, %42, ..., %, Mit 74—y, 74-2,
..., 7, bezeichnen, jedes K, fiir 0 <» <r in #, enthalten ist und eine
Entfernung > 2« von den Endwerten von 7, besitzt. Alsdann konnen
wir eine solche ganze nichtnegative Zahl s < r bestimmen, da8 g, =z,
..., %;_1 der Reihe nach in %, 5,, ..., 7;-1 enthalten sind, wihrend z,
eine Entfernung >« von K, besitzt.

%) Vgl. Pringsheim, Miinchener Berichte 28 (1898), S. 299 fi.
) A a. 0, 8. 318,
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Sei B’ eine solche positive rationale Zahl, daB fiir ]edes zu 7, ge-
hérige z, die Ungleichung

dz,

dz,

>

gilt, so besitzt z) eine Entfernung > «p’ von K.

Sei xy eine solche rationale Zahl, daB die auf Grund von (f) ent-
sprechende Zahl ;<0 oder >1 ausfillt. Alsdann kénnen wir eine
solche ganze mchtnegatlve Zahl t < a bestimmen, dal zj, ..., /2, der
Reihe nach in #,, ..., 5., enthalten sind, wahrend z;’ eine Entfernung
>« von K, besitzt.

Sei 8 eine solche positive- rationale Zahl, daB fiir jedes zu 7o ge-
hérige z, die Ungleichung

fd_xﬁ > ‘8”
dzx,
gilt, so besitzt x; eine Entfernung >« B” von K,.

Zu einer beliebigen positiven rationalen Zahl 7, <1 und einer be-
liebigen positiven rationalen Zahl 7 kann man mithin eine solche positive
rationale Zahl ¢, < 1 bestimmen, daB

[0 —tgi, | > 1,.
Insbesondere kann man zu einer beliebigen positiven rationalen Zahl ¢, < 1
eine solche positive rationale Zahl 4,< 1 bestimmeén, daB
;l*tgi1{>7:2>
mithin auch (weil im zwischen den Werten 0 und 2 enthaltenen Werte-

gebiet von y die Ungleichung

darctgy
~—dy

V4
)

besteht)

7 . iy
PN &

so daB die Zahl = sich als Erginzungselement vierter Ordnung von H,
erweist™®), mithin sich sowohl in einen eindeutigen unendlichen Dezimal-

bruch wie in einen eindeutigen regelmdfigen Kettenbruch entwickeln laft.

Die Entwickelungen dieses und des vorangehenden Paragraphen bieten
Beispiele der Charakterisierung von Erginzungselementen bzw. Ausfiillungs-
elementen r von H als Ergdnzungselemente vierter Ordnung von H

1) Die gleiche Eigenschaft der Zahl e ist eine unmittelbare Folge der regel-
miBigen Kettenbruchentwicklung

0

Tl sl
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mittels positiver Rationalitdtsbeweise in H (die ein Element von H be-
stimmen, mit dem » zusammenfillt) oder positiver Irrationalitdtsbeweise
in H (die r als von jedem Elemente von H o6rtlich verschieden erkennen
lassen). Hierzu ist zu bemerken, da sich aus einem negativen Rationalitdts-
bzw. Irrationalititsbeweise in H (der die Annahme, daBl 7 von jedem
Elemente von H &rtlich verschieden wire bzw. mit einem Elemente von H
zusammenfiele, ad absurdum fithrt) nicht einmal folgern 1i8t, da8 r Er-
ginzungselement erster Ordnung von H ist. Eben deshalb haben wir in
diesem Paragraphen den Lambertschen negativen Irrationalititsbeweis von s
einer passenden Umarbeitung unterzogen und in die obige positive Form
gebracht. Die weiteren klassischen Beweise desselben Satzes lassen sich
itbrigens in analoger Weise erginzen.

§ 6.
Reelle Zahlen, welche keine Dezimalbruchentwicklung besitzen.

Sei ¢, die n-te Ziffer der unendlichen Dezimalbruchentwicklung von 7.
Wir werden sagen, daB n sich im ersten Falle befindet, wenn ¢,, ¢,1,
vy Cpry alle gleich sind, im zwesten Falle, wenn ¢,, Cpy1, .--> Cpio alle
verschieden sind, und im dritten Falle, wenn weder der erste, noch der
zweite Fall vorliegt.

Wir definieren ein Erginzungselement r der geordneten Menge der
endlichen Dezimalbriiche H, mittels der unendlichen Reihe

a0
—n—1
Zan-lo R

n=1

wo @, =0, wenn 7z sich im ersten Falle befindet, @, = 10, wenn n sich
im zweiten Falle befindet, sonst a,= 9.

Dieses Erginzungselement wiirde erst dann ein Erginzungselement
erster Ordnung von H, darstellen, m. a. W. eine unendliche Dezimal-
bruchentwicklung zulassen, wenn man eine Methode beséBe, fiir jedes
beliebige im dritten Falle befindliche n, enfweder die Existenz eines im
zweiten Falle befindlichen m > n mit der Eigenschaft, daB jede zwischen
n und m liegende ganze Zahl sich im dritten Falle befande, ad absurdum
zu fithren, oder die Existenz eines im ersten Falle befindlichen m >n
mit der Eigenschaft, dal jede zwischen n und m liegende ganze Zahl
sich im dritten Falle befinde, ad absurdum zu fiihren.

Wir definieren weiter ein Erginzungselement erster Ordnung r von
H, mittels der unendlichen Reihe

jaﬂ‘w'""l,
n=1

Mathematische Annalen. 83, 14
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wo jedes @, entweder gleich 0 oder gleich 9 ist, wihrend @, = 9 und ap4:
dann und nur dann von a, verschieden ist, wenn nz sich im zweiten
Falle befindet.

Dieses Erginzungselement erster Ordnung wiirde erst dann ein Er-
ganzungselement zweiter Ordnung von H, darstellen, m. a. W. die im § 3
definierte eindeutige unendliche Dezimalbruchentwicklung zulassen, wenn
man eine Methode besiBe, fiir jedes ganze positive » mit der Eigen-
schaft, daBl entweder keine oder eine gerade Anzahl von ganzen positiven
Zahlen < n sich im zweiten Falle befindet, entweder die Existenz oder
die Abwesenheit eines im zweiten Falle befindlichen m > n ad absurdum
zu fiihren.

Ein Erginzungselement dritter Ordnung von H, wiirde dasselbe Er-
ganzungselement erst dann darstellen, wenn man eine Methode besiSe,
fiir jedes ganze positive » mit der Eigenschaft, daB entweder keine oder
eine gerade Anzahl von ganzen positiven Zahlen <n sich im zweiten
Falle befindet, enfweder die Existenz eines im zweiten Falle befindlichen
m >n ad absurdum zu fithren, oder ein im zweiten Falle befindliches
m > n anzugeben.

“ Wir definieren schlieflich ein |Ergénzungselement dritter Ordnung r
von H, mittels der unendlichen Reihe

Zw,’ a, 1077,
n=1

wo a,=9, wenn n sich im zweiten Falle befindet, sonst a,= 0.

Dieses Erginzungselement dritter Ordnung wiirde erst dann ein Er-
ganzungselement vierter Ordnung von H, darstellen, wenn man eine
Methode besife, fiir jedes ganze positive n, entweder die Existenz eines im
zweiten Falle befindlichen m > n ad absurdum zu fithren, oder ein im
zweiten Falle befindliches m > n anzugeben.

Samtliche Beispiele dieses Paragraphen fallen iibrigens in H, zu-
sammen mit Erginzungselementen vierter Ordnung der geordneten Menge
der endlichen Dualbriiche H,.

. Fiir Beispiele reeller Zahlen ohne Dezimalbruchentwicklung besteht
bei der Weiterentwicklung der Mathematik stets die Moglichkeit, daf sie
einmal hinfillig werden; dann aber kénnen sie immer durch solche, welche
ihre Giiltigkeit behalten haben, ersetzt werden.

]

(Eingegangen am 10. 12. 1920.)



Uber Abbildungen durch analytische Funktionen zweier
Veriinderlicher.

Von
Karl Reinhardt in Frankfurt a. M.

Einleitung.

Deutet man ein Paar komplexer GrdBen z,, z, bezw. w,, w, als Punkt
eines vierdimensionalen Raumes, so werden zwei analytische Funktionen
w, und w, von 2,2, eine Abbildung eines gewissen Bereiches aiis jenem
Raum auf einen zweiten Bereich vermitteln. Da bei einer solchen Ab-
bildung die Winkel im allgemeinen nicht erhalten bleiben, spricht man
besser nicht von einer konformen, sondern einfach von einer analytischen
Abbildung. Uber eine solche lassen sich dann dieselben Fragestellungen
aufwerfen, wie bei der konformen Abbildung der Ebene. Aus der vor
liegenden Arbeit ergibt sich nun, daf} ein dem Riemannschen entsprechender
allgemeiner Abbildungssatz jedenfalls nicht existiert.

Es soll namlich im folgenden gezeigt werden, daf sich gewisse vier-
dimensionale schlichte Bereiche, die hier an die Stelle des Kreises in der
Ebene treten, analytisch und umkehrbar eindeutig nicht aufeinander ab-
bilden lassen. Zu diesem Zweck werden in einem ersten Teil die geo-
metrischen Verhiltnisse in jenem vierdimensionalen Raum, welchen wir
unter Zuhilfenahme eines komplexen Koordinatensystems zur Deutung der
analytischen Abbildungen verwenden, untersucht und die oben erwahnten
Kreishereiche definiert (§ 5). Im zweiten Teil handelt es sich dann um
die Ubertragung gewisser Hilfssitze aus der konformen Abbildung der
Ebene — des Schwarzschen Lemmas und des Spiegelungsprinzips — auf
die vierdimensionalen analytischen Abbildungen. Die so erhaltenen Hilfs-
mittel setzen uns in den Stand, im dritten Teil den Beweis fiir die Nicht-
existenz jener Abbildungen zu fithren (§4). Dabei ergeben sich gleich-
zeitig noch einige Satze iiber die analytischen Abbildungen der betrach-
teten Bereiche in sich (§5).

Ein mit dem vorstehenden eng zusammephingendes Problem hat

14%
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H. Poincaré frither behandelt?). Er untersucht (iibrigens mit v6llig anders-
artigen Methoden) die analytische Abbildbarkeit (dreidimensionaler) Raume
des vierdimensionalen Raumes aufeinander und kommt im Verfolg dieser
Betrachtungen zu der Erkenntnis, dal vierdimensionale von solchen Raumen
umschlossene Bereiche nicht immer analytisch aufeinander abgebildet werden
kénnen, wenn die Abbildungsfunktionen noch auf dem Rande regulir sind.
Unsere Behgndlung setzt diese wesentliche Einschrinkung nicht voraus?).

I. Teil.
Der analytische Raum.

In einem vierdimensionalen Euklidischen Raum seien zwei zueinander
orthogonale Ebenen als Koordinatenebenen gegeben. Die eine sei die
komplexe Zahlenebene der 2, (2, = x, -+ ¢-y, = r, - e?%1), die zweite diejenige
der 2, (2,=~ 2,4 t-y,=1,-€'%:). Der Nullpunkt 2 =2z,=0 moge der
Schnittpunkt beider Ebenen sein. Die beiden reellen (z,, z,) und die
beiden imagindren (y,, y,) Achsen bilden dabei ein gewdhnliches vierdimen-
sionales . orthogonales Cartesisches Koordinatensystem.

Die eindeutigen analytischen Funktionszweige z, = f(2,) und z, = g (z,)
kénnen dann als (zweidimensionale) Fldchenstiicke im vierdimensionalen
Raum gedeutet werden. Solche Flichenstiicke mégen im folgenden kurz
analytische Flichensticke heiflen. Insbesondere nennen wir die durch
lineare analytische Funktionen dargestellten Gebilde (a, -2, - @, -2,+ a == 0)
analytische Ebenen. Zu diesen gehéren offenbar die Koordinatenebenen.

Den Inbegriff der Punkte und der analytischen Flichenstiicke des
vierdimensionalen Raumes nennen wir den analytischen Raum. Der ana-
lytische Raum enthdlt als solcher weder dreidimensionale Rdume noch
eindimensionale Kurven (vgl. dazu Satz 5, S. 218 u. Satz 9, S. 223).

Zweiin einem (vierdimensionalen ) Bereich eindeutige analytische Funk-
tionszweige w, und w, (w,= U, 1.9, =8,-€'%, Wy—= Uy+ 1-V, = 8, €%7,)
der beiden Verinderlichen z, und z,:

wy =1, (25 %),
N wy = f, (21> %),
deren Funktionaldeterminante:

D

of
? Bz |
ofy

’ Bz,

'

A4 =

QB D

N N

%) H. Poincaré, Les fonctions analytiques de deux variables et la représentation
conforme, Rend. Circ. Matem. Palermo 23 (1907).

% Die vorstehende Abhandlung hat der naturwissenschaftlichen Fakultit der
Universitit Frankfurt am Main im Mirz 1921 als Habilitationsschrift vorgelegen.
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nicht identisch verschwindet, vermitteln eine eindeutige Abbildung dieses
Bereiches auf einen anderen solchen Bereich. Wir nennen sie analyiische
Abbildung.

Jede analytische Abbildung fiibrt jedes analytische Flichenstiick des
abgebildeten Bereiches in ein analytisches Flichenstiick des Bildbereiches
iiber.

§1.
Die Bewegungen.

Wir untersuchen zundchst die einfachsten Abbildungen des vierdimen-
sionalen Raumes hinsichtlich ihres analytischen Charakters.
Die allgemeinste Parallelverschiebung wird durch die reellen linearen

Funktionen:
(1) Uy = T, + Py, Uy == Ly Py,
v =Y G V=Y 1+ &
vermittelt. Setzen wir p, - ig,=7r,, p,— iq,=7,, so sind diese Funk-
tionen den beiden analytischen Funktionen:

Wy==2y 7Ty,

(1)

vollkommen #quivalent und wir erhalten daher den

Wy =2,y 7,

Satz 1. Jede Parallelverschiebung ist eine analytische Abbildung.
Wir betrachten ferner die durch die reellen linearen Funktionen:

Uy ==, T+ €Y eyt 6, Yy,

V=l Ty €Y, T € Xy - €, Yy,

Uy == €5, T, + €33 Yy T o T T €34 Yo

V=€, %, T Y, €u%, ~— €, Y,

deren Koeffizienten den Bedingurngen:

4
26;%/; =1
’ k=1
(21) . (¢,0=1,2,8,4; i1)
Zeik' =0
=
geniigen, vermittelte allgemeinste Drehung um den Nullpunkt. “Setzen wir:
(e + €y;) +a-(ey —€n)=2a,, (e +€,)+ i-(y — e,) = 2b,,
(e — €) + i-(eyy +€n) =2¢, (& — ) 1 (€ T eg,) = 2d,,
(€5t €y ) + i-(eg —€,) =20, (e5+ )+ il — &)= 2b,,
(€15 — €5,) + tet ) =2¢, (e5—e¢,)+ i‘(‘%s + ey, ) = 2d,,
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so sind die Funktionen (2') den beiden Funktionen:

9 Wy =0y %y OBy 0y 2y -0y
(2) Wy =by2 +d -7 +b2,+dy7

véllig dquivalent®). Dabei konnen die Bedingungen (2;), wie man sich
leicht iiberzeugt, durch die folgenden ersetzt werden:

o' +ial e+ e =1,
by 18, =
a,-¢c,+a,¢,=0,

b, -d,+b,d,=0,

@by + ¢ -dy +ay by 6y dy =0,
a,-d,+b-¢,+a,d,4b,-c,=0.

(2,)

Hiermit ergibt sich sofort der

Satz 2. Eine Drehung um den Nullpunkt ist im allgemeinen keine
analytische Abbildung.

Sie ist offenbar dann und nur dann eine analytische Abbildung, wenn
in (2):
C=¢=d,=d,=0
"st. Kine solche Drehung wollen wir kurz eine analytische Drefiung
nennen. Die anderen Drehungen mégen im Gegensatz hierzu nichi-
analytische Drehungen heiBen. Als allgemeine Form einer analytischen
Drehung um den Nullpunkt erhalten wir also:

= oo e .
w, =02+ 0,2,

3
(3) . wy=b,-2,+b,-2,,
wobel die Koeffizienten nach (2,) den Bedingungen:
la { ”f”)“zs =1,
(3:) ; g (8,°=1,
b, + a,- b =0

geniigen miissen. Eine der einfachsten dieser Drehungen ist die doppelte
Rotation um die Koordinatenebenen:

w, = e*V1-z,,
'w2 = 6“”4'2\2.

" %) Z bedeutet hier und im folgenden in der iiblichen Weise die zur komplexen
Zahl z konjugierte Zahl.
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Die Auflosungen der Gleichungen (2) nach z, und z, sind die fol-
genden: :
2 -:—-El-wl—{—c W, + by-w, + d,-W,,

2, = Gy W, - Cy W L+ by w, + d, 10,

deren Koeffizienten den sich auch aus (21) ergebenden Bec\lingungen:

lay |+ Loy "+ 18, | * '2—1
“4212“{‘302%?—!—“" “L“dl
a, ¢ +b,-d, =0,
a.z-E +by-d,= 0,

a, -8+ -¢,+ b, b,+d -dy=0,
a,-Cy+ ay € +b,-dy+bydy =0

geniigen. Fiir analytische Drehungen wird insbesondere:

2 = oW, + b1 W,y
2y = Ay w, + by w,,
mit den Bedingungen:
2 2
§ a + l bl =1,

lay |15, =1
a,-@,-+b,-b,=0.

Im iibrigen folgt aus (2,):

ii @ & Gy G |2
e @ T 4 | .
=4,
I 3 d b d, 1}
1 —1 bl —2 52
und fiir analytische Drehungen:
}al 0 a, O
10 a O d2i=’§ a4 ay e
| b, 0 b, O |8, b, |
0 b, 0 b,

Eine beliebige Bewegung des analytischen Raumes ist nach dem
Vorangegangenen im allgemeinen keine analytische Abbildung; sie ist es
nur dann, wenn der in ihr enthaltene rotative Teil eine analytische
Drehung ist.
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§ 2.
Die analytischen Ehenen.

Um einen genaueren Einblick in die Struktur des analytischen Raumes
zu gewinnen, betrachten wir jetzt die Gesamtheit der durch den Nullpunkt
des vierdimensionalen Raumes gehenden (zweidimensionalen) Ebenen. Jede
dieser Ebenen kann als Schnittgebilde einer einparametrigen Schar von
Paaren zueinander orthogonaler (dreidimensionaler) Rdume aufgefaBt werden.
Sind die Gleichungen eines solchen Raumpaares die folgenden:

(4') 1% T ety T 3% 1+ €% = 0,
€ay Ty T+ oYy T a3y €, Yo = 0,
mit den Bedingungen:

+
Dler =1 (i=1,2),
k=1

4
Zexk' =10,
k=1

so haben die anderen Raumpaare die Gleichungen:

(4)

(my- ey +my- ey ) B 4 (my - ey, + m,- €)Y
+ (my- €5+ My €3) - 2, A (M- €, F M- 0y,) -y, =0,

(ny- ey + n2~e,21)-x1—{—(n1:e12+n2‘ €)Yy
+(n1'exs+n2'ees)’xe+(n1'614+”2'624)'y2:0>

. wobei die Multiplikatoren m,, m,, n,, n, die Beziehungen:

(42)

m; 4+ my =1,
nl4+n =1,
MRy + My Ny = 0
erfiillen miissen, so dafl man:
m, = £ n, = cosy,
m, = F n, = — siny
setzen kann. v ist dann der Winkel, den beide Raumpaare miteinander
bilden.
Setzen wir nun wieder: .
(€13 €oa) F 07 (€3 — &) = 24, (€13t €)1 (€5 — €4) = 205,
(b — o) Fi- (et eo) =26, (eg—e)+i (s T ey =20,
so werden die Gleichungen (4') der folgenden dquivalent:

(4) G2 €8 T @y 2+ 6 Fy =0,
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wibrend die Bedingungen (4,) in:
(4,) a, "+ 01‘2"}‘;“2‘2’{"}0233:1’ a6t dy-c,=0
iibergehen. Die Gleichungen (4,) lassen sich dabei so zusammenfassen:
(42) e (a2, + ¢ %+ ay 2,16, 5)=0.

Jeder Ebene entspricht also eine bis auf den Faktor e¥ (bei Erfiilltsein
der Bedingungen (4,)) eindeutig bestimmte komplexe Gleichung (4) und
jeder solchen Gleichung eine bestimmte Ebene. Wir erhalten gleichzeitig den

Satz 3. Die durch den Nullpunki gehenden Ebenen sind im all-
gemeinen keine analytischen Ebenen.

Die- Ebene (4) ist dann und nur dann eine analytische Ebene, wenn
entweder ¢, =¢,= 0 oder @, =a,=0 ist. Die bis auf den Faktor eiv
eindeutig bestimmte Gleichung einer analytischen Ebene durch den Null-
punkt ist demnach:

(5) a,-z, +a, 2,=0,
mit der Bedingung:
(5,) o, "+ o, | =1.

Die anderen Ebenen mogen im Gegensatz hierzu nichianalytische Ebenen
heifien.

Die Frage nach dem analytischen Charakter der micht durch den Null-
punkt gehenden Ebenen beantwortet vollstandig der

Satz 4. Die zu einer analytischen Ebene parallelen Ebenen sind
wieder analytische Ebenen. Die zu einer nichtanalytischen Ebene parallelen
Ebenen sind wieder nichtanalytische Fbenen.

Denn es ist klar, daf eine jede nicht durch den Nullpunkt gehende
Ebene eine bis auf den Faktor eiv eindeutig bestimmte komplexe Gleichung
von der Form:

a2 e F a2y By r=0
besitzt, deren Koeffizienten wieder den Bedingungen (4,) geniigen. Da
diese Ebene der Ebene (4) parallel ist, so ergibt sich damit der Beweis
von Satz 4 ohne weiteres. .

Die analytischen Ebenen zeichnen sich vor den allgemeinen Ebenen
des vierdimensionalen Raumes durch manche besonderen Eigenschaften
aus, die nunmehr hergeleitet werden sollen.

Zunichst haben zwei beliebige Ebenen des vierdimensionalen Raumes
entweder keinen (eigentlichen) Punkt gemeinsam oder sie treffen sich in
mindestens einem Punkt. Im ersten Fall konnen sie parallel oder wind-
schief sein; im zweiten Fall schneiden sie sich entweder nur in dem Punkt
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oder in einer ganzen Geraden, so dafl sie in einem (dreidimensionalen )
Raume liegen, oder sie fallen ganz zusammen. Dagegen gilt der

Satz 5. Zwei analytische Ebenen schneiden sich stels nur in einem
Punkte, wofern sie nicht parallel sind oder zusammenfallen.

Zwei verschiedene analytische Ebenen liegen also nur dann in einem
(dreidimensionalen) Raum, wenn sie parallel sind. Der Beweis ergibt sich
fiir durch den Nullpunkt gehende Ebenen einfach daraus, daB die beiden
linearen analytischen Ebenengleichungen:

a,-2,+a,2,=0,

bz, +b,02,=0
lediglich die gemeinsame Losung z, = 2z, = 0 besitzen, wenn die durch sie
dargestellten Ebenen nicht zusammenfallen und die aus den Koeffizienten
gebildete Determinante daher von Null verschieden ist. Zwei beliebige
analytische Ebenen aber konnen sich weder in einer Geraden schneiden
noch windschief sein, weil sonst die zu ihnen parallelen, durch den Null-
punkt gehenden und nach Satz 4 ebenfalls analytischen Ebenen eine Gerade
gemeinsam haben miiften, was eben unmaglich ist.

Eine Ebene ist stets durch drei (nicht in einer Geraden liegende)
Punkte bestimmt. Es besteht jedoch der

Satz 6. Eine analytische Ebene ist durch zwei Punkile bestimmi.

Denn ist {,, {, ein vom Nullpunkt verschiedener Punkt, so werden
die Koeffizienten der Ebenengleichung a,z, -+ a,z, = 0 durch die Beziehung:

a1c1+aeé‘2:"0

unter Beriicksichtigung der Bedingung (5,) bis auf den gemeinsamen
Faktor e’v eindeutig bestimmt. Durch jeden vom Nullpunkt verschiedenen
Punkt geht also eine und nur eine zugleich durch den Nullpunkt gehende
analytische Ebene.

Zwei sich schneidende Ebenen des vierdimensionalen Raumes bilden
nach den Ergebnissen der mehrdimensionalen Geometrie zwei wesentliche
(als relative Extremwerte definierte) spitze Winkel £, und & miteinander.
Ist & =¢, =0, so fallen beide Ebenen zusammen, ist & =0, &0, so
schneiden sie sich in einer Geraden und liegen in einem (dreidimensionalen)

Raum, ist ¢, =0, &, =-’25, so stehen sie halborthogonal zueinander, ist
& =4 =—’2f, so stehen beide Ebenen ganz orthogonal aufeinander*). Bei

analytischen Ebenen liegen die Dinge wesentlich einfacher. Hieriiber gilt
der wichtige

4) Uber alle diese Fragen aus der Geometrie des vierdimensionalen Raumes
vgl. man etwa P. H. Schouten, Mehrdimensionale Geometrie, 1. Teil, insbesondere S. 691.
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Satz 7. Zwei nicht parallele analytische Ebenen bilden stets zwei
gleiche Winkel miteinander.

Zum Beweise dieses Satzes denken wir uns die beiden (etwa durch den
Nullpunkt gehenden) Ebenen zunichst derart analytisch gedreht, daf die
eine mit der z,- Ebene zusammenfallt. Dabei dndern sich die Winkel nicht.
Wir stiitzen uns dann auf eine von P. H. Schouten, Mehrdimensionale Geo-
metrie, erster Teil, S. 175 fi. ausgefithrte Bestimmung der Winkel ¢ und &,
zwischen zwei Ebenen £, und E, eines vierdimensionalen Raumes.

S8ind die Gleichungen von E, und £, die folgenden:

z,=0
. 2 ?
E,: —0
Y=,
. |
.- Xy =€y T €2Y1>
D>,

Yo =€, % + €Yy,
so ergeben sich nach Schouten, 8. 176, ¢, und ¢, aus der Beziehung:
Al

- (& 2+ 612)%+(3n1+‘zz)2'f2:+ v

(6) cos’e

wenn man fiir 4 die Wurzeln der quadratischen Gleichung:

(€11 €2+ €y e‘n) - <(3121 -+ 651) - (ef?. + e?z)) A
— (€1 €0+ €y €9) =0
einsetzt. Nun lauten die Ebenengleichungen in unserem Fall:
E: 2z,=0,
E,: z,=m-z;
daher wird?):
e, =E(m), e, = —J(m),
e =J (m), ey = B (m).
Die quadratische Gleichung fiir 1 ist dann identisch erfiillt, wihrend die
Beziehung (6) von 1 unabhingig wird und sich fiir &, =¢,==¢ die Be-

stimmungsgleichung:
1

im|®+1

(7)’ cos’ e ==

ergibt. Damit ist unser Satz bewiesen.

Zwei nicht parallele Ebenen, deren beide Winkel einander gleich sind,
bilden (s. a. a. 0.) eine einparametrige Schar von gleichen Neigungswinkeln
miteinander, Wir sprechen daher bei zwei analytischen Ebenen im folgen-

®) B(a) und J(a) bedeuten dabei bzw. den reellen und den imaginiren Teil
der komplexen Zahl q.
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den kurz von ,,dem* Winkel &, den sie miteinander bilden. Lauten die
Gleichungen der beiden Ebenen:
Gy 2+ By 23 =0, a,’+ a,|°=1,
b,-2,+ b, 2,=0, b1t 1b, =1,
so werden sie durch die analytische Drehung:
W, == Gy 2, — Q" 2y,
Wy =@y %, 1 Ay 2,
in die Ebenen E, und E, iibergefiihrt. Dann wird aber:
_ a;-by —a,-b,
@b, 18,5,
und aus den vorhergehenden Betrachtungen (s. Gleichung (7)) folgt, daB
sich ihr Neigungswinkel ¢ aus den Beziehungen:

m

cose==|a,-b,+a, b,|,
sineg=1a,-b,— a,- b, |
bestimmt. Insbesondere stehen zwei solche analytische Ebenen also ortho-
gonal zueinander, wenn: _ B
b 4a,-b,=0
ist. Ubrigens ist auch Satz 5 offenbar nur ein Spezialfall unseres Satzes.
Um zum Schlusse noch die Richtigkeit einer gewissen Umkehrung des

Satzes 7 zu beweisen, stellen wir zundchst folgende Uberlegung an. Wir
setzen in jeder Koordinatenebene denjenigen Umlaufssinn, welcher die

positiv reelle Achse durch 7)’5 in die positiv imaginire Achse iiberfiihrt,

als den positiven fest., Dadurch wird auf jeder beliebigen durch den Null-
punkt gehenden analytischen Ebene ein positiver Umlaufssinn bestimmt,
nimlich derjenige, dessen Projektionen auf die Koordinatenebenen mit deren
Umlaufssinn iibereinstimmen?®). Eine beliebige analytische Ebene moge den
gleichen Umlaufssinn haben, wie die ihr parallele durch den Nullpunkt
gehende Ebene.

Liegt nun eine beliebige Ebene B, vor, welche eine analytische Ebene
B, in einem Punkte P schneidet und mit ihr zwei und damit unendlich

viele gleiche Winkel ¢ (O < &< ;> bildet, so denken wir uns die ein-

parametrige Schar der simtlichen zu E, und E, halborthogonalen und den
Winkel ¢ enthaltenden Ebenen konstruiert. Drehen wir dann die Schnitt-

%) Aus z,=m-2, folgt, daB arcz, und arcz, beide zugleich wachsen oder
abnehmen.
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linie einer dieser Ebenen mit £, in deren positivem Umlaufssinn, so dreht
sich die Schnittlinie derselben Ebene mit der zu E, in P orthogonalen
und daher ebenfalls analytischen Ebene E, gleichzeitig in einem bestimmten
Umlaufssinn, Je nachdem dieser mit dem positiven Umlaufssinn der Ebene
E, iibereinstimmt oder nicht, sagen wir, die Ebene £, habe den gleichen
oder den entgegengesetzten Umlaufssinn wie die Ebene E,. Ist B, selbst
analytisch, so hat sie stets denselben Umlaufssinn wie #,.

Wir beweisen nun noch folgenden

Satz 8. Alle Ebenen, welche mit einer analytischen Ebene zwei
gleiche Winkel bilden und denselben Umlaufssinn besitzen, sind ebenfalls
analytische Ebenen.

Zum Beweise denken wir uns die gegebene analytische Ebene E,
analytisch so gedreht, da sie mit der z,- Ebene zusammenfillt. Die Um-
layfsrichtungen der analytischen Ebenen sind invariant gegen analytische
Drehungen. Die Gleichung der Ebene E, ist dann:

2,=0 oder z,=y,=0,
diejenige der anderen Ebene E, sei:
Ty=e, % +enYs,
Yo == @+ e Y 7).
Sollen E, und E, zwei gleiche Winkel miteinander bilden, so muBl die
rechte Seite von (6) von i unabbingig und die quadratische Gleichung
fiir 1 identisch erfiillt sein. Dies ist dann und nur dann der Fall, wenn:
€1 €10 T €y €y =0,
(efr+e3) — (et en) =0

ist. Hieraus folgt aber:
€y, = Tt €y,

€y = F &45- .
Setzen wir e, — i-¢,, = m, so kann die Gleichung von E, also in eine
der beiden Formen:

!

3
N

z-’)

2

19

I3

% = 1

gebracht werden. Da die zweite dieser Ebenen einen zur z,-Ebene ent-
gegengesetzten Umlaufssinn besitzt, so kommt hier nur die erste in Frage.
Diese ist aber analytisch.

! Um einen Uberblick iiber die geometrische Lagerung der durch den

%) Diese Darstellung ist bei einer Ebene E,, die mit der z,-Ebene zwei gleiche
Winkel bildet, stets méglich.
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Nullpunkt gehenden analytischen Ebenen zu bekommen, stellen wir deren
Gleichungen in der (nicht normierten) Form:

.
Z, = M2,

dar. Ist dann & der Neigungswinkel einer solchen Ebene gegen die
z,-Ebene, so erhalten wir auf Grund unserer vorangegangenen Uber-
legungen zur Bestimmung von ¢ die Beziehung:

tge=
Zu jedem Ne}gungswmkel & \0 <e<53 ) gehort hiernach ein einparametriger
Kranz von analytischen Ebenen:
\ Z,=m-ei¥.z,,
die mit der z,-Ebene simtlich den gleichen Winkel ¢ bilden. Wir greifen

zwei Ebenen eines solchen Kranzes heraus und berechnen den Winkel 7,
den sie miteinander einschliefen. Thre Gleichungen seien:

Zg=1M-2,,
Zy=m-etv.2,.

Dann ergibt sich % aus der Gleichung:

5-2-sin% = sin2¢-sin

sing = —" . eiv — 1] =
1+{m 14+'m

Wenn also y von 0 bis 2z wichst, so wichst 5 erst von 0 bis 2¢ fiir

SR

e < und von O bis 7z — 2¢ fiir ¢ 2 7> um sodann wieder von 2¢ bzw.
T — 2e bis 0 zu fallen. Die Ebenen eines solchen Kranzes bilden daher
mit einer bestimmten von ihnen alle Winkel von 0 bis 2¢ bzw. n — 2e.

Fiir ¢ =§ kommen gerade simtliche Winkel von 0 bis % vor.

Im iibrigen geht durch jede analytische Bewegung die Gesamtheit
der analytischen Ebenen in sich iiber. Insbesondere dreht die analytische
Rotation:

w, = ez,

w, = etz 2,
fir ¢, = @, = ¢ jede durch den Nullpunkt gehende analytische Ebene in
sich um den Winkel ¢, wihrend fiir ¢, & ¢, die Ebenen jedes einzelnen
der eben betrachteten Kriinze untereinander vertauscht werden.

§3.
Die analytischen Flichen.

Im AnschluB an unsere Untersuchungen iiber analytische Ebenen
notieren wir noch einige Sitze iiber analytische Flichenstiicke.
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Satz 9. Zwei analytische Flichenstiicke schneiden sich hoéchstens
tn Punkten, niemals in Kurven.

Dieser Satz ist die geometrische Interpretation des funktionentheore-
tischen Theorems, daB zwei analytische Funktionen, die lings eines Kurven-
stiickes iibereinstimmen, identisch sind.

Satz 10. Jedes analytische Fldchenstiick besitzt in jedem Punkie
eine eindeutig bestimmie Tangentialebene, welche zu den analytischen
Ebenen gehort.

Sei: 2y —f(2,)
die Gleichung des Flichenstiicks; nehmen wir dann auf demselben zwei
benachbarte Punkte (27, 2;) und (2{- 42(, 2, A42}) an, so lautet die
Gleichung der durch diese beiden Punkte nach Satz 6, S. 218, bestimmten

analytischen Ebene:
Az)
2% — 2= 7 (2 — 20

Nach den Austfithrungen von 8. 222 bestimmt sich der Winkel ¢, den diese
Ebene mit der z,-Ebene bildet, aus der Gleichung:

Lassen wir nun den Punkt (z{+ Az{, 23+ A2;) auf einem beliebigen
Wege in der Fliche gegen den Punkt (2[, 2}) gehen, so nihert sich die
eben genannte Ebene einer emdeutlg bestimmten Grenzebene, die eben-
falls eine analytische Ebene sein mufi. Thre Glelchung lautet:

a—a = (), o a—#,

und der Winkel &, den sie mit der z,- Ebene bildet, ergibt sich aus der
Beziehung :

_ | 4f(za)
tee— |5

Der absolute Betrag der Ableitung bestimmt also die Grofie des
Winkels &, wihrend ihr Arcus die Lage der Tangentialebene innerhalb
des Kranzes derjenigen analytischen Ebenen charakterisiert, die alle diesen
selben Winkel mit der z,-Ebene bilden.

Satz 11. Zwe: analytische Flichensticke, die einen Punkt ge-
meinsam haben, schneiden sich in demselben unter einem eindeutig be-
stimmien Winkel.

Dieser Satz folgt aus Satz 10, 8. 223, in Gemeinschaft mit Satz 7,
8. 219.
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§4.
Uber gewisse nichtanalytische Ebenen.

Wir wollen jetzt gewisse Scharen nichtanalytischer Ebenen betrachten,
welche in den spiteren Untersuchungen eine wichtige Rolle spielen werden.

Wir legen zunidchst durch eine Gerade ¢, = konst. der z,-Ebene und
eine Gerade ¢, = konst. der z,-Ebene eine Ebene, die nichtanalytischen
Charakter haben muf$, da sie die beiden analytischen Koordinatenebenen
in Geraden schneidet. Lassen wir ¢, und ¢, unabhingig voneinander
alle moglichen Werte durchlaufen, so erhalten wir eine zweiparametrige
Ebenenschar, die wir aus einem sogleich ersichtlichen Grunde die Schar
der absoluten Ebenen nennen wollen. Die Gleichung der durch die
Parameter ¢,, ¢, charakterisierten Ebene dieser Schar ist offenbar:
(8) %.e*iQ«"l.zl.._.%.ei(Pl.fl_%.e‘i¢2.z:+%.e@<}2-§gz0,
Fir ¢, = ¢, =0 geht hieraus die Gleichung der durch beide reelle Achsen
gehenden reellen Ebene hervor:

. - 1 -
(81) %'(21_31>"—§'(22'—52):0’

die mit den beiden Beziehungen:

5 =% 2 =2
dquivalent ist. Die reelle Ebene ist das Bild der Gesamtheit derjenigen
Punkte des analytischen Raumes, welche reelle Koordinaten besitzen.
Ebenso erhdlt man fir ¢, = ¢, ::g die Gleichung der durch beide ima-

gindre Achsen gehenden imagindren Ebene:

1 _ ) =
(8:) —é-(\zl—l—zl)%—%-(%—}—zg):o,
die mit den beiden Beziehungen:

2z, = —Z, 2, = — I

2

Aquivalent ist.

Uber die absoluten Ebenen gilt folgender

Satz 12. Durch jeden nicht auf einer Koordinatenebene liegenden
Punkt geht eine und nur eine absolute Ebene.

Féllen wir ndmlich von dem Punkte P (z, = r,-€'%1, 2, =r,-¢¢%:) die
Lote anf die beiden Koordinatenebenen und verbinden wir deren Ful-
punkte mit demr Nultpunkte, so miissen die beiden Lote und die beiden
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Verbindungslinien in einer Ebene liegen. Denn sie bilden zusammen ein
Viereck mit vier rechten Winkeln. Da bei jedem rdumlichen Viereck die
Winkelsumme kleiner als 22 ist, so kann ein solches Viereck nur ein
ebenes sein. Diese Ebene ist aber gerade die durch die Parameterwerte
@, @, bestimmte absolute Ebene. Legen wir in ihr ein rechtwinkliges
Cartesisches Achsenkrenz fest, dessen Achsen mit den Schnittlinien der
absoluten Ebene mit den Koordinatenebenen zusammenfallen, so besitzt
der Punkt P. als Cartesische Koordinaten in der Ebene — abgesehen vom
Vorzeichen — offenbar gerade die absoluten Werte seiner komplexen
Koordinaten 7, ='z,!, r,==2,|, womit sich unsere Bezeichnungsweise
dieser Ebenen erklart. :

Der Punkt P kann aber nicht noch auf einer zweiten absoluten
Ebene liegen. Denn jede absolute Ebene steht halborthogonal zu jeder
Koordinatenebene. Deshalb miiten die Lote, welche wir von P aus in
einer solchen zweiten absoluten Ebene auf deren Spuren mit den Koor-
dinatenebenen fillen kdnnten, zugleich senkrecht zu den Koordinatenebenen
selbst stehen, d. h, aber, die zweite Ebene wire mit der absoluten Ebene
@, ¢, identisch.

Durch die analytische Drehung:
w, = evyr . 2y,
w, == elt¥s . 2,

kann die reelle Ebene in jede beliebige absolute Ebene iibergefiihrt werden.
Bei jeder solchen Drehung geht die Gesamtheit der absoluten Ebenen in
sich iiber. '

Wir notieren noch den

Satz 18. Ein Punkt wird an der reellen Ebene gespiegelt, indem
man seinen Koordinaten die konjugierten Werte erteslt.

An der reellen Ebene spiegeln heit nimlich, von dem gegebenen
Punkte P auf diese Ebene das Lot fillen und es um sich selbst bis zum
Punkte @ verlingern. Projizieren wir die das Lot tragende Gerade auf
die z,-Ebene, so muB8 bewiesen werden, dafl die Projektionen P und Q'
von P und @ spiegelbildlich zur reellen Achse der z-Ebene liegen. Dies
ist aber klar; denn bezeichnen wir den auf der reellen Ebene liegenden
Mittelpunkt von PQ mit R und seine auf der reellen Achse der z, lie-
gende Projektion mit B’, so ist R’ offenbar die Mitte von P'Q’ und ferner
steht R'P’ senkrecht auf der reellen Achse nach dem leicht zu bewei-
senden geometrischen Satz: Projiziert man einen Punkt P des vierdimen-
sionalen Raumes anf zwei sich in einer Geraden schneidende Ebenen, so
projizieren sich die erhaltenen Projektionen R und P’ auf die Schnitt-

Mathematische Annalen. 83. 15
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gerade in demselben Punkte R'. Da dieselbe Uberlegung fiir die z,-Ebene
gilt, so ist unser Satz damit bewiesen®).

Eine weitere Schar nichtanalytischer Ebenen erhalten wir auf folgende
Weise. Wir betrachten die Gesamtheit der Punkte, fiir welche r, =17,
und ¢, + @, = konst. = ¢ ist. Diese Gesamtheit muB offenbar eine Ebene

von der “Gleichung:
1

—Z — N_l_ et .7 —
(9) 7 u— et g 0
erfilllen. Lassen wir ¢ alle moglichen Werte durchlaufen, so bekommen
wir eine einparametrige Ebenenschar, die wir die Schar der Diagonal-
ebenen nennen wollen.

Zwei Diagonalebenen konnen sich “niemals schneiden. Dagegen
schneidet jede Diagoralebene eine einparametrige Schar von absoluten
Ebenen, nimlich diejenigen durch die Parameter ¢,, ¢, charakterisierten
Ebenen, fHir welche ¢, + @, = ¢ ist. Umgekehrt schneidet jede absolute
Ebene zwei Diagonalebenen, nimlich die durch den Parameter ¢ charak-
terisierten Ebenen, fiir die ¢ = ¢, + ¢, und ¢ = @, + ¢, + 7 ist. AufBer-
dem gilt der

Satz 14. Jede Diagonalebene kann durch eine analytische Drehung
e die reelle Ebene dibergefiihrt werden.

Ist namlich (9) die Gleichung der Diagonalebene, so transformiert
die analytische Drehung:

i 1
z1=‘7§”¢'w1"';/‘§“w2’
z.z=———‘/%-e"‘»"-'uq—‘712—43‘9"102
diese Ebene in die reelle Ebene (8,), wie man durch Einsetzen sofort erkennt.

Wir notieren schlieBlich den

Satz 15. Die Diagonalebenen stehen auf denjenigen absoluten Ebenen,
von denen sie geschnitien werden, halborthogonal.

Zum Beweise denken wir uns zunichst die Diagonalebene und eine
sie schneidende absolute Ebene durch eine Transformation:

w, = e'¥1-z,,

w, = €'z 2,

_ 8 Mittels des Begriffes der absoluten Ebenen und des geometrisch leicht zu
beweisenden Satzes, daB jede (durch den Nullpunkt gehende) analytische Ebene
halborthogonal zu jeder sie schneidenden absoluten Ebene steht, ergibt sich fibrigens
auch rein geometrisch leicht die Richtigkeit der Satze 7 und 8 von § 2.



Analytische Funktionen zweier Verdnderlicher. 227

so gedreht, daB die lewstere in die reelle Ebene iibergcht. Dann muf
wegen @, + @,= ¢ die Diagonalebene in die andere Diagonalebene:
Lo L.s—0
et
iibergehen, welche die reelle Ebene schneidet. Die letztere geht aber durch
Spiegelung an der reellen Ebene (. Satz 18, 8. 225) in sich iiber, wie man

sofort sieht. Sie ist daher zur reellen Ebene in der Tat halborthogonal.

§ 5.
Die Kreisbereiche.

Es sollen jetzt diejenigen speziellen vierdimensionalen Bereiche definiert
werden, auf welche sich die spater aufgestellten Abbildungssétze beziehen.
Wir betrachten dazu einen Bereich von folgender Beschaffenheit: Er mdge
von der z,-Ebene und von jeder zu ihr parallelen und nicht auBerhalb
verlaufenden Ebene in einem Kreise geschnitten werden, dessen Mittelpunkt
auf der z,-Ebene liegt; und umgekehrt mége er von der z,-Ebene und
jeder zu ihr parallelen nicht auBlerhalb verlaufenden Ebene in einem Kreise
geschnitten werden, dessen Mittelpunkt anf der z,-Ebene liegt. Einen
solchen Bereich wollen wir einen Kreisberesich nennen. Er spielt bei ana-
lytischen Funktionen zweier Veranderlicher in mancher Beziehung dieselbe
Rolle, wie der Kreis der z-Ebene bei Funktionen der einen Verinder-
lichen z. Besondere Kreisbereiche sind die vierdimensionale Kugel:

lz1lg+‘z%12§r2’
und der vierdimensionale Doppelzylinder:
EARSY |20 <1,

Uber die Kreisbereiche gelten folgende Satze:
Satz 16. Jeder Kretsbereich wird durch die analytischen Drehungen:

::.i'q"l.
(10) W= 2,

Wy == ety . 2y
in sich transformiert.

Denn durch die Transformationen:
wy = ez,  w, =1,
Wy == 2y, w, = e¥%: - w,
wird jede zur z -Ebene bzw. zur z,-Ebene parallele Ebene um ihren
Schnittpunkt mit der Koordinatenebene in sich gedreht.
Aus diesem Satz folgt, daB mit jedem Punkte z,, z,, welcher der Ober-
flache eines Kreisbereiches angehort, auch jeder Punkt eiv:.z,, efv:-z,
auf dieser Oberfliche liegt. Damit ergibt sich der

15%
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Satz 17. Jeder Kreisbereich geht durch Spiegelung an jeder absoluten
Ebene in sich iber.

Er geht nidmlich zundchst durch Spiegelung an der reellen Ebene in
sich iiber, denn aus dem Punkte z, z, der Oberfliche wird bei einer
solchen Spiegelung nach Satz 13, 8. 225, der Punkt 7z, —e 2i71.z,
Z,=e %92.z,. Jede absolute Ebene aber kann nach 8. 225 durch eine
Drehung (10) stets in die reelle Ebene iibergefiihrt werden.

Satz 18. Jeder Kreisbereich wird von jeder durch den Nullpunkt
gehenden analytischen Ebene in einem Kreise geschnitien.

Denn nach Satz 16 geht jeder Kreisbereich durch jede Drehung:

w, = e¥ .z,

w, = etV .z,
in sich iiber. Dabei wird aber nach 8. 222 jede der fraglichen analytischen
Ebenen in sich um den Winkel 3 gedreht, und da v beliebig ist, mu8 die
Schnittfigur ein Kreis sein. Ubrigens folgt offenbar entsprechend, dafl die
Schnittkreise, welche die Ebenen eines der 8. 222 erwihnten Ebenenkrinze
erzeugen, simtlich denselben Radius besitzen miissen.

Die Schuitthereiche, welche ein Kreisbereich mit den absoluten Ebenen
bildet, sind alle kongruent, zentrisch symmetrisch zum Nullpunkt und spiegel-
bildlich zu den Schnittgeraden der absoluten Ebenen mit den Koordinaten-
ebenen. Wir kénnen uns jeden Kreisbereich dadurch entstanden denken,
da wir einen beliebigen, von den Achsen und einer Kurve, die von jeder
zu den Achsen parallelen Geraden héchstens einmal geschnitten wird, be-
grenzten und im ersten Quadranten liegenden Be-
reich einer absoluten Ebene um beide Koordinaten-
ebenen unabhingig je um den Winkel 27 rotieren
lassen. Dabei wird jeder Punkt des Kreisbereiches
einmal und (mit Ausnahme der Punkte auf den
Koordinatenebenen) infolge von Satz 12, S. 224,
auch nur einmal erhalten. Die Randkurve des
{ 13/ rotierenden Bereiches wird durch eine funktionale
4 / Beziehung zwischen den absoluten Werten der
‘\‘ / Koordinaten dargestellt:

\ ! / : 45(§z1],f22[)=0.

N L Den Schnittbereich eines Kreisbereiches mit
einer absoluten Ebene, durch welchen umgekehrt
der Kreisbereich eindeutig bestimmt ist, wollen
wir seinen Leithereich nennen (s. Fig. 1). Der Leitbereich der Kugel ist
ein Kreis, derjenige des Doppelzylinders ein Rechteck.

Fig. 1.
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Jeder Leitbereich und damit auch jeder Kreisbereich ist in bezug auf
den Nullpunkt ein Stern, wie man sofort sieht. Dabei verstehen wir unter
einem Stern in der iiblichen Weise einen Bereich, der von jeder durch den
Nullpunkt gehenden Geraden nur in einer Strecke geschnitten wird. Bei
unseren spiteren Betrachtungen (im II. und III. Teil) werden wir uns
jedoch auf konvexe Kreisbereiche beschrinken. Jeder konvexe Kreis-
bereich besitzt auch emen konvexen Leitbereich.

Wir beweisen noch folgende Sitze iiber die Transformation von Kreis-
bereichen:
Satz 19. Jeder Kreisbereich geht durch jede Traunsformation wvon
der Form:
w, =R, -2
11 1 1 1
(1) w,= R, 2,

(R,, R, pos. reell)

1w

m einen anderen Kreisbereich diber.

Denn jede absolute Ebene geht bei einer solchen Abbiléung n sich
iiber, und alle Leitbereiche in diesen Ebenen werden auf dieselbe Weise
dhnlich transformiert. '

Satz 20. Jeder Kreisbereich geht durch die Tramsformation:
(12)

-wieder in einen Kreisbereich iiber.

Denn diese Transformation stellt einfach eine Vertauschung der beiden
Koordinatenebenen dar.

Alle Kreisbereiche, welche aus einem beliebigen durch die Trans-
formationen (11) und (12), sowie die Kombinationen dieser Substitutionen
(auch mit den Drehungen (10)) hervorgehen, bilden eine Klasse von Kreis-
bereichen. In jeder solchen Klasse kommen zwei Bereiche vor, deren
Schnittkreise mit den Koordinatenebenen Einheitskreise sind. Einen dieser
beiden Bereiche wollen wir als Reprasentanten einer solchen Klasse an-
sehen und ihren Normalbereich nennen.

Es kann auch der Fall eintreten, da jene beiden Bereiche einer
Klasse, die als Normalbereiche dienen koénnen, identisch sind. Dann geht
der Normalbereich durch die Transformation (12} in sich iiber. Kinen
solchen Bereich und jeden aus ihm durch die Ahnlichkeitstransformation
w, = R.z,, w,= R -z, hervorgehenden Bereich wollen wir einen symme-
trischen Kreisbereich nennen. Der Leithereich eines symmetrischen Kreis-
bereiches muB offenbar spiegelbildlich zu den beiden Diagonalen |z, | =|z,] -
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sein. Liegt umgekehrt ein solcher spiegelbildlicher Leitbereich vor, so ist
der zugehorige Kreisbereich stets symmetrisch. So sind die Einheitskugel:

121%2‘%‘ |2, ngl
und der Einheitszylinder:

Iz, | Z1, ENES!

symmetrische Normalbereiche der zugehérigen Klassen. Eine sich auf einen
symmetrischen Normalbereich aufbauende Klasse wollen wir kurz eine sym-
metrische Klasse, die zur Einheitskugel gehérige insbesondere die Kugel-
klasse nennen.

Fiir die Bereiche einer symmetrischen Klasse gilt der

Satz 21. Jeder Kreisbereich einer symmet’riséken Klasse wird durch
esne Transformation von der Form:

w, =Rz,
(R pos. reell)

w, == 1—2 * 2
in sich transformiert.

L]
Denn ein solcher Bereich kann durch eine Substitution:

—R..
:: _ R:- Z (R,, R, pos. reell)
in den Normalbereich iibergefithrt werden, und dieser wird durch (12)
auf sich selbst abgebildet. Damn wird B = 2.
. 1

Ferner besteht der

Satz 22. Jeder symmetrische Kreisbereich geht durch Spiegelung
an jeder Diagonalebene in sich ber.

Sei die Diagonalebene durch den Parameter ¢ charakterisiert. Wir
spiegeln an ihr dann zunichst eine Gerade @, = konst. der z -Ebene.
Dazu legen wir durch sie diejenige stets existierende und durch die Para-
meterwerte ¢,, ¢, charakterisierte absolute Ebene, welche die Diagonal-
ebene schneidet, so daB also ¢, + @, = ¢ ist. Infolge von Satz 15, 8. 226.
geht diese bei der Spisgelung in :ich iiber, indem sie cclbst an der
Diagonalen |2, | =|z,| gwpiegelt wird. Aus jcdc: Geraden ¢, = korst. der
2,-Ebene wird be: der Sp:ir ye'ung caker «ize Ce;ade ¢, = ¢ — @, = konst.
der z,-Ebene und umgekeht. Ds gleichzeltig =15 Ebenen wieder Ebenen
werden, s gekt jode shsolute Ebene in eine <+ lere oder sich selbst deraxt
iiber, ds8 die 8-+mittLaien mis beid~n Koord:ipatenebenen vertauscht werden.
Dabei miissen aber die nach Voraussetzung s iegeibildlichen Leitbereiche

* ineinander und mithin der ganze Kreisbereich in sich iibergehen.
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Eine solche Spiegelung besitzt ersichtlich folgende Darstellung:
w, = et? - 3,,
Wy, = e%¥ - 7.

Wir notieren zum SchluB noch folgende Sitze:

Satz 23. Die Einheitskugel wird durch jede analytische Drehung
{(8), (8,), S.214) in sich transformiert.

Satz 24. Die Einheitskugel wird durche die linear gebrochenen
analytischen Funktionen:
Ay 2y +Ay2; +a
[ A
bz bz, + b
27 ez, F G2 e

w; =

mit den Bedingungen:
la132+}b1i2+1a12+‘ ='¢,| +ic!
vla‘z[z'{"fb‘sf‘?l‘fai%'*‘[ C=le! +Jc5-7
a-+b,-b=c¢,-C,
a,;-@+b,-b=c, &,
a,-8+b,-by=c,-¢,
derart in sich transformiert, dafi der Nullpunkt in den Punkt w, = '?’
w2=?b tibergehit.

Man kann also stets eine umkehrbar eindeutige analytische Abbildung
der Einheitskugel in sich angeben, welche einen beliebigen inneren Punkt
der Kugel in den Nullpunkt iiberfiihrt. Das Entsprechende gilt fiir den
Einheitszylinder, denn es besteht der

Satz 25. Der Einheitszylinder wird durch die linear gebrochenen

analytischen Funktionen: .
% + b, 12 1 2
wl 51‘21_*_&1 (1a1e ; li >0)’
_ ay-z,+ b, 2 2
2 5t a, (las] |51 >0)
dvmrt i sich transformiert, daf der Nullpunkt in den Punkt w —_%

w, = 27; tibergeht.

Den Transformationen der Sitze 23, 24 und 25 entsprechende Ab-
bildungen existieren natiirlich fiir alle der Kugelklasse bzw. der Zylinder-
klasse angehdrigen Kreisbereiche.
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¥

1L Teil.
Die Ubertragung des Schwarzschen Lemmas und des
Spiegelungsprinzips.

Es soll sich in diesem Teil um die Herleitung zweier Hilfssitze
handeln, die als Ubertragungen des Schwarzschen Lemmas und des Spie-
gelungsprinzips bei analytischen Funktionen einer Verdnderlichen anzusehen
sind und sich bei der Bebandlung unserer Abbildungsprobleme ebenfalls
als &duBerst ,,zugkriftig® erweisen.

§1.
Das Lemma,

Wenn dem Kreis in der Ebene der Kreisbereich des analytischern
Raumes entsprechen soll, werden wir erwarten konnen, einen dem Lemma
entsprechenden Satz fiir Kreisbereiche zu erhalten. Wir beschrinken uns
dabel jedoch auf konvexe Bereiche. Dann besteht ein solcher Satz in der
Tat und wir formulieren ihn folgendermaGen:

Satz 1. Wird ein konvexer Kreisbereich so auf einen ganz in
seinem Inneren gelegenen Bereich abgebildet, daf3 der Nullpunkt fest
bleibt, so geht jeder in bezug auf den Nullpunkt zum Kreisbereich dhn-
liche Teilbereich ebenfalls in einen ganz seinem Inneren angehdrenden
Bereich diber.

Um diesen Satz zu beweisen, stellen wir zunichst eine Hilfsbetrach-
tung an. Wir denken uns einen beliebigen Kreisbereich und legen durch
den Nullpunkt eine willkiirliche analytische Ebene E,. In dieser ziehen
wir durch den Nullpunkt einen Strahl und konstruieren nun denjenigen
zu diesem Strahl orthogonalen dreidimensionalen ebenen Raum, welcher
zugleich Stiitzraum an den Kreisbereich ist und den Strahl im Punkte 4
schneiden moge (s. Fig. 2). Diese Konstruktion fithren wir fiir jeden
solchen Strahl ans und erhalten so eine Menge von Punkten A, die, wie
wir behaupten, einen Kreis erfilllen muB. Dies ist klar, denn durch die

Transformation: )
w, =et¥.2 ,

w, ==e'¥.z,
geht der Kreisbereich in sich iiber; jeder Stiitzraum bleibt dabei Stitz-
raum, und der Punkt 4 dreht sich in, der analytischen Ebene um den
Winkel v, der ginzlich willkiirlich war. Alle Stiitzraume umschlieSen
also einen (vierdimensionalen) Kreiszylinder, der allgemein den Kreis-
bereich in den Schnittkreisen einer gewissen Menge analytischer durch
den Nullpunkt gehender Ebenen trifft.
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Jeder Stiitzraum kann némlich mit dem Kreisbereich nur solche
Punkte gemeinsam haben, die anf der Leitkurve derjenigen absoluten
(den Stiitzraum in der Geraden g schneidenden) Ebene liegen, die den
zugehorigen Strahl der Ebene E, enthilt. Der Stiitzranm hat daher mit
dem Kreisbereich genau so viele Punkte gemein wie die Gerade g mit
der Leitkurve, und der Stiitzzylinder trifft mithin den Kreisbereich in
den Schnittkreisen aller derjenigen durch den Nullpunkt gehenden ana-
lytischen Ebenen, die jene Punkte enthalten. Ist der Kreisbereich kon-
vex, so gehort umgekehrt auch zu jedem seiner Begrenzungspunkte min-
destens eine Ebene von der Beschaffenheit, da8 der zugehérige Stiitz-
zylinderraum diesen Punkt enthils.

Die Funktionen, welche die Abbildung des Satzes 1 vermitteln, seien

nun®):
) Wy = A% U % G0 0% % B

M Wy = 0,02, + by 23+ boo2] + 33212 F b 23 - -

Unser Satz behauptet dann: Legen wir durch jeden inneren Punkt des
Kreisbereichs einen (drei-
dimensionalen) Raum, der
dem Grenzraum des Be- 3
reichs (mit dem Null- 7 RN
punkt als Ahnlichkeitszen- 2 / \
trum) dhnlich ist und den A

wir die durch den Punkt /N
gehende ,,Schale‘“ nennen ) N\
wollen, so verbleibt bei / P IANN
der Abbildung jeder Punkt N o F
innerhalb oder auf seiner \ 1 h
Schale. Wir beweisen dies
fiir einen beliebigen inneren /
Punkt P(z,,%,) und legen N\
zu diesem Zweck durch P

die durch den Nullpunkt /
gehende analytische Ebene

E (Satz 6, S. 218), welche

nach Satz 18, S. 228, von Y
dem Kreisbereich in einem Fig. 2.

£r

%) Wir benutzen hier und im folgenden, da8 sich eine innerhalb eines konvexen
Kreisbereiches regulire Funktion in eine dort iiberall absolut konvergente Potenzreihe
um den Mittelpunkt entwickeln 186, Dies ergibt sich — hnlich wie der entsprechende
Satz tiber die Entwickelbarkeit einer innerhalb eines Kreises reguliren Funktion einer
Verinderlichen — sofort sus der Cauchyschen Integralformel fiir Funktionen zweier
Veranderlicher.



234 . K. Reinhardt.

Kreise K geschnitten wird (s. Fig. 2). Diese Kreisfliche K wird bei der
Abbildung in ein durch den Nullpunkt gehendes analytisches Flichenstiick
tibergefiithrt, auf welchem der Bildpunkt @ (w,, w,) von P liegt®). Wir
legen ferner durch den Nullpunkt eine beliebige weitere analytische Ebene E,
und projizieren sowohl F als auch K auf dieselbe. Der Projektionsbereich
von F sei B, derjenige von K ein Kreis K,'). Konstruieren wir nun
zu der Ebene X, den oben erwdhnten Stiitzzylinderraum, so muB B
offenbar ganz innerhalb des Kreises K, liegen, welchen dieser Zylinder
raum aus F, ausschneidet.

Nunmehr denken wir uns das Koordinatensystem analytisch so ge-
dreht, dal die eine Koordinatenebene mit E, zusammenfillt. Bezeichnen
wir die neuen Koordinaten mit Z,, Z, bzw. W,, W,, so transformieren
sich die Abbildungsfunktionen (1) in die Form:

(2) Wy=A2,+ A4y Zy+ ...,
szon'Zl'{"qu'Zz”T“"'

In den neuen Koordinaten hat E die Gleichung Z,=m-Z,, und die

Funktion:
W= (44 +m-Ag)-Z, + ...

bildet dabei offenbar den Kreis K, auf den Bereich B so ab, daB der
Nullpunkt festbleibt und B ganz innerhalb des Kreises K, liegt. Wir
konnen also auf diese Funktion das Schwarzsche Lemma der Ebene an-
wenden. Sind R, und R, bzw. die Radien der .Kreise K, und K,, so
folgt daraus, daB stets:

VAES-NPA

sein muB, d. h. daB der Bildpunkt € innerhalb des mit dem Radius
%-{Z,) orthogonal zu E, konstruierten Stiitzzylinderraums (4 in der .

Figur) liegen muB. Da nun die Ebene B, willkiirlich war, so mu8 @

innerhalb simtlicher derart zu konstruierenden Zylinder liegen. Nun ist

aber —{—g‘l =%P = A (R Radius des Kreises K) eine konstante, lediglich
p3

vom Punkte P abhingige Zahl. Daher gehen siamtliche Zylinder, deren

gemeinsames Innere @ enthalten muB, aus den Stiitzzylinderriumen des

%) In der Figur ist angenommen, da8 der Bildbereich zunichst noch so gedreht
wurde, daB der Bildpunkt @ mit dem Punkt P in derselben szbsoluten Ebene liegt.

1) Nach P. H, Schouten, 1. Teil, S. 73, 74 projiziert sich ein Krois einer Ebene
des vierdimensionalen Raumes dann und nur dapn anf einer anderen schneidenden
Ebene wieder als Kreis, wenn diese zwei gleiche Winkel mit der ersten bildet; vgl.
also Satz 7, 8.219.
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Kreisboreiches durch #hnliche Verkl~inerung im Verhdltnis 1:1 hervor.
Sie umbhiillen daher (und weil der Bereich konvex ist) einen dem Kreis-
bereich dhnlichen Teilbereich, dessen Grenzschale offenbar gerade durch P
gehen muBl. Da @ innerhalb dieses Bereiches liegen muf, so ist unser
Satz damit bewiesen.

Wir sprechen zum Schlusse den Satz 1 fiir die Kugel noch einmal
gesondert aus, und zwar in folgender Form:

Satz la. Wird eine Kugel so auf einen ganz in ithrem Inneren
gelegemen Bereich abgebildet, dafS der Nullpunkt festbleibt, so kann die
Entfernung irgendeines threr Punkte vom Nullpu.kt nicht grofer werden.

§ 2. -

Eine Vertiefung des Lemmas.

Wir fragen jetzt, was wir aussagen konnen, wenn bei der im vorigen
Paragraphen behandelten Abbildung gewisse der Punkte auf den durch
sie bestimmten Schalen bleiben, also nicht in deren Inneres riicken. Sei
P’ ein solcher Punkt und @ sein Bildpunkt. Wir legen dann durch ¢’
die durch den Nullpunkt gehende analytische Ebene, welche den Kreis-
bereich in einem Kreise K, schneidet, und konstruieren diejenige Ebene E,
(oder eine derjenigen Ebenen), deren orthogonaler Stiitzzylinderraum den
Kreisbereich gerade in diesem Schnittkreise trifft.

Fiir das Folgende wollen wir nur noch die Voraussetzung machen,
daB der Stiitzraum mit dem Kreisbereich keine weiteren Punkte aufler
denen des Kreises K, gemein hat, oder, was dasselbe bedeutet, daf die
Gerade g die Leitkurve nur in einem einzigen Punkte trifft. Dies wird
immer dann der Fall sein, wenn der Punkt @’ im Inneren eines nicht
geradlinigen Kurvenstiickes oder auf einer durch zwei geradlinige Kurven-
stiicke gebildeten Ecke der durch ihn hindurchgehenden &hnlich ver-
kleinerten Leitkurve liegt. Puukte von solcher Beschaflenheit wollen wir
kurz ordentliche Punkte des Kreisbereiches nennen.

Wir fassen dann die Ebene E, wieder als Koordinatenebsne auf und
projizieren alles auf sie. Dann wird dureh die Funktionen (2) der Kreis K,
derart auf einen ganz im Inneren des Kreises K, liegenden Bereich B’

abgebildet, daB ein Punkt W, gerade den absoluten Betrag %1—2— . 1Zfi erhilt;

denn Q' liegt auf derselben Schale wie P’, und der dieser Schale an-
gehorige zu E, orthogonale Stiitzzylinderraum geht durch @’. Daher
mud nach dem Schwarzschen Lemma die Abbildeng in der Ebene E,

eine Drehstreckung mit dem Dehnungsverhiltnis %j— sein. Dann miissen
aber die Bildpunkte aller Punkte P der Ebene E auf den zugehorigen
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Stiitazylinderrsumen liegen, und da sie gleichzeitig nicht auBerhalb ihrer
Schalen. liegen diirfen, so liegen sie alle auf ihren Schalen, und zwar auf
den Beriihrungskreisen der Stiitzzylinderriume mit denselben.

Da wir nun vorausgesetzt haben, daB jeder solche Raum seine Schale
nur in einem Kreise trifft, so miissen die Bildpunkte @ gerade die durch_
Q' gehende analytische Ebene erfiillen, und diese Ebene mufB aus der
Ebene E durch Drehstreckung hervorgegangen sein. Wir haben daher den

Satz 2. Bleibt beir der Abbildung, von welcher Satz 1 handelt, ein
einziger Punkt auf seiner Schale, und ist sein Bildpunkt gleichzeitig ein
ordentlicher Punkt, so geht die durch jenen und den Nullpunkt bestimmie
analytische Ebene bei der Abbildung durch Drehstreckung in eine andere
analytische Ebene iiber.

Wir betrachten weiterhin eine den Bedingungen des Satzes 1 ge-
niigende Abbildung und nehmen an, daf wir von einer abzihlbar unend-
lichen Menge von Punkten, von welchen keire zwei auf einer durch den
Nullpunkt gehenden analytischen Ebene liegen, wissen, daB sie auf ihren
Schalen verbleiben, und dafBl ihre Bilder ordentliche Punkte des Kreis-
bereiches sind. Dann muBl nach Satz 2 eine abzdhlbare Menge von ana-
lytischen Ebenen bei der Abbildung durch Drehstreckungen in eine andere
solche Ebenenmenge iibergefithrt werden. Seien die Gleichungen jener
Ebenen in der Form:

z,=m-z,
gegeben. Dann miissen also die Abbildungsfunktionen (1) fiir jede solche

Ebene:
Wy = (g = M@y )%y + (Ao + M- Gy + M@y )25 + .. .,

1 1 1
Wy == (}; b0+ bm)'ze + (ﬁz “byy +7,{ by +b02> ES R
in Drehstreckungen iibergehen, d. h. es muf fiir jedes derartige m:

Gyt m-ay +m* -2y =0,

............

............

sein. Da diese Gleichungen aber fiir eine abzihlbare Menge von Werten m
bestehen miissen, so folgt:
Qoo =0y =Gy = ... =10,

. bag = byy =gy = ... =0,

d. h. die Abbildungsfunktionen (1) sind linear. Wir erhalten somit den
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Satz 3. Bleibt bei der Abbildung, von welcher Saiz 1 handell, jeder
Punkt aus einer abzihlbar unendlichen Menge von Punkien, von denen
keine zwesr mit dem Nullpunki in einer analytischen Ebene liegen, auf
seiner Schale, und zwar so, daf sein Bildpunki ein ordentlicher Punkt
ist, so missen die Abbildungsfunktionen linear sein:

Wy == Qo 2 + Cgy 2y,
Wy, = byg- 2 -+ by, % -

§ 8.
Das Spiegelungsprinzip erster Art.

Das Spiegelungsprinzip bei Funktionen zweier Veranderlicher entspricht
vollkommen dem bekannten Spiegelungsprinzip der Ebene. Wir sprechen
es zundchst in folgender Form aus:

Satz 4. Fihrt eine Abbildung ein Stick der reellen Ebene wieder
in etn Stiick dieser Ebene diber, so werden aus zur reellen Ebene spiegel-
bildlichen Punkten wieder spiegelbildliche Punkie.

Zum Beweise bedenken wir, daB nach Satz 13, 8. 225, einen Punkt
an der reellen Ebene spiegeln heifit, seinen Koordinaten die konjugierten
Werte erteilen. Wir geben nun 2z, irgendeinen festen reellen Wert aus
dem betreffenden Ebenenstiick. Dann nehmen die beiden Funktionen:

Wy = (Ggo Uy 2+ .- ) F (g + 8y 2 4. ) o2 .oy

Wy = (boy +boy 2+ . )+ (bgF b 2+ .00 )2+ e
welche die Abbildung vermitteln mdgen, lings eines Stiickes der reellen
Achse von 2, reelle Werte an. Dann miissen sie aber nach dem Spiege-
Iungsprinzip der Ebene reelle Koeffizienten haben. Dies gilt wieder fiir
eine kontinuierliche Menge von Werten von z,. Fiir alle diese Werte
miissen also die Funktionen:

Oop + Vg2 + -+ -,

........

reelle Werte annehmen. Daher miissen sie selbst reelle Koeffizienten haben.
Dann sind aber simtliche Koeffizienten der urspriinglichen Funktionen
reell und diese nehmen mithin fiir konjugierte Werte von z,, z, kon-
Jugierte Werte von w,, w, an.

Wir erweitern das Spiegelungsprinzip noch in folgendem

Satz 5. Fihrt eine Abbildung ein Stick einer aus der reellen
Ebene durch analytische Drehung oder Parallelverschicbung hervorgehen-
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den nichtanalytischen Ebene in ein Stick einer ebensolchen Ebene iiber,
so werden aus zur einen Ebene spiegelbildlichen Punkten spiegelbildliche
Punkte der anderen Ebene.

Dies folgt sofort aus Satz 4, wenn man beriicksichtigt, dal analytische
Drehungen und Parallelverschiebungen spiegelbildliche Punkte ebenfalls
wieder in spiegelbildliche Punkte iiberfithren. Da keineswegs simtliche nicht-
analytischen Ebenen aus der reellen Kbene durch analytische Drehungen
erzeugt werden konnen, so ist das Spiegelungsprinzip auch nicht fiir alle
nichtanalytischen Ebenen bewiesen. Wohl aber gilt es insbesondere fiir
die absoluten Ebenen, da dieselben durch analytische Drehungen aus der
reellen Ebene hervorgehen.

1. Teil
Die Abbildungsprobleme.

Es sollen in diesem Teil nun diejenigen umkehrbar eindeutigen Ab-
bildungen zweier konvexer Kreisbereiche aufeinander untersucht werden,
welche den Nullpunkt festlassen. Da die beiden Kreisbereiche auch iden-
tisch sein konnen, so handelt es sich gleichzeitig um die Betrachtung der
umkehrbar eindeutigen Abbildungen eines konvexen Kreisbereiches mit
festem Mittelpunkt in sich.

§ 1.
Ein Hilfssatz.

P, q, 7, s seien beliebig gegebene GroBen und m eine gesuchte kom-
plexe Zahl. Wir fragen nach der Zahl der Losungen von:

(1) p-m-m-+gqg-m-+r-m-4s=0.
Wir vereinigen die Gleichung (1) mit ihrer konjugierten:
pom-m—+7m-+g-m+8=0
und eliminieren 7 aus beiden. Das fithrt zu:

(pF = p-g)m® +([r[ — g+ p5 — B8} m+(r-3—g-5) = .
Dies ist eine quadratische Gleichung fiir m, die hochstens zwei verschiedene
Wurzeln besitzt, falls nicht alle Koeffizienten verschwinden. Also kann
in diesem Fall auch die Gleichung (1) hochstens zwei Losungen haben.

Verschwindet aber die linke Seite der quadratischen Gleichung identisch:
pF—Fg=0,
P —lgP +ps—ps=0,
rs—qs=0,
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so folgt:

lgi=1r|,
@) are b — arc 8§ oder:
p—‘a’rcs—i—n,

2 arc p = arc g -} are r.
Diese Bedingungen sind dann und nur dann erfiillt, wenn wir setzen:
p=rl~e""’, g:rg-e‘@“’w,
8§ = i,-s.eisv, r:yg.ei(qv—w),
und Gleichung (1) erhélt hiermit die Form:
e m' oy et @l for, eile—v) g £y eefe =0,
oder:
(8) r,oim”+om—+g-mEr, =0,
worin 7, und r, positiv reell und
0=7, ¥

ist. Wir konnen also der gegebenen Gleichung (1) in diesem Fall stets
die Form der Gleichung (3) geben, die mit ihrer konjugierten Gleichung
identisch ist. Liegt umgekehrt eine Gleichung (1) vor, welche auf eine
Form gebracht werden kann, die mit der konjugierten iibereinstimmt, so
ist diese Form die in (8) vorliegende und die linke Seite der zugehdrigen
quadratischen Gleichung verschwindet somit identisch.

Gleichung (8) 1aBt sich aber leicht auflosen. Ist zundchst r, 40,
so schreiben wir: t

lr,om 45" —A4=0,
wobei:
Ad=19|>Fr,-r,

gesetzt ist. Dann folgt:

m—-— {h/-—i e”-——g}

wenn 4 > 0 ist. 4 ist dabei ein verinderlicher Parameter. In diesem

Falle besitzt die Gleichung also eine einparametrige Schar von Lﬁsungen,

i V4 Al
7y

welche einen Kreis mit dem Mittelpunkt — ~ und dem Radius er-

fillen. Ist 4 =0, so ist die Losung emdeut:g bestimmt. Ist 4 <0, so
existiert tiberhaupt keine Losung.
Ist ferner r, = 0, aber o 4 0, so folgt aus:
om-+p-mEzr,=0
sofort:

R(e-m)= F 375.
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Auch in diesem Falle besitzt die Gleichung daher eine einparametrige
Schar von Losungen, die hier eine Gerade erfiillen.
Wir erhalten damit den folgenden

Hilfssatz. Bei der Auflosung der Icomplexen Gleichung (1) konnen
zwes Fdlle eintreten.
1. Die Bedingungen (2) sind wicht erfillt. Dann besitzi sie hoch-
stens zwei Losungen. :
II. Die Bedingungen (2) sind erfillt. Dann besitzt sie
1. eine einparameirige Schar von Losungen, die einen Kreis oder
eine Gerade erfilllen, wenn 4 >0 wund je nachdem 7, =0
oder r, =0 ust;
9. eine esndeutig bestimmie Losung, wenn A= 0 wund r,= 0 ist;

3. keine Losung, wenn 4 <0 oder 4A=0 und r,=0, also auch
0=0, aber r;+ 0 ust.

§ 2.
Vorbereitende Betrachtungen iiber die Abbildungen eines Kreisbereiches
in sich.

Wir beweisen jetzt einige Sitze iiber diejenigen umkehrbar eindeutigen
Abbildungen eines konvexen Kreisbereiches in sich, die den Mittelpunkt
festlassen; diese Sitze werden wir spiter anwenden.

Zunichst muB bei einer solchen Abbildung jede der frither erwihnten
Schalen in sich iibergehen, denn wiirde ein Punkt ins Innere riicken, so
miiBte sein Bildpunkt bei der umgekehrten Abbildung ins Auflere seiner
Schale treten, was nach Satz 1 des II. Teils, 8. 232, unméglich ist. Da-
her bleiben simtliche Punkte auf ihren Schalen. .

Da nun die totale Leitkurve eines konvexen Kreisbereichs mindestens
ein nicht geradliniges Kurvenstiick oder eine Ecke, also mindestens einen
ordentlichen Punkt enthilt, so gibt es bei einer den Nullpunkt festlassen-
den Abbildung eines solchen Kreisbereiches in sich mindestens einen Punkt,
der auf seiner Schale bleibt und in einen ordentlichen Punkt @ iibergeht,
und, falls die Leitkurve nicht gerade eine einen Punkt der |z, |{-Achse mit
einem Punkt der !z,|-Achse verbindende geradlinige Strecke ist, auch un-
endlich viele solcher Punkte, von denen keine zwei mit dem Nullpunkt
in einer analytischen Ebene liegen. Denn wird der Bildpunkt ¢ den
Drehungen w, = e*¥1-2,, w, = e*¥2.2, unterworfen, so befinden sich unter
den neu entstandenen (ebenfalls ordentlichen) Punkten unendlich viele,
von welchen keine zivei mit dem Nullpunkt in einer analytischen Ebene
liegen, und diese sind die Bilder solcher Punkte, die offepbar (wegen Satz 2)
die gleiche Bigenschaft besitzen miissen. Dann kénnen wir aber auf solche
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Abbildungen den Satz 3 des II Teils, S. 237, anwenden und finden, daB
sie nur durch lineare Funktionen vermittelt werden kdnnen.

Wir wollen fiir diesen Satz noch einen zweiten Beweis geben, der
gleichzeitig den eben ausgenommenen Fall mit umfaft. Da bei jeder der
in Rede stehenden Abbildungen jede Schale in sich iibergehen mufl, so
miissen mit den abbildenden Funktionen:

4) W, = o2y + Uy % T Bog?] T A%y % + CpaZy -,
Wy = by o2y by 2+ by 2] + 83,22, + bpezs .-

auch simtliche Funktionen:
(5) Wy = Byo% + Qoy %y + A (Ag02] + 013 2,2, + B0 23) T .- -,

Wy = by 2y 0oy 2o+ A (Bao 23 + b352,2, + Doe23) + .-
fiir 0 <|2' <1 eine den Nullpunkt festlassende Abbildung des betr. Kreis-
bereichs in sich vermitteln. Wir beweisen nun, daB die Koeffizienten
samtlicher Potenzen von A in beiden Funktionen (5) mindestens fiir eine
abzihlbar unendliche Menge von Punkten z,, z,, von welchen keine zwel
mit dem Nullpunkt in einer analytischen Ebene liegen, verschwinden
miissen. Wenn dies gezeigt ist, folgt sofort, daB alle Koeffizienten
Ggy = Oy = Ogy = ... = byy = b,; = by, = ... =0 und die Funktionen (4)
daher linear sind.

Um den erwihnten Nachweis zu fiihren, greifen wir aus den Ab-
bildungen (5) eine beliebige zum Parameter 1, gehorige heraus. Diese
bildet jeden Punkt P(z,,z,) auf einen Punkt @, ab, zu welchem wir uns
diejenige oder eine derjenigen analytischen Ebenen E, konstruiert denken,
deren orthogonaler Stiitzzylinderraum die zu P und §), gehorige Schale in
solchen Punkten beriihrt, unter denen sich @, befindet. Insbesondere
interessieren uns diejenigen Punkte P, fiir welche die zugehérige Ebene |
nicht mit einer Koordinatenebene zusammenfallt.

Wir behaupten zunéichst, da es mindestens eine abzihlbar unend-
liche Menge solcher Punkte geben mufl, von welchen keine zwei mit dem
Nullpunkt in einer analytischen Ebene liegen. Dies ist klar. Denn ent-
weder ist der Leitbereich des Kreisbereiches kein Rechteck; dann enthilt
die Leitlinie ein ganzes Kurvenstiick, dessen simtliche Punkte solche
Punkte Q, sind, deren Ebenen E, keine Koordinatenebenen sind. Oder
der Leitbereich ist ein Rechteck; dann gibt es auf der Leitlinie zwar nur
einen solchen Punkt @,, nidmlich die Ecke des Rechtecks, aber die aus
diesem durch die Drehungen w, = ei¥:-z,, w, = e’¥2-2, hervorgehenden
Punkte haben simtlich die gleiche Eigenschaft. *Und alle diese Punkte
miissen bei der Abbildung aus Punkten P hervorgegangen sein, die keiner
endlichen Zahl von durch den Nullpunkt gehenden analytischen Ebenen

angeh6rt haben kénnen, da sie ein zweidimensionales Kontinmum. bilden
Mathematische Annalen. 83 16
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Wir behaupten ferner, daf die Koeffizienten von A (i=1,2,8,...)
in (5) fiir alle diese Punkte P verschwinden miissen. Denn nehmen wir
an, dafl gewisse dieser Koeffizienten fiir einen bestimmten Punkt P von
Null verschieden seien, Wir drehen dann das Koordinatensystem so, daB
die neue Z,-Koordinatenebene mit der zu P gehdrigen Ebene E, zu-
sammenfallt. Sind die neuen Koordinaten wieder Z,, Z, baw. W,, W,,
so nehmen die Funktionen (5) durch die Drehungen:

z2,—a,-Z,+a,-Z,, W,=a, w +bw,
2, =by -2y + by Z,, W, =, -w, +byw,

- die Form:

W,=Ag+4-A,+21" A,+ ...,
W,=B,+4-B,+1"-B,+ ...

an, in welcher je zwei Koeffizienten A,, B; (¢=0,1,2,...) homogene
lineare Funktionen der Koeffizienten von 2% in den Entwicklungen (5)
sind. Da aber die Determinante a, b, — b, @, eines solchen linearen Funktions-
paares nicht verschwindet, so sind beide Koeffizienten von A (1=1,2,...)
in (5) dann und nur dann gleich Null, wenn A4, und B; verschwinden,
d. h. infolge der eingangs gemachten Annahme sind W, und W, in bezug
auf 1 nicht beide konstant. Dies ist aber unméglich. Denn wire zu-
nichst W, von 1 abhiingig, so wiirden in der Umgebung von 2, Werte
von A existieren, fiir welche | W, | > | W,| wire, und dies kann nicht sein,
da der Punkt P von zu solchen Werten 1 gehorigen Abbildungsfunktionen
(5) offenbar aus seiner Schale geriickt wiirde. Also mufl W, = 4, sein.
Nun beriihrt aber die in dem betr. Punkte W, auf der W,-Koordinaten-
ebene errichtete orthogonale analytische Ebene die fragliche Schale hochstens.
in einer Strecke. Denn sie kann mit der Schale nicht mehr Punkte ge-
meinsam haben, als der orthogonale Stiitzraum, dem sie angehort. Von
diesem wissen wir aber (siehe S.233), daB er die Schale nur in den
Punkten einer Leitlinie, d. h. hochstens in einer Strecke, trifft*?). Deshalb
muB nun auch W, von i unabhiingig sein, da andernfalls eine volle Um-
gebung von A, auf eine volle Umgebung von W, abgebildet wiirde, und
daher Funktionen (5) existieren miiBten, welche den Punkt P auSerhalb
jener Berithrungsstrecke, also auch auBerhalb der Schale abbilden wiirden.
Nach den anfinglichen Bemerkungen ist der Beweis damit vollstindig

gefiibrt.

12) Hier wird die Voraussetzung benutzt, daf die Ebene E, nicht mit einer der
urspriinglichen Koordinatenebenen identisch ist. Denn sonst wird die fragliche Leit~
linie unbestimmt, da die zugehorige absolute Ebene unbestimmt wird, und aus der
Strecke wird daher in diesem Fall ein Kreis.



Analytische Funktionen zweier Veranderlicher. 248

Wir haben also den

Satz 1. Jede umkehrbar eindeutige Abbildung eines Eonvexen
Kreisbereiches auf sich, welche den Mittelpunkt festlaft, wird durch ganze
lineare Funktionen vermittell:

(6) w1=a1'zl+a2'z‘z’
w, =b, -2, +b,-2,.

Nach diesem Satz lassen sich wohl fiir die einzelnen konvexen Kreis-
bereiche genau diejenigen den Nullpunkt festlassenden umkehrbar ein-
deutigen Abbildungen ausfindig machen, die den Kreisbereich in sich iiber-
fiihren, da die Eigenschaften der durch lineare Funktionen vermittelten
Abbildungen leicht aufgestellt werden kénnen. Diese Untersuchung soll jedoch
hier nicht durchgefithrt werden, da wir die sich dabei ergebenden Resul-
tate spater auf anderem Wege sowieso erhalten werden. Wir greifen jetzt
lediglich eine bestimmte Gruppe der Abbildungen (6) heraus und unter-
suchen nur diese; das Ergebnis wird im folgenden gebraucht werden.

Es handele sich um diejenigen Drehungen, welche die reelle Ebene
festlassen, oder, wie wir kurz sagen wollen, um die reellen Drehungen:

7 w, =cosw -2z, —sing-2,,
(7) w, =sine -2z 4 COBK-2Z,.
Uber diese gilt der
Satz 2. Eine reelle Drehung fiihrt einen Kreisbereich nur in fol-
genden Fdllen in sich iber:
1. Bei einem beliebigen Kreisbereich fir « =0 und o= a.

II. Bei einem symmetrischen Kreisbereich aupferdem fir o = g
und ¢ = %f

III. Bei der Kugel auperdem fiir beliebiges e.

DaB in den genannten Féllen der betr. Kreisbereich in der Tat in
sich iibergeht, ist teils evident, teils folgt es aus den Sitzen 21 und 23
des I. Teils, S.280, 231. Daf ein nicht symmetrischer Kreisbereich fiir

g und o == 3—275 nicht in sich transformiert werden kann, ist ebenfalls

klar. Wir nehmen nun an, daB « =0, =}=—;—z, =+ 7, =§=§§ ist.  Wir be-

trachten dann einen Punkt z, = 7,, 2, =, der reellen Ebene, der auf der
Oberfliche des Kreisbereiches und auf keiner reellen Achse liegt, so daf
also 7, 4 0 und 7, 5= 0 ist. Dann liegen auch simtliche Punkte z; = r, - et#1,

2, =1, e*» auf der Oberfliche des Bereichs. Alle diese Punkte bilden
16*

O =
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wir durch (7) ab. Die Bildpunkte miissen alle wieder auf der Oberfliche
liegen. Wenn wir jeden Bildpunkt wj, w; durch eine Substitution
w, = e‘¥1.w,, w,=e*¥2-w, in die reelle Ebene drehen, so mufi er dort
auf die Leitkurve fallen. Nun haben alle Punkte 2], z, denselben Abstand
vom Nullpunkt und behalten ihn bei den in Frage kommenden Drehungen
auch bei. Also mufi die Leitkurve an allen den Stellen vom Nullpunkt
gleich weit entfernt sein, an denen gedrehte Bildpunkte w;, w; zu liegen
kommen., Wir werden nun zeigen, daB solche Punkte in beliebiger Nihe
des Ausgangspunktes r,, 7, liegen miissen. Da dieser selbst beliebig war,
miissen alle Punkte der Leitkurve vom Nullpunkt gleich weit entfernt,
d. h. dieser muB} ein Kreis sein.

Nun bildet der Radiusvektor des Punktes r,, r, mit der reellen Achse
der z, einen Winkel B, der sich aus der Gleichung tg f = % ergibt. Der
Radiusvektor des gedrehten Bildpunktes w;, w, des Punktes z;,z, aber bildet
mit derselben Achse einen Winkel y, der aus der Beziehung tg y = Z’f: = \_wu%
folgt. Nun findet man mit Hilfe von (7) die Relation: ’

. 2 2 . — -
4o sin?a-[2f| +cos®a- 2{i Lsina-cosx- (2] Z{+Z{ 2})

2 . 2 . — - b
cos®oc- | 2] tsin®a - zf| —sino-cos - (2] 2L+ Z] - 25)
[z,

’
2
z{1”

oder wegen tg f =

oy — tg o f-tg?f+2-tgo-tg B - cos (g, —o,)
8 Y T T gt tg?f—2- g tg f- 008 Py — @)

Lassen wir nun hierin ¢, — ¢, stetig von 0 bis = variieren, so variiert y
offenbar stetig zwischen zwei Werten y, und vy,, die sich aus den
Gleichungen:

71=ﬂ+0£, 722/3"—“

ergeben, allerdings nur dann, wenn tg « == 0 und tg « 4 co ist; dies war
aber vorausgesetzt. Nach unseren anfinglichen Ausfithrungen ist Satz 2
damit bewiesen.

Wir behandeln nunmehr auf Grund unserer seitherigen Uberlegungen
folgende Frage: Es sei eine unendliche Folge von Punkten z,z, eines
Kreisbereiches gegeben, von denen keine zwei in einer durch den Null-
punkt gehenden analytischen Ebene liegen. Wir fragen nach denjenigen
linearen Abbildungen (6), die den Kreisbereich in sich iiberfilhren und
dabei zugleich jene unendlich vielen Punkte einzeln in ihre zur reellen
Ebene spiegelbildlichen konjugierten Punkte transformieren. Das Ergebnis
dieser Untersuchung wird im folgenden Paragraphen angewendet werden.
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Wir schicken zunéchst voraus, daB fiir die Funktionen (6) |@,-b, — a;-b, |
=1 sein muB. Denn es ist:

"dw, dw, | |
dz dzy | 10y Gy

dw, - dw, == du, dwzg‘dzl'dzﬂ‘”ibl b, dz, - dz,,
dz, dz, |

und deshalb ergibt sich fiir die Transformation der (vierdimensionalen)
Volumenelemente:

R 2
a a,

b, b, dz, -dz, -dz, - dz,.

dwl'a%: vdw;ﬁ,'m:’
Da nun in unserem Falle das Volumen des Kreisbereichs bei der Abbildung
erhalten bleiben mu8, so folgt in der Tat:

[ Oy O,

| b, b, =
Soll nun (6) den Punkt z,,z, in den Punkt Z,, z, iberfilhren, so

mufl m= -z— in m= %2- iibergehen, d. h. jede durch einen der gegebenen

1 1
Punkte und den Nullpunkt gehende analytische Ebene muf in die konju-
gierte Ebene transformiert werden. Da keine zwei der gegebenen Punkte
in einer solchen Ebene liegen sollten, so muB} es unendlich viele Werte
m geben, die durch (6) in die konjugierten Werte m iibergefiihrt werden,
d. h. es muB fiir unendlich viele m:

1.

b,+~m-b, _
. } =m,

agT—m-a,
oder:

Gy m —b,-m +a,-m—b, =0

sein. Dies ist aber eine Gleichung von der in § 1 betrachteten Form.
Nach dem Hilfssatz, S. 240, besitzt sie nur dann unendlich viele Losungen,

wenn man:
a, =1, - et by = —r, et@t¥),

b, = Fr,-ei?, @, =71, i@
setzen kann. Die dort mit 4 bezeichnete GréBe wird hier:
Ad=r;Fr r,="Tla,-b,—a,-b|=F1,

und da im Falle 4 < 0 iiberhaupt keine Lésuug vorhanden ist, so folgt
fiir das obere Zeichen 77 > r, -7, und stets:

[a,-b, —ay-by | =13 Fr 1, =1.
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"Die einzig moglichen Fille linearer Abbildungen, die unserer Be-

dingung geniigen, sind also die folgenden:
w, =1, eiP-¥ . g | 7, - e%% .2,
(8) ' Wy, = F7ry-€%.2 — 71, -et@tv) .z
2 = 3 41 2 2*

Nunmehr ziehen wir in Betracht, dal die vorgelegten Funktionen den
Kreisbereich in sich tiberfiihren sollen. Falls », &=0 und 7, == 0 ist, be-
trachten wir noch denjenigen Kreisbereich derselben Klasse, welcher nach
Satz 19 des I. Teils, S. 229, durch die Substitution:

1
L= =7"%,
! f\/rl t
1
C;,‘-:—‘_.—'z
) }\/"3{ *

aus dem vorliegenden hervorgeht. Auf diesen Kreisbereich wenden wir
die Abildung:

(9:)

" 4
= Vil
. 'l
z.3=l\/?‘3i-e RS
an, die ihn in den gegebenen iiberfithrt, diesen transformieren wir durch
(8) in sich und dann durch die Abbildung:

, P 4
w1:IV71!'e ? t@y

(9:) _ T ety
we':’zv'rs('e ? o,

wieder riickwirts auf den neuen Bereich. Dann liefert offenbar:
W =150+ 14

Wy = F 7’51_‘72'62
eine Abbildung jenes neuen Bereiches in sich, durch welche infolge der
Beziehungen:

(10) (1Vr 1y =1

W __ % Wy, 7

“T& e d

diejenige Punktmenge [,, {, in die konjugierte iibergefithrt wird, die
vermbge der Substitutionen (9,) aus der durch (8) in die konjugierte
transformierten Punktmenge z,, 2z, hervorgeht. Nunmehr unterscheiden
wir zwei Fille, je nachdem in (10) das obere oder das untere Vor-
zeichen gilt,

Gilt das obere Zeichen, so miissen auch die Funktionen:

601':4”2'51-%—?‘ N C‘za

Wy=7-L+ 150,
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den Kreisbereich in sich transformieren. Dies ist aber unmdéglich, da sie
eine ungleichmiBige Dehnung darstellen, bei welcher das Quadrat des
Dehnungsverhaltnisses fiir alle Geraden [{,|=4-]f,| (0 LA <L 00) der
reellen Ebene:
(rz+l~r)2+(r+l~'rg)2
142°

dry 12
14277

=r]-4r24

also wegen 72— r?=1 und 7 == 0 grofer als Eins ist.
Gilt das untere Zeichen, so bilden auch die Funktionen:
wy =1y — 10,
wy=1-{+ 78
den Kreisbereich auf sich ab. Diese Funktionen stellen aber wegen
24 r2=1 eine reelle Drehung dar, und wir kénnen daher jetzt Satz 2,
S. 243, anwenden. Infolge r 4= 0 kommen hier nur die Fille in Betracht,
daB unser Kreisbereich ein symmetrischer oder eine Kugel ist.
Im ersten Fall lauten die Transformationen (10):
w, = {,, w,=—1{,
0, =, 0y =—10;,
und die zugehdrigen Transformationen (8):
w,=1,-6'"-2,, w,=—1,-6%"2,,
wi,:_ra.e?:(}?.zl’ w2= _Tg'eiq),'zl,
wobei r,-r,=1 ist. Um die Punktmenge zu finden, welche durch diese
Abbildungen Punkt fiir Punkt in die konjugierte iibergefithrt wird, setzen
wir z,=p0,-e'¥1, z,=g,-e'%:, und erhalten, wie man sofort sieht

(¢'+a=9)

9, =11"Cs>
Q=1"730y>

Diese Punktmenge erfiillt eine nichtanalytische Ebene von der Gleichung:

Yt =— .

Wl . lvn]

VT W+,

Ist der Kreisbereich selbst symmetrisch, so mu 7, =7r,=1 sein; in
diesem Falle erfiillt die Punktmenge die Diagonalebene (s. 8. 226):

L

v

Im zweiten Fall beschrinken wir uns im wesentlichen auf die Kugel

selbst. Die Transformationen (8) lauten dann:

ce7t%.7,=0.
1 o =
—_———eTP. 7, == 0.
V2 :

wl_—_ﬁre.ei(fr"#’).zl_{_ y.eicp.za,

W,y = /r.eilp.zl_. rz.e‘i(w-i-?ﬂ).z?,
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wobei 7] r*=1 1ist. Sie stellen eine doppelte Drehung um zwei zu-
einander orthogonale Ebenen z, = 1, -2, und 2z, = 1, -2, dar, deren Neigungen
4, und i, sich als Wurzeln der Gleichung mit reellen Koeffizienten:

roit 4 ry-(e ¥+ ei) i —r=20
ergeben. Da die Determinante:

r2-(emiv - eiv) o 42

positiv ist, so haben wir stets zwei reelle Losungen. Die beiden Drehungs-
ebenen gehen also aus den Koordinatenebenen durch eine reelle Drehung
hervor. Hier erfillt daher die Punktmenge, welche durch die Abbildung
Punkt fiir Punkt in die konjugierte iibergeht, offenbar gerade eine nicht-
analytische Ebene, die durch jene reelle Drehung aus einer absoluten
Ebene hervorgeht. Alle diese Ebenen bilden eine dreiparametrige Ebenen-
schar.

Bei einem beliebigen Kreisbereich der Kugelklasse, der aus einer
Kugel durch die Substitution:

¥al
2, = \/i:.z{’ . —
(11) " (5 ’fﬁ‘.‘\/rl%:l)f

! Vo r
'—I\/E‘ ! b
Z,IWE 7 | 25

hervorgeht, und fiir welchen die Transformationen (8) selbst giiltig sind:
Wy =T, ¢~V .2{ {1 -e% -2,
Wy = r3.ei¢.z; — yg.gi@‘l-i/)).zé ,

genort die Ebene, die durch die Abbildung Punkt fiir Punkt in die
konjugierte iibergefiihrt wird, zu einer Ebenenschar, die aus der oben
erwihnten dreiparametrigen Ebenenmenge durch die Substitution (11) er-
zeugt wird.,

Wir betrachten nun noch den Fall, daB in (8) r,= 0 oder r,=0
und daher r,=1 ist. Nun miissen r, und r, gleichzeitig verschwinden,
denn ist etwa 7, =0 und 7,4 0, so gelangt vermége (8) jede Ebene
2, = konst. in eine Ebene w, = konst., wobei sie in sich eine Drehung um
einen vom Nullpunkt verschiedenen Punkt oder eine Parallelverschiebung
erleidet. Dies ist bei Abbildung eines Kreisbereiches auf sich aber un-
moglich. Die allgemeinste in diesem Fall in Betracht kommende Trans-
formation ist daher die-folgende (¢ —y =¢,, @ +y +7=g,):

w, = et -%;, ~
w, = e%¥2.2,,
bei welcher diejenigen Punkte, die in ihre konjugierten iibergehen, die zu

den Parametern (—- B, — 3;3) gehorige absolute Ebene erfiillen.
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Die Ergebnisse dieser Untersnchung fassen wir zusammen in dem

Satz 3. Diejenigen linearen Abbildungen, welche einen Kreisbereich
mit festem Mittelpunkt so in sich @berfithren, daf3 wnendlich viele Punkte,
von denen keine zwet in einer durch den Nullpunkt gehenden analytischen
Ebene liegen, einzeln in die konjugierten Punkte iibergehen, sind die
folgenden :

1. Bei cinem belichigen Kreisbereich :

w, = ez,
W, = etws. z,.
Die Punkte erfiillen die absolute Ebene (-— %‘, — %)
I1. Bet etnem zu einer symmetrischen Klosse gehorigen Kreisbereich

auferdem: )
w, =1, -e'%-2,,

Wy =17y-659-2,.

Die Punkte erfiillen eine nichianalytische Ebene, die beim Normal-
bereich der Klasse mit der Diagonalebene (— ) identisch ist.

III. Bei einem Kreisbereich der Kugelklasse auferdem :
w, =17, ei(tp"'lﬁ).zl + 7y .eiqj.z‘z,
Wy==1y-e19.2, — 7’,3'67'("9+1‘”)'Z.2.

Die Punkie erfiillen ¢m Falle der Kugel selbst eine nichtanalytische
Ebene, die aus einer absoluten Ebene durch eine reelle Drehung her-
vorgeht.

§ 3.
Das Spiegelungsprinzip zweiter Art.

Wir beschiftigen uns jetzt mit der Ubertragung eines iiber das ge-
wohnliche Spiegelungsprinzip hinausgehenden bekannten Theorems der
konformen Abbildungen, das in der Ebene folgendermaBen lautet: Es sei
ein zu einer Geraden symmetrischer Bereich und ein Kreis gegeben. Wird
der Bereich umkehrbar eindeutig so auf den Kreis abgebildet, da8 der
Mittelpunkt des Kreises aus einem Punkt der Symmetrieachse hervorgeht,
so wird die Symmetrieachse selbst auf einen Kreisdurehmesser abgebildet,
und daher gehen (nach dem Splegelungsprmmp erster Art) zur Symmetrie-
achse spiegelbildliche Punkte in zu jenem Durchmesser spiegelbildliche
Punkte iiber.

- "Um diesen Satz zu iibertragen, betrachten wir einen konvexen Kreis-
bereich und einen weiteren vierdimensionalen Bereich, der zur reellen
Ebene spiegelbildlich sein und den Nullpunkt im Inneren enthalten méoge.
Wir bilden beide Bereiche umkehrbar eindeutig so aufeinander ab, dafl
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der Nullpunkt festbleibt. Da man jeden Kreisbereich auf den Normal-
bereich derselben Klasse abbilden kann, setzen wir den Kreisbereich
gleich noch als Normalbereich, d. h. bei einer symmetrischen Klasse als
symmetrischen Bereich und bei der Kugelklasse als Kugel voraus.

Seien nun:
(12,) w, = £, (21 %),
! wa"':f*;(znz?)

die Funktionen, welche die gewiinschte Abbildung leisten. Dann miissen,
da beide Bereiche zur reellen Ebene symmetrisch sind (s. Satz 17 des
I. Teils, S. 228), auch die Funktionen:

(12,) Wy, = ’jl (215 %3)s
wy = [3(2, 2,)
eine Abbildung mit den gleichen Eigenschaften vermitteln; denn diese
Abbildung 148t sich zerlegen in die folgenden:

Li=17, oy =1, (&5 &), W, = 0y,

o= 12, @y =f, ({15 &s); Wy = @,.
Die Abbildungen (12,) und (12,) zusammen involvieren aber eine umkehr-
bar eindeutige Abbildung des konvexen Kreisbereiches in sich von folgen-
dem Charakter: Der Nullpunkt bleibt fest; die nichtanalytische Fliche,
in welche die reelle Ebene durch (12,) iibergeht, wird an der reellen
Ebene punktweise gespiegelt. Nun kann diese Fliche mit keiner analy-
tischen Fliche ein Flichenstiick gemeinsam haben, denn jJeder solchen
analytischen Fliche entspricht im urspriinglichen Bereich wieder eine
analytische Fliche, welche ihrerseits kein Stiick mit der reellen Ebene
gemeinsam haben kann, da iiberhaupt kein Stiick einer analytischen Fléche
eben sein kann, ohne daB die Fliche eine analytische Ebene ist. Nach
dem eben Gesagten mufl aber unsere nichtanalytische Fliche unendlich
viele Punkte enthalten, von denen keine zwei mit dem Nullpunkt in einer
analytischen Ebene liegen.

Nun konnen wir die Sétze 1 und 3 des vorigen Paragraphen, S. 243
und 8. 249, nacheinander anwenden. Dann kann aber die als Bild der
reellen Ebene auftretende Fliche nur mit gewissen nichtanalytischen
Ebenen identisch sein. Da diese Ebenen ferner offenbar simtlich durch
analytische Drehungen in die reelle Ebene iiberfiihrt werden kénnen
(in bezug auf die Diagonalebenen sieche Satz 14 des I Teils, 8.226), so
konnen wir noch nach Satz 5 des II. Teils, 8. 237, folgern, da8 zur reellen
Ebene spiegelbildliche Punkte des symmetrischen Bereichs in zu der betreffen-
den nichtanalytischen Ebene spiegelbildliche Punkte des Normalbereichs
iibergehen miissen. (Vgl. dazu auch noch Satz 22 des I. Teils, 8. 230.)
Wir erhalten somit den
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Satz 4. Wird ein zur reellen Ebene symmelrischer und den Null-
punkt tm Inneren enthaltender Bereich derart wmkehrbar eindeutig auf
einen konvexen Normalbereich abgebildet, dafl der Nullpunkt festbleibt,
s0 kann die reelle Ebene nur iibergehen:

L. bes einem beliebigen Kreisbereich in eine absolute Ebene,

IL. bes eimem symmetrischen Kreisbereich aupPerdem in eine Diago-
nalebene,

IIL. bei der Kugel auferdem in eine wichtanalytische Ebene, die
aus einer absoluten Hbene durch eine reelle Drehung hervorgeht.

Wir fiigen sofort noch eine selbstverstindliche Erweiterung an in
folgendem

Satz 5. Ist der in Satz 4 vorkommende Bereich zwar nicht sym-
metrisch zur reellen Ebene, aber zu einer nichtonalytischen Ebene, die
aus der reellen Ebene durch eine analytische Drehung hervorgeht, und
bleibt der Nullpunkt nach wie vor fest, so muf auch jene Ebene bei
der Abbildung in eine der in Satz 4 aufgestellten Ebenen iibergehen.

§ 4.
Uber die Abbildungen zweier Kreisbereiche aufeinander.

Wir betrachten nunmehr diejenigen umkehrbar eindeutigen Ab-
bildungen zweier konvexer Kreisbereiche aufeinander, welche den Mittel-
punkt festlassen. Wir wollen beweisen, daB solche Abbildungen nicht
existieren, falls die Bereiche verschiedenen Klassen angehéren. Da die
Bereiche einer und derselben Klasse durch lineare Transformationen auf-
einander abgebildet werden konnen, so geniigt es, beim Beweise lediglich
Normalbereiche ins Auge zu fassen.

Wir nehmen also an, daB zwei verschiedene konvexe Normalbereiche
durch die Funktionen:

(18) W= Qg2+ By 2+ - ..,

Wy=b0% + by 2+ ...
umkehrbar eindeutig aufeinander abgebildet werden. Nun ist jeder Nor-
malbereich nach Satz 17 des I. Teils, S. 228, spiegelbildlich zu jeder ab-
soluten Ebene. Wir konnen daher jetzt die Sitze 4 und 5 (siehe oben)
anwenden, indem wir den einen Normalbereich mit dem dort vorkommen-
den symmetrischen Bereich identifizieren. Dann folgt aus jenen Sitzen,
daB die sdmtlichen absoluten Ebenen des einen Normalbereichs in solche
Ebenen des anderen Normalbereichs iibergehen miissen, die zu den in
Satz 4 aufgestellten Ebenenscharen gehéren.

Nun ist zunichst zu bemerken, daB selbst dann, wenn der zweite
Normalbereich symmetrisch ist, keine Diagonalebene in Frage kommt.

-
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Denn ginge eine absolute Ebene (@2, ¢?) in eine solche Diagonalebene iiber,
so miiften diejenigen unendlich vielen absoluten Ebenen (@2, 0 < ¢, < =,
oder 0 < ¢, < 7, @?), welche die erste in derselben Geraden schneiden,
in solche absoluten oder Diagonalebenen transformiert werden, die mit
jener Diagonalebene simtlich dieselbe Gerade gemeinsam haben. Dies ist
aber unmoglich, da nach den Bemerkungen von § 4 des I. Teils, 8. 226,
sich zwei Diagonalebenen iiberhaupt nicht treffen und eine absolute Ebene
eine Diagonalebene nur in einer solchen Geraden schueidet, durch die keine
weitere absolute Ebene geht.

Die Kugel, bei welcher die Verhaltnisse allerdings komplizierter
liegen konnen, da hier noch andere. mégliche Ebenen auftreten, kann
aufler Betracht bleiben, da wir sie, falls einer der beiden Normalbereiche
mit ihr identisch ist, als ersten Bereich ansehen kénnen, der auf den
anderen, welcher dann keine Kugel ist, abgebildet wird.

Wir erhalten so das Ergebnis, daB8 bei unserer Abbildung jedenfalls
alle absoluten Ebenen des einen Normalbereichs in absolute Ebenen des
andern Normalbereichs #ibergehen miissen. Dann muf es aber auch eine
Abbildung geben, bei welcher die reelle Ebene fest bleibt. Es sei dies
die Abbildung (13), so daB dort alle Koeffizienten reell sind. Da nun
jede andere absolute Ebene (¢,, ¢,) wieder in eine absolute Ebene (vy,, v, )
iibergehen muB, so miissen auch alle Funktionen, die aus (18) durch die
Substitutionen: .

z, =etn.[ w,=eY1.0,

z, = et [, w, = etv:. @,
hervorgehen, also die Funktionen:
0, == alo.gi(¢1~1/'1).é’l + a,, .ei(<ﬁc—1}’1).€? +...,

(14) W, = blo.ei(lpx"ih)'é’l —+ by, - etlpe—wad L L

reelle Koeffizienten besitzen. Dies ist aber im allgemeinen unméglich.
Denn ist zuna,chst a,,= 0 und by, + 0, so muB fiir alle absoluten
Ebenen (qol, @,): |
y, =@, oder y =q +a,
Y=g, oder y,=¢,+=n
sein. Dann miissen aber simtliche anderen Koeffizienten der Potenzreihen

(14) verschwinden. Denn wire etwe a,,== 0 (k, I nicht gleichzeitig bzw.
=1,0), so mibte a,,-e*®v1+lv2=vv reell, d. h.:

k'¢1+ l'(Pz — Y= (k_ 1).¢1+l'¢o =0 oder ==z
sein, was unméglich ist, da ¢, und ¢, unabhingig beliebig verédnderlich

sind; und Ahnliches gilt, falls b,, — 0 ist. Dann reduzieren sich die Funk-
tionen (13) aber auf die folgenden:
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Wy = Ay 2
1 10 12 N
(@44, by Teell)

(15)

und diese konnen keine zwei verschiedenen Normalbereiche aufeinander
abbilden.

Ist aber entweder a,,= 0 oder by, = 0, so muB gleichzeitig a,, + 0
und b,, + 0 sein, da sonst die Funktionaldeterminante im Nullpunkt ver-
schwinden wiirde. Dann muB aber fiir alle absoluten Ebenen (g, ¢,):

Wy == by 25,

Y=, oder y,=@+7,

Y, =¢@, oder y,=q, +7
sein und es folgt genau wie vorhin, daB simtliche anderen Koeffizienten
in (18) verschwinden und diese Funktionen sich daher auf die folgenden
reduzieren miissen:

(16)

W, = Gy, * 2
w: _ blz'zlz (@5 byo reell)
auch diese bilden einen Normalbereich hochstens auf einen anderen Be-
reich der betreffenden Klasse ab.

Damit erhalten wir als Ziel unserer Untersuchungen das

Theorem 1. Zwei konvexe Kreisbereiche, die verschiedenen Klassen
angehoren, konmen niemals wmkehrbar eindeutiq so aufeinander abge-
bildet werden, daff der Mitielpunkt fest bleibt.

Tm AnschluB hieran ergibt sich unter Beriicksichtigung der Sitze 24
und 25 des L. Teils, S. 231, sofort noch das

Theorem 2. Ein Bereich der Kugelklasse oder ein Bereich der
Zylinderklasse kann auf einen einer anderen Klasse angehorigen kon-
vexen Kreisbereich iiberhaupt nicht umkehrbar eindeutig abgebildet werden.

§ 5.
Uber die Abbillungen eines Kreisbereiches in sich.

Wir sind nunmehr auch noch in der Lage, die Betrachtungen des
Paragraphen 2, S. 240 ff., in abschlieBender Weise zu erginzen, ohne dafl
wir die dort erforderliche Diskussion der linearen Funktionen (s. Satz 1,
S. 248) durchzufithren brauchen. Denn die Untersuchungen des vorigen
Paragraphen behalten offenbar auch dann ihre Giiltigkeit, wenn die beiden
Normalbereiche identisch sind, so daB es sich also um die Abbildungen
eines Normalbereiches in sich mit festem Mittelpunkt handelt, allerdings
ausgenommen den Fall, daB der Bereich eine Kugel ist. .

Fiir jene Abbildungen kommen also ebenfalls nur die Funktionen (15)
und (16) in Betracht. Sollen diese aber einen Kreisbereich in sich ab-
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bilden, so muB 1@,y = b, =1 bzaw. |@y |=|b,| =1 sein. Aulerdem
muB ein Kreisbereich, welcher durch die Funktionen (16) in sich iiber-
gehen soll, offenbar symmetrisch sein. Die in den Sétzen 16 und 21 des
I. Teils, 8. 227 und S. 230, angegebenen Abbildungen sind also die einzigen,
die einen konvexen Kreisbereich mit festem Mittelpunkt in sich iiber-
filhren, sofern er nicht der Kugelklasse angehért.

Aber der Fall, daB der Normalbereich eine Kugel ist, 148t sich mit
Hilfe von Satz 1, S. 243, ohne weiteres direkt erledigen. Denn da bei
einer Abbildung der Kugel in sich mit festem Mittelpunkt jeder Punkt
seine Entfernung vom Nullpunkt beibehalten muB, so kann die durch die
linearen Funktionen vermittelte Abbildung nur eine Drehung sein. Die
in Satz 23 des I. Teils, 8. 231, fiir die Kugel angegebenen Abbildungen
sind also ebenfalls die einzigen, die hier in Frage kommen. Entsprechende
Abbildungen existieren dann fiir die anderen der Kugelklasse angehorigen
Doppelellipsoide.

Wir fassen diese Ergebnisse zusammen in dem

Theorem 3. Die einzigen umkehrbar eindeutigen Abbildungen, die
einen konveren Kreisbereich so in sich uberfihren, daff der Mittelpunkt
fest bleibt, sind die folgenden:

1. Bei einem beliebigen Kreisbereich die Drehungen:

w, = ety ‘?1,

(17)

w, = etv:-2,.
II. Bei einem einer symmetrischen Klasse angehorigen Kreisbereich
aupPerdem die Drehstreckungen:
wlzR.ei"/’l.zz’ .
(18) 1 (R positiv reell).
w, == R.e’i’i’z.zl

III. Bei einem zu der Kugelklasse gehorigen Kreisbereich die
Drehstreckungen:

(19)

w, =a, -2 a,-R- s
L =002 T 0y B2 (R positiv reell)..

1
w‘zzbl'ﬁ'z.t + by -2,
ila1i2+ lazf—_—l’
18,4+ 18, =1,
a, b, +a,b,=0.

Hieraus ergibt sich unter Zuhilfenahme der Sitze 24 und 25 des.
I Teils, S. 231, gleichzeitig noch das
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Theorem 4. Die einzigen umkehrbar eindeutigen Abbildungen eines
konvexen Kreisbereiches in sich sind, falls er der Zylinderklasse ange-
hort, diejenigen, welche sich aus der Transformation :

1 R.- b ,
e R e (la,|*—18,|">0)
1 bRz, +a, (BR,, R, pos. reell)

w, — LGB zntbs 1 s p ,
T R, by Ry-2,+ @y (ja.zj _ibgl >0)

im Verein mit den Abbildungen (17) und (18) ergeben, und werden,
wenn er zur Kugelklasse gehort, durch die Transformation:

w __l_.al-Bl-zl+a2-R2~z2+a

17 R ¢ R -z+eBrptce’

w ___I_Obl-Rl-z,—}-bg-Rz-ze—i—b

2 R, ¢-Ri-z,+c¢ Byzare

(mit den Nebenbedingungen des Satzes 24, 8.231) zusammen mit den

Drehstreckungen (19) geliefert.

In den letzten Sitzen bedeuten R, und R, die reziproken Werte der
Radien der Schnittkreise des Kreisbereiches mit den Koordinatenebenen,

os i B
und es ist R_'Rl'

(R,, R, pos. reell)

(Eingegangen am 25. 10. 1920.)



Uber lineare Differentialgleichungen vierter Ordnung
mit Singularititen und die dazugehirigen Darstellungen
willkiirlicher Funktionen.

Von

Willi Windau in Bockhorst.

Einleitung.

Die lineare, sich selbst adjungierte Differentialgleichung

(1) E%(p%)—{-(g—}—l?)uxo,

in der p eine fiir s > 0 definierte reelle, stetig differenzierbare, wesent-
lich positive, ¢ eine reelle, stetige Funktion der reellen Variablen s und 4
einen komplexen Parameter 4==1, + 44, (4, > 0) bezeichnet, besitzt eine
zum Intervall (0, @) gehorige Greensche Funktion G%(2°, s«¢), die den
Randbedingungen

. . aG®
(2) {coskG‘U,—smhp *;;8—}8:(): 0,
" L
(8) {cos jG* + sin yp%;}‘g:a:: 0
geniigt. Sind nidmlich & und % zwei partikulire Integrale von (1), fiir die
as] .
_(4) #(0)=cosh, [p Egjs-_—o:: —sink,

. a
7{0)=sink, {p Z%]sz(): cos h
ist, so hat nach Weyl) @° die Gestalt

6 - 6 (2%, 5, 8) = n(s)- Bu,(t) fir s <1,
worin =17(t) - fi.(s) fiir s >4,
(6) Bra(s) =9 (s) +1,9(s)

') Math. Ann. 68, S. 2204
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gesetzt und I, eine Konstante ist. Herr Weyl deutet 7, als Punkt einer
komplexen Zahlenebene: [ =1, 4- ¢l,; durchlduft dann j in (8) die Werte
von 0 bis 7, so durchliuft I einen Kreis §, vom Radius

1

a
an () *de
1]

Ist @ > b, so liegt &, ganz im Inneren von &,, so daB &,, wenn o iiber
alle Grenzen wichst, entweder gegen einen Grenzkreis & konvergiert oder
auf einen Grenzpunkt £ zusammenschrumpft. Im ersten Falle hat man
eine gewGhnliche Integralgleichung, wihrend der Grenzpunktfall auf eine
singuldre Integralgleichung fiihrt.

Hilb®) hat dann im Anschluf§ an diese Untersuchungen von Weyl
im Grenzpunktfalle die Darstellung zweimal stetig
differenzierbarer Funktionen f(s), fiir die ¢

(8) 5f° £(s) ds

(7 o=

3

existiert, aus dem Cauchyschen Residuensatze abge-
leitet, wobei dann die Bedeutung der von 1~ ab-

héingigen Groflen & fiir die Integraldarstellung hervor- S ——— "
tritt. Hilb legt dazu die Differentialgleichung in der 4 *_
fiir die Abschitzungen bequemeren Form Fig. 1.

(9) Gt (g +T)u=o,

die partikularen Integrale # und #» durch

(10) 3(0)=1, #(0)=0, 7(0)=0, »'(0)=1

normiert zugrunde und gelangt schlieflich zu dem Ergebnis

(1) f(s)—hmS%WJ’ZZdln(s)jﬂ(t)f(t)dt

Hier bedeutet R den reellen Teil und Ws den Weg iiber die Strecken CA4 B,
die in dér Linge § und im Abstande e — e~5"* parallel zur reellen und
imagindren Achse verlaufen (Fig. 1).

Um den Grenziibergang durchzufiihren, hat man, wenn a eine positive GréSe

ist, von der entsprechenden Darstellung fiir f £*(s)ds auszugehen. Bezeichnet

man mit G, (1% s, ) den imaginiren Teil der zum Intervall (0, co) gehérigen
Greenschen Funktion, so ist fiir jede quadratisch integrierbare Funktion x (s)

ffG’2 1% s, t) z(s)z(t)dsdt > 0.
06
2) Math. Ann. 76, S. 333{.
Mathematische Annalen. 83. 17
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Man kann daher, wenn f(s) quadratisch integrierbar ist, den Grenziiber-
gang in die reelle Achse der 1° machen und dann @ nach co wachsen

lassen. Man erhilt so eine Darstellung von [ fg(s) ds, bei der die von
0

den Eigenwerten herriihrenden Glieder von den anderen getrennt sind,
und daraus in bekannter Weise durch Polarisierung die Darstellung fiir

[ 6,(3% s,t)f(t)ds. TFir die Zwecke einer reinen Integraldarstellung ist
0

aber (11) in vielen Fillen geeigneter?).

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist, zu zeigen, wie sich die Unter-
suchungen von Weyl und Hilb auf Differentialgleichungen vierter Ordnung,
die ihrer adjungierten gleich sind, sinngemiB iibertragen lassen.

Indem ich im ersten Teile die Differentialgleichung in der allge-
meinen Form . .

(12)  L(w)+iu— g (p58) + (e ge) + 1) u—0

(A=14, +14,, 0 <A, < 4,) zugrunde lege und vier lLinear unabhingige
partikulére Integrale #,, 7,, 15, 7, so bestimme, daB sie an der Stelle s = 0
den reellen Randbedingungen

g 1’

| ! !
‘ (A (O LA I LS S LA
(13) 1 ax; —x, Z, j z,
2 x, z; z, — g
3 — 23 —x, z, l —xz,
4 .7 g z, z,

geniigen, wo

(14) L e

ist, finde ich fiir die zum Intervall (0,a) gehérige Greensche Funktion
Q*(1%, s, 1), die an der Stelle s =0 die reellen Randbedingungen

(15) { [¢,6* — 2,0 + xng"‘":—%— z, (qG“"—)- P G“:’+ p@*")],_,=0,
[— 2,6°—2,6" + 226"+ 2,(g6" + 9 6"+ p¢*")],_,=0,

bei s = a die ebenfalls reellen Bedingungen

(16) { (4,6 — 9,6 + yapG“'I'wL 9. (g6 + 6" + pG“:)Lzﬁ 0,
[ %,6°— 9.6+ 4, 26"" +4,(g6Y + P ¢+ pG*")],_,=0

erfiillt, worin ’

(17) yit+ystyityi=1

%) Es wird Aufgabe einer spiteren Mitteilung sein, auf diese Verhiltnisse
niher einzugehen und zu zeigen, daB man zur Ableitung von (11) fiir f(s) nur be-
schrinkte Schwankung statt zweimaliger Differenzierbarkeit zu fordern braucht.
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ist, den Ausdruck

(18) Ga()fa 8, 8) = 1,(8) Pa1, (8) + 1,(8) Brag (t) fiir s <2,
wo = Bo12(8) 03 (8) -+ Brng () mu(2) fiir s > ¢,
(19) ﬂ&la=n3+la7]2+ma7?4’ ﬂlnaznl +man‘.‘,+nay]1

ist. Da nun #, und 5, an der Stelle s =0 denselben Randbedingungen
geniigen, miissen f, und B, dies aus Symmetriegriinden bei s =a tun.
Da ferner die Bedingungen (15) reell sind, folgt, daB auch g, und g,
die konjugierten Funktionen zu g, und f,, ihnen geniigen miissen, was zu

den Gleichungen

(20) fﬂsza ds=1,, 6]"/31"“ *ds =,

fithrt. Indem ich 7, m als Punkt eines Raumes von vier Dimensionen
deute, finde ich, daf die erste Gleichung von (20) eine ganz im Endlichen
gelegene Fliche ¥, vom zweiten Grade in I, m darstellt, deren Schnitte
mit ! == const und m = const Kreise sind. Der groBte Kreis &, von §,
in einer Ebene m = const hat den Radius

(21) ro———

a a

‘m‘)?gm *at

_ und es zeigt sich, daB, wenn b > a ist, %, ganz im Inneren von , liegt.
Entsprechend ergibt die Untersuchung der zweiten Gleichung (20), da
auch diese eine ganz im Endlichen gelegene Fliche &, vom zweiten Grade
in den Koordinaten m, n darstellt, deren Schnitte mit m = const und

= const Kreise sind, und deren grifter Kreis in einer Ebene m = const
den Radius

(22) Pro=
20t QJ'W dt

1

hat, und daB fir b > o ®, ganz im Inneren von &, liegt. Bei unendlich
wachsendem @ konvergieren &, und ®, gegen zwei Grenzgebilde, die, wie
sich zeigt, entweder zwei Grenzflichen 5§, ® oder zwei Grenzpunkte (2, M)
und (M, N) sind. Aus der Konvergenz schlieBen wir aber: die Differential-
gleichung (12) — mag sie vom Grenzflichen- oder vom Grenzkreistypus
sein — besitzt mindestens zwei im Intervall (0, o0) absolut quadratisch
integrierbare Integrale B, und f,. Im Grenzflichenfalle folgt aus (21)
und (22), daf auch n, und 3, und mithin alle Integrale von (12) sm
gleichen Intervall absolut quadratisch integrierbar sind.

Im zweiten Teile, der der Darstellung willkiirlicher Funktionen ge-
widmet ist, beschiftige ich mich ausschlieBlich mit dem Grenzpunktialle.

17*
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Fiir die nachfolgenden Abschitzungen ist es bequem, p=1, 2z, =1,
x, = &, = 2, — 0 anzunehmen. Dadurch geht (12) iiber in

a* d/ a .
(28) Tt (a %) +r+ihu=o,
wahrend (13) und (15) iibergehen in
i
] 7 1} 7 7’ ; qi’ + "

24
(24 1 110 ! 0 } 0

2 0 1 | 0 | 0

3 0 o 1 0

4 0 0 3 0 | 1
(25) G (1% 0,8) =@ (24 0,1)=0.

Mit Hilfe der Gleichungen (21) und (22) lassen sich dann die fiir G*
giiltigen Séatze auf die zum’ Intervall (0, co) gehoérige Greensche Funktion
G (%, s, t) tibertragen, und insbesondere zeigt sich, daB die Differential-
gleichung

(26) L(w)+du=—g(s),

wenn g (s) eine stetige, im Intervall (0, co) absolut quadratisch integrier-
bare Funktion von s ist, ein ebenfalls von 0 bis co absolut quadratisch
integrierbares Integral

(27) . f(s):f@(z4, s, 8)g(t)di

besitzt. Indem ich fiir die asymptotische Darstellung der #,, #,, 7, », fir
groBe |i| ein Resultat des Herrn Birkhoff benutze, erhalte ich mit Hilfe
von (21) und (22) eine bequeme asymptotische Darstellung von

J @ (3% s, 8)g(¢)dt, die dann ihrerseits unter Anwendung des Cauchyschen
0

Residuensatzes zu einer Darstellung viermal stetig differenzierbarer Funk-
tionen f(s) fithrt, die der von Hilb fiir den Fall einer Differentialgleichung
zweiter Ordnung gegebenen Darstellung (11) entspricht:

(28) f(s) == lim‘ﬁ—n%fusdlfG(ﬁ, s, t)f(t)dt,
Sz Wg 3

worin W den Weg lings der Strecken C4 B bezeichnet, die in der Linge 8

und im Abstande e==¢~5"* parallel zu den Geraden 1, —0 und Z, =4,
verlaufen. Zum Schluf wird gezeigt, wie sich die allgemeinen Resultate
gestalten, wenn man den einfachsten Fall der Differentialgleichung

£
(29) dY L Pu=0
zugrunde legt.
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Erster Teil.
Die Greensche Funktion.

1.
Es bezeichne L (%) den allgemeinen sich selbst adjungierten linearen
Differentialausdruck vierter Ordnung

(30) L) = (p ) + a5 055) + 7o

und es werde zur Abkiirzung geschrieben:

L

(31) [u,v]=u(gv+Pv"+pv”)—upv’'—v(qu +p'u'+ pu”)+v'pu’.
Ferner bedeute [u,v], den Wert des Ausdruckes (31) bei s ==a. Dann
gelten die folgenden Regeln:

(32) [, v] = — [2,2],

(33) [u,av +bw)=alu,v]+blu,w],

(84)  [w,0) = [,0,] — (45, 0,] + i{[uy, 0]+ [, 0],
(w=1u,+1u,, v=uv-+19,),

(35) (0, 8] = 20 [y, 4], (&=, — 5u,).

Sind % und v stetige Funktionen von s, fiilr die L existiert und
stetig ist, so gilt die Greensche Formel
3

(86) J(uL(v)—vL(w)ds = [u,v},— [u,v],.

Sei nun p eine fiir s > 0 zweimal differentiierbare positive, ¢ eine im
selben Bereiche einmal stetig differentiierbare, r eine stetig reelle Funk-
tion von s, so betrachten wir die Differentialgleichung

(87)  L(w+ 2w~ 2, (p%) + £ (¢%) + i+ 2 u=0.

Aus (36) folgt zunéichst, wenn » = v, -+ ¢v, eine Losung von (87) und
7=, — v, eine Losung der zu (37) konjugierten Differentialgleichung

(38) L(u)+ 2 u=0
ist: ) :
(89) J(vL()—vL(w)ds = (1'—1") [ vods
oder =24{[{v, v, [, — (v, v } %

(40) fvvds f Pds= 3)2{{%,@1},,»{0.},@1]“}.
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(87) besitzt vier partikulire Integrale v, v,,v;,v,, die bei s=10 in
folgender Weise normiert sind:

(41)

%’U;'D’ipv”lq” Ill+pv
11101 0 0
2}0}10 0
3 o0l 0l 1 0
303010[ 1

und aus diesen lassen sich alle iibrigen linear zusammensetzen:

(42)

N =€y U T Cy ¥y~ C3 V3~ €, V.

Sind z,, 2,, 2;, z, die Koordinaten' der Einheitskugel im Raume von vier

Dimensionen:
(43)

so bilden wir die Integrale

(44)

N= XU — X0 B0+ 2,0,
Na= Loy + X0y~ X, 0; — X9,
Ny = — XV — L V1 X,V — L0,
Ny=— 2,0, T30, X031 4,7,

* fiir welche, wenn die erste Kolonne den Index von 7 angibt, bei s =0
die Beziehungen gelten:

n | 9 |py” gqn'+p'n"+pn"”
1 z, }——xg {oy ! x,
45 |
(45) 2 xgi z, f z, ‘ —,
3 -z oz A — %y
14—z x| % Ty

Nach (31) ist

(46)  [mma)o=[mmlo=[mn:lo=

”

[751410= 10, [mmJo=—

2.

Aus den 7, bauen wir die zu dem Intervall (0,a)
sche Funktion @%(1%,s,t) auf und definieren:

a) G°(4*,s,t) geniigt fiir s 4 ¢ als Funktion von s der Differential-

gleichung (37);

(155 15 ]Jo=1-

gehorige Green-

b) @%(i*,s,t) geht samt der ersten und zweiten Ableitung stetig
durch s = ¢ hindurch, wihrend die dritte Ableitung dort den Sprung%

aufwelst:

e=0

) [

o83

] _ [aa G“(z‘,s,t}] }:
s=t—e os® s=1+¢

"1

»®)’
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¢) G" geniigt bei s =0 und s =a je zwei reellen Randbedingungen:
(48) 2, G+ 2,0 +2,p0" +a,(96"+ 9@ +pG")=0,
— 2,6 — 2,6+ 2,00 —2,(qG + p'G”—i— p@"y=0
fiir s =0 und
(49) %G +yp@ +y Q¢+ ¢ +p@)=0,
— 9@ —y, G +y, 9@ —y, (9@ +p' G +pG)=0

1"

fiir s =a, wobel y2 -+ y2 4 y2+ y?==1. Setzen wir nun das allgemeine
Integral von (37) in der Form an
(50) =0y N+ Nyt G+ €y, Hir s <4,

w=d;n, +dyn,+dyn,+dy, fir s=t,
wo die ¢, und d, von ¢ und 1 abhéngen, so ergibt sich aus den Be-
dingungen a) bis ¢) fir G*(1%,s,t) die Form

(51) G(2%,5,8) =1, (8) By (1) + 71, (s) B, (1) fiir s <t,
. (A () (04, () fir s>t
(52) Bs=mztl,mt+m,n, By=mn T m,n+ 0,

und [,, m, und n, komplexe Konstanten sind.

Nun miissen die Randbedingungen (49) fir alle ¢ < a, also sowohl
fiir g, wie fiir 5, und wegen der Realitdt von (49) auch fiir By = By — i s
und B, = f,, — if,, erfillt sein, d. h. es ist

(83) (ﬂ%ﬁg]a: 0, WA 31](;:0’

oder, da nach (46) [ﬁg Es]oz - lm [181 31}0: Ty ist,

(54) (14)20f§ﬁ3§‘3dt=ze, (,%4).30‘/“/31 Gdt=mn,.
3.

Wir beschéftigen uns zunichst nur mit der ersten Gleichung von
(58) bzw. (54)

(55) (Fufule=0 oder ([ 4 di=1,.

(55) stellt, wenn wir I, m als Koordinanten in einem Raume von vier
Dimensionen deuten, eine Fliche zweiten Grades dar, die ganz im Endlichen
liegt. Wir bemerken nun, daB es auf dieser Fliche einen Punkt I*, m*
gibt so, daB ‘

x M

(56)  Bu(a)=0, B (a)=0, B5"(a)=0, Bs (a)=0
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ist, (56) wird sicher erfiillt sein, wenn

B [Baile=0, [Brtela=0, [Autula=0, [Bssla=0
oder
58) B (a){g(a)ny (a)+ 2 (a)ng () + p(a)n (@)} — By (a)p(a) nii (a)

* 2 xm * 1

—{g(a)Bs, (a) + 7' (a) Bsy (@) + P (a) Bay " (@)} 1y (@) + 03, (a) P (@) By, (a)=0,
B (@) {g(a)nls (@) + D’ (a) 2% (a)+ p(a) (@)} — By (a) p(a) 1L (a)

» —{a(@)Byy () + 9/ ()8 (a) + p() B2 (@)} 1 (a) + 1 (a) P (a) B (@) =0,
Ba (@) {g(a) ns (@) + 2" (a) 0} (a) + p(a)ni] (@)} — Bz, (@) p(a) nj; (a)
—{9(@) 4 () + 2" ()8, (@) + p(@) By (@)} s (@) + ks (@) p (@) B (a) =0,
Bsx (@) {a(a)n, (@) + ' (a) it (a) + (@) % (@)} — By (a) p(a)nfs (a)
—{g(@)f;) (a)+p"(a) By (a) + p(a) 5" (a)} m4s (@) + mla (@) p (@) By (a)=0
ist; denn die Determinante von (58) ist gleich der Wronskischen Deter-
minante multipliziert mit p*(a):

P92 Zas My Mo
Id F ’ ’
(59) Mex Moz Max Mo |
” ” ” ”
Moz Moz Max Vs
277 7”7 »ns "r

{ N2s Moz Mas Mo
Wiire sie identisch Null, so miifite eine lineare Beziehung bestehen von

der Form

(60) €y Mgy = Ca Man + Cs Nur + €, e = 0,
wo die ¢; reell und nicht alle Null sind, und es wire
(61) (6, — 1) my+ (65— i¢,) 7,

ein rein imaginires Integral von (37). Ein solches ist aber in dem von
uns betrachteten Bereiche 1, = 1, = 0 unmdglich. Die Wronskische Deter-
minante (76) verschwindet mithin nicht identisch, und wir konnen das
System (56) durch (57) ersetzen.
Um die Gleichungen (57) umazuformen, folgern wir aus den Iden-
" titaten (46)
(62) [(Bsm.]=1, [Ban]=0, [Bm]=0, [Bn]=1

oder
[Bos 1] — [Boa el =1,  [Bsy '72&;] + [Bsa%2:] =0,
(63) [Bssta] = [BoaMmal =0, [Baytia]l + [Boa a1 =0,
[Bis ] = [Braee] =05 [Bra1e] + [Bra2s1= 0,
[Biata] = [Biae] =1, [Bute]l +[Biana]l=0,
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und wir konnen (57) ersetzen durch

(64) [ﬁ;%z]azoa [ﬁ;nez]azo, [ﬂ;’hlhzo’ [ﬂ;nu]a:(),
oder

(65) {ﬁ: a1 )a= 0, {/3;‘ NJa= 0,

und indem wir m zunichst willkiirlich lassen, finden wir aus der ersten
Gleichung von (65):

(66) l*[%’?m] = [13 %1 Ja — M [y %21 )
l [713 N1 Ja= M [ 74 90y ]a
[’702 M21 Ja

Ferner gibt es einen Punkt I, m,, so dal

”r

(67)  Basx(a)=0, ﬂ;z*(a)=0a ﬂ;;*{a) 0, Bgx(a)=0

ist, und es 1aBt sich auf analoge Weise wie oben zeigen, daB diese Glei-
chungen dem System

(68) [Bsaxa1la=0, [BsaxMela=0, [Bsas 1i1)a=10, [Baox Nala=0
dquivalent sind, das sich nach (63) in

(69) [BssMaz]a= 0, [Bysmp]l,=0

zusammenziehen 1a8t. I, stellt sich bei zundchst willkiirlichem s dar:

(70) L [13Ma]a=— [13 Maa]s — m [0, Naala>
1, — [ %5 %ag Jat+ 10 [ 4 Nag o
* {722 %121 Ja

Da aber die zweite Gleichung von (69) aus der zweiten von (65) folgt
und umgekehrt, so schliefen wir, daB m*=m,—= M sein muB. Die
Punkte I*, m* und I, m, fallen jedoch nicht zusammen; denn aus (66)
und (70) folgt:

(71) b= fﬂzz’lx] 0 (s Yo a8 M [ 21 Ja— [0 fasJa— M [, Mas]a}
™ (e ’72] {015 MarJa+ ¢ (15 Maa Lo+ M (1310 15075 1401 5> -

oder nach (46):

(72) gy

{?ﬁe ﬂn]a.

Um die geometrische Bedeutung dieser letzten Gleichungen einzu--
sehen, stellen wir die Bedingungen fiir den héchsten und tiefsten Punkt
in bezug auf /, anf. Sie sind:
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(73) BB = 1B Bla= 5 (BB 1= 0,

BZ [53‘8—3}“+0’ [ﬁ3 E.?.]a:oa

oder

(74) (12 B )at [BsTale=0,  [m,Byluff [Bs7)a=0,
D?4Es]a+[ﬁ3ﬁ4]a:0> [’7233]4_ [B:7:].F 0,
[.83 Es]az 0;

oder endlich

(75) [Bs1Mala— [Boatai]a=0,  [Boy 1]+ [Baa 2] = 0,
[Bs1Miala— [Bsaa1)a=10,  [Ba1 Ja [Bsatala+ 0,

[13333]‘;: 0.

Der Vergleich dieser letzten Bedingungen mit den Gleichungen (65)
bzw. (69) zeigt aber unter Zuhilfenahme der Identititen (63), daB (75)
sowohl fiir 1%, m* wie fiir I, m, erfillt sind. I*, m* und I, m, sind
somit der hochste und tiefste Punkt unserer Fliche F, in bezug auf I,,
und da die Schnitte dieser Fliche mit m = const Kreise sind, schlieBen
wir hieraus: die Fliche (55) besitzt in bezug auf [ einen groften Kreis &, ,
dessen Durchmesser

"6 9p —7¥_ 7. — 1 S S
Iy £ a

(N J im % e
b

T e
ist.

Jetzt betrachten wir zwei zu verschiedenen Werten a und b (b > a)
gehorige Flachen &, und §,. Sie kdnnen keinen Punkt gemeinsam haben;
denn wire I, m’ ein Punkt sowohl von §, wie von ,, so wire

b 2 a . b Y
(77) f!ﬁsidt~0flﬁsl dt=[1p,"dt =0,

i) a

was f, = 0 zur Folge hitte, so daB #,, », und 7, linear abhingig waren,
was nicht der Fall ist. $, liegt also ganz innerhalb oder ganz auBerhalb

a

von §,, d. h. fiir alle Punkte wird entweder f 1B, 17dt <1, oder >1,
[

aQ
sein. Nun ist aber I, wegen des positiven Charakters von [|f,!°d¢ stets
. 0

- positiv, woraus folgt:

(78) @ J i ﬂgﬁdt}lﬁo >1,
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so daB fiif alle Punkte im Inneren und auf dem Rande von ¥, die Un-
gleichung

(79) @ g rar<y,

gilt, ¥, also, wenn b > a ist, ganz im Inneren von §, liegt. Wichst o
ins Unendliche, so konvergiert ¥, gegen ein Grenzgebilde, das eine vier-
dimensionale Fliche $§ oder eine Ausartung sein kann. Fir alle Punkte
im Inneren und auf dem Rande von § gilt (79) identisch in a, d. h. es
ist fiir diese Punkte

(80) (29 f 187 at <1,
und fiir die Randpunkte gilt offenbar

(81) [16:,7dt =1,
0
oder, was auf dasselbe hinauskommt,
(82) [ﬂsz 1831]09:3112 [/832 :831]4‘—‘" 0.

Ganz analoge Uberlegungen fithren zu dem Ergebnis, daf die zweite
der Gleichungen (53) bzw. (54),

a

(83) (ﬂ:f’i]a:o oder f ﬁ1l2dt=n2’

0

eine ganz im Endlichen gelegene Fliche &, zweiten Grades im (m, n)-
Raume darstellt, deren Schnitt mit m = const einen Kreis liefert, und
deren groBter Kreis in bezug auf n den Durchmesser

1 1
N 2
(4 )2{"74i at

hat. Zwei zu verschiedenen Werten o und b (b > a) gehorige Flichen
®, und &, haben keinen Punkt gemeinsam, und es ist

(84) 2r, =n*—n,=

Maz Na1 e

(85) [Jieat, >0,

so daB &, ganz im Inneren von @&, liegt, und mithin alle Punkte im
Inneren von und auf &, durch die Ungleichung

Y

(86) |8 "dt < m,

charakterisiert sind. &, konvergiert mit unendlich wachsendem @ gegen
eine vierdimensionale Fliche & oder deren Ausartung. Fiir alle Punkte
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im Inneren und auf dem Rande von & gilt (86) fiir jedes a, es~ist also

(87) [18,7dt<m,,
o
und speziell fiir den Rand gilt
(88) bflﬁliedtznz’
oder '
(89) {1312 ﬂll}w: Egg {ﬁm ﬂu}az 0.

Aus (82) und (89) schlieBen wir, daB die Differentialgleichung (37)
stets zwei im Intervall (0, o) absolut quadratisch integrierbare Inte-
grale B, und B, besitzt. Konvergieren die Kreise &, und &, gegen zwei
Grenzkreise &, und &, so folgt aus (76) und (84), daB auch 5, und 7,
und mithin alle Integrale von (37) absolut quadratisch integrierbar sind.
Dasselbe ergibt sich, falls die Gleichungen (82) und (89) fiir mindestens
zwel verschiedene Werte m’ und m” erfillt sind. Dieser Fall liefert
daher fiir die folgende Diskussion nichts Neues, und es wird geniigen,
nur solche Randbedingungen (49) zuzulassen, fiir die m fest, z. B. dauernd
im Grenzpunkte oder im Mittelpunkte des Grenzkreises bleibt. Diese
Einschrankung ist erlaubt, da aus der Greenschen Funktion folgt, da8 m
in B, und B, in demselben Gebiet variiert. Fiir festes @ entsprechen
mithin bei konstantem m der Kreis in der [-Ebene und der in der
n-Ebene einander punktweise. Natiirlich ist nicht zu erwarten, daf zwei
zu verschiedenen Werten a und b, aber zu gleichem m gehorige Kreise
&, &, bzw. &, , &, zu denselben Randbedingungen (49) gehoren. Das
ist fiir die folgenden Betrachtungen auch nicht erforderlich, sondern es
geniigt zu wissen, daB sie auf den Fliachen §, und &, bzw. &, und &,
liegen, die alle Punkte I, m bzw. m, n enthalten, fiir die die Greensche
Funktion an der Stelle @ zwei reelle Bedingungen erfiillt. Betrachten
wir nun nicht mehr die Flichen ¥, und ®,, sondern nur noch die Kreise
f, und f, , die durch m = IR aus §, bzw. &, ausgeschnitten werden, so
ist ersichtlich, daf f, und f, mit wachsendem g entweder gegen zwei
Grenzkreise I, f,, oder gegen einen dieser Kreise f, (bzw. f,) und einen
Grenzpunkt N (8), oder gegen zwei Grenzpunkte € und N konvergieren.
Im ersten, im Grenzkreisfalle, sind die Radien von f; und f, charakterisiert
durch

(90) el L,
2(4%% [ n,["at 2<z‘>ggm:*dt
0

d. b die Differentialgleichung (37) hat vier linear unabhiingige im Inter-
vall (0,-00) absolut quadratisch integrierbare Integrale. Liegt der Fall
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eines Grenzkreises und eines Grenzpunktes vor, so ist auBler f;, und g,
noch ein weiteres Integral, etwa 7, absolut quadratisch integrierbar.
Dann fithren wir ein neues Fundamentalsystem H , H,, H;, H, ein durch

(91) H1=’71>, H‘z:”‘:‘&ﬁ’ H, = n;, H4:%§’li

und berechnen die zum Intervall (0, co) gehorige Greensche Funktion wie
oben. Wir gelangen dabei zu zwei absolut quadratisch integrierbaren
Integralen B, und B,, wihrend weder H, noch H, absolut quadratisch
integrierbar ist, so da wir durch die Transformation (91) den Grenzkreis-
Grenzpunktfall in einen Grenzpunktfall iibergefithrt haben. Hieraus aber
folgt weiter, daB der Grenzkreis-Grenzpunktfall nicht vorkommen kann;
denn konvergierte ¥, bei unendlich wachsendem @ gegen eine Kreisscheibe,
&, dagegen gegen einen Punkt, so gelangte man durch Variieren der Rand-
bedingungen (49)-zu verschiedenen Greenschen Funktionen. Fiihren wir
andererseits die Transformation (91) aus, so erhalten wir in der Grenze,
wie wir auch die Bedingungen (49) variieren, dieselbe Greensche Funktion.
Hierin liegt ein Widerspruch, da die zu festen Randbedingungen gehorige
Greensche Funktion von der Wahl des Fundamentalsystems unabhingig
ist. Zusammenfassend erhalten wir also das Resultat:

"Bei unendlich wachsendem o konvergieren die Flichen T, und G,
entweder gegen zwei Grenzflichen T und & oder gegen zwei Grenzpunkte
Lund N. Die Radien der groften Kreise der Grenzflachen fiir m = const
sind
(92) PRI S S

2(2 xfm at 240, [ingfat

Die Differentialgleichung (37) besitzi im Grenzpunktfalle zwei und nur
2wes tm Intervalle (0, o) absolut gquadratisch integrierbare, linear wun-
abhdngige Integrale
(98) By=ms+ R, + M, By =, + Wy + N
tm Falle zweier Grenzflichen sind dagegen auch n, und 1, und mithin
alle Integrale von (37) absolut quadratisch integrierbar.

DaB auch im Grenzpunktfalle

(94) [ara=g, [ 0=

gilt, ergibt sich folgendermaflen. Angenommen ®, konvergiere gegen
einen Grenzpunkt £; dann folgt*), wenn @, der Mlttelpunkt von &, ist,
fiir m = M:

4 Weyl, L c. 8. 228
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a

(95) (24)2 f}ﬁs!?dt"‘ L, = (}“)e(.fsﬂeéﬁdt'{ﬁ I~ g, — Tli}

V]
¢ 1
2 T
= ”""lmafi%i dt*‘“’g"za,

und mithin wird im vorliegenden Grenzpunktfalle (lim 7, =0)
a=x

=3

(96) [i8, "dt—g,>0.
0

Aus (96) und der fir den Grenzpunkt giiltigen Ungleichung (79) folgt
aber die Behauptung. Aus (79) und (95) folgt allgemein®), mag ! Grenz-
punkt oder Punkt im Inneren oder auf dem Rande des Grenzkreises sein:
a
<97) (’14)2fiﬂ3{2dt£lz_
0

o

L

‘a ' V2 1
w2 ([ 4, Ln,,
0

2 ¥, 1
(98) I AR I ——
0 2(27 9 /14)2‘[ Ly
und mithin kg 7
@ ®
I I R T qeu
(99) J‘ 1, di szﬂs dt::.—4:(24)2:z
Entsprechend erhalten wir fir 8, und #, die Beziehungen:
2 7,
100 f < e
(100) P A=,
a @
101 f fdt-f’ I —
~(101) Jomdt B dts s

Wir zeigen noch, daB das Quadrat des absoluten Betrages von -
[@(u,s,1)g() dt — h(s)
o

im Intervall (0,co) integrierbar ist, wenn [|g(#)!°dt <1 ist. In der
[

Tat sel G*(u*, 5, 8) eine zum Intervall (0, a) gehorige Greensche Funktion
bei reellen Randbedingungen, fiir welche m,~ 9. Dann ist .

‘e — }9(3)¢,(8)dsf§(t)?’,(t)dt
G*(u* s, t)g(s)g (¢ dtdstx£ E L
102 [forws e nomimaa] = 3 3 |
Af el [lee et
<2{éf§(s)%(8) 5| gbﬁy( )l

¥

== &
=1 )

w S
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wo ¢, und i, die Eigenfunktionen und Eigenwerte von G sind und g die
konjugierte Funktion zu g.
Nun ist aber

[ s, 0 dt= ot 0,00(0a14-0,- Do) f (00128
(108) )
+ (= R)n (8) [ 1, (1)g (1) 82,

und

.ZJG(/L*, s,t)g(s)g(t)dsdt

10— flewtnig)awasa + @ 1) fo0owar|

+(®—n)| [n (g (0)ds .
Daraus folgt im Verein mit (92) und (102):

(105) JJewenowamasan < 2.

a a a
und dasselbe gilt von [ [ @(u*, s, t)g(s)h(t)dsdt, wenn [ h(s) *ds <1.
00 0

Hieraus ergibt sich weiter:

(106) ﬂf@(,ﬁ, s, t)g(t)dt,‘zds < 23

Also ist der Ausdruck (102) im Intervall (0, co) absolut quadratisch
integrierbar.

Zweiter Teil.
Darstellung willkiirlicher Funktionen.

4.

Wir wollen jetzt ausschlieBlich den Fall zweier Grenzpunkte betrachten
und die zu der Differentialgleichung (37) gehérige Darstellung willkiir-
Licher Funktionen entwickeln. Mit Hilfe der im vorigen Paragraphen ab-
geleiteten Beziehungen (76), (84), (99) und (101) werden sich die be-
kannten Beziehungen fiir die zu endlichen Intervallen (0, a) gehdrigen
Greenschen Funktionen @° auf G = G iibertragen, sowie die fiir die
Darstellung willkiirlicher Funktionen erforderlichen Abschitzungen durch-
fiihren lassen. Wir werden fortan in (30) p(s)=1 annchmen, so da$
(87) tibergeht in
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at d ( dw

ng' + 75 (qd—:> 4+ (r+ 2 u=L(u) +u=0,

wo A=A, + ©4,, g und r reell, g stetig differentiierbar, r stetig, ¢, ¢’ und r
beschrinkt sind. Die vier partikuliren Integrale 7,,7,, 75, 7, werden
wir so normieren, dal bel s=10

(107)

Con |t g’

1110 E 0 0
(108) 2 0 1|0 0

3.0 0] 1 0

410, 010 1 1
ist und 7,, 7,, B; und B, an den Stellen 0 und a die Randbedingungen
(109) 7, (0) = 93(0) =0, 2,(0)=n{(0)=0,
(110) Yy B — Yo Bst+ Y Bs + Y. (gBs+ B5 ) =0,

) YiB— %o Bit v By (gBi+ ) =0, (s=a)

erfiillen.

Sei nun f(s) im Intervalle (0, co) viermal stetig differentiierbar und
f(0)= f"(0)=0. Geniigt dann f fiir ein festes 2 — p = u, + dp, der
Differentialgleichung

(111) L(f)+n'f=—9(s)
und sind f und g von O bis co absolut quadratisch integrierbar, so ist
(112) fls)=[ 6w s, t)g(0)ds;

denn die rechte Seite ist eine Losung von (111), die absolut quadratisch
integrierbar ist und in s = 0 die beiden Randbedingungen erfiillt.
Ferner gilt die Relation:

(118)  G(i% s, 1) =G (uhs, t)+ (' —put) [G(A' s, 7) G (ut 7, t)dr.
0

Denn die rechte Seite geniigt der Differentialgleichung (107), hat bei
s =1t die verlangte Unstetigkeit in der dritten Ableitung, erfiillt bei s =0
die Randbedingungen und ist absolut quadratisch integrierbar im Inter-
vall (0, o).

Aus (112) und (113) folgt die Identitit:

T e I MOL I LI OL

und endlich folgern wir aus (113) vermége der Neumannschen Reihen-
entwicklung, da8 G (1%, s, t) und mithin auch &, M, N in dem von uns
betrachteten Gebiete 1, < 4, = 0 analytische Funktionen von 4 sind, so daf
wir den Cauchyschen Residuensatz anwenden kénnen.
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5.
Wir benutzen im folgenden einen Satz iiber die asymptotische Dar-
stellung von Losungen linearer homogener Differentialgleichungen, den
Herr Birkhofi®) allgemein fiir Gleichungen #-ter Ordnung von der Form:

%—i—lan_l(x, @%}5-}... P ay(w, 1)z =0
bewiesen hat, wenn die a,(z, 1) fir ¢ <2 < b und |1; > R beschrinkt
sind, und der in unserem Falle n=4, a,=0, a,= ;%’ a, = %,
ay = 5—’;—:—4 lautet:

Sind &, &, &, ¢, die Wurzeln der Gleichung

(115) e +1=0,

so geordmet, daf

(116) R(de) < R(de,) < R (Ag5) < R(2egy),
oder, was auf dasselbe hinauskommt, fir alle s >0
(1) euie| < |enie] SJenis < fenie,
so gibt es vier partikuldre Integrale {,, ,, {;, {, von:
(118) Lu)+1u=0

so, daf ;

(119) Lis, )=TU,(s, 1) 0( 7)),
(120) 0 2 0(ewe))

ust, wo

(121) U,(s, 1) =e=*s

18t.

Aus diesen {; setzen wir die Integrale 7, nach (108) zusammen und
erhalten .die asymptotische Darstellung:

1 . W
7, (8) x—g(cosAs—{—coszAs)—{—OO ]),

A
),
GA’S
As
|e
| 4*

eA,s

2

N, (8) = é—lz(sinAs —isinids)+ 0 (‘i

(122)

A
7, (8) = 21112 (— cos As + coss.4s) + 0(

)

),
5) Trans. Am. Math. Soc. 9, S. 2191,
Mathematische Annalen. $3. 18

n,(8) = é-j?(m sin As —isini./is)—f—O(
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worin A :»17;;;3 4 gesetzt ist. Wir nehmen jetzt s fest und o > 2s an.
v

&
Um f G s, t)g(t)dt abzusohétzen, schreiben wir es in der Form:

$
(123) ;fa-(zf s, 1) g(2)ds) =;f L8, 8) — QU1 8, 8) + G (24 s, 8) g (£)dt| ,
0
wo G° eine zum Intervalle (0, a) gehdrige Greensche Funktion ist, deren

Randbedingungen (49) so gewahlt sind, da m = M ausfillt. Dann koénnen
wir auch schreiben:

(124”“?6!(24’8’ t)g(t>dtixjj[(g_la) 7, () 7, (8) + (N — 7a) 7, (8) 9, (8)
+ @ (1%, 8. 0)l g (t)dt]

<[(®—1)n (@j%(t)g(t)dt} + [ (% —m,) m(S)jm (t)g () dt|
+IIG“(1“, s, t)g(t)dt!.
Nun ist nach (76)

(125) [(@—t)m (o) < | —2—
!(A*)efl e fﬁdt‘

=iq2(s)A {4(A )Qf[(sm/it—-zsmult) smAt——zsmzAt)—l—O( f)}dt} 1!

o 4 sin2id,a sin24,a fsin(d;—~4,)(1—i)a  sin(d,+4,)(1+i)a
=|m ){8(a[(Fpr® — ") — (T - R

)

_ .(sin (4y+4;) (1—i)a _ sin (4, —4,) (1 +i)a)
(4 +4:) (1 —1) (4 —4,) (1 +14)

DI

_ (ainzifla . stZii;fla) ) (] edza

Ae—4: @a—g) )

= O | x|
1{/!2%_4?)

Ist nun

(126) flswra<i,
so wird

(12) .I‘fffe(i)g(t)dtlé‘/jfnelaﬂzo(?f:;l)
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und folglich:

(128) @ =) n () Lm0 = 0(—=L—0).

Analog erhalten wir:
. i _ 1
(129) (R —n) ’7*(8)5"7* (t)g(t)dt;=0 <M41m (A;_A,e))‘

$
Fir [ @*(1% s, t)g(t)dt ergibt sich unter Benutzung der Schwarzschen
0
Ungleichung die Abschitzung®):

(180) ja“(/z*,s,t)g(tjdtjg\/ofsm“(z*,s,t)g*dt.f]g(t)fdt

gifG“(l‘, s.)[fdt=0(]4"")).
Ausv(128), (129) und (130) folgt:

N _ -
(13].) JG(/“’8’t)g(t)dt—‘0</11\/?1:(‘4§——11{‘)>‘

Um [ G (4% s,1)g(t)dt abzuschitzen, ziehen wir die Ungleichungen
8
(99) und (101) heran, aus denen folgt:

f *m(s)] .
(182)  |n(s)[Bae(tyg(t)dt| <— 2 _o(— L
° i fiman GNEE=TD)

[

und ebenso

(133) Im(s)fﬂm(t)g(t)dzi = o<m35>,

so daB wir schlieflich zu dem Resultat gelangen:

(134) gofa(zis,z)g(t)dtlzo(_—w—l——-—).:o( ! )).

4,V 4, (43 - A1) Ay dg Vi + 25 (O — &)/

6.

Sei ® ein Kreissektor in der komplexen i-Ebene, dessen begrenzende
Radien 4B und AC von der Linge S den Geraden 1, =0 und 1, = 4,
im Abstande

6 Vgl. G. D. Birkhoff, Trans. Am. Math. Soc. 9, 8. 373f. J. Tamarkine, Rend.
del Cire. Mat. Palermo 34, S. 3451

. 18*

N
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(135) e =57
parallel laufen (Fig. 2). Dann ist
c @
Y as6)  [eltsng@ar
o
% 1 di ;
a4
c S -'—':é*;;fl—‘__;f@'(ﬂ,s, t)g(t)dt
. I i s 0
i I, w 8
0 g 7 Mit wachsendem S konvergiert

Fig. 2. der Beitrag, den das Integral lings
des Bogens BC liefert, gegen Null. Bedeutet daher Wgden Weg CAB,
so geht (136) iiber in

(137) fG(ﬂ‘*,s, t)g(t)dt:éi_m-?-%-if%jg(zﬂs,t)g(t)czt.
4] == w 0 .

s
Entsprechend wird
(138) f J‘G(,{ s, 1) g(t)dt,
1
(139) 0= hm T Aﬂﬂf&'(f s,t)g(t)dt,
Ws
(140) 0= hm ) 5 fﬁ_z J.G(A s, t) g(t)dt,

und durch Addition von (137) bis (140)
d L (4B
(141) fG (u*, 8, 8) g(t)dt =g1=ni ﬁf P fG(A“, s, t)g()dt.
G Wg 0
Diese Gleichung kénnen wir wegen der Identitdt (114) auch schreiben:

2mil
S

Da f(s) reell ist, kommt der reelle Teil der rechten Seite in Betracht.
Nun ist aber
: 1 41°d)
(143) S T ORE O
Ws
so daf wir zu dem folgenden Ergebnis gelangen:

(142) f(s)=lim 57 ff‘“ LI )+f41 dlfG(l 5,8 £(H)di)
Y .
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Jede viermal stetig differenzierbare, im Intervalle (0, o©) absolut
quadratisch integrierbare Funktion f(s), fiir dle F(0)=F"(0)=0 ist,
laBt sich darstellen durch:

(144) f(s)=£xz;9%;%f4ls aife(t s, 0)f (3)ds
- Wg 0

:gijn%%f4lsdi f(ng (s8)Pse(t) -+, (3)/3132(*» f(t)di
= WS L

0
s
+lm %L [ 42704 (3 (01 (5) — (D) (o)
WS [
+ 1, (8) 0y (8) — 7y (8)m (8)) £ (2)dt
Der zweite Ausdruck rechts verschwindet. Um dies zu zeigen, schitzen
wir den imagindren Teil u, von:
(145)  wy +duy =2, (£) 55 (8) — 15 (8) 9, (8) + 0, (8) 0, (8) — m, (B) my ()
ab. Integrieren wir lings eines endlichen Weges W _ = ¢"¢’'0B'B”, wo
B’ und ¢’ fest und ¢’ C” und B’ B” gerade Strecken von der Linge e
sind (Fig. 2), so ist

(146) ;iznzﬂ%%gfi/igdlj(ul Fiw) f(£)dt— 0
S

Wir konnen uns daher auf die Strecken CC” und B”B beschrinken, fiir
die die Birkhoffschen Abschitzungen gelten. wu, ist ein Integral der
Differentialgleichung

(147) 2 (u,) + (}'4)1 Uy = — (24)% Uys

das fiir s = mit seinen Ableitungen verschwindet, wie unmittelbar aus
(145) und der Normierung hervorgeht.
Sind daher #,, ,, v,, v, vier linear unabhingige Integrale von

(148) L(r)+(i"),v=0
so hat das allgemeine Integral von (147) die Gestalt:

w(a) =+ [ Do (n) V(0@ (r)ar,

wo die ¥V, ebenfalls vier linear unabhingige Integrale von (148) sind.
Diese sind aber lings W vom Charakter eS¢, was auch von u, wegen der
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Abschatzungen fiir die # gilt, wihrend (%), = O (e=578%) ist, so daB man
erhalt: s o
u, (8) = 0(8" 575" =0(8%""),
woraus das Verschwinden unseres Ausdrucks folgt.
Wir erhalten somit das folgende Resultat:

Jede viermal stetig differenzierbare, im Intervall (0, co) absolut
quadratisch integrierbare Funktion f(s) laft sich darstellen durch

(149) 7o) =lim® L [ 4da [ (o) [ 5,07 @2+ 0, (5) [ B 0L

im0 L 4202 () [ (10 (6)+ L0 (04 D, (8) £ (0)

Wg

ni(8) [ () Mo () + Ry () 7 (1) ]

.

7.

Um die allgemeinen Entwicklungen an einem einfachen Beispiele zu
veranschaulichen, behandeln wir kurz den Spezialfall ¢ =r =0, so daB
unsere Differentialgleichung (107) iibergeht in:

d*u 4
Die in (108) definierten Integrale nehmen die Gestalt an:
nl(s)=—;—~(cosAs+cosz'As), (ed = A),
7y (8) = g (sin As — isini4s),
(151) 1

7, (8) = m(— cos As -+ costAs),

7, (8) = 2—}13(« sin As — i sinids).

Die Integrale f, und §, bestimmen sich am einfachsten aus der Eigen-
schaft, im Intervall (0,00) bei komplexem 4* mit positivem Imagindrteil
absolut quadratisch integrierbar zu sein, derzufolge 2, 9, N so bestimmt
werden miissen, daB die Koeffizienten von ¢~ *4% und ¢** Null werden.
So wird:
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1

ﬂs(@m 7+ 8y + My, = ..._2_:1_5(6“8“8-43)’

(153) o )
Buls)=n + MMy + no = (" ™).

Die Greensche Funktion wird in diesem Falle:
1 . i R
(154) 0(24’ 5.1) =a§{ie“t(e”“~ %) e~Az(e~Asm oy }fﬁrsgt,
1 . . .
xm{ietAS(elAtM e—"'At)._.. 8~As (e-'-_!fim BAZ}} fﬁl’ Sgt,

wihrend die unter den angefiithrten Beschrinkungen willkiirliche Funktion
f(s) die Darstellong gestattet:

(155)  f(s)=lm®L, [LAheiar omitey fotatf iy as

Ws
— (et ety ey il
1]
Man tberzeugt sich leicht davon, daB B,, f,, #,, #, fiir reelle 1 reell
sind, so daB das Integral in (155) iiber die reelle Achse verschwindet.

Also liegt das Spektrnm der Differentialgleichung (150) auf der Halbachse
der reellen negativen i°.

(Eingegangen am 1. 8. 1920).



Beweis des kubischen Reziprozititsgesetzes mit Hilfe
der elliptischen Funktionen.

Von

Lothar Koschmieder in Breslau.

In dem Aufsatze: Application de 1’Algébre a I’Arithmétique trans-
cendante beweist Eisenstein') das quadratische und das biquadratische
Reziprozitatsgesetz mit Hilfe der trigonometrischen und der lemniskatischen
Funktionen. Er fiigt die Bemerkung hinzu, daf man, um das kubische
Reziprozititsgesetz zu gewinnen, an Stelle der bei den genannten Beweisen
benutzten Differentialgleichungen dx — dvV1 — z® und dz = do V1 — z*
die folgende: do = dvV1 — 2® zu betrachten habe. Henry J. S. Smith?)
bedauert, daB Eisenstein nicht niher auf diesen Gegenstand eingegangen

sei, zumal keine das Integral f ;/Tdﬁv; entsprechend behandelnde Arbeit
—x

vorliege. Diese Liicke. auszufiillen ist Aufgabe der folgenden Zeilen.

§ L
Die transzendente Hilfsfunktion ¢ .
Als transzendentes Hilfsmittel zum Beweise des arithmetischen Satzes

verwenden wir nicht die erwiahnte von Eisenstein angegebene Differential-

gleichung, sondern die folgende

(1) * V3du— 2

. (1—2%)3

dieses Differential besitzt namlich im Gegensatz zu dem ersten die fiir
unsern Zweck spater (vgl (13)) wesentliche Eigenschaft, bei der Sub-

stitution z:é— seine Form (vom Vorzeichen abgesehen) zu behalten.

1) Mathematische Abhandlungen, Berlin 1847, S. 121f.
%) Report on the theory of numbers (Collected mathematical papers, Oxford
1894) 8. 91.
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Man bestitigt leicht®), daB das Integral der Differentialgleichung (1)
eine dquianharmonische Funktion, nimlich in der Weierstrafschen Be-
zeichnung

_ 9 (u—,—v)—\/?)
9’ (ut+v)+y3’
(2) 1

9= 0, 9 =1, & = € =86, e, =¢"¢

3 -2
V4

ist, wenn v einen Festwert und e eine komplexe dritte Einheitswurzel
bedeutet, so daB etwa die Grofen

ds
20 = Zf ——
3
0 \/4.9 1

und 2w als Hauptperioden der elliptischen Funktion gewidhlt werden
kénnen. Im besonderen fithren wir

o' u+3
P il
(3) 1 5ol< _%@)_‘/g = Pu
e =R

als Hilfsfunktionen unseres Beweises ein, deren Eigenschaften wohl auch
iiber diesen Zweck hinaus Beachtung verdienen. KEs ist

(4) put=tyu,  putiyui=19,
: _ v —u)=-1
(5) v(—u) b Pow)=
Aus der einfachen komplexen Multiplikation der &quianharmonischen
(- Funktion®)

pleu)=cpu, P (eu)=p"u
folgt
(6) pleu)=9u, y(eu)=cyu
und

(7) tp(u—k (1—-8)]-«—-8(]7%, <p[u—4— (1-—82)]—6 Qu.

3) Zur Uberfiihrung dieses und verwandter Differentiale in die elliptische Normal-
form vgl. O. Réthig, Journ. f. d. reine u. angew. Math. 56, S. 1981

4) Greenhill, The applications of elliptic functions, London 1892, p. 253, ex. 2.
3) Es ist pu?= (¢ (u))g zu lesen und entsprechend in #hnlichen Féllen.
) Greenbill, a. a. 0. S. 203.
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§ 2.
Die komplexe Multiplikation der Funktionen ¢, Wu.

Von dem Additionstheorem der Funktionen ¢ u, wu?)

o (u+ ) = Qu v (pu—@v)+PuU Py (Yu—yv)
(8) PU—pr—puyv(puyv—yugv)’
{v(u+2)=— YU— o+ ouer (puyr—yugn)
PU— PV —YUPL{(QUYPV—PU QV)

kann man, was wohl bisher noch nicht geschehen, zur Multiplikation des
Arguments mit einer natirlichen Zahl iibergehen. Setzt man in (8)
% =, s0 erhilt man die Verdoppelungsformeln

1 2pud--1
?20) =0 5 ur
pu 2—yud yus—2
‘P(Qu):ﬁ 15 yu®’ Q/J('_‘ ‘)u)’-—'l/}u 211)“3,

weiter ergibt sich
1+ 3pu—boputtopu?
¢(3u)= 1-6pus+Spudtpu®’
. 1 —ypudtypud
1/}(3’”’) = 3¢uwu1+3wus——6wu6+lpu9'

) v(2u) v (3u)
7] %

3

Es sind also ¢ (2u), ¢(3u) und wegen (4 rationale Funk-

tionen von gu. Da aus (8) zu ersehen, daf fiir ganzzahliges & ¢ ((k+ 1)),
w{((k+1Du)
U
gilt, so sind ¢ (ku), ¥ (];u) rationale Funktionen von @u, von deren be-
sonderem, schon in den Formeln fiir ¢(2%), y(— 2u), ¢(3u) zutage

tretendem Bau noch die Rede sein wird.

Die ganzzahlige Multiplikation der Funktionen ¢u, wu ist als Sonder-
fall in ihrer komplexen Multiplikation enthalten, die man gleichfalls aus
dem Additionstheorem erhilt: Ersetzt man in (8) w durch k2w, v durch
lew, wo k und I natiirliche Zahlen sind, so findet man mit Benutzung der

Formeln (6) und des eben fiir ¢ (ku), ¢ (lu), w;kuu), w (w) gewonnenen
Ergebnisses, da8 fiir

sich rational durch ¢ u ausdriicken, wenn dies fiir ¢ (ku), £~ (}m)

k4le= )
o (pu) und 522 "'(” ) rationale Funktionen von @u sind, deren Form wir

durch Betra.chtung der Nullstellen und Pole der Funktion ¢ (uu) ermitteln. -
Dabei beschriinken wir uns auf ausgezeichnete Werte der komplexen ganzen

% Ebd. 8. 147.



Kubisches Reziprozititsgesetz. 283

Zahl p, die wir so erkliren: m sei eine natiirliche Zahl von der Form
8m’--1; dann gibt es unter den sechs assoziierten®) Zahlen mit der
Norm m eine u von der Form 3¢ -1 3he; diese heifle die ausge-
zeichnete. .

Fiir die #quianharmonische @-Funktion gilt ' (F 2w)= +V3 ?);
Plou )
Q(pu

kommenden, simtlich einfachen Nullstellen und Pole dieser Funktion
sind daher durch die inkongruenten unter den Werten

die fiir die rationale Darstellung von ¢ (pu)= durch @« in Frage

(9) v:% (22 4-210),
(10) wzi— (7%“—’+2zw>,
A=pige

mit ganzen reellen p und ¢ gegeben. Da die Kongruenz zweier Werte
v, % (w, w’) nach den Perioden die Kongruenz der zugehérigen komplexen
ganzen Zahlen 2, A" nach dem Modul u nach sich zieht und umgekehrt,
da ferner in (10) der Wert 2 = — (g + he) einen Pol der Funktion gu
selbst liefert und deswegen ausscheidet, ist der Grad des Polynoms @ (pu)
gleich der Anzahl der Mitglieler eines vollstindigen Restsystems (mod. u)
mit Ausschluf einer Klasse, also gleich m — 1. Der Grad des Polynoms
P(pu) ist m; in (9) sind simtliche inkongruenten 1 zuldssig, unter denen

im besonderen der Wert 1 =g + he den Faktor pu — @ %ﬁ = @ u liefert.

Bedeutet v eine bestimmte Nullstelle von ¢ (uu), so sind mit v auch
v, =ev 22 (e—et) =1 {-2—‘3+2siw+2sw((1 —e)(g+he)+1)],
've=e"'u+23—w(£ e)—~~[ 262w+ 2620 ((1—e?) (g+he)+1)]

Nullstellen dieser Funktion. Dabei sind die Werte v, v,, v, paarweise
inkongruent, aufler wenn v ein Periodendrittel ist. Dieser Fall liefert den
fiir sich stehenden Faktor ¢ des Zahlers; seine iibrigen Faktoren pu — ¢v

schlieBen sich gemi8 (7) zu = ! Produkten von je dreien der Form

(pu—@v) (pu— @v,) (pu — @v,)
= ((pu — @) (pu—cpv) (Qu—elpv)=pu® — @v®
zusammen. In gleicher Weise erkennt man den Nenner als rationale
Funktion von ¢us. i
%) Bachmann, Die Lehro von der Kreisteilung, Leipzig 1872, S. 187.
%) Greenhill, a. a. 0. 8. 316.
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Da es nach (9) und (10) zu jeder Nullstelle » der Funktion %ﬁ;—
einen Pol w von der Art gibt, dal
(11) v=—w
ist, kann man ’

1—oudow’
(pu)=Cou [[ KL

setzen; wegen @0 =1 findet man durch die Annahme % =0 den Fest-
wert C' der Einheit gleich. Aus dem Ergebnisse

1—puipw?
(12) o(uw)=gu [[ 5200

erhdlt man mit Hilfe der aus (3) folgenden Beziehungen
1 1

y(pw)= Ty TNy

rln=5) plele-)

cpw=$;, tzg%(f, o=21+g-+he

und der Tatsache, daB der Wertedreiheit w, w, = ew — 5o (1 —¢),
w, =¢e*w — —2363(1 — £?) die andere ¢, §, = &§, ¢, = ¢7¢ entspricht, die end-
giiltige Formel fiir die komplexe Multiplikation der Funktion »u

yul—yt®

(18) yluw)=yu T
T—ypu pt

dabei wird iiber die 7 (m — 1) Reste ¢ der einen Gruppe eines vollstin-
digen Restsystems (mod. ) (mit Ausschluf der Nullklasse) multipliziert,
dessen beide andern Gruppen von den Zahlen ¢p, £%p gebildet werden?®).
In der Gestalt

p(uu) 28— o? 20w
yu Uiz T=we, w=yos
e

(18a) .

entspricht die Gleichung (13), die auf Grund der im Eingang vom § 1 ange-

gebenen Eigenschaft auch aus der Differentialgleichung dy =t dz
-yt (1-2ni

durch Ubergang zu den reziproken Werten der Verinderlichen gewonnen
werden kann, vollig der Formel von Eisenstein fiir sin am m v im lemnis-
katischen Fallet).

) Bachmann, a. a. O. S. 191.
-1 & a 0. S, 126.
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§ 3.
Das Reziprozititsgesetz der kubischen Reste.

Die Zahlen ¢ mogen ein Drittelrestesystem der komplexen Primzahl
u bilden. Die Reste der Produkte der Zahlen o mit einer durch u nicht
teilbaren Zahl » sind zum Teil Zahlen o/, zum Teil Zahlen ¢o’, &%¢/,
wenn o’ zum Drittelrestesystem gehort. Man kann dies nach (6) durch

die Formel 2vow

5o (mod. u)

Y0’ @
“
ausdriicken. Durch Multiplikation der den §(m — 1) Resten o entspre-
chenden Kongruenzen und Division des Ergebnisses durch die durch u
nicht teilbare Zahl ITp = ITo’ findet man

" 270w
yim-0 = [T 2’;(0 (mod. u)

ey
u

und, wenn auch » eine von 1 — & verschiedene komplexe Primzahl be- .
deutet, deren n — 1 Reste sich auf die drei Gruppen o, ¢0, e®o verteilen,

2uow

Y
Fa~-1) — ” Y
,u} » = 20‘:}’ (mOd. 7’).
° Yy

v

Der Vergleich der jetzt bei ausgezeichneten Werten von u und » aus § 2,
(182) folgenden Formeln

Lom—1) - _ . 200
pm ]Z’]Il oc"ﬂ“ (mod.u),  @=y=—,

1("—1)#]]]] ﬂsua; (mod.»), f= wgf{_“’
“3 3

Liefert bel Anwendung der iiblichen Bezeichnung des kubischen Charakters
[ﬁ] — B{% (— l)é(m-—n%(n—l).

14

Da m und n Zahlen von der Form 67 -+ 1 sind, ergibt sich das Rezi-
prozititsgesetz der kubischen Reste fiir zwei aqusgezeichnete komplexe
Primzahlen in derselben Form

1,“?

L

"
5=
in der es fiir zwel primdre solche Zahlen gilt'?).
1%) Bachmann, a. a. O, S. 198,

- (Eingegangen am 1. 10. 1920.)
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Die vorliegenden Untersuchungen beziehen sich auf die Geometrie im
»Riemannschen Raum®, in dem die MaB8bestimmung dadurch festgelegt
wird, daB das Quadrat des Bogenelementes als eine beliebige positiv definite
quadratische Differentialform mit verinderlichen Koeffizienten gegeben ist.
Es wird unter anderem gezeigt:
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1. Nur auf den Flichen mit konstantem GauBlschem Kriimmungsmaf
gibt es geschlossene Kurven mit konstanter geoditischer Kriimmung,
die sich bei Wahrung ihrer Eigenschaft auf jeden Flachenpunkt
zusammenziehen lassen.

2. Nur in den Riumen mit konstantem Riemannschem Kriimmungs-
maB (Kriimmungstensor) haben die geoditischen Kugeln r = konst
in jedem Flichenpunkt dieselbe mittlere Kriimmung.

3. Nur in Riumen mit konstantem GauBschen (skalaren) Kriimmungs-
mafl kann es geschlossene Flichen mit konstanter mittlerer Kriim-
mung geben, die sich bei Wahrung ihrer Eigenschaft auf jeden
Raumpunkt zusammenziehen lassen.

In einer folgenden Arbeit werden verwandte Probleme behandelt?).

1. Zweidimensionale Mannigfaltigkeiten.

§ 1.
Problemstellung.

In der euklidischen Ebene kann man den Kreis auf zweierlei Art
definieren:

1. als Ort aller Punkte, die von einem gegebenen Punkte die gleiche
Entfernung haben,

2. als Kurve konstanter Kriimmung, oder, was auf dasselbe hinaus-
lanft, als Extremale des isoperimetrischen Problems.

Geht man von der ebenen Geometrie zur Geometrie auf einer krummen
Flache iiber, so behalten beide Arten der Definition ihren guten Sinn, und
es fragt sich: Welche Kurve soll man auf der krummen Fliche als ,,Kreis+
bezeichnen, die auf die erste, oder die auf die zweite Art definierte?

Es soll der kurzen Ausdrucksweise halber, entsprechend den beiden
Definitionen, zwischen , Enifernungskreisen und ,,Krimmungskreisen‘
unterschieden werden.

Es liegen die Fragen auf der Hand:

I. Wie muB die Flache beschafien sein, damit die Entfernungskreise
zugleich Kriimmungskreise sind?

II. Wie muf die Fliche beschaffen sein, damit die Kriimmungskreise
ebenso wie die hinreichend kleinen Entfernungskreise simtlich ge-
schlossene Kurven sind, jene also vor diesen nichts voraus haben.
Die Fliche werde als analytisch vorausgesetzt.

1) Die Fragen, die hier und spiter untersucht werden, sind zum groSen Teil
von W. Blaschke aufgeworfen worden. Ieh will nicht unterlassen, thm an dieser
Stelle fiir die reichen Anregungen, die ich im letzten Jahr von ihm erfahren habe,
zu danken.
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§ 2.
Die Metrik der krummen Fliche

kann auf verschiedene Weise gegeben werden. Sie ist einerseits bestimmt,
wenn man das Bogenelement ds bezogen auf irgendein Koordinatensystem
der Fliche kennt, andererseits, wenn die GauBsche Kriimmung der Fliche
als Funktion des Ortes bekannt ist, oder, was auf dasselbe hinauskommt,
wenn in einem Flichenpunkte die Kriimmung und ihre simtlichen Ab-
leitungen nach der geoditischen Entfernung r von dem betr. Punkt, K,
(%—g)o, (‘%}0, ..., gegeben sind.

Legt man als Koordinaten auf der Fliche Polarkoordinaten zugrunde,
indem man einen beliebigen Flichenpunkt O als Nullpunkt und eine be-
Liebige Richtung in ihm als Nullrichtung wahlt und jeden Punkt der
Fliache durch seine geoditische Entfernung # von O und durch den Winkel ¢
bezeichnet, unter dem die den Punkt mit dem Nullpunkt verbindende
geoditische Linie im Nullpunkt einléuft, so nimmt das Bogenelement nach
GauB die Gestalt an

(1) ds?=dr®+G(r, p)de®.

Durch @ (7, ¢) ist dann die Metrik der Fliche vollstindig bestimmt. Das
GauBsche KriimmungsmaB K (7, ¢) der Fliche im Punkte 7, ¢ driickt
sich durch G (r, ¢) folgendermafen aus:

(2) K(r, @)=

1 G(ne)
V@(rg) or*

Ist umgekehrt K (r, ) gegeben, so ist (2) eine Differentialgleichung
fiir VG (r, p). Thre Lésung ist vollstindig bestimmt, wenn noch zwei
Nebenbedingungen fiir VG (r, ¢) vorhanden sind, die die beiden in der
allgemeinen Lésung von (2) auftretenden willkiirlichen Funktionen von ¢
festlegen.

Zwei solche Nebenbedingungen fiir V@ (7, @) sind vorhanden. Da im
Unendlich-Kleinen jede krumme Fliche als eben angesehen werden kann,
jeder Kreis also beim Zusammenschrumpfen seines Radius in einen ebenen
Kreis iibergeht, so muB der zum Winkel ¢ gehorige Bogen des Kreises
¢ — konst. in der Grenze r — 0 zu null werden, fiir jedes ¢; und es mufl
die Anderung des Bogens mit dem Radius in der Grenze r — 0 gleich ¢
werden fiir jeden Wert von ¢

@ @
IimeG(r,qo)dszO; limfz§d¢2¢,
r'——«oo r:Oo
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d. h. es muf
— I
(3) VEma=0;  (WEED)

o
sein. Diese beiden Nebenbedingungen zu (2) hinzugefiigt gestatten G (7, @)
aus K (r, @) eindeutig zu bestimmen.
Fiir K — konst. 148t sich die Lésung von (2) sofort hinschreiben.
In diesem Falle ist (2) die Differentialgleichung der harmonischen Schwin-
gung, und es ist, unter Beriicksichtigung der Nebenbedingungen,

(4) V@ (r, ¢) = —%sin(@r}.

Ist K= K (7, ¢) gegeben, so kann man, da nach (3) (V'@), und
<a—a‘é‘c—}> bekannt sind, die folgenden Ableitungen von V& an der Stelle 0
[

aus (2) der Reihe nach berechnen und fiir V @ die Reihenentwicklung
im Nullpunkt angeben. Es ist

V&),=0; (B—@)=1; (52@>0=0;

or or?
AN . G) K
B8 -5 (GE),-—205),
sodal
Y K, 2
(5) Varn gy =r—mr— 55 it
und

(6) dsr=drrre(1-Terr— (50 4 dgn.

§ 3.
Die geoditische Kriimmung der Kurve » = » (¢)

bestimmt sich bei bekanntem G(r, (,v) aus

G

OVG * el !a‘/é

2\%:
s r’
Gz <1+G>

Darin bedeutet ' und r” die erste und zweite Ableitung von 7 nach ¢?).
Ersetzt man VG (7, ¢) durch den gefundenen Ausdruck (5), so be-
kommt man die geoditische Kriimmung der Kurve r =7 (¢) fiir die auf

die vorliegende Art durch K, <261f>

|-

(7)

.. gegebene Fliche.

?) Die Formel (7) ist aus der Formel von Bonnet fiir die geoditische Krim-
mung einer Flichenkurve (siche etwa L. Bianchi, Dlﬁerentlalgeometne 1910, § 76)
sofort herzuleiten.

Mathematische Annalen. 83. 19
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Es ist

VE—=r(1—3or— 2(55) rot )
A Y P
g=n(+3r+gGE),r—-)
BTN SO0 1l P

in (7) eingefiihrt, wird

@ = {i=Fr i@+ )0 L R G (5 -

s ) Rl k172 Mkt

[T B 2@ e )

§ 4.
Die Entfernungskreise 7 = konst.
Die geoditische Kriimmung der Entfernungskreise ist nach (9):

(10) %—_—%{ —%ﬂr?—%(%f-)or3+»...}.

Daraus folgt:
Die Entfernungskreise ¢ = konst. haben nur dann konstante geodétische

Kriimmung, wenn (%—f—) von ¢ unabhingig ist. D.h. aber, im Null-
punkt muB K stationir sein. Da nun der Nullpunkt ganz beliebig auf der
Fliche gewidhlt war, so folgt, daB die Krimmung K auf der ganzen Flache
konstant sein muB. Diese Bedingung ist bekanntlich auch hinreichend.

Nur auf den Flachen konstanten Krimmungsmapes haben die Ent-
fernungskreise konstante geoditische Krimmung, sind also die Entfernungs-
kreise zugleich Kriimmungskreise.

Ihre Kriimmung ist

(11) = —VEotg(VEr),
bzw. ibr Radius durch o ausgedriickt:

1 2
(12) : f=7—§ar°tg(\/f7f9)= — K K
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$ 5.

. .. .1 .
Die Kriimmungskreise .= konst. s

Die Gleichung (7) bzw. (9) stellt die Differentialgleichung der
Kriimmungskreise 1:p0==konst. dar. Es handelt sich darum, diese
Differentialgleichung fiir eine beliebige Fliche, d. h. ein beliebiges K (r, @)
zu 1osen. ’

Im Unendlich-Kleinen ist jede krumme Fliche als eben anzusehen,
d. h. im Unendlich-Kleinen fallen auf jeder Fliche die Kriimmungskreise
mit den Entfernungskreisen zusammen, die ihrerseits in ebene Kreise
iibergehen. Jede Schar von Kriimmungskreisen endet also bei Unendlich-
Kleinwerden ihres Parameters ¢ in einer Schar von ebenen Entfernungs-
kreisen. Es gibt somit eine Schar von Kriimmungskreisen, die die un-
endlich kleinen konzentrischen Kreise um den Nullpunkt in sich enthilt.
Diese Schar hat die Gleichung

(13) r=o0+b(plo*te(p)o*+d(p)o*+...,

worin b(@), ¢(¢), d(®), ... noch unbekannte Funktionen von ¢ sind.
Es handelt sich fiir uns darum, diese Funktionen zu bestimmen und fest-
zustellen, wie die Fliche, d. h. das K (7, ¢), beschaffen sein muB), damit
sie alle periodisch sind in @ mit der Periode 27; nur dann sind die durch
(13) dargestellten Kriimmungskreise nach einem Umlauf geschlossen.

Gehen wir mit (13) in die Differentialgl. (9) hinein, so bekommen
wir eine Identitdt in o, und eine Koeffizientenvergleichung liefert uns die
erforderlichen Differentialgleichungen fiir unsere unbekannten Funktionen
b(¢); ¢(@)s d(p), ...

Zuniichst sei jedoch der kiirzere Ansatz: r—=g-5(¢) 0% r'=b"(¢)0?%;
" =b"(p)o?, in (9) eingefiihrt. Indem wir demgemiB alle hoheren als
1. Potenzen von ¢ gegen 0. Potenzen vernachlissigen, erkennen wir sofort,
daB alle die Glieder in (9), die von der Kriimmung der Fliche herriihren,

nicht in Wirkung treten. Es wird einfach .
1 1 r
(14) Z:Z{l—(b—}—b')g—l;...},

d. h. in zweiter Naherung ist die Geometrie der Fliche noch als euklidisch
anzusehen, was man iibrigens auch direkt aus dem Linienelement (6)
hitte entnehmen kénnen.

b=0 ist eine Losung der aus (14) folgenden Differentialgleichung

L +b=0.
19*
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Wir diirfen also fiir die Losung der Differentialgl. (9) den Ansatz
machen:

(15) cr=o0+c(plo*+d(g)o*...

Gehen wir nunmehr mit diesem Ansatz (15) in die GL (9) hinein,
go wird:

I la—cer—do*—.. Wo—Te- (‘“;lf) o) (LY +--)

e

——92(0”+d”9—}—...)(1~c@‘“’—d93—...)(1—{—% 2—}—%(%%9%}-...)
—(@4)+...}‘{1+<94)+...}
(16) + %{1——(c+c"+§>) —(a+a" T4(‘;‘f>)03—...}.

Wir bekommen somit fiir ¢(¢) und d(¢) die Dlﬁerenma.lgleichungen:

IL ¢"+ec=— %—",

(17) L d" +d=— (%1;)

Die Gleichung I hat wie I nur periodische Lésungen in ¢ von der
Periode 2x. Sie sagt aus, daB in 3. Niherung jede Fliche als Fliche
konstanter Kriimmung angesehen werden kann (vgl. (12)). Die Gleichung III
dagegen hat keine periodische Lésung mehr. III ist die Differentialglei-
chung der erzwungenen Schwingung mit Resonanz. Da némlich K (7, ¢) eine

Ortsfunktion ist, so hat %g an jeder Stelle in einer Richtung einen Maximal-
wert und in jeder zu dieser Richtung unter einem Winkel ¢ geneigten
Richtung den Wert }%EI -cosp. Es ist also

7 IMax

(18) ML &’ +d=—+ %-515  cos @;
ihre Losung ist:
(19) ¢i=—§ aK} - @sing -+ A cosp -+ Bsing.

Es muB also, damit IIT eine periodische Losung hat, notwendigerweise

z;%) =0, die GauBsche Kriimmung der Fliche im Nullpunkt also
o

stationdr sein, Da der Nullpunkt kein ausgezeichneter Punkt der Flache
war, so folgt, dap die Fliche notwendig eine Flache konstanter Krammung
sein muf, damit die Krimmungskreise samilich geschlossen sind.

Es findet damit eine Behauptung von G. Darboux?®) ihre Bestétigung.

% G. Darboux, Théorie des surfaces, § (1894), 8. 151.
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IL. Mehrdimensionale Mannigfaltigkeiten.
§ 6.

Problemstellung.

Wie in der euklidischen Ebene den Kreis, so kann man im euklidischen
Raum die Kugel auf zweierlei Art erkliren: 1. als geometrischen Ort
aller Punkte, die von einem gegebenen Punkte dieselbe Entfernung haben;
2. als geschlossene Fliche konstanter mittlerer Kriimmung, wobei die mitt-
lere Kriimmung einer Fliche entweder als arithmetisches Mittel der Haupt-
kriimmungen oder durch die erste Variation der Oberfliche definiert ist.
Wir wollen im folgenden die zweite Art der Definition fiir die mittlere
Kriimmung zugrunde legen (Genaueres dariiber in § 7).

Gehen wir aus dem Raum mit euklidischer Geometrie in einen Raum,
dessen Geometrie durch eine beliebige positiv definite quadratische Form:
ds?=2g, dx,dx, gegeben ist, so haben auch hier die Begriffe ,,Ent-
fernung” und ,,mittlere Kriimmung* ihren guten Sinn, und es liegen die
Fragen nahe:

I. Wie muB die. Metrik des Raumes beschaffen sein, damit die auf
die erste Art als ,,Entfernungskugeln‘‘ definierten Flichen konstante mitt-
lere Kriimmung haben?

II. Wie muB8 die Metrik des Raumes beschaffen sein, damit es in
ihm geschlossene Flichen konstanter mittlerer Kriimmung gibt, und zwar
derart, daf sich diese geschlossenen Flichen konstanter mittlerer Kriimmung
auf jeden Raumpunkt zusammenziehen lassen ?

§ 7.

Die ,,mittlere Kriimmung* einer Fliche

sollte definiert sein durch die erste Variation der Oberfliche dieser Fliche.
Genauer: Verschiebt man jeden Punkt eines Oberflichenelementes dO der
Fliche um ein kleines Stiickchen dn in Richtung der Flachennormalen,

349 dividiert durch
—24n, als ,,mittlere Kriimmung* der Fliche an der Stelle von dO bezeich-
net werden. Wir schreiben

1/1 1 1 8d0
(20) §<9—,+§;)=":§_67171’0"'

so soll die proportionale Anderung der FlichengroSe

Die Schreibweise, die auf die andere Definition der mittleren Kriimmung
als arithmetisches Mittel der Hauptkriimmungen deutet, soll ungeachtet
dessen beibehalten werden.
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Allgemein sei die mittlere Kriimmung einer (n — 1)-dimensionalen
Fliche im n-dimensionalen Raum erklirt durch:

~1 340
(21) ( + s BT b 1) m=1jon d0

Diese Definition der mittleren Kriimmung ist fiir jede Riemannsche Metrik
brauchbar. Istdie Geometrie des Raumes gegeben durch ds? = 2 g, dx, dz,,
so ist die Geometrie der Fldche ;= x,(u,v), die sich in diesem Raume
befindet, gegeben durch ihr Linienelement

ds*=Edu® -+ 2F dudv -+ Gdv?,

worin

(22) E= 2 oz o, F:Z?gik%%%; G:Zg ox oz

Yix 5w u> it Gy ow

ist, und als ihr Oberflichenelement ergibt sich:
(23) 40 =(BG —F*)"dudv.

Im Raum von # Dimensionen ist entsprechend das Oberflichenelement dO
der n — 1-dimensionalen Fliche %, = z;(u, ... %up—1)

(24) d0 = 1;/”,.] du,du,...du,—;,

worin | y,, | die Diskriminante von dem ds® der betreffenden Flache darstellt.

Zur Bestimmung der mittleren Kriimmung haben wir noch die Flichen-
normale notig. Die Komponenten der Flichennormale von der Linge 1
selen £, &,, &. Dann gilt:

25) YoaZe=0, g Be=0 Ygug=1

Daraus sind die &; zu berechnen.

Variieren wir nunmehr die Fliche in der vorgeschriebenen Weise,
indem wir setzen: )

zf =2, (u,v)+ oné,

so wird
* gt
E* 2 9% Zj,f: 3;:; Z(gik+agik)%“'%%
= 2 (g0t o035 52%) (Gt on 53) (S + o 5)
= B+20n g7 g+ 0n Y ogu G T+ 00 Y g G0 8,

B* =B+ on(2 30,55 5+ X o0a 50 50)-
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In gleicher Weise findet man die variierten Ausdriicke F* und ¢*
von F und G. Man bekommt:

E*—E—6nE —E—én(2L + E),
J F*<F—6n-F =F—6n(2M+F),

G*=0G—6n-G =G —n(2N + Q).
Darin bedeuten:

L dx; 88 o % 0x; 0,
L=—Yg9u%, 3 E=— 000750
__ 1 ow; 08, , 0&; 6a;k>' 7 0%; D,
M=—5 3, (2001 2000 Fe — Y ag, 5050
oz, 05, = 02 D,
N=—29a% 55 G=—2804% 3

69k
0g;, = _251'73—;—1.'

(26)

(27)

Es wird somit
0*= (B*@*— F*)"* dudv
—d0 -2 (B(2N + @)+ @(2L+E)—2F (2M + F)} dudv

und demnach die mittlere Krimmung — Q;n 2%0 (6n—0)

1 1 1 E@N+G)+G(2L+E)— 2F(2M+F)
(28) §<}7 }— 4 EG—F

Die  mittlere Km‘zmmung der (n—1)-dimensionalen Fldche
%, (Uyy Ugy + e vy Un—1) om Raum von n Dimensionen berechnet sich ganz
entsprechend.

Bezeichnet man die Matrix des Linienelementes der Fliche mit |y,, ,
so daB

(269) ior =2 s g

0Uu Tt

ist, bezeichnet man ferner die zum Element y,, gehorige Unterdeterminante
der Matrix |y,,! mit I,,, und setzt man schlieBlich noch entsprechend
den fritheren Bezeichnungen

’ 3-’5. a’;“k 0x; Oxp
= Yur= 22 9it 5 20 +26gikma_%:’

so wird die mittlere Kriimmung der Fliche z;(u,, u,, ..., u“-l)

1 (1 1 1
(283) mi-@;+'e‘z+.+“—‘} 2(”‘___1) 2, Var T "-'

n—1 Rl
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§ 8.
Koordinaten.

. Es sollen zwelerlei Koordinaten nebeneinander benutzt werden, die ~
Riemannschen Normalkoordinaten und geoditische Polarkoordinaten; diese
zur Durchfiihrung der Rechnung, jene zur Deutung der Resultate.

Riemannsche Normalkoordinaten. Das die Metrik unseres Raumes
bestimmende Linienelement ds?= 2Xg,, dx;dz,; ds? > 0 laBt sich immer
so transformieren, dafl es fiir irgendeinen herausgegriffenen Punkt O des
Raumes die Form hat: ds?=2dg?. Wir haben dann im Punkte O
e¢in orthogonales Dreibein festgelegt. Wir kénnen nun, bezogen auf dieses
orthogonale Dreibein (bzw. n-Bein), jeden Punkt des Raumes durch seine
Polarkoordinaten benennen, durch seine geoditische Entfernung r von O
und durch die Richtung,.in der der sPunkt von O aus geschen wird. Die
Riemannschen Normalkoordinaten sind dann erklart durch

vi—r(52) -

Die (%) sind die Richtungskosinus im Nullpunkt,
]

2yr=r.

In diesen Koordinaten hat das Linienelement des Raumes die Form:

(29) dsf} 22dy3+22$ik,rspikprs‘

Darin bedeuten: p;, =y,dy, — y,dy;, und die ;,  sind Potenzreihen
in den y;, die die einzige Bedingung erfiillen miissen, daf sie fiir kleine
y; konvergieren,

(30) %zl: rs = Uk, r:‘f"ﬂik rs Yy +ﬁzk re¥s + (Ii)rsys + ...

%ik,’ra rs % 531“ sr %sr i’ %ik s "Bki v %ik sr*
Durch die 9, ., ist die Metrik des Raumes eindeutig festge-
legt, umgekehrt sind aber die P, ,, durch die Metrik des Raumes
noch nicht vollig bestimmt. Wegen der Identitit Z 2;, D, =0 und

tk¥re
Y P T Y P+ Y 0,; =0 ist das erst der Fall, wenn man noch Nor-
mierungsgleichungen fiir die Koeffizienten der §;, ,, hinzufiigt. Die am
nichsten liegenden Normierungen, die ihren Zweck vollstindig erfiillen,
lauten:"
3$@k rs

(3}) 1‘ %&'lc, rs";" ${7,3k+ %is, [ O; 2. +

4} Vgl H. Vermeil, Math. Ansalen 79 (1917), 8. 289.

3?63,:' 124 aéﬁir, st

= 4‘
a2y, 0)

+
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Fiir den Raum von 8 Dimensionen kommen nur die 2. Normierungs-

gleichungen zur Geltung. Sie bedeuten fiir die BY e

(32) Bitos + Biksr + AR =0
fir ¢k =23, 31, 12.

Die geometrische Bedeutung der «;z ,s und ﬂi‘iﬁ,“ in den Potenzreihen
Bix. o 188t sich leicht erkennen. Setzt man alle y auBer y; und y, gleich
null, so wird das Linienelement der durch die Buchstaben ¢ und % charak-
terisierten geodatischen Fliche fiir die Umgebung des Nullpunktes

ds®=dy; -+ dy; + %y i1 Py
oder in Polarkoordinaten:
ds?=dr® L r*(1+ e ,r*)de®.

Ein Vergleich mit (6) zeigt, daB die e ,, bis auf einen Proportio-
nalitatsfaktor nichts anderes sind als die GauBschen Kriimmungen der
geoditischen Flichen sk im Nullpunkt. Es ist ¢, ;, = —3(K;;) -

(83) Die Gesamtheit der «;;,
tm Nullpunkt dar.
(34) Die 8}, sind — das 1aBt sich ebenso leicht einsechen — die Ab-

leitungen der Tensorkomponentgn nach y, im Nullpunkt (wiederum
nur bis auf einen Proportionalitidtsfaktor).

.. stellt den Krimmungstensor des Raumes

Die hoheren Koeffizienten in den Potenzreihen 9, .. hingen eben-
falls in bestimmter, einfacher Weise mit den Ableitungen der Tensor-
komponenten im Nullpunkt zusammen?).

Durch einmaliges Verjiingen des Kriimmungstensors bekommt man
die Richtungsinvariante der Kriimmung, z. B.

bei 8 Dimensionen fiir die y,-Richtung: e, ,, + &5 155

» 4 5 3 > Cio q0 T g 15T %y, 14>
durch zweimaliges Verjingen die Ortsinvariante der Krimmung, die
skalare Krimmung 2« ;. (auch die ,,Gaufsche Krimmung‘ des Raumes
genannt ).

Die skalare Krimmung eines Raumes ist also (bis auf einen Pro-

portionalititsfaktor) das arithmetische Mittel der GauBschen Kriimmungen
der Z‘._(EZ"__I_) zweidimensionalen geodétischen Flichen, die sich in das orthogo-
nale n-bein des betr. Raumpunktes einspannen lassen, und die Richlungs-
invarianie der Krimmung ist das arithmetische Mittel der GauBschen

%) Vgl. H. Vermeil, 1. c.
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Kriimmungen der » — 1 zueinander orthogonalen geoditischen Flichen, die
die betreffende Richtung enthalten.

Die Richtungsinvariante der Kriimmung 188t sich durch ein Ellipsoid
veranschaulichen, daB ,,Krimmungsellipsoid® genannt werde:
R, y,;m,=1, wobei im Nullpunkt Ruc:Z“-

ir,kr*

_ Als Richtungsinvariante der Kriimmung 1li8t sich auch die Differenz
aus Ortsinvariante und der obigen Richtungsinvariante, fiir die y, -Richtung

im Nullpunkt also Z % ik —Z’ O,z verwenden. Die so definierte
ik k

Richtungsinvariante ist dann die skalare Kriimmung des zu der betreffen-
den Richtung (y,) orthogonalen Unterraumes in dem betreffenden Punkt.

Ein Raum von 3 Dimensionen ist ein ,,Raum konstanter Kriim-
mung*, wenn die skalare Kriimmung sich von Ort zu Ort nicht #indert,
und wenn obendrein die Richtungsinvariante der Kriimmung einen von
der Richtung unabhéingigen Wert hat, oder anschaulich ausgedriickt,
wenn das Kriimmungsellipsoid iiberall eine Kugel ist. In diesem Falle
sind die e, ;, alle einander gleich und die «;, , .= 0 (¢k 4 rs). Es mag
noch bemerkt werden, daB aus der zweiten Eigenschaft die erste folgt.
Hat in jedem Punkt des Raumes die Richtungsinvariante einen von der
Richtung unabhéngigen Wert, so adndert sich auch die skalare Kriimmung
von Ort zu Ort nicht ®).

Hat ein Raum mehr als 3 Dimensionen, so ist seine Metrik durch
das Kriimmungsellipsoid noch keineswegs gekennzeichnet, wie das bei nur
3 Dimensionen der Fall ist. Ein R, ist erst dann ein ,Raum konstanter
Krimmung®, wenn in simtlichen dreidimensionalen Unterrdumen das
Kriimmungsellipsoid eine Kugel ist.

Zwischen ,,kovarianten®“ und ,kontravarianten* Vektor- und Tensor-
komponenten ist in der Schreibweise aus Bequemlichkeitsgriinden nicht
unterschieden worden. Es hitten sonst bei den 7, wie bei den y; und
den p,, die Indizes oben, bei den ﬁﬁ,, . aber simtlich unten stehen miissen.

Polarkoordinaten. Wir wollen nunmehr dazu iibergehen, das Linien-

element der Riemannschen Normalkoordinaten in Polarkoordinaten um-
zusetzen. Es sei

y1Y= reose,
Y, = rsingpcosy,
Y, =rsingsiny,

oder im Raum von n Dimensionen:

%) F. Schur, Math. Ann. 27, 8.563. — G. Herglotz, Leipz. Ber. 19186, S. 203.

“
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Y, = 1rcosg,
y, = rsin @, cos @,
Yy, == 7sin ¢, sin ¢, cos @,

Yo, =7SIN@ SinQ,...sIN@, _,C0S@, .
Yy, =rsing sing,...slne, ,sing, _, .

Es ist dann Yy} =r?, und es wird
(36) ds*=dr*—ridel-Lrisinglde] +...+risingising]...sing; ,de’ |
+ 14 {P,do?+ Pysinglde; — ...+ Poy n singlsing]...sing;_,d¢l_,
+ P,sing,dp,dp, — P, sinpsinp,do, deo, + ...
+ Puo2, a1 sin® Py sin® Po .- sin? Pn—3 sin q)n—edq)n~2d‘pn—1} .
Darin sind die P;, Potenzreihen in r, deren Koeffizienten gewisse,
noch zu bestimmende Funktionen der e« .., B ,,, ... und der ¢, sind,
(37) Py == Ay + Byr —C,r* +
Es handelt sich jetzt darum, die A4,,, B,,, C;,, ... auszurechnen.
Transformiert man die p,, = y,dy, — ¥, dy,, so findet man

(88) =7 {(8;85. - 8; 1€ C 8,850 81 C— 88 8 10 €88 .8, c)dy,

i—1"1

A (8y8y -8, 16810 Sy Sy €, 8180 81 € 81 Ca Sy 81 6) Ay

A N
(885 8 1€ 8,80 €8y 8 1O 818,810, 8,8,...5,—8)d¢;
A 838yt 8,16, 818,86, Sirq- sk—xckdq’i+1
—+ ..
818y 8 € 8,88, 5. dp ).

s; und c; ist der bequemeren Schreibweise halber gesetzt fiir sing,
und cosq,. Diese Bezeichnungsweise soll im folgenden immer gelten.
Zu dem Bildungsgesetz der p,, ist noch zu bemerken, daB die hervor-
stechenden ¢; bzw. s; (die sich von jhrer Umgebung unterscheiden) bei
etwa eintretender Konkurrenz mit ihren Nachbarn (wenn z. B. ¢ =1 oder
k=2 ist) die stirkeren sind, und daB ¢,=1 und s,= 0 zu setzen ist.

Fiir den Raum von 8 und 4 Dimensionen bekommt man fiir die p;;
die durch die Tabellen (39) und (40) wiedergegebenen Ausdriicke.

ride i ris dy
}
(39) Doy i 8
Py —8& | T66
D12 Gy TGS,



300 B. Baaule.

r*do, r%s,do, 728, 8, dp,
Pia Co — 68 |
(40) Py $, G5 €6, Gy ‘ 0y 83
Pia 8, 83 €102 5; 8, C3
Pas 8,°C | — 8,068
Dy 8.8 f $,6;¢5
P34 88

Daraus kann man nun sofort die A, , B, ... entnchmen. Ver-
gegenwirtigt man sich die Definition der 4,,, B,,, ... durch einen Blick
auf (29), (30), (36) und (87), so liefert die Tabelle (39) z. B. fiir den
Raum von 8 Dimensionen:

— 2 2
4, = Cyo, 1205 T gy, 5185 — 289 3,52 Cp>

— 242 2 .2 9
4,,= Uy 19 Cy 85 T Uy 53 €1 €5 Gy 9587 — 205 3,8, €,Cy
2
(41) — 2ty 158,08, + 20y 5,686,

2

Ay ==20,8,0, (g 5y — Gy 3a) + G, 5y 6 (85 — 65)

gy, 51 818 T Ug 1981 Gp

Fir den Raum konstanter Krimmung (e, ,, =«; ¢, ,,~0) wird
A, =4, =a; 4,,=0. ks

Fir den Raum von 4 und mehr Dimensionen ergeben sich Zhnliche

Ausdriicke fiir die A4,,, die indessen fiir die weiteren Betrachtungen nicht

erforderlich sind. Was wir von ihnen wissen miissen, werden wir ohne
Schwierigkeit aus den Tabellen fiir die p;, entnehmen konnen.

Die B;, gehen aus den 4, hervor, wie man erkennt, wenn man (30)
und (387) beachtet, indem man in den A, die ersetzt durch

ik,rs
(42) Pitrs 08 p -+ BiZresin g cosy + B3 usin g siny.
Entsprechend die C;, und hoheren Koeffizienten der Potenzreihen P;,.

Fir den Raum mit der konstanten Krimmung K ist:

Cig, o0 = Q&= w%’ ‘:ﬂk*?;; =0 und ﬂt(;a),rs
1 . o/ .
P,,;imfsmﬂ/Kf; P,.=0, (i+k) (vgl (4)).

Nach diesen Vorbereitungen kdnnen wir zu unseren Problemen zuriiek-
kehren.
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§ 9.
Die Flichen »=konst.
Das Linienelement der Entfernungskugeln r — konst. ist nach (36)
ds® =12 {(1 + P, 7°)do] + (1 + Py r?)s7dep;
oo+ (1 Pacyynoa7?)87 87 .. c8a—2di_y + 12 P8, do, do,
+ o+ Pysn1-87 85 . S S AdPn_s d(}’n—l}’
somit die Matrix des Linienelementes (P;, = A4, + B,,r+...):
. ‘"’(1~I—Aur'3—i—Bur3+ ) s At
s, 4., gor? (l-}—A,Zr + By r3+...)-87;

10

(43)

(I—I—A,, La-1?? —l—B,, FPRPY o .)-s;-‘os,:f...s;f_.2
Da fiir die Flachen r —=konst. §{,=—1, £,=0, §=0; én= — dr
ist, wenn wir die Normale nach innen nehmen, so wird
i2r( +24,r*+ 3B, r*+...); 484,73+

(44) 'yi,|=1—dg V,::4s Al.,r + ... 2 (1_,_9‘420,..4_03”7,3 ) -

'

M “w

(1+2An 1,n-17 ‘1“2Bu Y L S ) ee8p_a

und damit nach (283) die mittlere Krimmung der Entfernungskugeln
1 /1 1, 1y _ 1 o X Au,‘
(45) ,z—_l"(z,:-i--;—ro-»-l-—--') {1—7—?‘ + .. }

&; Op -1

Die Frage war: Unter welchen Voraussetzungen hat die mittlere
Kriimmung dieser Kageln iiberall denselben Wert ?
- Die Antwort ist nach (45): Es muB X A,, einen vom Ort unab-
hangigen, konstanten Wert haben. Was das fur die «;, ,, bedeutet, ist
sofort zu erkennen, wenn man 2 A4,, bildet.

Wie man fiir 3 Dimensionen aus (41), fiir 4 Dimensionen aus der
Tabelle (40) und allgemein aus den p;, (38) ablesen kann, ist

(46) ZA/W Zo‘zk a9 +yr) + 2 2<2"‘w Lr) Yi Y
_Z(Z %y, w) y‘ +2Z<Z T kr) Y. Y

(bei Zy2=1).

t Man sieht: Damit A4,, auf der ganzen Einheitskugel denselben Wert
i hat, muB notwendig Za

=0 sein,

von ¢ unabhingig und 2

ir,ir %r kr

d. b. die Rlchtu.ngsmva.nante der Kriimmung muB im Nullpunkt einen von
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der Richtung unabhingigen Wert haben. Da der Nullpunkt ein beliebiger
Raumpunkt war, so gilt das fiir jeden Punkt des Raumes, und nach dem
frither erwihnten Satz von F. Schur und Herglotz (8. 298) folgt daraus, da
dann auch die Ortsinvariante der Kriimmung (die ,,GauBsche Kriimmung*
des Raumes) sich von Ort zu Ort nicht &ndert. Ein Raum von 3 Dimen-
sionen mufl also ein ,,Raum konstanter Krimmung“ sein.

Die mittlere Kriimmung dieser Kugeln im Raom konstanter Kriim-

. . L . .
mung ist, wie man erkennt, wenn man P;; — & sin® VKr, 1:: ;=0 0, setzt:

= (+ +o b ):Vk‘ctg(vm)

~%~1

§ 10.
. . 1/1 1 .
Die Flachen 3 (—9—1 —+ 2)—) = konst. im R;.

Die Differentialgleichung dieser Flichen im Raum mit dem Linien-
element ds® = 3 g,, da;dz, haben wir bereits frither aufgestellt. Es ist

die Gleichung (28), wenn wir in ihr —1— (51« -+ %) == konst. =% setzen.

1 <2

(47) 1 1E(2N+G)TG(2L+E)—2F’2M+F)
e EG—F’

Die Bedeutung von E, F, &, L, M, N, E, F, G zeigen die For-
meln (22) und (27).
Ist das Linienelement gemiB (36) und (87) in Polarkoordinaten ge-

geben :
ds?=dr*+ G, de* G dy* +2G,dopdy,

QL =r*(1+A4,r*+B, r*+C,r*+...),
Gy =82r3(1 4+ A,, 7>+ By r®+ Cor* 4 ...),
{ Go=8,-1* (A, + Byr+Cir*-...),

so kénnen wir fiir jede Fliche r = r (¢, ) die B, F,6; L, M,N; E, F.@
berechnen. Wir haben dann auf der rechten Seite von (47) eine Funktion
VO T4, Tpy, Tyys Ts Ty, 7 und @ und damit die Differentialgleichung fiir
die Flichen konstanter mittlerer Krummung in der gewiinschten Form.

Wir verfahren dann weiter so, wie wir es frither bei der Behandlung
des analogen Problems fiir krumme Flichen taten. Wir bedenken, da8
im Unendlich-Kleinen der Raum als eben, seine Geometrie als euklidisch,
angesechen werden kann und machen fiir die Differentialgleichung den
Losungsansatz:

r=0+b(p,v)o*+ec{p,plo®+....

worlin

(48)
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Indem wir gleich noch einen Schritt weitergehen und beriicksichtigen,
daB auch in zweiter Niherung der Raum noch als eben anzusehen ist,
was in genau der gleichen Weise folgt wie damals, setzen wir

(49) r=o0+c(p,p)o*+d(p,yp)o*+e(p,y)o°+....

Mit diesem Ansatz gehen wir dann in die Differentialgleichung hinein.
Wir bekommen dann eine Tdentitit in o, und es liefert uns eine Koeffi-
zientenvergleichung die fiir die unbekannten Funktionen ¢ (@, v), d(¢,v),
e(p,y), ... erforderlichen Differentialgleichungen.

Falls es geschlossene Flichen mittlerer Kriimmung gibt, die den
Nullpunkt in der verlangten Weise umschlieBen, so miissen die Differential-
gleichungen fiir alle Koeffizienten ¢ (¢, y), d(¢@,v), e(¢,y), ... Losungen
haben, die auf der ganzen Einheitskugel stetig sind. Wir werden er-
kennen, da dazu notwendig ist, daB der Raum konstante skalare Kriim-
mung hat.

Verfahren wir nunmehr in der angegebenen Weise!

r=o(l+ece*+do’+...); ro=0(cp+dyo+...),

ry=10%(y, +dyo+...),
G,=r?Q+A4,r+B,r*+...)

— {1 (2c+A,)0 4+ (2d+By) o+ ...},
Gy =67r3(1+ A, pr?+ Byr®+4...)
=028 {1+ (2c+4,)0*+(2d+B,,)0* +...},
G, =380 {4+ Bpo+ ...},
D=6,-G,, — G%
=870t {1+ (4c+4,,+4y,)0* +(4d+ By + By)e*+ ...,
B= g, 02 1 @, =02 {14 (204 4,) 024 (244 By ) @™+ .},

2, .
0= Y g 200 =2 1 Gyy=s20* (120 +4,,) 0%+ (20 +Byy 0™+ ),
0x; 0
F=guzn gy ="otvt Gn =80 {40t}

EG—F =s2.0* {14+ (4c+A4,,+4,,) 0+ (4d+ B, +B,y) 0%+ ...}.

Zur Bestimmung der L, M, N; E, F, G@ haben wir zunichst die
Komponenten £, &,, & der Flichennormalen aus den Gleichungen (25) zn
berechnen. Fiir unser Linienelement lauten die Gleichungen (25):

r¢'§1+g11§2+a12§3=0>

(50) Ty &+ G b+ G =0,
§f+ G1§22+2G1252§3+G‘32532 =1,
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daraus
2 = (Gt — Gt
? D(Gv"qn Gy ty)s
gls?:1+§(Gur;",~2@12r¢r,,,+G22r2):EG5F2,
somit :
Elawl—F%(c;-i——;?c;)g‘—}—....
Ey=10{Cot+dpo+...}-
53:%{%,-}—(3!1,,9—}—...}.
3;1 =(e"); -Z%=(e’)'
Zif 2{tppt+dpgo ...}

N =Q{C¢¢—§—d Y SRy

2§ 2 2¢

5978 392{<6‘1"4’_‘c_l'c’4’) +<dq>w xdip>\ + }
9&

Ei = Zz{cww+dwwg+'..}.
Zur Berechnung der E, F, G haben wir noch die Ableitungen der G,
notig. Es ist

8n 9y 444,75+ 5B ri ..
—20{1+(c-+24,)0°+ (d+5311)93+...},

%gf’—“9‘{(2%’?"‘4119?)+(2d¢+311¢)@+~-},

"’G“=g*{(2cw+Aw>+<2dw+wa>o+..-},

8 Gy

éﬁfﬂsﬁeﬁ{%(%(26+A22>+c¢+§44m)9"
1
+(2(@d+ Bu) +dp+ 3 Bry) e+ ).

2 gtosf-{(26, + Am,) + (24, + Bay) e +
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somit (vgl. (27)):

.E_ 86, =— (aG11£1+8G11§2+ aip,,ss)
_29{1+(C+ZA11)9 +(d+ Bu)Q + .- }

G=—8G,— 2983{1+ (c—2ec,+24,) o+ (@—2d,+3Bu)e* + .-,
F=—-38G,=40%,4,+....

Ferner wird:

- 23 9§, 08,
L=—{r, vl I*Guaq:'f'gniﬁ)

=—0*{tpo+dpp0+ -}
N=—o*cpp+dyyo+...},
M= —o*{cp,+dpy0+...}.

Setzen wir nunmehr die fir E, F, &, E, F, G, L, M, N gefundenen
Ausdriicke in unsere Differentialgleichung (48) ein, so geht sie iiber in
die Identitdt:

1 1 1 1
(51) ;E*{l““(2°+ﬁc¢+°¢¢+§1§cwu)"‘(‘411‘1“42‘3))92

<2d+cld +d¢¢+ dw/) 2(311+Bez))93+(94)+°"}'

Daraus folgen nun sofort die fiir ¢(¢, v) und d(¢@, y) gesuchten Diffe-
rentialgleichungen. Damit die Identitit erfiillt wird, miissen die Gleichungen
bestehen:

(I) 2c+4dye=A4,, + Ay,
(II) 2d—(—42d=§(311+3%)

4, ist der 2. Differentiator von Beltrami. Fiir eine auf der Emheats-
kugel definierte Funktion u (¢, v) ist namlich

Ay =Upyp+ Uy + w5

Die Frage ist jetzt: Unter welchen Bedingungen existieren fiir die Diffe-
rentialgleichungen (II) und (III) Ldsungen, die auf der ganzen Einheits-
kugel stetig sind? Nur dann, so hatten wir frither erkannt, kann es ge-
schlossene Flichen konstanter mittlerer Kriimmung geben, die sich auf
einen Punkt, den Nullpunkt, zusammenziehen lassen.

Eine solche inhomogene partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung,
wie (I) und (II), besitzt nur dann eine im ganzen Variabilitatsbereich
stetige Losung, wenn die zugehdrige homogene Gleichung, die durch Null-
setzen der rechten Seite hervorgeht, keine Losung hat, oder falls sie

Mathematische Annalen. 83, 20

cos 90

sin @ Uy sm2 v
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Lésungen besitzt, wenn die Funktion auf der rechten Seite orthogonal ist
zu den Losungen der homogenen Differentialgleichung. Man kann das leicht
einsehen, indem man etwa linker Hand und rechter Hand nach Kugel-
funktionen entwickelt (u= ZP,; wobei 4,P,+»(» —1)P,=0) und
vergleicht.

Die homogene Differentialgleichung 2% -+ 4, =0 hat als einzige
Losung die Kugelfunktionen erster Ordnung P, d. h. u=y,,y,, y, (bei
y2+y2+y2=1), wie man durch Einsetzen von u = 2 P, erkennt. Die
Gleichungen (I) und (II) besitzen somit nur dann auf der ganzen Einheits-
kugel stetige Losungen, wenn

L. f(A11+Aez)‘?/¢d0=Oo
Zui=t
(53)
2 J(Bu+ By)y.d0—0.
Supt

Ein Blick auf (46) lehrt, daB die Orthogonalititsbedingung 1. identisch
erfillt ist fiir jedes Wertsystem der ¢, ..
Die Orthogonalititsbedingung 2. ist dagegen nicht identisch erfillt.
2B,, geht aus X4, , dadurch hervor, da man die &, , in den

A, , durch 2 B e+ y, ersetzt. DemgemdB ist nach (46)
N 4
(54) ZB,W=Z,5@52,W Yi Y — 22/%:3“5%?/15 Ye-

2.kt &k

Es wird somit die zweite Orthogonalititsbedingung:

(55) f{Zﬂéﬁieky? Ye Yr— ZZﬁéﬁykyaybyzyy} d0 =0

Syi=1vbt it

fir v =1, 2, 3.
Von der ersten Summe verschwinden nun simtliche Integrale bis auf
die, fiir die {=¢ =, und fiir die ¢ ==», = ist; und von der zweiten

Summe bis auf die, fiir die t =14, k=, und fir die t =1k, 4=y ist.
Es wird somit (55):

futao 2 ﬂ,k et [v ydeZﬁw a—2fyiyrdo( 2 U Zﬂif’,k)
Hw :

zqw a:(:v

f y:do Zp;;i,,k+ Jorarao-{ Jplha+ pta—2( Jpin+ Jot)}=0

i, k—— z#w,b#w =i=v
1

iy k
f(% *ivy ?!k)d() (?yk—i"ij : d0- {Zﬁ‘iﬁu Zﬁmk» Zﬂ Iamk}

i®w, k*r 'l«#‘? k#?
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Wir hatten frither, um der Metrik des Raumes ein Linienelement eindeutig _
zuzuordnen, Normierungen eingefiihrt, und zwar neben anderen die-Nor-
mierungsgleichungen (31):

m (8) [¢
zlc rs + )6@'2 ir + ﬂ@?wt =

< (k) @ pm
— Dik,ve — Pik, kv == Pik, <k~

Es ist also

Es wird somit (56):
[t 92030 3820+ 8- i 00 Spiie=0
k

z={='p, k=[=v

.

fiir »=1,2, 3.
Fiir unseren vorliegenden Fall von 3 Dimensionen lautet (57) fiir
y = 1 ausfithrlich geschrieben: -

%% T (ﬁ&) 124 .531, 31) 2%) 23 =
%) 23 77 ﬂa 31Tﬂ12 12 =
(58) fiir =2 und » =3

(") @

23+ﬂ 31, 31’1“!912 12 ’“:0,
@) 89
23, 23 1 D1, 31+ﬁ12 2=0.

Was bedeutet das nun fiir die Geometrie des Raumes? e, ,, war
die Ortsinvariante der Raumkriimmung, die e;, ,, waren die Komponenten
des Kriimmungstensors im Nullpunkt, die Bi2 . deren Ableitungen in der
y,-Richtung (34). Es ist somit die Anderung der Ortsinvariante — der
GauBschen Kriimmung des Raumes — bei einer Verriickung des Null-
punktes um dy,, 6y2, Y, : )

0K = (ﬁ%) 23 :g) 31+ 1{? 12) 8%y + (ﬁﬁg) 2+ B s - ﬁgi 12) 89,

+ (ﬁ(s) 23+ ﬂs(i’) 31+ 1(3) 12) 14 Y-

Die Gleichungen (58) besagen also:

Im Nullpunkt muB die skalare, die GauBsche Kriimmung des Raumes
stationsr sein. Da der Nullpunkt ein beliebiger Raumpunkt war, so folgt
der Satz:

Wenn es in einem Riemannschen Raum geschlossene Flichen kon-
stanter mittlerer Kriimmung gibt, die sich in der gekennzeichneten Weise
2usammenzichen lassen, so hat notwendig der Raum dberall die gleiche
Gaupfsche Kriimmung.

Dieser Satz gilt nicht nur fiir einen Raum von 3 Dimensionen, er
gilt in gleicher Weise auch fiir -den- n-dimensionalen Riemann-Raum. Das -
soll noch karz gezeigt werden. .

20*
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§ 11.

Die Flichen hff( + + A+ p——--) konst. im Raam von

n Dlmensmnen.

Fiir den Raum von z Dimensionen 138t sich in ganz entsprechender
Weise schlieBen wie fiir den dreidimensionalen. Nach (283) ist die mittlere

Kriimmung der Fliche x;(u,, u,, ..., #z—y)

4 1 I"‘
(7‘—-1)( + + +Qn 1> 2(”""’1) Z ‘“’ Y“v

Fiir die Flache r=r(<;o1 ... @u—1) ist nach (26a) und (49)

2 . .
] Tor T G5 To ¥+ Gy
{
|

2 .
o o+ Gro o

....................

]I e e+ 4 e 4+ e & s+ s e+ e e 7‘;”_1 + G”—l’”.—l :

‘ Bedenkt man, daB die 7, von der Ordnung g% die G,, von der
4 Ordnung o® und die G,, (# < ») von der Ordnung o* sind, so erkennt
: man leicht, daB bis zu der Niherung, die uns die Differentialgleichungen
(II) und (III) lieferten, folgendes gilt: Die Glieder u = » kommen neben
den Gliedern x4 = » nicht zur Geltung. Es ist [vgl. die Gleichungen (50),
die sich gemifl (25) fiir » Dimensionen fortsetzen lassen]

£1=—1+(94)+“'
rﬂ
§y+1=6%.+-~~ =»_9§_1’(09°,»+d¢..9+“' )i (=1)

8L ... 8y

Es ist weiter

v=1
~ —20-82.82...52__- L . TN TP - (= S
i 408y 8y .8, {1+(°+2A.u14 3 Cn TG, 5T % Ctt Se—1 sE...8%_u CPu-1
3 2 ] 8E g
; 5 ¢ ¢, 1 Cu— 1 1
; _L(d °B,, ~4ag @ . tg -t 1 \
! +2 HE s TP s, 8f dpp o Sn—1 §f...82_ 5 d(p"'l/I

§G#v=(98)+
pE»
Nunmehr wird
v s 0z 08 Oy Doy .
Vuen= (2 y Jix 5, Em +2 9 7, a’,[;)
—_ au+1
=~ (26 S 4 406+ )
=—293{c¢pwﬂ+d¢“¢?’u9+~“}_6G,uy
: . _ 1
=298}-8§...Sﬁ_1{1+92(c+244‘u,‘—"s&‘0¢!—...;:—~;W—;Cq,#_l——m.
: N fo..82 R
~+03(d+...).

3]

Copen)
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Da schlieBlich
fee Lo {1 (204 4,,)¢ — (244 Bu)@* — -}
1

2
174y Guw  *8f...850

zu setzen ist, so bekommen wir die Identitdt

1 n—3 € 1 Cn—2
_Q~-.~{ _-—-—((n——l)c—l-(n——‘) c%+~§§r;;"%+---—”*—*slz_ 52, Sn_g CPn—2
1 1 l
T Cprn T PY] CoppeT -+ $7.. .8 4 Cop—19n—1 ZA““)
¢ n— 3 N 1 Cn—2
((n“'l)d"f—(n"z) 1d9°1+ d‘772+ “sZ-sZ... Sn3 38n—-°d

. 1 3
T gy gy + gl?dfpz?z’*" sios3. .. s_g By pyey ™ ?ZBM&) T
Koeffizientenvergleichung liefert:

n—3 ¢ ’ 1 Cp—2

C.
(I (’n—-—l)c—!—(n~2)~§c%+ e c‘”"+"'mm'c"’”‘2

1 1 —
o g T 57 Cooga - - s7sE.. 50, Copyomey = < Auu -

3 1 -2
() (0= 1)d+(1—2) 2 dpu+ 25 st gy 5, s Bons
1 3

+d¢1%+ g?d%%‘{‘ Tsst.. sk, d%,_; Pp-1" 9 ZB.M# .

Und das sind genau dieselben Differentialgleichungen fiir den Raum
von n Dimensionen, wie wir frither fiir den dreidimensionalen gefunden
hatten. Wir konnen schreiben:

(1) (n—1)ec+d,e=24,,,
(IT) (n—1)d+4,d=3%2B,,.

. Darin ist 4,% wieder der 2. Differentiator fiir die auf der (n — 1)-
dimensionalen Einheitskugel definierte Funktion % (@, @, ... @n_1).

Entwickelung nach Kugelfunktionen (u=2P,; wobel jetat
AP, +» (v +n— 2)P,=07)) liefert die gleichen Schliisse wie friiher.
Die einzige Losung der homogenen Gleichung (n — 1) u -+ 4,u = 0 ist die
erste Kugelfunktion. Denn die Differentialgleichung der Kugelfunktionen,
in sie eingefiihrt, gibt fiir » die Gleichung:

rir+n—2)=n—1,
aus der » =1 folgt.

Es miissen also einerseits 24, ,, andererseits ZB,, zu simtlichen y;
orthogonal sein, wenn jede der Gleichungen (1) und (II) eine auf der ganzen
Einheitskugel stetige Losung haben soll. Die Bedingungen dafiir hatten

?) Vgl. E. Heine, Theorie der Kugelfunktionen, 1 (1878), S. 461.

Y
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wir bereits, auch fiir » Dimensionen giiltig, gefunden. Sie sind durch (57)
ausgedriickt, wo jetzt » von 1 bis » liuft.

Es ist nun wegen (ny)g——: 1
fy;do +(n— 1)fy?y;‘f:—

worin O die Oberfliche der (n — 1)-dimensionalen Einheitskugel bedeutet:

k3 023 7T

o= [...f tf ST s ddg, ... dga_y.

P1=0 2=0 @, _o=0¢, =0
Ferner ist

n—2, gn—: L 30
J y;.‘dO::fgjd0=fcf'sl Perts, dede,...dy, = TR

so daB o

: Jy% y3d0— ot
S+ yiy;)d0 =4 fyly2dO
und damit wird die Bedingung fiir die 8% ,. (57)

Zﬂy]}c) vk "T”Zﬂ@k =0

v, k¥v

und

was fiir die Metrik des n-dimensionalen Ranmes die gleiche Bedeutung
hat wie die Gleichungen (58) fiir den Raum von 3 Dimensionen.

Damit ist der Satz allgemein bewiesen.

Mathematisches Seminar der Hamburgischen Universitiat, Oktober 1920.

(Eingegangen am 31. 10. 1920.)



Ein Minimumproblem fiir Ovale.
Von

Julius P4l in Gyér (Ungarn).

1. Herr Prof. Fujiwara (Sendai, Japan) hatte die Giite, meine Auf-
merksamkeit auf folgende Frage zu lenken:

Unter allen Ovalen, in welchen man die Einheitsstrecke wenden
kann, ist dasjenige festzustellen, dessen Fldichenmaf méglichst klein ist.

In voller Ausfithrlichkeit und Prézision ist die Frage die folgende:
Ein Oval C ist zur Konkurrenz zugelassen, wenn in demselben zwei
stetige Kurven

(1) =), y—g(t) wd z—gp(t), y—p(H), (0<tL1)
verlaufen, fiir welche

(13) [7(£) — 9 (O + [ (£) — v (£)]* = konst. — 1

und

(1b)  f(0)=¢(1), F()=e(0), g(0)=v(1), g(1)=»(0)
ist,
Unter diesen Ovalen C ist dasjenige festzustellen, dessen Flachenmaf

o y=r(0)
minimalen Wert hat.

Herr Fujiwara vermutet, dal die gesuchte Minimalfigur das gleich-
seitige Dreieck mit der Hohe 1 ist. In djeser Arbeit werde ich nach-
weisen, dafl diese Vermutung in der Tat zutrifft.

2. Es sei H ein Oval, @ eine Gerade seiner Ebene,

(2) d=d(H,a)
bedeute die Entfernung der beiden zu @ parallelen Stiitzgeraden von H und
6=20(H)

sel die kleinste der Zahlen (2). Dann wird bekanntlich  die Dicke des
-Ovals H genannt.

Die laut (1) gewendete Einheitsstrecke wird in einem Zeitmoment
senkrecht auf @ stehen; daher ist fiir jedes C und o ‘

d(C,a)>1
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and fiir jedes C
s(C)=>1.
3. Wir werden nun beweisen:
Satz 1. Ist fiir das Oval H

SEH)=1,
so ist sein Flichenmaf

(3) y (H)> =

:/:3:’
und das Gleichheitszeichen gilt nur, wenn H das Fujiwara-Dreieck ist.
Hieraus folgt a fortiori:

Satz II. Das Fujiwara-Dreieck ist eine und die einzige flichen~
mintmale Figur unter den Owalen C.

Im folgenden bezeichne G stets ein Oval mit der Dicke

8(G)=1.
Es geniigt, die Ungleichheit (3) fiir Ovale G zu beweisen. Ist namlich
0(H,)>1,
so sei G, das zu H, ahnliche, kleinere Oval mit
8(@,) =1.
Aus
1
>
I (G1) =13
folgt dann
1
v(H,)> 7—3‘,‘

4. Es sei N irgendein Oval, r der Radius eines in der abgeschlossenen
Ovalscheibe verlaufenden Kreises. Unter den Zahlen r gibt es eine groBte;
sie soll .

oe=e@)
heiflen; man hat unmittelbar
e (M) <36(N).
In einer schénen, kleinen Arbeit hat Herr Blaschke ) bewiesen, daB
(4) oe(¥) 2 38(N)

~ist. Von der Ungleichung (4) werde ich im folgenden wesentlichen Ge-
brauch machen,

1) Jahresbericht der Deutschen Math. Ver. 28 (1915), S, 369.
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5. Die Ungleichung (3) ist gewiB erfiillt fiir Ovale G mit

o L
Q= > 73
oder L
1
Q=9(G)>‘/’“F:"o (r<3)
zy3
Wir betrachten also nur Ovale @ mit
(5) 3(@)=1 und <ZLo<7, (ro < 3)-
Fiir ein Oval N mit
o) <22,

also gewiB fiir ein Oval G, welches die Bedingung (5) erfiillt, gilt nach
der eben zitierten Arbeit des Herrn Blaschke:

,»Bs gibt einen einzigen auf @ verlaufenden Kreis vom Radius ¢ (G);
dieser heiBle g, sein Mittelpunkt O. Es gibt zumindest ein spitzwinkliges
Dreieck, dessen Ecken sowohl auf der Kreislinie g, wie auf der Oval-
linie G liegen.

Fixieren wir ein solches Dreieck; es
soll PQR heiBen. Die Kreistangenten in 5
P, @ und B berithren auch die Ovallinie G T
und bilden ein Dreieck P,Q,R,, welches
das Oval @ enthilt.

Das Dreieck P,Q, B, wird durch den
Kreis g in vier Stiicke zerschnitten, die der
Reihe nach I, I, III, IV heiBen sollen
(siehe Fig. 1); jedes dieser Stiicke enthalt
ein Stiick des Ovals. Die Flichenmasse
dieser vier Stiicke seien y,, ¥,,
Vs> P45 €8 ISt

2

Yy =T7Q0"
Fiir die Zahlen y,, »,, y; will g, W\ Ry
ich jetzt untere Schranken fest- / P \
stellen. Fig. 1.

6. Auf der zu @, R, paral-
lelen Stiitzgeraden fixiere ich einen Punkt P” der Ovallinie; er liegt hoher
als jeder Kreispunkt (wegen o < 1) und folglich auf I; wegen 4(G)=1
ist seine Entfernung von O zumindest 1— . Aus
0Q=p<1—9ZLOP"
folgt, daB der auf I fallende Bogen QP” zumindest einen Punkt enthils,
dessen Entfernung von O genau 1 — g ist; es sei P’ ein solcher Punkt..
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Entsprechend fixiere ich auf /7 und III fallende Punkte Q' und R’ der
Ovallinie mit den Radienvektoren

OP'=0Q =0R'=1—o.
Die kleinste konvexe Figur, die den Kreis g und das Dreieck P'Q’ R’ aui-
nimmt, besteht aus dem Kreis und drei dem Kreise aufgesetzten Kappen.
Die Kappen liegen getrennt auf I, II und III. Eine der Kappen hat
das FlichenmaB

e
1—o

0V1— 20 — o? arc cos
und folglich ist

(6) ng)=V1+yg+V3+74

gﬂ92+39v.1~_2—5—-39231'0008—15—9':f(@)3

wo o statt o(@) steht, und unter arc cos der iibliche Hauptwert ver-
standen wird.

7. Fiir die Werte
<o<}$

ol

erfiillt f(o) die Ungleichung )
1
(7) fle)y>r(3) =
A fortiori ist fiir ein Oval @
(@) >

1

V8’ '
R

'EN

sobald ¢ > § ist.

Die Ungleichung (7) beweist man z. B. so, dafi man f'(@) berechnet
und konstatiert, daB dieser Differentialquotient fiir § < o < 3 stets positive
Werte hat. Ich zehe vor, (7) durch eine elementar-geometrische Uber)
legung zu beweisen, da ein solther Beweis der Natur der Frage viel mehr
entspricht.

8. In Fig. 2 ist 4,B,C, das Fujiwara-Dreieck, O sein Mittelpunkt;
um O schlagen wir den Kreis g mit dem Radius o, 3 <o < 3 und tragen
auf den Halbstrahlen OA,, OB,, 0C, die Strecken

0A=0B=0C=1—p

auf; die kleinste konvexe" Figur, die den Kreis g und das Dreieck 4BC
aufnimms, heie F. Das FlichenmaB von F ist f(o), dasjenige von
A 4,B,C, ist £(3) = }/%‘

F enthilt das Dreieck 4,B,C, bis auf sechs kleine, untereinander
kongruente Dreiecke; eines dieser Dreiecke ist B,BD. Wir wollen zeigen,
daB das, was von F auferhald L A,B,C, liegt, flichengrofer ist, als
6 >< AB,BD. ’
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Der Mittelpunkt von A4,B, heilt .C,. Wir zeichnen C,E parallel,
gleichgerichtet und gleichlang mit AAy; E liegt auf der Kreisscheibe g,
da C,E=A44A =090 — 3 der Mlmmalabstand der beiden konzentrischen
Kreislinien 1st M 1st der Schnitt- y
punkt von C, A und EA,. Das Drei- °
eck C, E M liegt auBerhalb A 4,B,C,,
das ihm kongruente A4 A, M ent-
hilt als wirklichen Teil eines der zu
kompensierenden sechs Dreiecke. Da-
mit ist also (7) bewiesen.

9. Zu besprehen sind noch die
Ovale G mit

6(G)=1 und o(G)=1.
Es gibt aber nur ein einziges solches 5, p\_/
Oval, nimlich das Fujiwara-Dreieck.
Fiir ¢ =3 ist namlich (Fig. 1)
OP'=0Q =0R =2,
und g wird von jedem der Punkte P’, @', R’ unter 60° gesehen. Also
sind PQR und P ,Q, R, gleichseitige Dreiecke: A P, @, R, hat aber keinen
wirklichen konvexen Teil G mit
8(G)=1,
d. h. G ist das ganze Dreieck P, @, R,
Damit sind die in 3. ausgesprochenen Sitze I—II bewiesen.
10. Der Satz I sagt nur scheinbar mehr aus als der Satz 1I; denn
die Einheitsstrecke kann in jedem Oval G gewendet werden. .
Dieser wohl von niemandem bezweifelte, doch meines Wissens nirgends
sorgfiltig besprochene Satz ist unmittelbar ersichtlich fiir ein ,,regu-
lires“ @, welches weder Ecken noch geradlinige Begrenzungsstiicke hat
und dessen Tangentenrichtung sich stets #ndert?). Dagegen ist es nicht
so einfach zu zeigen, daB das Wenden im allgemeinen Oval moglich ist.
Der einfachste Beweis scheint mir die folgende explizite Vorschrift, nach
welcher das Wenden vorgenommen werden kann:
11. Die Punkte A(x=a, y=0) und B(x =250,y =0) seien End-
punkte eines Durchmessers von . Die beiden durch 4 und B begrenzten
Bogen der Ovallinie seien durch

o

% Es seien 4, A’ und P, P’ die Beruhr\mgspunkte eines @ umschnebenen
Paranelogramms Durchliuft P den Bogen 44" in positivem Smue, so durchlsufs P’
den Bogen A’ 4 ebenfalls in positivem Sinne, und es ist PP’ 2>1. Also kann die
auf A4’ gezeichnete Einheitsstrecke gewendet werden.
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y=r(2), f(z)=0 uwnd y=g(z), g(x) <0, (e<2ZD)
dargestellt.
Im Viereck a < £ <b, a <9 < b der (&, 7)-Ebene definiere ich eine
Punktmenge ¢ wie folgt: Der Punkt (&, ) gehore dann und nur dann
zun o, wenn die Punkte

r=¢, y=f() wd z=1, y=g(n)

der Ovallinie auf parallelen Stiitzgeraden des Ovals liegen. Die Menge o
ist ein Kontinuum. Der hochste auf £ = &, liegende Punkt von o sei

1o =k (§)-
Zufolge der Konvexitit von G ist k(&) eine monoton nicht zunehmende
Funktion, und so bilden die Strecken

k(E—-0)<n<k(¢+0) (a<&5h)
eine stetige Linie, die die Punkte
E=a, =0 wuwnd &=b, n=a
verbindet. Durchlduft man diese nach einem Gesetz
§=£&(r), n=n(7) (0==<1),
so entspricht der stetigen Anderung von z eine sich stetig bewegende Sehne
des Ovals; dieser Sehnenbewegung folgend kann die auf 4B gelegene
Einheitsstrecke gewendet werden.

Man kann kiirzer wie folgt schlieBen: Der Durchschnitt von ¢ mit
einer Geraden £ = &, oder einer Geraden =7, ist ein Punkt oder eine
Strecke. Hieraus folgt, daf ¢ ,,zusammenhingend im Kleinen*?®), folglich
selbst eine stetige Linie ist. Es mag hinzugefiigt werden, daB irgendeine
auf G gezogene Strecke PQ von der Linge 1 auf G gewendet werden
kann. Denn eine auf @ gewendete Strecke nimmt eine zu P @ parallele
Lage gewif an, und parallel-gleiche Strecken von G konnen auf G in-
einander verschoben werden.

12. Die zur besprochenen duale Frage ist:

Unter den Ouwalen G ist dasjenige festzustellen, dessen Umfang
minimal ist.

Der minimale Umfang ist 7, er kommt aber nicht einer Figur zu,
sondern allen mit der konstanten Breite 1. Dieses folgt, wie Herr Blaschke *)

gelegentlich bemerkte, unmittelbar aus der Cauchyschen Formel, welche
den Umfang des Ovals mit Hilfe der Stiitzwinkelfunktion ausdriicks.

3) Siehe Hahn, Jahresber. der Deutschen Math. Ver. 28 (1915), S. 318, und
Sitzungsber. der -Wiener Akademie 123, Ila.
1} Berichte der Sichsischen Akad. Leipzig, 67, S. 296.
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18. Versucht man die Einheitsstrecke zu wenden, und brachte man
sie dabei schon in die Lage 4B, so braucht man fir den momentanen
Zweck, die Strecke nach rechts oder links weiter zu drehen, nur den auf
A B senkrechten Streifen von der Breite 1. Dadurch verfillt man leicht
auf den Gedanken, diese ,,Differentialbedingung® zu integrieren und die
Minimalfigur unter den Ovalen mit der konstanten Breite 1 zu suchen.
Dieser Plausibilititsschluf erweist sich also fiir das Problem des kleinsten
Umfangs als richtig, ist aber irrefithrend fiir das Problem der kleinsten
Flache.

14. Ist Y eine nicht konvexe Jordan-Kurve, so kann man ihr eine
konvexe Kurve von kleinerem Umfang umschreiben. Fragt man daher
nach der Jordan-Kurve kleinsten Umfangs, in welcher man die Einheits-
strecke wenden kann, so kann man sich von vornherein auf konvexe
Kurven beschrinken.

Es gibt aber nicht konvexe Jordan-
Kurven, in welchen man die Einheits-
strecke wenden kann und die flichenkleiner
sind als das Fujiwara-Dreieck. So be-
grenzt z. B. in Fig. 3 die stark ausgezogene
Linie eine Figur, die ein wirklicher Teil
des Fujiwara-Dreiecks ist und in welchem
man schon wenden kann. (In der Figur
sind die Mittelpunkte der drei Kreisbogen
die Ecken des Dreieckes.) Daher ist es
sinngemaB, die in 1. formulierte Aufgabe
zu der folgenden zu erweitern:

Fig. 3.

Es sei Y eine durch eine Jordan-Kurve begrenzte Scheibe, auf wel-
cher man die Einheitsstrecke wenden kann. Es ist die flichenminimale
unter den Scheiben zu bestimmen.

Diese Aufgabe scheint mir recht schwierig. Nicht nur, weil ein
Ansatz, der die Variationsrechnung zur Hilfe herbeiriefe, nicht moglich
ist, sondern auch, weil man iiber die allgemeine Jordan-Kurve nur topo-
logisch, aber gar nicht metrisch Bescheid weif. Es wollte mir nicht einmal
gelingen festzustellen, welche von den Jordan-Scheiben Y, welche auf dem
Fujiwara-Dreieck liegen, flichenminimal ist. Da auflerdem ein Konvergenz-
satz, wie er fiir konvexe Kurven von Herrn Blaschke®) gefunden wurde,
allgemein fiir Jordan-Kurven nicht besteht, bleibt auch die Existenz einer
Minimalscheibe fraglich.

%) Siehe Blaschke, Kreis und Kugel, Leipzig 1916, S. 62.
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15. Ich méchte noch sagen, wie die besprochene Frage in einen Kreis
von schwierigen Problemen sich einordnet. »

Es seien € und ¢ zwei Ovale; es sei moglich, ¢ stetig so zu bewegen,
daB es stets in O bleibt, wihrend die Arcus-Anderung eines mit ¢ starr
verbundenen Halbstrahles 2z betrigt. Dann wollen wir sagen, dal ¢ in C
ganz gewendet werden kann.

Man sieht ohne weiteres, daf dann als Anfangslage von ¢ jede auf C
mégliche Lagernng von ¢ vorgeschrieben werden kann.

An diesen Begriff vom ganzen Wenden kniipfen sich zwei Gruppen
von Fragen:

I Gegeben ist ein Oval €. Man betrachtet alle in C ganz wend-
baren Ovale ¢ und fragt nach demjenigen ¢, fiir welches diese oder jene
wichtige Ovalfunktion f= f(c), g =g(¢), ... extremalen Wert hat.

So hat z B. Herr Kakeya®) mit einfachen Mitteln gezeigh, daB bei
fixiertem C das flichenmaximale ¢ kreisférmig ist. Fiir den Beweis braucht
man nur die klassische Isoperimetrie der Kreislinie, die Cauchysche Formel
fiir den Umfang des Ovals und den Satz, daB unter den Ovalen gegebenen
Durchmessers der Kreis flichenmaximal ist.

II. Fixiert sei das Oval ¢. Man betrachtet alle C, in welchen ¢
ganz gewendet werden kann. Gesucht wird dasjenige C, fiir welches eine
wichtige Ovalfunktion f= f(C) extremalen Wert hat.

So kann man z B. bei gegebenem ¢ nach dem flichenminimalen C
fragen. Diese Frage ist gelost fiir den bescheidenen Spezialfall, dall ¢ die
Einheitsstrecke ist. Aber schon die nichst einfachen Fille bieten wesent-
liche Schwierigkeiten. Fragt man z. B. nach dem flichenkleinsten C, in
welchem man das Einheitsquadrat ganz wenden kann, so ist es iiberaus
wahrscheinlich, daB die gesuchte Minimalfigur der umschriebene Kreis ist;
aber es scheint mir, daB ein Beweis mit einfachen Mitteln nicht mdglich ist.

16. Die formulierten Wendungsaufgaben fithren zu einer natiirlichen
Verallgemeinerung der Kurven konstanter Breite.

Man betrachte eine Kurve, die im reguliren n-Eck ganz wendbar ist,
die aber beim Wenden in jedem Zeitmement an alle Seiten des Polygons
anstoBt. Es sei ¢, eine solche Kurve; im speziellen ist ¢, ein Oval kon-
stanter Breite. ]

Die Kurven ¢, wurden von den Herren Meifiner?), Kakeya®) und
Fujiwara ®) nach verschiedenen ‘Richtungen untersucht.

2

%) Some Problems on Maxima and Minima regarding Owvals. Science Reports of
the Téhoku Imp. Universi'y 6, Nr. 2. Sendai (1917).

%) Vierteljahrsehrift der Naturforsch. Gesellsch. in Ziirich (1909).

% Science Reports of the Téhoku Imp. University 4 (1915) und 8 (]919),
ferner The Téhoku Mathem. Journal 11 (1917).
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Betrachten wir alle Kurven ¢, mit normierter Gr68e (etwa der Breite 1)
und fragen wir, fiir welche unter diesen Kurven die wichtigen Ovalfunk-
tionen zum Extremum werden. Als Extremumfigur erhalten wir fiir die
meisten Ovalfunktionen den Kreis oder das Reuleaux-Dreieck$: ?).

Unter den Kurven ¢, (mit normierter GroBe) tritt sehr oft ein Kreis-
bogenzweieck als Extremumfigur auf®); dieses Zweieck mit dem umgeben-
den (normierten) Dreieck ist in Fig. 4 dargestells.

Das gleichseitige Dreieck ist das
flichenkleinste Oval, in welchem dieses
Zweieck gewendet werden kann. Jede
Figur vom Durchmesser 1, welche im
Fujiwara-Dreieck gewendet werden kann,
ist ein Teil dieses Zweieckes.

Bei der Verfolgung der Analogie der
Kurven ¢, und ¢, wird man auf folgen-
des aufmerksam: Es gibt durchaus re-
gulire (z. B. algebraische) Ovale, welchen
man in jeder Richtung ein Quadrat um-
schreiben kann, ohne daB sie von kon- Fig. 4.
stanter Breite wiren.

17. Die Tatsache, daB die Einheitsstrecke in jedem Oval H mit
0(H)>1 gewendet werden kann, fithrt zu folgender Fragestellung:

Der Halbstrahl ¢ sei mit dem Oval ¢ starr verbunden; es sei mdg-
lich, ¢ so in das Oval C zu legen, daBl o eine willkiirlich vorgeschriebene
Richtung hat. Folgt hieraus, daB ¢ auf C ganz gewendet werden kann?*®)

Legt man ¢ auf C, so entspricht dieser Lagerung ein Punkt (&, 7, {),
wobei etwa & und » die Koordinaten des Anfangspunktes von a, { die
Richtung von @ bedeute {0 < ¢ < 2x]. Die allen moglichen Lagerungen
entsprechenden Punkte (£, 5, Z) bilden eine Menge o und die Frage ist,
ob ¢ im Kleinen zusammenhingt.

Jeder ebene Schnitt ¢ = konst. von ¢ ist ein konvexer Bereich, dieses
allein gentigt aber nicht zum Zusammenhang im Kleinen.

Kjebenhavn, Sept. 1920.

9) Blaschke, Math. Ann. 76 (1915).

10) Zusatz bei der Korrektur: Diese Frage ist, wie mir Herr Harald Bohr freund-
lichst mitteilt, bejahend zu beantworten, Herr Bohr untersucht nicht den Zu-
sammenhang im Kleinen, sondern kommt mit einfachen Uberlegungen iiber Konvexes
zur bejahenden Antwort.

(Eingegangen am 15, 11, 1920.)

¢
’
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