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Beitriige zur Algebra der Logik, inshesondere zum
Entscheidungsproblem.

Von
Heinrich Behmann in Géttingen.
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Einleitung.

§1.
Wesen und Aufgabe der Algebra der Logik.

Auch noch innerhalb der gegenwirtigen symbolischen Logik hebt sich
mit hinreichender Klarheit dasjenige Teilgebiet oder, vielleicht besser ge-
sagt, diejenige besondere Richtung heraus, die, schon verhﬁ,ltnisméiﬁ.ig frith
zu einer gewissen Hohe der Ausbildung gelangt, ihrerseits einen nicht
geringen Anreiz zu der inzwischen erfolgten bedeutenden Entfaltung der
symbolischen Logik gegeben hat und die man sehr treffend als die Aigebra
der Logik bezeichnet. Wie schon der Name sagt, handelt es sich bei ihr
in erster Linie um solche Zusammenhinge und Fragestellungen, wie sie
von der Zahlenalgebra her bekannt und geldufig sind, Insbesondere um
die Ausbildung den algebraischen nachgebildeter Rechenverfahren fiir die
Losung gewisser hierfiir gecigneter Klassen logischer Aufgaben.

Wenn auch auBer Frage steht, dall die Algebra der Logik bei ihrer
Ausbildung von dem Vorbild der hochentwickelten Zahlenalgebra auBer-
ordentlichen Nutzen gehabt hat — man kann wobl sagen, daB sie ohne
ein solches Vorbild gewif niemals entstanden wire —, da sie nun nicht
wie jene in jahrhundertelanger Entwicklung — ohne ein fester umrissenes
Ziel als das der Erweiterung des ibr eigentiimlichen Erkenuntnisbereiches
iiberhaupt und ohne einen klarer vorgezeichneten Weg als den im einzelnen
Augenblick durch die mehr oder minder zufilligen Neigungen oder gliick-
lichen Einfille einzelner Forscher bestimmten -< allmahlich ihr Gebiet
erobern muBte, sondern statt dessen an dem sicheren Leitfaden der Ana-
logie ihren Weg gleichsam abschreiten durfte, so darf gleichwohl nicht
verkannt werden, daB, wie dies vielleicht im Wesen des iiberragenden
Vorbildes iiberhaupt liegt, auch dieses hier doch manche bedenkliche
Folgen gehabt hat. Es lag hier nimlich die Gefahr vor — und so st
es denn auch tatsichlich gekommen —, .da8 die in langer Entwicklung
gewordene und bewihite Darstellungs- und Betrachtungsweise der Zahlen-
algebra nunmehr auf-die Logik, die ihrerseits einer.Zeichénspracheidringend
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bedurfte und die ohne eine solche in der Tat »Seit dem Aristoteles .
k_einen Schritt vorwérts hat tun kénnen (Kant), in einer allzu ﬁuBer:
lichen Weise als auf ein doch im Grunde wesensfremdes Gebiet iibertragen
wurde, das mit in Riicksicht zu ziehen den Schopfern jener algebraischen
Zeichensprache ja niemals hatte in den Sinn kommen kénnen?).

Dies zeigt sich bereits bei der Benennung und der Bezeichnung der
grundlegenden Verkniipfungen. Man erkennt hier wirklich keine Nétigung,
die Verkniipfungen der Disjunktion — des nicht ausschlieBenden ,,oder —
und der Konjunktion — des ,und“ zwischen Aussagen oder Pri-
dikaten —, die einander in der symbolischen Logik bekanntlich ganz
gleichberechtigt gegeniiberstehen, gerade mit den Namen und den Zeichen
der Addition und der Multiplikation zu versehen. Es wire in der Tat
genau so berechtigt und nicht weniger sinnvoll -gewesen, die Konjunktion
— als das logische ,,und“! — als Addition und die Disjunktion demgegen-
tiber als Multiplikation zu bezeichnen, wie dies von Hilbert?) tatsichlich
geschieht; vom Standpunkt der Aussagen- oder Inhaltslogik ist der zweite
Weg genau ebenso der natiirlichere, wie der erste von der Klassen- oder
Umfangslogik — dem ,Gebietekalkiil der Algebra der Logik — her
néher liegen muBte. Ich habe jedenfalls den Eindruck, daB die obige
falsche Parallele, statt das Verstdndnis zu erleichtern, in Wahrheit nur
Verwirrung gestiftet hat. ’

Dazu kam das seltsame Vorurteil, daB, wie in der Zahlenalgebra der
Hauptgegenstand und das Haupthilfsmittel die Gleichung ist, darum such
in der Logik jede Aussage sich als Gleichung — d. h. als die besondere
Aussage der Qleichheit zweier Grofen — darstellen miisse. Aussagen,
die sich dieser Forderung nicht oder doch nur allzu gezwungen fiigen
wollten, wurden immerhin als ,,Ungleichungen® geduldet und als solche,
freilich mit einer gewissen Zuriickhaltung, mit in den Kreis der Betrach-
tung gezogen. Diese der Logik aufgezwungene kiinstliche Darstellung ver-
balf ihr denn auch zu einem Scheinreichtum, der eben nur durch die
Weitschweifigkeit und unfruchtbare Vielfiltigkeit der Darstellungsmittel
vorgetiduseht wurde.

Mochte diese Abhiingigkeit der logischen von der Zahlenalgebra im
Anfange vielleicht auch unvermeidlich sein, so hitte sich doch, wie ich
meine, das Streben ihrer Vertreter schon sehr viel friiher, als es tatsich-
lich durch Peano geschehen ist, darauf richten miissen, sich so bald wie

1) Der geriigte Febler entspricht genau demjenigen der klassischen Logik, dal
sio sich von dem fiic sie im Anfange in der Tat unerliBlichen Vorbild der Sprache
auch spiter nicht hat losreiBen kinnen, wihrend diese ja von Hause aus gewi
nicht als ein Hilfsmittel zum logischen Denken gemeint ist.

%) Vorlesung iiber die Prinzipien der Mathematik.
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méglich von diesem Zwange zu befrelen — noch ehe man die Algebra
der Logik auf Gebiete ausdehnte, denen sie in ihrer seitherigen Gestalt
unmdglich voll gerecht werden konnte. Denn tatsichlich beherrschte das
Vorbild der Zahlenalgebra nicht bloB das Darstellungs- und Rechnungs-
schema, sondern dariiber hinaus sogar die besonderen Fragestellungen wie
die allgemeine Zielsetzung der logischen Algebra, ohne daB auf die doch
unzweifelhaft vorhandenen Eigenbediirfnisse der Logik angemessen Riick-
sicht genommen wurde. Dies ging sogar so weit, daB allgemeine Ergeb-
nisse, die in rein formal-algebraischer Absicht gewonnen waren, nun auch
stets nur von dem gleichen Standpunkt gewertet wurden, ohne dafl ihr
in der Tat ganz hervorragender Wert fiir die Logik als allgemeine Denk-
lehre iiberhaupt Beachtung fand — wahrend auf der anderen Seite manche
Dinge als bedeutsame Errungenschaften des Kalkiils gefeiert wurden, die,
als Ausdruck rein logischer Sachverhalte verstanden, wohl das AuBerste
an Plattheit darstellen, was selbst innerhalb der Logik als der Lehre von
dem ,Selbstverstindlichen« eben noch ertriglich ist. (Schroders klassi-
sche Darstellung der Algebra der Logik bietet hierfiir mehr als ein Beispiel.)

Durch die vorstehenden Erwéigungen ist der.Zweck der gegenwirtigen
Abhandlung nach ihrer negativen Seite bereits gekennzeichnet. Positiv
soll versucht werden, die heutige Hohe der Entwicklung der allgemeinen
symbolischen Logik nun auch fiir das Sondergebiet der Algebra der Logik
fruchtbar zu machen, dieses Gebiet auf eine neue Weise und vor allem
mit neuen, angemesseneren Darstellungsmitteln wenigstens in seinen grund-
legenden Teilen aufzubauen. Freilich soll dieser Aufbau auch innerhalb
dieser Beschrinkung nicht vollstdndig geleistet, vielmehr nur in seinen
Hauptziigen entwickelt werden. Um dieser insofern vorldufigen Darstel-
lung nichtsdestoweniger eine gewisse innere Geschlossenheit zu geben,
mochte ich ihr gewissermafen als Leitgedanken die Aufgabe zuweisen, zu
der Losung des folgenden logischen Problems beizutragen, das ich geradezu
als das Hauptproblem der symbolischen Logik bezeichnen mdochte:

Es soll eine ganz bestimmie allgemeine Vorschrift angegeben werden,
die dber die Richtigkeit oder Falschheit einer beliebig vorgelegten mit
rein logischen Mitteln darstellbaren Behauptung nach einer endlichen
Anzahl von Schritten 2u entscheiden gestaiiet, oder zum mindesten dieses
Ziel innerhalb derjenigen — genaw festzulegenden — Grenzen verwirk-
licht werden, innerhalb deren se¢ine Verwirklichung tatsdchlich moglich ist.

Wenn auch heute selbstverstédndlich noch nicht im entferntesten daran
gedacht werden kann, dieses Problem, dessen Auflosung die ganze Mathe-
matik in eine ungeheure Trivialitdt verwandeln wiirde®), in seiner vollen

%) Wie namentlich Peano und Russell erkannt haben, 188t sich in der Tat jeder
mathematische Satz letztlich als ein rein logischer Sachverhalt auffassen.
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Allgemeinheit in Angriff zu nehmen, so verlohnt es sich, wie ich glaube,
dennoch — und eben dies soll im folgenden geschehen —, es wenigstens
fiir einen passend gewéhlten bescheideneren Bereich von Aussagen voll-
stindig durchzufiihren, der nichtsdestoweniger iiber den von der Algebra
der Logik — im Gegensatz zur symbolischen Logik iiberhaupt — bisher
in Betracht gezogenen Aussagenbereich in einer gewissen Hinsicht ganz
erheblich hinausgeht. Und zwar wird es sich in der vorliegenden Unter-
suchung letztlich um denjenigen Bereich von Aussagen handeln, den
Whitehead und Russell?) als die zweite Aussagenordnung bezeichnen,
mit der Einschrinkung freilich, daB an logischen Allgemeinheiten im
wesentlichen nur Eigenschaiten — bzw. Klassen —, von den Beziehungen
dagegen nur die rein logische der ldentitit als Grundbestandteile auf-
treten diirfen.

Die Darstellungsform wird nicht die axiomatische sein, sondern es
sollen hier die Bediirfnisse des praktischen Rechnens im Vordergrund
stehen. Das Ziel ist also nicht, alles auf eine moglichst geringe Zahl
logisch voneinander unabhingiger Formeln und Regeln zuriickzufithren;
im Gegenteil werden moglichst leicht aufzufassende und dabei moglichst
weittragende Regeln in solcher Anzahl gegeben werden, wie nach meiner
Ansicht dem praktischen Bediirfnis entspricht. Dabei wird uns die logische
Abhingigkeit von Regeln durchaus nicht kiilmmern, sofern diesen nur eine
selbsténdige praktische Bedeutung zuerkannt wird. Der Beweis der Re-
geln, soweit ein solcher gegeben wird, wird infolgedessen nicht im eigent-
lichen Sinne ein Zuriickfiihren auf Axiome sein konnen; vielmehr erstrebe
ich in der gegenwirtigen Abhandlung nichts weiter, als ihre Giiltigkeit
zur klaren Einsicht zu bringen. Ich werde mich also hier durchaus mit
demjenigen MaB von Strenge begniigen, das gemeinhin von mathematischen
Untersuchungen gefordert zu werden pflegt, wo man seine Ergebnigse
durch einleuchtende Schliisse und Uberlegungen gewinnt, ohne die Richtig-
keit der verwendeten SchluBweisen ihrerseits zu beweisen. Selbstversténd-
lich soll damit weder der Wert eines rein axiomatischen Aufbaus iiber-
haupt bestritten noch einem solchen durch den hier gewahlten Weg vor-
gegriffen werden. Es schien mir eben nur nicht ratsam, eine Unter-
suchung, die zu einem wesentlichen Teile der Aufweisung neuer Erkennt-
nisse dient, bereits mit derartigen Forderungen zu beschweren, denen in
einer spiteren mehr systematischen Darstellung des Gesamtgebietes ohne-
hin leicht Geniige geschehen kann.

4) A.N. Whitehead and B. Russell, Principia Mathematica.
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1. Die elementare Verkniipfungsaussage.

§ 2.
Symbolik. Rechenregeln fiir umkehrbare Schliisse.

Eines der wichtigsten Erfordernisse fiir die folgende Untersuchung
ist die Bereitstellung einer geeigneten Symbolik. Es mdochte hier als
das Gegebene erscheinen, die alte Schrodersche Symbolik durch diejenige
neuere zu ersetzen, die gegenwirtig am meisten geschitzt wird und wohl
am echesten Aussicht hat, allgemein durchzudringen, nimlich die der
Principia Mathematica von Whitehead und Russell. Aber so dringend
wichtig die Einheitlichkeit der Bezeichnung auch zweifellos ist und so
sehr alles vermieden werden sollte, was sie ohne Not gefshrdet, so darf
es dessenungeachtet nicht verwehrt sein, sich fiir bestimmte Sonderzwecke
innerhalb der symbolischen Logik, wie den gegenwirtigen des logischen
Rechnens, einer in gewissen Punkten abweichenden Symbolik zu bedienen,
die gerade das fiir diesen besonderen Zweck wesentliche Gefiige der Aus-
sage und auch nur dieses in der irgend erreichbaren iibersichtlichsten und
gedringtesten Form zum Ausdruck bringt. Denn nichts ist bei lingeren
Rechnungen hinderlicher, als allerlei fiir den gerade verliegenden Zweck
unndtiges und dabei den Uberblick hinderndes Beiwerk mitschleppen zu
miissen; so niitzlich gerade dieses Beiwerk in anderer Absicht — z B.
fiir die Heraushebung einer bestimmten beabsichtigten oder vorzugsweise
interessierenden Lesart der fraglichen Aussage — gelegentlich sein mag.
Dazu kommt noch, daB, je sorgfiltiger und sparsamer das System der
symbolischen Grundzeichen. ausgew#hlt worden ist, um so einfacher und
‘durchsichtiger die festzustellenden allgemeinen (esetzmiBigkeiten ausfallen
werden. Eine notwendige Vorbedingung fiir eine derartige Sonderbezeich-
nung ist freilich, daB die Zeichen der hesonderen Symbolik nicht bereits
in der allgemeinen in abweichender Bedeitung gebraucht werden.

Bine dussage, auf deren besonderen Inhalt es nicht ankommt, werde
durch einen der Buchstaben p, g, r, s bezeichnet. Ich schreibe die Nega-~
tion einer Aussage p, wie in der Algebra der Logik zumeist iiblich, als

P,
za lesen: ,nicht-p*“. Die Disjunktion®)®) von p und ¢, d. h. die Ver-

5) Dies Wort darf hier offenbar — wie manches andere in der Mathematik —
nicht in seinem urspriinglichen Wortsinne verstanden werden, Es kann jedoch nicht
entbehrt werden, da die Sprache fiir dic oben gemeinte Beziehung keinen angemesse-
nen Ausdruck hat.

% Sollte auf eine kurze Sonderbezeichnung der verkniipfenden Tatigkeit wie
auch der Verkniipfungsglieder Wert gelegt werden, so steht nach meiner Ansicht

3
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kniipfung durch das nicht ausschlieBende ,oder*, bezeichne ich (mit einer
gewissen Anlehnung an Hilbert, der sie freilich als Produkt auffalt) als

pq

ohne besonderes Verkniipfungszeichen. Die Konjunktion®) ,, und ¢* und
die Implikation oder Folgebeziehung ,,wenn p, so g* stellen sich dann
augenscheinlich als

p7 wd Pyg

dar, bediirfen also keiner neuen Zeichen,

Durch diese Auswahl und Bezeichnung der Grundverkniipfungen ist
ein Ziel, das bereits Frege ?) vorgeschwebt hat, in der wohl denkbar ein-
fachsten Weise erreicht. Obgleich Frege erkannt hatte, daB man beim
logischen Rechnen, abgesehen von der Moglichkeit der Einsetzung beson-
derer Werte in eine allgemeine Form, grundsétzlich mit der einen inhalt-
lichen — d. h. als solche nicht selbst symbolisch darzustellenden —
SchluBregel auskommen wiirde: ,,Eine von einer richtigen implizierte Aus-
sage ist selbst richtig®, entschied er sich doch in der Praxis dafiir, eine
Mehrheit von SchluBregeln von moglichster Einfachheit, dabei aber von
moglichst groBer praktischer Tragweite, bereitzustellen, deren wesentliches
Ziel mithin die Bequemlichkeit des logischen Rechnens war. Augenschein-
lich um die Anzahl der erforderlichen Fallunterscheidungen nach Méglich-
keit herabzudriicken, stellt Frege alle Aussagenverkniipfungen durch die
beiden einzigen der Negation und der Implikation dar, von denen die erste
iiberhaupt unentbehrlich, die zweite aber die fiir den ProzeB des logischen
SchlieBens belangreichste ist. Ungliicklicherweise stellen sich nun aber
die symmetrischen Verkniipfungen der Disjunktion und der Konjunktion
in der Folge in unsymmetrischer Weise dar, wodurch die Ubersicht und
die Handhabung in hohem Grade erschwert wird,

Alle Ubelsténde der Fregeschen Aussagensymbolik, unter anderem auch
die recht lastige Mehrzeiligkeit der Formeln, fallen nun mit einem Schlage
weg, wenn man statt der Implikation die Disjunktion zugrunde legt (gegen
die Bevorzugung der Konjunktion sprechen gewisse Bequemlichkeitsgriinde)
und diese obendrein auf die denkbar einfachste Weise, durch die blofe
Nebeneinanderstellung, ausdriickt. Der volle Gehalt der Fregeschen Re-
geln®) fiir wmkehrbare Schliisse stellt sich dann in der folgenden ein-
fachen und iibersichtlichen Weise dar:

nichts im Wege, nach dem Vorbild der arithmetischen Fachsprache hier von ,dis-
jungieren®,  konjungieren“, ,Disjungenden® und ,Konjungenden zu sprechen. Prak-
tisch kommt man freilich mit den von mir durchweg verwendeten naheliegenden
Umschreibungen vollkommen aus,

") G. Frege, Grundgesetze der Arithmetik. Vgl. insbesondere 1, S. 25-26.

) Grundgesetze 1, S. 61.
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I. Satz von der doppelten Verneinung. Doppelte Verneinungs-
striche dber demselben Bestandteil einer Aussage kémnen nach Belieben

gesetzt oder weggelassen werden. pqr<—>(pq)r.

II' Vereinigungssatz. Disjunktionsglieder konnen nach Belieben
zusammengefafit oder getrennt werden. (Klammern sind somit entbehr-
lich). (pg)r<>p(gr)—>pir

III' Vertauschungssatz. Die Reshenfolge der Glieder einer Dis-
junktion ist beliebig. pqr3<«>3qpr

IV’ Verschmelzungssatz. 7Triit in einer Disjunkiion ein Glied
mehrmals auf, so braucht es nur einmal gesetzt zu werden, und umgekehrt.
PPg<>Pg.

Zu diesen Regeln ist noch folgendes zu bemerken:

Die Regeln I und II' — der beigesetzte Strich nimmt Riicksicht
auf eine spitere Erweiterung — sind bei Frege nicht ausdriicklich formu-
liert, hier aber der Vollstindigkeit halber erginzt.

Es mag beachtet werden, wie gerade die Regel II" dazu beitrigt,
dal letztlich allein noch der fiir den Rechenproze8 wesentliche Gehalt
der "Aussage zum Ausdruck gebracht wird. So kann z. B. ein Ausdruck wie

par
gelesen werden: ,Entweder gilt p nicht oder ¢ gilt nicht oder r gilt*
— dies ist die schematischste und daher unlebendigste Art der Auffassung —
oder: ,,Wenn p gilt, so gilt, wenn ¢ gilt, auch 7 oder: ,,Wenn p und ¢
gelten, so gilt auch r“ — wohl die praktisch zumeist wertvollste Lesart —,
womit freilich noch keineswegs alle Moglichkeiten erschopft sind. Soll im
besonderen Fall eine bestimmte Lesart nahegelegt werden, so kann dies
leicht durch Klammern oder auch durch doppelte Verneinungsstriche ge-
schehen. So wiirden z. B. die Schreibungen
p(gr) und par

vorzugsweise auf die zweite und die dritte der obigen Deutungen abzielen.

Die Regel III’ faBt die Fregeschen Regeln 2 und 8 in eine zu-
sammen, die ihrerseits einfacher ist als jede von diesen.

Die Regel IV’ ist sogar stirker als die Fregesche Regel 4, die nur
von den Vordersitzen einer Implikation handelt.

§ 3.
Nichf umkehrbare Sehliisse..

Die durch die Regeln I—IV’ beschriebenen Prozesse hatte ich vorhin
als ,umkehrbare Schliisse bezeichnet. Sie wiirden statt dessen, da sie
sozusagen auf bloBe Umformungen der gegebenen Aussage hinauslaufen,
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vielleicht auch den Namen ,uneigentliche Schliisse verdienen. In der
klassischen Logik — wohl aus dem zuletzt genannten Grunde — einiger-
maBen miflachtet, sind sie in der Tat erst durch die moderne symbolische
Logik zu ihrem wahren Recht gekommen. Die Algebra der Logik, so
wie sie hier verstanden werden soll, insbesondere auch das nachher zu
entwickelnde Entscheidungsverfahren, hat sogar die Eigentiimlichkeit, un-
geachtet der Tatsache, daB sie gerade auch in dem nicht umkehrbaren
Schluf einen wichtigen Gegenstand ihrer Forschung sieht, doch selber aus-
schlieflich mit umkehrbaren Schliissen zu arbeiten, derart, da8 also jede ihrer
SchluBketten ohne weiteres auch riickwirts durchlaufen werden kann.

Um jedoch die besondere Eignung der hier verwendeten Symbolik
gerade auch fiir das Arbeiten mit nicht umkehrbaren Schliissen zu zeigen,
mochte ich auch dieses Thema wenigstens streifen und gebe in dieser Ab-
sicht zunéchst die einfache Regel an, die in unserer Symbolik die drei
Fregeschen SchluBlregeln 6—8 nicht nur ersetzt, sondern sogar noch iiber-
bietet. Ich formuliere sie als:

V Eliminationssatz. Aus irgend zwei richtigen Aussagen erhdlt
man wieder eine richiige, indem man gegebenenfalls einmal ein freies
Disjunktionsglied (d. h. nicht ein Glied einer selbst unter Verneinungs-
strichen stehenden Disjunktion) der einen Aussage, das sich von einem
solchen der anderen Aussage nur durch den daribergesetzten Verneinungs-
strich unterscheidet, gegen dieses weghebt und die dbrigen disjunkiiv
verkniipft. (Hierbei ist vorausgesetzt, daB die Aussage selbst auch als
eingliedrige Disjunktion gefaBt werden darf) Z.B.- pgr, Grps— pps.

Der wichtigste Sonderfall dieses Satzes ist derjenige der Fregeschen
Regel 6, wo der eine der beiden Vorderséitze als eingliedrige Disjunktion
behandelt wird, in Zeichen- p, pg—g¢q.

Die Regel V verkérpert, wie schon gesagt, den eigentlichen SchluB,
denjenigen, bei welchem die Vordersétze ihrerseits aus dem SchluBsatz
nicht wieder zuriickgewonnen werden koénnen, dieser also weniger besagt
als jene zusammen. — Ihre Giiltigkeit ist wie folgt einzusehen: Auf
Grund der gegenwirtigen Symbolik stellen die Vordersitze sich als —
gegebenenfalls eingliedrige — Disjunktionen dar. Unter den Disjunktions-
gliedern ist beide Male mindestens ein richtiges, da ja sonst die Disjunk-
tionen selber nicht richtig wiren, im ganzen also mindestens zwei. Nun
entsteht der SchluBsatz durch Weglassung zweier Glieder, von denen ge-
wiB eines richtig und eines falsch ist, und Vereinigung der iibrigen, hat
also seinerseits immer noch mindestens ein richtiges Disjunktionsglied
und ist folglich selbst richtig. — Anschaulich mag man sich den Inhalt
der Regel etwa so klar machen: Man denke sich zwei Geféfie mit teils
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weilen, teils schwarzen Kugeln. Es sei bekannt, daB jedes der beiden
GefdBe mindestens eine weie Kugel enthélt. Wird nun der Inhalt der
GefiBe in einem dritten zusammengeschiittet und werden aus dem Gemisch
zwei Kugeln verschiedener Farbe entfernt, so enthilt das dritte Gefal
auch dann noch gewiB mindestens eine weile Kugel.

Natiirlich darf man nicht etwa mehr als ein Paar Glieder gleichzeitig
wegheben. Haben namlich die Vordersitze nur je ein richtiges Glied —
dessen Verneinung dann jeweils in der anderen Aussage auftritt —, so
wird, wenn man beide Gliederpaare weghebt, der SchluBsatz sicher falsch.
So folgt aus pgr und $§ nicht etwa r, denn falls p und ¢ verschiedenen
Wahrheitswert haben, sind die Vordersitze offenbar erfiillt, unabhingig
von der Geltung von r. Tatsiichlich wiirde die Regel V hier nur die tri-
vialen Folgerungen prp und grg gestatten.

Die Regel V ist iibrigens noch einer Verallgemeinerung fahig, die
iiber den in Freges ,,Grundgesetzen der Arithmetik*‘ dargelegten Standpunkt
noch erheblich hinausgeht. Um diese zu gewinnen, wollen wir jene Regel
zunichst ein wenig anders fassen.

Ist uns irgendeine als richtig vorausgesetzte Aussage in der Form einer
— moglicherweise eingliedrigen — Disjunktion gegeben, z. B. Zgr, so
kann man augenscheinlich irgendeines der freien Disjunktionsglieder, etwa g,
durch eine von ihm implizierte Aussage ersetzen, d.h. durch eine solche,
deren Richtigkeit zum mindesten fiir den Fall der Richtigkeit von ¢ verbiirgt
ist, ohne damit die Richtigkeit der gegebenen Aussage zu gefshrden, weil
dadurch die Anzahl der richtigen Disjunktionsglieder ja héchstens noch
vermehrt wird. Mit anderen Worten: Gilt Pgr und iiberdies 7s, so gilt
gewiB auch Fsr. Oder allgemein: Eine Aussage bleibt richtig, wenn man
¢in freies Disjunktionsglied durch eine von ihm implizierte Aussage er-
setzt. Diese Regel ist nur scheinbar eingeschriinkter als V; in Wahrheit
leistet sie genau dasselbe, da man vermége der Regel II' irgendeinen
der Vordersiitze stets passend als Implikation schreiben kaun.

Eben diese letzte unsymmetrische Form der Regel V 1iBt sich nun
von den freien Disjunktionsgliedern auf beliebige Bestandteile der ge-
gebenen Anssage sinngemif erweitern.

Betrachten wir etwa die Aussage Zgr oder die Aussage pgr. Hier darf
der Bestandteil p, der ja kein freies Disjunktionsglied ist — im Gegensatz
zu P bzw. pg — nicht ohne weiteres durch eine von p implizierte Aussage
ersetzt werden, da seine Falschheit hier ja gerade der giinstige Fall ist und
nicht gestdrt werden darf, vielmehr nur durch eine solche, die falsch ist,
wenn p falsch ist, m.a. W. durch eine Aussage, die ihrerseits p impliziert:

Um die fragliche Regel allgemein zu fassen, verstehen wir zuniichst
allgemein unter einem ,,Bestandieil einer Aussage einé Teilaussage — unter
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apderem auch die gegebene Aussage selbst —, von der aus die gegebene
Aussage als durch die Verkniipfungen der Negation und der Disjunktion —
2u denen spiter noch die Konjunktion und die beiden Verallgemeinerungs-
Operationen treten werden — aufgebaut gedacht werden kann. Ein Be-
standteil soll insbesondere gerade heillen, wenn er keinen oder eine gerade
Anzahl von Verneinungsstrichen iiber sich hat — auch die iiber ihn hin-
Wegstreichende}i mitgezdhlt —, sonst ungerade. So sind in i)q"r die Be-
atandteile p, Pg, r gerade, P, ¢, Pg dagegen ungerade, wihrend z B. pq
«der gr iiberhaupt kein Bestandteil der Aussage ist. Es gilt dann die
folgende einfache

Implikationsregel V  Aus einer richtigen Aussage erhdlt man
awieder eine richiige, wenn man esnen geraden Bestandteil durch eine von
<hm smplizierte oder einen ungeraden durch eime thn implizierende Aus-
B8age erseizt.

Um diese Regel — wie iibrigens auch eine spiter aufzustellende —
mnoch ein wenig sinnfilliger fassen zu konnen, fiihre ich die folgende Rede-
weise ein: Gilt die Implikation Pg ohne die umgekehrte pg, so soll p
»,08drker als ¢ heiBen und andererseits g ,,schwdcher* als p. Die
schwiichere Aussage kann also stets aus der stérkeren erschlossen werden
— sie ist gewissermaBen in ihr mit enthalten —, aber nicht umgekehrt.
Gelten beide Implikationen gleichzeitig, so heiflen p und ¢ bekanntlich
»,8quivalent“. (Augenscheinlich geht eine symbolisch darstellbare Aus-
sage durch Ersetzung eines Bestandteils durch einen &#quivalenten selbst
in eine iquivalente iiber.)

Praktisch werden wir diese Redeweise freilich zumeist nicht streng
im Sinne dieser Erklirung verwenden, sondern eine Aussage p vielmehr
schon stirker als eine Aussage ¢ nennen, sobald die Giiltigkeit der Im-
plikation pg feststeht, wihrend die der umgekehrten Implikation nicht
ersichtlich oder im Augenblick nicht von Belang ist. Kurz gesagt: Wir
werden zur Vermeidung von Weitliufigkeiten im Ausdruck die Worte
s 8tirker* und ,,schwécher entgegen der genauen Wortbedeutung vorzugs-
‘weise im Sinne von ,stiirker oder dquivalent” und ,schwicher oder dqui-
valent*“ verwenden.

Behsalten wir dies im Auge, so werden wir die Regel V nunmehr
auch so aussprechen konnen:

Aus einer richtigen Aussage erhdlt man wieder eine richtige, indem
man etnen geraden Bestandieil abschwdcht oder eimen ungeraden ver-
Slarkt.

" Gegenfiber der Regel V ist dies bereits eine viel tiefer eindringende
SchluBweise. Ihre eigentliche Tragweite kann freilich erst klargemacht
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werden, nachdem wir, wie dies sogleich geschehen wird, zu allgemeinen
Aussagen iibergegangen sind. Der Beweis mag hier iibergangen werden;
er ergibt sich iibrigens am einfachsten durch Zuriickfiihrung der gegebenen
Aussage auf eine der sogenannten Normalformen.

II. Die Begriffslogik.

§ 4.
Allgemeine und partikulire Aussagen.

AuBler den beiden Worten ,,nicht und ,,oder* brauchen wir in der
Logik als drittes noch das Wort ,,alle. Bezeichnen wir mit

fa

die Aussage: ,,Das Ding (Individuum) o fallt unter den Begriff f (hat die
Eigenschaft /), so soll
zf,

die Aussage bedeuten: ,,Alle Dinge (eines gewissen einwandfrei festgelegt,
zu denkenden Bereiches) fallen unter den Begrifi /. (Die obige Bezeich-
nung ist nur eine gedringtere Form derjenigen von Whitehead und Russell.)
Die Aussage: ,,Es gibt mindestens ein Ding, das unter den Begriff f fallt,
oder: ,,.Der Umfang des Begriffes f ist nicht leer stellt sich dann augen-
scheinlich als
zf,

dar, d. h. ,,Es ist falsch, daB f, fiir alle & nicht gilt*

Man erkennt nun leicht, da8 die Regeln I—V auch dann giiltig bleiben,
wenh die in Rede stehenden Aussagen von einem Operator z beherrscht
werden. Vor allem ist bemerkenswert, dafl die neue Implikationsregel V¥,
bei der jetzt die Hilfsimplikation als allgemein, d. h. als von der Form

zf.9,
vorauszusetzen ist, mit einem Schlage alle von der symbolischen Logik
als rechtmiBig anerkannten Aristotelischen Schliisse zu ziehen. gestattet,
Die Schliisse mit zwei allgemeinen Vordersitzen lieBen sich sogar schon
nach der neuen Regel V* erledigen, wihrend bei den iibrigen Schliissen
stets der allgemeine Vordersatz als Hilfsimplikation fix V* dient.

Als Beispiel sei zunichst der SchluB Barbara
angefiihrt, der sich richtig schon nach V* ergibt. Weiter der SchluB Ferio:

. ©F.0nr @Tohn->afh,.



Algebra der Logik. 175

Da g, allgemein %, impliziert, kann g im ersten Vordersatz nach V* durch
h, ersetzt werden, womit dieser in den Schlufsatz iibergeht. Ganz ent-
sprechend bei den iibrigen Aristotelischen Schliissen?).

Nach V* 1aBt sich der SchluB Barbara iibrigens, wie alle Schliisse mit
zwel allgemeinen Vordersitzen, auf zweifache Weise behandeln, indem man
entweder vermdge des zweiten Vordersatzes g, als 2, oder aber verméoge des
ersten g, als £, implizierend betrachtet und jeweils in dem anderen Vorder-
satz die beziigliche Ersetzung vornimmt.

Bei der obigen Verwendung der Symbolik habe ich mir eine Freiheit
gestattet, die aber wohl kaum der ausdriicklichen Rechtfertigung bedarf.
Offenbar war es unndtig, oben ausdriicklich z(f,g,) zu schreiben, weil
das ¢g,, als von z abhingig, ja notwendig zum Wirkungsbereich des
Operators z gehért und mithin keine Gefahr besteht, daB die Aussage
falschlich als (zf,)g, gelesen wird. Aber auch wenn der zweite Bestandteil
von z unabhingig wire, die Aussage also z. B. zf_ p lautete, bliebe die
klammerfreie Schreibung unbedenklich, wegen der naheliegenden Aqui-
valenzen:

z(f,p) <> (2f,)p > 2pf, <> pef,,
wo auch die letzten beiden Schreibungen je nur eine Lesart zulassen.
Anders gewendet: Es ist fiir die Richtigkeit der Aussage xf,p gleich-
giiltig, ob man das p in den Wirkungsbereich des Operators x einbezieht
oder nicht. Allgemein:

Der Wirkungsbereich eines Operators erstreckt sich beliebig west
nach rechts — sofern nicht etwa ausdriicklich Klammern gesetzt sind
oder Verneinungsstriche dies hindern —, mindestens aber bis zur letzten
durch die. Verwendung des gleichen Buchstabens als zugehorig gekenn-
zeichneten Argumentstelle.

Ubrigens ist der Ausdruck

af,p
oben insofern bloB als allgemeines Schema aufzufassen, als in Wirklich-
keit f, und p selber auch zusammengesetzte Ausdriteke sein konnen, die
noch vor;.‘i;:gendwelchen anderen Dingen y, 2, .. abhiingen. Vorausgesetzt
ist nur, das8 p nicht von z abhingt.
Vergleichen wir einen Augenblick die drei Aussagen

af,pg,  2fpg  #hLPO
so erkennen wir leicht alle drei als dquivalent. Die erste bedeutet néim-
lich: ,Entweder gibt es ein x, das f, erfiillt, oder p gilt oder ¢ gilt*,

%) Abgesehen freilich von den spater noch zu erdrternden p- Schliissen.

-
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die zweite: ,Entweder gibt es ein z, so daB entweder f, oder p gilt, oder
es gilt ¢*, und schlieflich die dritte. ,,Es gibt ein z, so daB entweder
f, oder p oder g gilt“ Man kann also den Doppelstrich iiber dem
Operanden, der hier die Klammer erspart, beliebig nach rechts verldngern,
ohne an der Richtigkeit oder Falschheit der Aussage etwas zu #ndern.
Es wiirde somit augenscheinlich geniigen, den partikuldren Charakter der
Aussage blof an dem Operator anzudeuten, da die ausdriickliche Abgrenzung
des Operanden hier in der Tat bloBer Ballast ist. Dies soll nun dadurch
geschehen, daB wir die iibereinanderliegenden Teile der Verneinungsstriche
gewissermaBen vollstindig gegeneinander , wegheben und die obige Aus-
sage demgemsB einfach als

zf.pq
schreiben, wo der Wirkungsbereich wiederum beliebig ist%). Die Aus-

sage ;c_f; (»Es gibt ein 2 von der Eigenschaft ‘) schreiben wir somit
einfach

Zf..
Es bestehen nun augenscheinlich die Aquivalenzen:
TR T TR
(VI*) xyf,, > a‘cgf” ZGf,, «»xy]:@

xyfmy ("—)-x-yfxy Eyﬁvyeﬂ)xyfxy ust.
wobel die spiteren Zeilen einfach durch wiederholte Anwendung der
Formeln der ersten entstehen. In Worten: Die Negation einer Operator-
aussage wird ausgefiihri, indem man den Verneinungssirich zwischen und
nach den voranstehenden Operatoren unterbricht, entstehende Doppelstriche
aber sogleich wegldf3t.

Damit ist unserem allgemeinen Operator x auf ganz natiirliche Weise
der partikulire Operator Z an die Seite getreten. Auch auf die von einem
partikuldren Operator beherrschten Aussagen sind die Regeln I—IV’ ohne
weiteres anwendbar, dagegen nicht mehr die Regel V, der hier vielmehr
ein duales Gegenstiick ohne praktisches Interesse entspricht. Dagegen

10y Allerdings ist hierbei vorausgesetzt, daB es mindestens ein Individunm gibt.
Wiire namlich der Individuenbereich leer, so wire, im Falle daB p eine richtige Aus-
sage ist, von den beiden Aussagen

&(fop) und (Zfa)p

offenbar die erste Aussage falsch — denn gibt es iiberhaupt kein «, so gibt es auch
keines von einer irgéndwie gearteten Eigenschaft —, die zweite dagegen richtig, da
ja nach Vorsussefzang ihr zweites Disjunktionsglied richtig ist. In diesem trivialen
Ausnahmefall hért der oben beschriebene ProzeB also auf, eine dquivalente Umformung
darzustellen.

<

-
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gilt die Tmplikationsregel V* nach wie vor, da die Anzahl der Verneinungs-
striche iiber irgendeinem Bestandteil sich ja nur um eine gerade Zahl
vermindert haben kann, nur muB die Hilfsimplikation, wie gesagt, stets
eine allgemeine sein.

§ 5.
Formale Eigenschaften der Operatoren.

Vom Standpunkt des logischen Rechnens scheint es mir eine recht
niitzliche Bemerkung, daB die Operatoren z und Z sich bis zu einem ge-
wissen Grade selber den fiir die Verkniipfung von Aussagen giiltigen Ge-
setzen fiigen. Es liegt in der Tat nahe, unsere Regeln II" und III’ gerade
in der folgenden Form zu verallgemeinern.

II* Treten in einer Disjunktion oder Konjunkiion) Operatoren
auf, so diirfen die vorkommenden Symbole nach Belicben zusammen-
gefaft und getrennt werden, mit der Einschrinkung jedoch, daff kein Ar-
gument von dem zugehorigen Operator in einer diesen Zusammenhang
mifachienden Weise getrennt werden darf.

IIT*  Auch die Reihenfolge der vorkommenden Symbole ist beliebig,
mit den beiden Einschrinkungen, dafS 1. jeder Operator links von den
2ugehorigen Argumenten bleiben muf und 2. die Reihenfolge der Ope-
ratoren uniereinander die gleiche bletbt. Doch ist in dem Falle, daf zwei
oder mehrere gleichartige Operatoren unmittelbar benachbart sind, deren
Reshenfolge beliebig.

Um die Giiltigkeit der obigen Regeln einzusehen, wird es geniigen,
die folgenden Aquivalenzen zu betrachten:

2719, (21,)(¥g,) <> =(f.59,) **)
ngq:gmy > xfmygxy
xyfmynyfmy ‘;ﬁgfa;y > :175 wy'
Dagegen gilt Zyf, — yZf,, im allgemeinen nur einseitig.
Wie Whitehead und Russell'®) gezeigt haben, laBt sich sogar jede
Aussage in der Weise schreiben, daB links sémtliche Operatoren vereinigt
sind und dahinter die sogenannte , Matrix® steht, die ihrerseits keine

Operatoren mehr enthélt. Auf Grund der gegenwirtigen Symbolik stellt
sich diese merkwiirdige Operation nun einfach so dar, daB sémtliche

1) Die Rechtfertigung dieses Zusatzes wird spéter nachgeholt werden.
12) Auf Grund des zweiten Ausdrucks, in welchem die Verdnderlichen gefrennt
sind, diirften hier die Operatoren sogar untereinander ihre Reihenfolge vertauschen.
13) Principia Mathematica, 1, 8. 135—136,
Mathematische Annalen 86 12
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innerhalb der Aussage an Operatorstelle stehenden z,y.  '*) — wobei
die vorkommenden Operatoren als durch lauter verschiedene Zeichen dar-
gestellt angenommen werden — an eben diesen Stellen getilgt und in
derselben Reihenfolge, die sie urspriinglich innehatten, an die Spitze der
Aussage gestellt werden; jedoch so, daB jedes z,y, , das urspriinglich
keinen oder eine gerade Anzahl von Strichen — den Strich des partikuliren
Operators eingerechnet — iiber sich hatte, vorn ohne Strich, d. h. als
allgemeiner Operator, dagegen jedes mit einer ungeraden Anzahl von
Strichen iiber sich vorn iiberstrichen, als partikuldrer Operator, erscheint.
Das folgende Beispiel mag diesen Prozel verdeutlichen.
2Yfoy9, 7k, <> 2Y2L, 9,k

Abgesehen von dem soeben erklérten Prozefl ist es iibrigens weder
notwendig noch empfehlenswert, die innerhalb einer Aussage vorkommen-
den Veréinderlichen stets durch lauter verschiedene Zeichen wiederzugeben.
So ist z. B. die Aussage

TPl TP T >
d.h.. ,Fallt alles, was unter den Begriff ¢ fillt, auch unter den Be-
griff x, so ist, wenn ¢ nicht leer ist, auch y nicht leer”, wie oben ge-
schrieben, vollig unmiBverstindlich, da hier jeder der beiden ersten Opera-
toren offenbar nicht weiter wirken kann als bis zum Ende des Ver-
neinungsstriches, unter dem er selber steht. Schreibt man die Aussage
jedoch in der Form:
TP o BP2T L s

so ist man hier nach unseren Abmachungen allerdings berechtigt, den
Wirkungsbereich des ersten Z und den des x bis zum Ende der Aussage
erstreckt zu denken. Um nun unbeschadet der fritheren Verabredung
auch fiir derartige Fille die Gleichbezeichnung der Verdnderlichen unbe-
denklich aufrechterhalten zu konnen, setzen wir fest, dall jede Argu-
mendtstelle stets zu dem ndchstvorhergehenden gleichnamigen Operator (von
welchem sie nicht durch Klammern oder durch die Klammerwirkung von
Verneinungsstrichen abgeschlossen ist) gehoren soll. Hiernach darf man
also insbesondere Veranderliche, deren Bereiche als getrennt liegend be-
trachtet werden diirfen (oder auf andere Weise unverkennbar unterschie-
den sind), ohne weiteres mit demselben Buchstaben bezeichnen. Der ein-
geklammerte Teil der Festsetzung bezieht sich auf Fille wie

xf, %G, h,,
die, obzwar unmiBverstindlich, doch vielleicht besser vermieden werden.

14) Spéter werden noch die verinderlichen Begriffe ¢, . v hinzukommen.
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§ 6.
Abschlufl der Begriftssymbolik.
Um die Rechengesetze fiir Operatoren zum AbschluB zu bringen,
empfiehlt es sich, nunmehr fiir die Konjunktion die in Aussicht ge-

nommene abkiirzende Bezeichnung einzufithren. In dieser Absicht stellen
wir nach dem Vorbild von Whitehead und Russell

r

P.q
als neue Schreibung fiir die Verkniipfung ,,p und ¢ zur Verfiigung.
Beriicksichtigt man, dafl bei Verwendung dieser Schreibweise gelegent-
lich allerdings Klammern notwendig werden, wie z. B. bei

ip.g)r

— gegeniiber p g7, das als p.(gr) gelesen werden soll —, so bleiben
im iibrigen, wie man leicht nachpriift, die Rechenregeln I—~IV’ auch dann
noch giiltig, wenn man das Wort ,,Disjunktion* iiberall durch ,,Konjunktion*
ersetzt. In gleichmdBiger Anwendung auf beide Verkniipfungen werden
wir diese Regeln nunmehr ohne Strich zitieren. Die Regeln II* und IIT*
sind der Einfachheit halber bereits mit Riicksicht auf diese Erweiterung
formuliert worden. Auch zu V (bzw. V¥) gibt es iibrigens ein Gegen-
stiick, freilich ohne praktische Bedeutung. Die Regel V (bzw. V*) gilt
ihrerseits ganz unverédndert weiter, da ja die Anzahl der Verneinungsstriche
iiber einem Bestandteil infolge der Einfithrung des Konjunktionspunktes
sich hochstens wieder um eine gerade Zahl vermindert haben kann.

Zur Erhshung der Ubersichtlichkeit und zur Ersparung von Klam-
mern soll statt

(f,-9,) wd Z(f, g,

auch noch die Schreibung
xz.f,.g, und Z.f.g,
bereit gestellt werden, wo der erste Punkt den Operator befihigen soll,
iiber den zweiten hiniiber zu wirken, und augenscheinlich nicht als Kon-
junktionszeichen gelesen werden kann. Soweit noch Konjunktionsglieder
folgen, wie in
.fy 9y

braucht auch hier der Wirkungsbereich des Operators nicht nach rechts
abgegrenzt zu werden.

Vermoge der zuletzt entwickelten Symbolik stellen sich nun die Ver-
schmelzungssétze fiir Operatoren wie folgt dar:

(IV*) xfxxng 'zfxg.r’ Efwﬁgcc > a—ffxgx'
12%
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(Natiirlich kénnten die Versinderlichen je in den beiden Teilaussagen links
auch verschieden bezeichnet sein.) Diese beiden Sitze, die sich auch leicht
in Worten ausdriicken lassen, werden, namentlich von rechts nach links
gelesen, in der Folge von besonderem Belang sein.

Die Veréinderlichen einer Aussage brauchen nun aber nicht bloB
Individuen zu sein, sondern es kénnen auch wverdnderliche Begriffe auf-
treten. So z. B. gilt die schon betrachtete Aussage

TPt T P T

augenscheinlich fiir beliebige Begrifie ¢* und x*%). In der Tat wird
der obige Ausdruck eigentlich erst dann eine bestimmte Aussage, wenn
man entweder fiir ¢® und y* bestimmt gegebene Begriffe einsetzt oder
aber eben sein Erfiilltsein fiir beliebige derartige Begriffe behauptet. So
wie er dasteht, ist der Ausdruck vielmehr abhdngig von den beiden
Begriffen ¢® und 2%, er wiirde sich im Sinne unserer Symbolik daher
schematisch als

F‘Pl’

die entsprechende allgemeine Aussage demgegeniiber als

PrFy,
darstellen, wo @ und g, da sie ja ohne Argument stehen, offenbar nicht
als Disjunktionsglieder gelesen werden konnen. Entsprechend bedeutet
natiirlich

P1G oy
daB es, wie auch der Begriff ¢ gewihlt sein mag, stets einen Begriff y*
gibt, derart daB @,, eine richtige Aussage ist.

Man bestéitigt ohne viel Miihe, daB die Regeln fiir Operatoren wort-
lich richtig bleiben, wenn man auch ¢ und @ unter deren Zahl auf-
nimmt. Der Nachweis im einzelnen mag daher hier iibergangen werden.

Damit ist die Aussagen- und Begrifissymbolik, von der wir in der
Folge Gebrauch machen wollen, im wesentlichen entwickelt.

Indessen sei hier noch- die folgende Bemerkung beigefiigt: Man
kénnte auf Grund der Kenntnis gewisser logischer Widerspriiche, wie
z. B. desjenigen des Begriffes des nicht unter sich selber fallenden
Begriffes (von dem ohne Widerspruch weder behauptet werden kaun, daB
er geinerseits unter sich selber fallt, noch daB er nicht unter sich selber

%) Um logische Allgemeinheiten ihrer Natur nach ausdriicklich zu kennzeichnen,
fiige ich den Begriffsbuchstaben die Argumente als obere Indizes bei. Liest man
also f* — im Gegensatz zu f*Y oder F¥ —, so versteht man ohne besonderen
‘Hinweis, daB f hier als Eigenschaft von Individuen, nicht aber z. B. als Bezichung
unter Individuen oder als Eigenschaft von Begriffen, gemeint ist.
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fallt) oder der neuerdings namentlich von H. Weyl erhobenen Ein-

wendungen wohl die Befiirchtung haben, ob nicht unsere Untersuchung
durch die Zulassung der obigen verdnderlichen Begriffe bereits in die
Gefahrzone derartiger logischer Zirkel und Widerspriiche gekommen sein
mag. Hierzu ist nun folgendes zu sagen: Einmal steht nichts im Wege,
unsere Begriffe 1, ", %, y°  durchweg als ,,priadikativ¢‘ im Russell-
schen Sinne, d. h. als ihrerseits keine Begriffe als Operatoren enthaltend, vor-
auszusetzen, da wir in der Praxis fiir sie niemals Begriffe hoherer Ordnung
einsetzen werden. Andererseits wiirde die Zugrundelegung des von Russell
aufgestellten ,,Axioms der Reduzierbarkeit‘‘ die einwandfreie Moglichkeit
bieten, auch unabhingig von der genannten Beschrankung ohne die Gefahr
eines Zirkels in der Weise, wie dies kiinftig geschehen soll, mit verénder-
lichen Begriffen zu arbeiten. Obendrein werden wir — dies ist eine
Eigentiimlichkeit der gegenwirtigen Untersuchung — sogar alle tatséichlich
vorkommenden nicht priadikativen Begriffe als auf pridikative zuriickfiihrbar
erweisen. Zu Bedenken der besprochenen Art liegt also innerhalb desjenigen
Gebietes, in welchem sich unsere Untersuchung bewegen wird, jedenfalls
noch kein AnlaB vor, ebensowerfig, hier bereits vorgreifend zu entscheiden,
wie ihnen auf einer spiteren Stufe zu begegnen sei.

III. Das elementare Entscheidungsproblem.

§ 7
Das praktische Verfahren.

Wir sind nunmehr in der Lage, unsere Hauptaufgabe der Aufweisung
eines Verfahrens, das iiber Richtigkeit oder Falschheit irgendeiner Aus-
sage eines gewissen klar abgesteckten Aussagenbereiches zu entscheiden
gestattet, wenigstens in einer gewissen vorlaufigen Weise in Angriff zu
nehmen.

Was zunichst diejenigen Aussagen betrifit, die dllesn durch die
elementaren Verkniipfungen der Negation, Disjunktion und Konjunktion
entstehen, so ist bereits seit lingerem ein Verfahren bekannt, um iiber
die Allgemeingiiltigkeit einer derartigen Aussage zu entscheiden. Man
fiihrt dazu mit Vorteil zwei Rechenzeichen ein, eines fiir die Wahrheit
und eines fiir die Falschheit, und zwar verwendet man hierfiir gewShnlich
die Ziffern 0 und 1, wobei die Zuordnung der Zeichen zu den beiden
Begriffen freilich im Grunde willkiirlich ist. Aus den eingangs auseinander-
gesetzben Griinden sollen hier wiederum statt der Moduln der arithmetischen
Verkniipfungen neutrale Zeichen verwendet werden, und zwar wihle ich
fiir die Wahrheit das Widderzeichen V', das an den Anfangsbuchstaben
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des Wortes verwm erinnern mag, fir die Falschheit das umgekehrte

Zeichen M. '
Ist z. B.der Satz vorgelegt, der nach Whitehead und Russell

p J.pdgq D ¢,
in unserer Symbolik -
ppeq

gesohneben wird (in Worten: ,,Wenn p gilt, so gilt, wenn ¢ aus p folgt,
auch ¢%), so leuchtet unmittelbar ein, daf es fiir die Giiltigkeit derartiger
Verkniipfungsaussagen auf den besonderen Inhalt der Grundaussagen p
und ¢ gar nicht ankommt, sondern nur auf ihre Richtigkeit oder Falsch-
heit, ihren ,,Wahrheitswert. Ersetzt man also p und ¢ irgendwie durch
die Zeichen V* und A und bestimmt den Wahrheitswert der Verkniipfungs-
aussage auf Grund der Rechenregeln

Y= A=V. VV=VA=AV=YV A=A,
so wird sich die Allgemeingiiltigkeit der gegebenen Aussage offenbar dadurch
kundgeben miissen, daB, wie man auch die Einsetzung auf die vier ver-
schiedenen moglichen Arten vornehmen mag, sich stets gerade der Wahrheits-
wert V" ergibt. Dies ist nun bei der obigen Aussage in der Tat der Fall.

Praktisch einfacher und eleganter als das eben geschilderte ist dasjenige
Verfahren, das sich der sogenannten Normalform der elementaren Ver-
kniipfungsaussage bedient'®). Versteht man unter ,,Grundbestandteilen‘
einer derartigen Verkniipfungsaussage die nicht weiter zerlegbaren Aussagen
v, ¢, 7, selbst, so 148t sich bekanntlich vermége der Formeln fiir
die Ausfithrung der Negation

. Pg<>p.q
(VI)

P.g<>pq
und der Distributionssitze

pg r>(p.7)(¢ 7)

(p.g)r<>pr gr

-~ die ebenso wie die vorigen in naheliegender Verallgemeinerung auf eihe
beliebige endliche Zahl von Disjunktions- und Konjunktionsgliedern unseren
Rechenregeln hinzugefiigt gedacht werden mégen — die Gesamtaussage
als Konjunktion von lauter Disjunktionen teils verneinter, teils unver-
neinter Grundbestandteile oder auch dual entsprechend als Disjunktion
von lauter derartigen Konjunktionen darstellen. Ich werde -diese beiden
Formen als die konjunktive und die disjunktive Normalform unterscheiden.

(VII)

Ed

%) Vgl. P. Bernays, Beitriige zur axiomatischen Behandlung des Logikkalkiils.
-¢Habilitationsschrift.)
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Der Ubergang von der einen zur anderen wird durch die Distributionssitze
vermittelt.

Das allgemeine Entscheidungsverfahren besteht nun einfach darin, da
man eine konjunktive Normalform herstellt, in der, soll die Gesamtaussage
allgemeingiiltig sein, natiirlich jedes einzelne Konjunktionsglied eine all-
gemeingiiltige Aussage darstellen mull. Nun la8t sich aber leicht zeigen,
daB eine Disjunktion von unverneinten und verneinten Grundbestandteilen
immer und nur dann allgemeingiiltig ist, wenn derselbe Bestandteil sowohl
uniiberstrichen als auch iiberstrichen vorkommt. Trifft dies letzte bei
jedem Konjunktionsglied zu, so ist die Aussage allgemeingiiltig, im anderen
Falle nicht.

Es sei z. B. die etwas verwickeltere Aussage

plg rds Dip r I q.s,

in unserer Symbolik
PaFsiF(q.s)

vorgelegt. (In Worten- ,,Folgt ¢ aus p und s aus 7, so folgt ¢ und ¢
aus p und r*) Durch Ausfithrung der Negationen erhilt man zunichst
die disjunktive Normalform

(p.q)(r 5)B7(q-9),
und hieraus wiirde sich durch Distribution eine achtgliedrige konjunktive
Normalform ergeben, fiir welche die vorhin aufgestellte Bedingung der
Allgemeingiiltigkeit in der Tat erfiillt ist. Die ein wenig listige Rechnung
soll hier nicht durchgefiihrt werden, da wir in Kiirze auf das Beispiel
zuriickkommen werden.

Wesentlich auf dem obigen Satz VI in Verbindung mit den fritheren

I und VI* beruht das bekannte Dualitdtsprinzip der symbolischen Logik.
Ich will dieses Prinzip hier nur in derjenigen engeren Form aussprechen,
in der ich es in dieser Untersuchung verwenden werde:

VIIL Dualitdtssatz. Eine Aussagendquivalenz bleibt guiltig, wenn
man wn den beiden verglichenen Aussagen wberall die Verkniipfungen der
Disjunktion und der Konjunktion miteinander vertauscht wnd diberdies
alle allgemeinen Operatoren als partikuldre schreibt und umgekehrt,

Der Beweis ergibt sich einfach so, daB man beide Seiten der Aquivalenz
verneint und diese Verneinungen nach den genannten Regeln ausgefithrt
denkt, bis sie zu den Grundbestandteilen gelangt sind. Ersetzt man diegé
Grundbestandteile — p, ¢, . ,f,, . @, . Fp usw. — durch ihre Nega-
tionen, was unbeschadet der Giiltigkeit der Aquivalenz geschehen kann?); so
geht diese damit augenscheinlich n die beschriebene ,,duale* iiber.

17) Wegen PE,«>9F; §F «> ¢ Fy; ust,
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Im Zusammenhang mit kiinftigen Erweiterungen des Bezeichnungs-
vorrats werden spiter entsprechende Erginzungen des obigen Prinzips not-

wendig werden.
§ 8.
Das Rechnen mit Normalformen.

Da wir in Zukunft viel mit Normalformen zu arbeiten haben werden,
soll zur Erhohung der Gleichférmigkeit, insbesondere zur Vermeidung von
Klammern, die ja nur bei der disjunktiven Form auftreten, eine neue
Schreibweise eingefiihrt werden. Und zwar mag ein hochgestelltes kleines
Kreuz als neues Zeichen fir die Disjunktion dienen, mit der Festsetzung,
daB dieses Disjunktionskreuz seinerseits weniger eng verbinden soll als
der Konjunktionspunkt. Die Disjunktiviorm des letzten Beispiels schreibt
sich dann augenscheinlich folgenderma@en.

LT

p.gtr §TptFTq.s.
Allerdings soll diese Schreibung nun nicht durchweg, sondern nur in solchen
Féllen gebraucht werden, wo ihre Verwendung Klammern erspart und
zugleich die Ubersichtlichkeit erhtht, also in erster Linie gerade bei der
disjunktiven Normalform.

Grundsitzlich wiirde ich allerdings auch hier ein von arithmetischen An-
kléngen freies Zeichen fiir wiinschenswerter halten. Es wird indessen schwer
gein, ein Zeichen zu finden, das in gleichem Mafle wie das hier gewéahlte deut-
liche Erkennbarkeit mit leichter Ausfiihrbarkeit vereinigt. Auf der anderen
Seite wird der Umstand, da8 im Falle der Uberordnung der Disjunktion unser
Punkt auf der Zeile dem Malzeichen und unser Kreuz dem Pluszeichen der bis-
herigen Algebra der Logik entspricht, fiir den mit dieser bereits Vertrauten
eine gewisse Erleichterung bedeuten. Gegeniiber der &lteren logischen Algebra
haben wir jedenfalls den Vorteil einer erheblich einfacheren Darstellung
der Konjunktion von Disjunktionen, womit einer innerhalb jener mitunter
recht storenden willkiirlichen Bevorzugung der einen Form vor der anderen
aus der hier offenbar ganz unberechtigten rein #uBlerlichen Riicksicht der
Klammerersparnis und der zufdlligen Gewdhnung von vornherein vor-
gebeugb ist), -

Nennen wir die enger verbundenen Glieder einer (konjunktiven oder
disjunktiven) Normalform — wie oben p,q,r usf. — kurz Unterglieder,
die weiter verbundenen — wie p.g, r 5usf. — Oberglieder, so gelten die
folgenden leicht zu bewahrheitenden Sitze, die wir zusammenfassen zu den

%) Recht bezeichnend ist in diesem Zusammenhange eine Bemerkung Schréders
in seiner Algebrs der Logik, 2, S. 190—191, die den Grund fiir manche sonst ganz
unverstindliche Willktir aufdeckt,
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Vereinfachungssitzen IX.

1. Ein Oberglied einer Normalform*®) kann weggelassen werden, wenn
es alle Unterglieder eines anderen Obergliedes enthils.

2. Ein Unterglied einer Normalform kann weggelassen werden, wenn
seine Negation auperdem noch selbstindig als Oberglied vorkommd.

Dies beruht auf den Formeln
p-pg <> P Prpgep
p-Pg D¢ pPTP.g—>p7g

Im Falle unseres Beispiels 1aBt sich nach der ersten Regel IX augen-
scheinlich nichts vereinfachen, weil hier kein Oberglied ganz in einem
anderen enthalten ist, wohl aber nach der zweiten. Nach ihr vereinfacht
sich unsere Disjunktivform sogleich zu

q5pr(g-9)s
wo man, ohne die Distribution wirklich auszufiihren, ohne weiteres sieht,
daB im ersten der entstehenden Konjunktionsglieder ¢, im zweiten s so-
wohl uniiberstrichen als auch iiberstrichen vorkommen wird.

Es konnte im ersten Augenblick scheinen, als ob im Widerstreit zu
dem allgemeinen dualen Entsprechen von Disjunktion und Konjunktion
hier eine einseitige Bevorzugung der konjunktiven Normalform vorlige.
In Wirklichkeit ist eine solche aber bereits in der Aufgabestellung be-
griindet. Unsere gegebene Aussage sollte ndmlich streng genommen

(pgrs)paFsp.7(q-5)

geschrieben werden, wo die links — sonst scheinbar iiberfliissigerweise —
eingeklammerten Buchstaben als allgemeine Operatoren zu lesen sind.
Demgegeniiber wiirde die Aussage

(p7)-pq p7-P7
offensichtlich bedeuten, daB es eine Aussage p und eine Aussage g, be-
stimmter gesagt: einen Wahrheitswert p und einen Wahrheitswert ¢ gibt,
so daB pg.pg.pg den Wahrheitswert v annimmt, Um die Giiltigkeit
dieser Aussage zu erweisen, niitzt uns aber die konjunktive Normalform
nichts; vielmehr tritt hier gerade die disjunktive Normalform in ihr Recht.
Verméoge der Regeln VII und IX, zu denen noch unsere fritheren Rechen-
regeln in ihrer Anwendung suf die disjunktive Verkniipfung kommen, ergibt
gsich eine solche in unserem Falle als

P P390

) Mit diesem Ausdruck meinen wir hier ibrigens ganz allgemein eine Kon-

junktion von Digjunktionen oder eine Disjunktion von Konjunktionen, also nicht
‘unbedingt eine Normslform von Grundbestandbeilen.
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Nun 138t sich eine Form wie die obige offenbar dann und nur dann er-
fillen, wenn mindestens eines der Disjunktionsglieder sich erfiillen 148t ;
und dies wird dann der Fall sein, wenn mindestens eines dieser Glieder
nicht schon in sich widersprechend ist, also nicht dieselbe Grundaussage
sowohl unitberstrichen als auch iberstrichen enthdlt. Im gegenwirtigen
Fall ist das Glied p § widerspruchsfrei, die gegebene Aussage also richtig.
In der Tat wird die durch sie gestellte Bedingung durch die Wertverteilung
p=7 und g= A erfiillt.

Ein noch allgemeinerer Fall wire der folgende:
(»7) pq Pu,
d. h.. ,,Wie auch der Wahrheitswert p gewihlt sein mag, in jedem Falle
gibt es einen Wahrheitswert ¢, so daB der Operand den Wert A~ an-
nimmt. Das Einsetzungsverfahren fithrt hier ersichtlich ohne weiteres

zum Ziel. Wir erhalten nimlich - wenn wir den Operanden kurz ¥,
schreiben — augenscheinlich:

Fyv=wn, Fyp=v, F;yv=v, Fy,=4A

Es laft sich also in der Tat fiir jeden Wert p der Wert ¢ so wiihlen,
dal F, den Wert v* hat. — Im Falle des zweiten Verfahrens hitte man
hier von beiden Normalformen nacheinander in geeigneter Weise Gebrauch
zu machen. Wir werden auf dieses Beispiel an passender Stelle zuriick-
kommen.

IV. Die erste Stufe des allgemeineren Entscheidungsproblems.

§9.
Problemstellung. Einfachste Beispiele.

Bevor wir daran gehen, unser allgemeines Problem auch fiir den Fall
in Angriff zu nehmen, daf nicht nur Aussagen im ganzen, sondern auch
Dinge und Begriffe auftreten — verdnderliche Dinge und Begriffe selbst-
versténdlich, denn fiir Aussagen iiber diese oder jene bestimmten Dinge
oder besondere aullerlogische Begriffe hatte unsere Fragestellung ja gar
keinen Sinn —, werden wir offenbar zunéchst danach zu trachten haben,
nach Moglichkeit auch fiir diesen hoheren Aussagenbereich eine Art von
Normalform aufzuweisen, die uns dann fiir unsere tiefere Problemstellung
als Ausgangspunkt dienen kann.

Man kénnte versuchen, hier so vorzugehen, daB man, wie dies frither
(8.177—178) beschrieben wurde, alle Operatoren nach vorn schafit und die
iibrigbleibende elementare Verkniipfungsaussage als konjunktive oder disjunk-
tive Normalform darstellt. Indessen wiirde diese Form, da sie das eigentliche
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Gefiige der Aussage eher verwischt als hervorhebt, fiir unser Hauptproblem
keine geeigneten Angrifispunkte bieten. Ganz im Gegenteil werden wir
unserem Ziel nur dadurch ndherkommeén, daB wir die Operatoren so weit
wie moglich in die Aussage hineinzutreiben suchen, derart, daf der
Wirkungsbereich jedes von ihnen so klein wie mdglich wird.

Es wird sich empfehlen, unser Problem der Normalform zunichst fiir
einen gewissen engeren Bereich als den letztlich fiir uns in Frage kom-
menden anzugreifen. Und zwar soll jener Bereich — wir wollen ihn den
Bereich A nennen — alle diejenigen Aussagen enthalten, die zwar wer-
dnderliche Individuen — daneben moéglicherweise auch konstante —, aber
blof konstante Begriffe, und zwar eines Arquments, also keine Beziehungen,
aufweisen und somit einen gewissen Teilbereich des Aussagenbereiches
erster Ordnung gemidf der Einteilung von Whitehead und Russell dar-
stellen. Natiirlich hat der so abgesteckte Aussagenbereich unmittelbar
nur fiir das engere Problem der Normalform ein Interesse und erst von
hier aus mittelbar fiir das allgemeine, das es ja, wie bereits gesagt, gar
nicht auf Aussagen mit auBerlogischen konstanten Bestandteilen abgesehen
hat. Der néchste Schritt wird dann naturgemé&B sein, die wichtigste Be-
ziehung, die wir kennen, die der Identitdt unter Individuen, iiberdies
hinzuzunehmen. — Als ein weiterer wire etwa ins Auge zu fassen, auch
beliebige Beziechungen zwischen Individuen zu beriicksichtigen — wofiir
mir ein gangbarer Losungsweg bis so weit noch nicht bekaunnt ist. Bis
zur Beherrschung von Begriffen und Beziehungen héherer Ordnungen wire
dann freilich immer noch ein weiter Weg.

Wir wollen nunmehr den bereits ausgesprochenen Leitgedanken der
,» Hineintreibung der Operatoren® zunichst an bestimmten Beispielen durch-
fithren, um iiberhaupt einmal zu sehen, was sich damit erreichen laBt.
Dabei mag von dem Auftreten konstanter Individuen und der praktisch
iiberhaupt unwichtigen konstanten Aussagen vorlidufig abgesehen werden.
Als erstes Beispiel wihle ich die Aussage:

fCo.¢ — =y da—y=2§
Sie besagt, daB, wenn alle 8 « sind und y die Klasse derjenigen « ist,
die nicht g sind, dann andererseits g die Klasse derjenigen « ist, die
nicht » sind. DaB dies insbesondere eine in «, 8, y allgemeingiiltige Aus-
sage ist, soll uns vorerst nicht kiimmern. Betrachten wir die Klassen
«, 8,y als durch die Begrifie ¢, 4%, w* bestimmt und bedenken wir, daB
«—f=y «>ana—fFCy yCan—4,
so werden wir schreiben, indem wir das Argument z der Kiirze halber
iiberall weglassen (Begriffe als Operatoren kommen ja nicht vor!):

sieze. Ly.2lp.7)0[zp.0y.2(p ¥)7]
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Hieraus ergibt sich vermittelst einer Reihe einfacher Umformungen nach
VII, IX und IV® (wobei diese letzte Regel im Sinne unseres Leit-
gedankens stets riickwérts anzuwenden ist):

eRpxPryrePriy (Pwy ¥9L 2Y])

Weiter 148t sich der ProzeB offenbar nicht treiben, da die wesentlich
in Betracht kommende Regel IV™ hierfiir keine Handhabe bietet. Aber
die nunmehr erreichte Form kann uns offensichtlich auch geniigen, da sie
ja bereits eine disjunktive Normalform im fritheren Sinne darstellt. Oben-
drein sehen wir, daB zu jedem Glied in der Klammer auBerhalb der
Klammer die Negation vorkommt, daB also die durch Distribuieren her-
zustellende konjunktive Normalform in der Tat in jedem Oberglied zu
einem der Unterglieder zugleich seine Verneinung enthalten wird. Damit
ist nun sogar bereits die Allgemeingiiltigkeit der obigen Aussage erwiesen;
in der Tat ist sie ja nur ein besonderer Fall von

pars(q p.s).
Es wire freilich verfehlt, anzunehmen, daB nun bei allen derartigen

Aussagen der Beweis der Allgemeingiltigkeit sich nach diesem einfachen
Schema fithren lieBe. Nehmen wir etwa die bereits behandelte Aussage

C P X T P02
die sich offenbar auch

T.p, 2%, 7y,
schreiben liBt. Auch hier vermogen wir die Operatoren nicht weiter
hineinzutreiben und werden daher die obige Form bereits als — in diesem
Falle gleichzeitig konjunktive und disjunktive — Normalform anzusehen
haben. Trotz der Allgemeingiiltigkeit der Aussage ist aber hier kein
Glied die Verneinung eines anderen, womit wir in diesem Falle einen
wesentlichen Unterschied gegeniiber der elementaren Verkniipfungsaussage
gewahr werden.

Wir konnten nun allerdings der Allgemeingiiltigkeit der gegebenen
Aussage durch bloBe Rechnung auf die folgende Weise leicht inne werden:
Ist (Zyx,) =, so ist die Aussage offenbar erfiillt; es bleibt also nur
noch der Fall (Zy,) = A zu betrachten, Dies bedeutet aber (z7,)= V",
mit anderen Worten, daB y, stets den Wert A hat. Setzt man dies
oben ein, so ergibt sich

Z(@,- V)@, M.
Vermoge des naheliegenden Systems von Sitzen:
PV >V PV <>
PN > D PN R



Algebra der Logik. 189

wird hieraus
Z Q.2 P, 5

wo nun in der Tat das zweite Glied die Verneinung des ersten ist. Aber
selbstversténdlich ist hiermit fiir unser allgemeines Entscheidungsproblem
nichts gewonnen, denn dieses verlangt ja nicht, einzelne Aussagen durch
eigens fiir sie zu ersinnende Verfahren auf ihre Giiltigkeit zu priifen, son-
dern, weit dariiber hinaus, ein einheitliches Verfahren zu ermitteln, das
diese Aufgabe fiir alle Aussagen des angegebenen Bereiches gleichmiBig
16st. Augenscheinlich ist die Losung dieser Aufgabe mit der Aufstellung
der Normalform noch nicht ohne weiteres gegeben.

Die vorhin angefithrten vier Sitze sind besondere Félle einer viel
allgemeineren Rechenregel, die uns noch oft von Nutzen sein wird und
die ich in der folgenden Weise fassen mochte:

X. Verdrangungssatz. In einer Konjunkiion verdrdngt steis das
starkere Glied das schwdchere — d. h. dieses kann neben jenem weg-
gelassen werden —, ¢n einer Disjunklion umgekehrt das schwichere das
starkere.

(Man erkennt iibrigens, daB die frithere Regel IX1 — unbeschadet
ihres Eigenwertes fiir das praktische Rechnen — als ein Sonderfall der
obigen betrachtet werden kann.)

Die Richtigkeit der Regel leuchtet unmittelbar ein. Folgt némlich
in der Konjunktion p.q die Aussage ¢ aus p, so ist es offenbar gleich-
giiltig, ob sie neben dieser noch ausdriicklich genannt wird oder nicht,
wihrend im gleichen Falle die Disjunktion p¢ augenscheinlich nichts weiter
behauptet als eben g.

Die bereits genannten vier Sitze entspringen auf Grund der Tatsache,
daB die richtige Aussage V* von jeder Aussage impliziert wird, also stets
der schwichste Bestandteil ist, wahrend A seinerseits jede Aussage im-
pliziert und daher als stirkster Bestandteil gilt.

§ 10.
Die Normalform.

Als weiteres Beispiel behandeln wir die Aussage

x?/ f gy z y’
die offenbar nmht allgemeingiiltig ist, vielmehr die vier Begriffe f, g, &, &
zueinander in Beziehung setzt.
Es scheint mir sehr bemerkenswert, dal die Aussage, wie sie oben
steht, sich durch die Symbolik des Schroderschen Gebietekalkiils gar nicht
darstellen 1aBt, obgleich sie als eine gewifl nicht fernliegende oder schwierig
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aufzufassende Beziehung zwischen vier Gebieten gedeutet werden kann.
Erst der Relativkalkiil, in welchem die Gebiete als ausgeartete Relative
behandelt werden, vermag auch solche Aussagen mit der ihm eigenen
Umsténdlichkeit und Kiinstlichkeit in Formeln zu kleiden.

In der Absicht, das 7 hineinzubringen, wird zunéichst distribuiert:

zGEf, kS f kg, B9, K,
(Hier soll das erste Kreuz die Wirkung der Operatoren bis iiber die
anderen Kreuze hinwegleiten.) Wir setzen nunmehr nach IV™ 7 einzeln
zu jedem Oberglied, nehmen aber obendrein nach II* und IIT* jeweils

nur diejenigen Unterglieder in den Wirkungsbereich von 7 auf, die wirklich
von y abhingen:

x+fz kz+fm 7]’“;!79;, hx+(g gy ky)‘

Im ersten Oberglied ist j augenscheinlich ganz weggefallen. Um nun
auch den allgemeinen Operator hineinbringen zu kénnen, haben wir noch-
mals zu distribuieren. Tun wir dies, so bleibt unter Beriicksichtigung
insbesondere von IV — auch fiir konjunktive Verknipfung — und IX
schlieBlich iibrig:

x 99,9 9, k,) th.(y g9, k) byk,y g, k).

Hier ist nun die Aussage ¥ g, &, offenbar stirker als jede der Aussagen
¥g, und Fk, und wird daber in den Disjunktionen nach X von diesen
verdringt. Bringt man, dies beriicksichtigend, nunmehr x hinein, so erhélt
man schlieBlich

(ef)(§9,)-(2f.h,)(§.9,-k,) - (wk.)(Fk,)
als konjunktive Normalform der gegebenen Aussage. (Die Klammern sind
zur deutlichen Hervorhebung der verkniipften Bestandteile gesetzt.)
Unsere Rechnungen haben zu dem Ergebnis gefithrt, daf die be-
trachteten Aussagen sich allein aus Bestandteilen von den folgenden ihrer-
seits nicht weiter zuriickfithrbaren Formen:

Zf, Z.f,-9, Z.f,9,%,
durch elementare Verkniipfung sufbauen, insbesondere somit auch als
Normalform derartiger Bestandteile darstellen lassen.
Wir komnen nun der Allgemeingiiltigkeit dieser Zuriickfiihrung auf
die folgende Weise leicht inne werden: Wir nehmen — nur zum Zweck
des Beweises, nicht etwa im Sinne einer praktischen Rechenvorschrift —

an, daf} alle Operatoren in der frither beschriehenen Weise nach vorn ge-
schafft sind. Der der Matrix zuniichst stehende Operator sei etwa Z, also
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partikuldr. Wir denken dann die Matrix als disjunktive Normalform ge-
schrieben und nach IV* % zu jedem Oberglied gesetzt. Dann sieht irgend-
eins dieser Disjunktionsglieder etwa so aus

L fz. g hysza, P,

wo y und z Verinderliche sein mdgen, deren Operatoren anfinglich links
von Z standen. Nach IT* kénnen wir dies lesen als:

(E]‘,;gw) ku-krfa, p.

Nunmehr kommt & nur noch in Aussagen vor, die bereits die gewiinschte
Form haben und in der Folge einfach als konstante Bestandteile — wie
oben f; und p — mitgenommen werden. Damit haben wir wieder dasselbe
Problem vor uns wie zu Anfang, aber mit einer Verinderlichen weniger.
Ist der nichste Operator partikulir, so verfahren wir nochmals wie eben,
ist er allgemein, entsprechend dual, und zwar so lange, bis alle Operatoren
in der beschriebenen Weise untergebracht sind.

Es gilt somit der wichtige Satz: Jede Aussage des Bereiches A {3t
sich allein aus Bestandteilen von den in den obigen Reihen aufgefihrten
Formen, sowte — im Falle, daf konstante Individuen und Aussagen als
Grundbestandteile auftreten — solchen von den Formen f, und p durch
elementare Verkniipfung aufbauen, insbesondere also auch als konjunktive
oder disjunktive Normalform derartiger Bestandteile schreiben.

§ 11.
Die Klassensymbolik.

Es wird tiir die Folge von hervorragendem Nutzen sein, fiir die obigen
unzerlegbaren Bestandteile — ich mdchte sie die ,, Bausteine* der gegebenen
Aussage nennen — kurze und ibersichtliche Zeichen einer den besonderen
Bediirfnissen des logischen Rechnens angepaBten Klassensymbolik verfiigbar
zu haben, die also der Klassensymbolik von Whitehead und Russell in
ganz derselben Art an die Seite tritt wie die von mir entwickelte Aussagen-
und Begriffssymbolik derjenigen der gleichen Verfasser.

In dieser Absicht bezeichne ich zundchst die durch die Begriffe
% g% b" ..., 9% 3% w®  bestimmten Klassen durch «, 8,7,..., 0,0,7, ...
(Auch die wechselseitige Zuordnung der Begrifs- und der Klassenbuchstaben
soll kiinftig in der Hauptsache festgehalten werden.) Die Allklasse werde
wie bei Whitehead und Russell durch V, die Nullklasse entsprechend durch
A wiedergegeben. Die Negation einer Klasse, die sogenannte Ergdnzungs-
klasse, deute ich durch einen iibergesetzten Punkt an. Die Aussage, dafl
a ein Element der Klasse « ist, werde als «, geschrieben.
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Weiter sollen — dies ist der wesentlichste Punkt — die unzerleg-
baren Aussagen der beiden Reihen die kurzen Zeichen

R VN L (A//’ - g’ aﬂ) “ﬁy, .
~— e
A - =
N, A [ o, «ff, «fy

erhalten. Der wunter eine Gruppe von Klassen gesetzte Bogen bedeutet
also, dafl diese Klassen zusammen alle Individuen enthalten, m. a. W.,
dafl ihre Vereinigungsklasse die Allklasse ist, der diber sie gesetzte Bogen,
daB sie wenigstens ein gemeinsames Element haben, daB ihre Durchschnitts-
klasse nicht die Nullklasse ist. Insbesondere bedeutet o, daB « alle
Individuen, und &, daB « mindestens ein Individuum enthalt.

Damit lassen sich zuniichst die iblichen Klassenbeziehungen leicht,
und iibersichtlich darstellen. So bedeutet & offenbar, dall « eine Teil-
lasse von f ist, @f — als Negation von #f —, daB « und B kein
Element gemeinsam\ﬂaben, «;B — als Negation von & —, dall einige «
nicht S sind, usf. -

Wir sehen bereits, wie zu einer Grundaussage der Klassensymbolik
die Verneinung gebildet wird: man ersetzt alle vorkommenden Klassen
durch ihre Ergénzungsklassen und kehrt tiberdies den Bogen um. (Dies
ist einfach das Seitenstiick von VI fiir Klassen.) So ist z. B.

afy <> By,
wo a,B;v augenschemhch besagt, dal der gemeinsame Teil von & und g in
¥ enthalten ist, uﬂy dagegen, daB es ein gemeinsames Element von « und
B gibt, das nicht zu y gehdrt.
Um etwa die bereits ein wenig verwickeltere Aussage

é*“"“'77p14”“‘(¥”"&} “yB =7,

die besagt, dafl y die Vereinigungsklasse von & und 8 ist, in unsere Symbolik
zu iibertragen, schreiben wir sie zundchst als:

ayfCy.yCeayp,
wo die erste Teilaussage ihrerseits als

aCy.fCy
zerlegt werden kann. Die gesuchte Normaldarstellung ist somit:

iy.By.aby.
Die in den aufgefithrten Reihen iibereinander stehenden Bausteine
sind duale Bestandteile im Sinne der Regel VIII. Um von einem Bau-
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stein .zu dem dual entsprechenden iiberzugehen, hat man also einfach den
unteren Bogen durch den oberen zu ersetzen und umgekehrt. (Nur im
Falle der spiter auftretenden Einheitsklassen bedarf es hier noch einer
gewissen VorsichtsmaBregel.)

Die soeben entwickelte Klassensymbolik wird nunmehr das Mittel sein,
um unsere Normalform der Aussagen von A auf die wohl denkbar knappste
und durchsichtigste Art darzustellen. So werden wir z. B. die Normalform
der Aussage

zy.1,9,hk,
in der neuen Klassensymbolik als
aB.ay fd yé

schreiben. Ebenso haben wir

——— — —_
TYudag X Prl Yy €>QOQI <> 00

N—r

o

(.

Oder, um ein anderes Beispiel zu nehmen:
T 1,9, bk, <> @ a.0% f.5+ 5o
«—> @B.87 Bd.@p f6 4.
Hier ist die konjunktive Normalform aus der disjunktiven durch Distribution

gewonnen und fiir ihre Vereinfachung die Tatsache benutzt worden, daf
allgemein ¢o stérker ist als ¢ und .

Ich mdochte hier noch auf den immerhin bemerkenswerten Umstand
hinweisen, da8 der Gedanke der Hineintreibung der Operatoren bei den
begriffsfreien Aussagen sogar unmittelbar die Entscheidung herbeifiihrt.,
Ich kniipfe dazu an unser fritheres Beispiel

(»7)-pg.74
an. Nach Distribution des Operanden:
(PD)*p-77P ¢
konpen wir (7) hineinnehmen:
(») " 2.(0)7"5-(Dg
Nochmalige Distribution ergibt:
(p)-p(2)e-5(DT™)

20) So auf Grund der allgemeinen Formel

‘pr.gFe>g.rTp. F

fiir die Distribution ,homogener Entwicklungsformen® (Schrdder 1, 8. 376). Anderns
falls kiime noch das Konjunktionsglied (¢) ¢ (§) ¢ hinzu.
Mathematische Annalen. 86. 13
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und endlich die Zerspaltung nach (p):

(P)p(D)q (P)B(D)7T
Nun sind aber die Aussagen (p)p und (p)p offensichtlich falsch, da ja
in der Tat weder alle Aussagen®') richtig noch alle Aussagen falsch sind,
und entsprechend die Aussagen (7)g und (¢)g richtig. Die Einsetzung
dieser Wahrheitswerte ergibt:

AV ANV <>V,

womit die gegebene Aussage als giiltig erwiesen ist.

V. Vom Entscheidungsproblem zum Eliminationsproblem.

§ 12.
Grundsitzliche Zuriickfiithrung.

Mit dem bishet gewonnenen Riistzeug wollen wir nunmehr an unser
allgemeines Entscheidungsproblem herantreten. Da, wie bereits erwihnt,
dieses Problem hinsichtlich der Aussagen von A4 selbst noch keinen Sinn
hat, konnte man zundchst daran denken, nach der Allgemeingiiltigkeit der
Aussagen von 4 in den vorkommenden Begriffen und Individuen, also-
nach -der Richtigkeit oder Falschheit der so entspringenden Aussagen
zweiter Ordnung, zu fragen. Es hindert uns indessen nichts, sogleich eine
viel groBere Allgemeinheit zu erstreben, indem wir unserer Untersuchung
von vornherein den Bereich derjenigen Aussagen zweiter Ordnung zugrunde
legen, die — wie es ja selbstverstéandlich ist — nwr wverdnderliche, d. h.
gleichzeitig durch am Anfang oder irgendwo innerhalb der Aussage stehende
allgemeine oder partikulire Operatoren vertretene, Individuen und Begriffe
eines Argumenis, aber keine Beziehungen als Grundbestandteile enthalten?).
Wir wollen diesen Aussagenbereich den Bereich B nennen. (Spiter werden
wir freilich sehen, daB, auch wenn Beziehungen auftreten, unser Losungs-
verfahren noch sehr wohl anwendbar sein kann, sofern die Beziehungen
nur nicht gerade in einer noch néher zu kennzeichnenden stérenden Weise in
die Aussage eingehen.) KEine ganz einfache Aussage unseres Bereiches B
ist z. B.: B L

PrRY P X P Ko
die aussagt, daB es zu jedem Begriff ¢* einen Begriff y* gibt, so da
jedes Individuum 2 unter genau einen der beiden Begriffe fallt.

Man kénnte nun vermuten, da auch die Aussagen dieses neuen Be-
reiches sich vollstdndig aus den frither angegebenen Bausteinen zusammen-

#1) Vorsichtiger: alle Aussagen bis zu irgendeiner gegebenen Ordnung.
%) Von den praktisch vollig belanglosen Aussagenoperatoren sehe ich der Ein-
fachheit halber ab.
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setzen lieBen, wobei nur irgendwie zwischen diesen verstreut oder, wenn
man will, auch simtlich am Anfang der Aussage die Operatoren ¢, 7,
hinzugefiigt wiren. Aber so einfach liegt die Sache hier nun nicht. Viel-
mehr miissen wir jetzt durchaus mit der Moglichkeit rechnen, daB die
Trennung der verinderlichen Individuen durch das Dazwischentreten der
Begriffsoperatoren unmoglich gemacht wird. Andert man z. B. die obige
Aussage ab in
CPY PolaParles

so daB sie nunmehr aussagt, daB, wenn irgendein Individuum z gegeben
ist, es zu einem Begriff p* stets einen Begriff y* gibt, so daB z unter
genau einen der beiden Begriffe fallt, so kann man zwar nach ITI* die
Operatoren @ und ¢ vertauschen; dagegen gibt es kein allgemeines logisches
Gesetz, das gestatten wiirde, das # auch noch iiber das 7 hiniiberzubringen.
Wir gelangen daher in diesem Falle nicht zur Trennung der veréinder-
lichen Individuen und infolgedessen auch nicht zu einer Normalform im
fritheren Sinne.

Zum Glick bedeutet dieser Umstand fiir das zu entwickelnde all-
gemeine Entscheidungsverfahren durchaus kein Hindernis. Ja, es wird
sich im Gegenteil sogar zumeist als giinstig erweisen, die Individuen-
operatoren, wenn moglich, nach links noch iiber benachbarte Begriffs-
operatoren hiniiberzuschieben. Die Begriffsoperatoren ihrerseits werden
wir moglichst weit ,hineinzutreiben®, d. h. nach rechts zu riicken und zu
zerspalten suchen, wobei eine vollige Trennung freilich nur in besonderen
Fillen erreicht werden wird.

Es sei nunmehr etwa @ der am weitesten rechts stehende **) Begriffs-
operator — natiirlich kénnte dieser ebensogut ein allgemeiner sein — und
Fo,uo sein Operand, wo u, v solche Individuen innerhalb F sein
mogen, deren Operatoren noch links von @ stehen?®¢), wihrend y ein
anderer noch im letzten Operanden vorkommender Begriff sein moge,
dessen Operator sich dann natiirlich links von @ befindet. Greifen wir
nun aus der Gesamtaussage allein den Bestandteil

: ¢F‘I’ZW)

heraus, so liegt der Kern des Entscheidungsverfahrens, kurz gesagt, darin,
da es, sofern unsere Voraussetzungen erfiillt sind, stets moglich ist, naoks
einer gewissen Regel die obige Teilaussage durch eine dquivalente zu -er

%) Bzw. allgemeiner ein solcher, der seinerseits keine Begriffsoperatoren hehr
unter sich hat.
2) Die mitsamt ihren Operatoren in F' vorkommenden Individuen sind offen-
bar unter den Argumenten nicht mit aufzufithren, weil von ihnen der Ausdruck F
ja nicht abhéngt,
13*
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setzen, die den Begriff ¢ nicht mehr enthilt, also iliberhaupt ohne Be-
grifisoperator ist. Der Begriff ¢ ist damit aus der Aussage gewisser-
mafen ,eliminiert, die Anzahl der vorkommenden Begriffe iiberhaupt
um Eins vermindert. Durch Fortsetzung des Verfahrens werden nun
nach und nach alle Begrifie aus der gegebenen Aussage beseitigt und wird
diese selbst in eine reine Trivialitdt tibergefiihrt, ndmlich entweder in einen
der Wahrheitswerte v* und A oder aber in eine auBerlogische Voraussetzung
iiber die Anzahl der vorhandenen Individuen, falls die gegebene Aussage
von einer solchen abhingt,

§ 13.

Formulierung des Eliminationsproblems. Ein wichtiges Eliminations-
ergebnis,

Die letzte Wendung hat uns bereits auf das Grundproblem der ganzen
Untersuchung gefiithrt, mit dessen Bewiltigung die des Entscheidungs-
problems — wenigstens innerhalb des von uns zu betrachtenden Aussagen-
bereiches — steht und fillt. Ich méchte dieses neue ,,Eliminations-
problem* in der folgenden Weise bestimmter fassen-

Gegeben ist eine Aussage

@ Foprpap oder @ Forgap,

wo der Operand eine Aussage unseres fritheren Bereiches 4 ist und, ab-
gesehen von ¢, nur konstante Higenschaften, natiirlich in beliebiger end-
licher Anzahl, enthdlt — da sie némlich innerhalb des obigen Ausdrucks
nicht durch Operatoren vertreten sind, haben wir sie eben, solange wir
inser Augenmerk nur auf diesen richten, als konstant anzusehen?) —,
auflerdem moglicherweise noch konstante und veranderliche Individuen;
diese letzten natiirlich zugleich als Operatoren, daher oben nicht ange-
deutet. (Das Anftreten von Aussagen p, ¢,. als Grundbestandteilen
hat im gegenwartigen Zusammenhang kaum praktische Bedeutung.) ZEs
soll nun etne oder — wie wir bestimmter sagen diirfen — diejenige Aussage
(erster Ordnung) gefunden werden, die der gegebenen dquivalent ist —
natiirlich fiir irgendwelche Werte von f, g, @, b —, den Begriff ¢° jedoch
nicht mehr enthdli. Mit anderen Worten: Es soll diejenige Beziehung
(erster Ordnumg) zwischen den Konstanten [, g,’a, b ermittelt werden,
deren Bestehen die motwendige und hinreichende Bedingung dafir ist,

25) Ich nenne also die Grundbestandteile eines Ausdrucks ,wverdnderlich® oder
nkonstant®, je nachdem sie innerhalb des fraglichen Ausdrucks durch Operatoren ver-
treten sind oder nicht. Soviel ioh sehe, ist dies genau der Sinn, in welchem diese
Unterscheidung in der Mathematik tatsichlich gemacht wird.
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daf3 F,rgar je nachdem fiir beliebige Begriffe ¢ oder fiir mindestens
einen Begriff ¢° eine richtige Aussage darstellt.

Das Wesen des Problems wird wohl am besten dadurch klarer werden,
daB ich, sogleich in seine Behandlung eintretend, es zuniichst fiir den-
jenigen Fall durchfithre, an welchem die Algebra der Logik bisher vor-
zugsweise ihre Krifte erprobt hat — allerdings in einer gegeniiber der
iiblichen etwas abweichenden Darstellung.

Wissen wir von drei Begriffen 7, 4” %% daB zwischen ihnen die
Beziehung

af, g xiah,

besteht, m. a. W., daB} sie die Primissen des Schlusses Barbara erfiillen,

5o vermdgen wir bekanntlich — dies ist eben der Sinn jenes Schlusses —
eine Beziehung zwischen f und A allein anzugeben, nimlich
xfh,,

die dann ebenfalls notwendig erfiillt ist. Sind f und A fest gegeben, so
ist die obige Bedingung also gewi nur dann durch einen Begriff y erfiill-
bar, wenn tatsichlich x f:hz gilt. Aber auch umgekehrt gibt es, falls f
und b die ,,Resultanie x f'; h, befriedigen, gewill ein y der verlangten
Art; denn man braucht ja nur einen der Begriffe f und A selbst fiir g
einzusetzen, um auf die als richtig vorausgesetzte Resultante zuriickzu-
kommen. Die Erfilllung der Resultante %7,k ist also gerade notwendig

und hinreichend dafiir, daB es ein y gibt, das der Bedingung

z f: Zn: % i;hx
geniigt; d. h. aber:

wa:;(z.w%;hw«-»x}‘:hm
Oder, bei anderer Wahl der Buchstaben:
. . @ xffv(Pav "59@65; > mfmgz’
in Klagsenschrift:
040 o> b

Dies ist bereits unser erstes wichtiges Eliminationsergebnis. In Wirk-
lichkeit reicht es nun sehr viel weiter, als auf den ersten Blick scheinen
mag. Dies wird deutlicher werden, wenn wir nunmehr unser allgemeines:
Eliminationsproblem wieder anfnehmen, um es noch erheblich weiter, als.
bisher geschehen, zuriickzufiihren. Einzig von dem Auiftreten konstanter-
Aussagen und Individuen wollen wir zunsichst aus Bequemlichkeitsgriinden
absehen.
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§ 14.
Herstellung der Eliminationshauptform.

Denken wir ung in
QF oaf.. s

indem wir uns auf den historisch fritheren Fall des partikuldren Begriffs-
operators beschrinken — der andere Fall erledigt sich natiirlich einfach
durch duale Ubertragung des Ergebnisses —, den Operanden als disjunk-
tive Normalform geschrieben, so kénnen wir nach IV* zunichst den
Operator ¢ vor jedes einzelne Oberglied setzen. Nach II* kénnen wir
diese Oberglieder nun so schreiben, daf alle nicht von o abhingigen
Unterglieder liriks von g stehen, also beim EliminationsprozeB auBer Betracht
bleiben. Dann haben wir einzig noch die Aufgabe zu lésen, aus einer
Aussage der folgenden Form

e.-x0.¢'0c  fo B¢ yeYe. 80.9%
die Klasse ¢ zu eliminieren.
Hierbei ist nun freilich — anscheinend unberechtigterweise — ange-

nommen worden, da8 jeder o enthaltende Baustein sich gerade auf eine
der obigen vier Arten schreiben ldft. Andere zweigliedrige Bausteine
kommen jedenfalls nicht in Betracht, da ja 00 oder oo 00 usw. in Wahrheit

emghedng sind, wohingegen Q0 den Wert v und ¢9g den Wert A hat.
Weiter gilt offenbar allgemem

—- N
¢+ Au, Cer Ve,
~ N—

womit auch die eingliedrigen Bausteine erledigt sind.
Beziiglich der drei- und mehrgliedrigen Bausteine méchte ich dagegen
zunéchst zwei neue Symbole einfithren, und zwar verstehe ich unter

24
e
die Vereinigungsklasse der Klassen e, g, selbst — im- Gegensatz zu
der Aussage, daB diese die Allklasse ist — und entsprechend unter
p
24 .

ihre Durchechnitisklasse. Es ist nun aber augenscheinlich

wbyesefrrsby
usf.. (wo die letzte Schreibung freilich praktisch kaum vorkommen wird)
und entsprechend

N TN

TN -
afyerafy<safy
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usf. Wir konnen also in einem mehr als zweigliedrigen Baustein alle
Glieder aufler ¢ bzw. ¢ — auch hier werden ¢ und ¢ weder mehrfach
noch zusammen auftreten — durch den dem Klammerbogen gleichartigen
Klammerhaken zusammenfassen und ihn damit ebenfalls auf einen zwei-
gliedrigen der obigen vier Arten zuriickfithren.

Natiirlich gilt ebenso der dem obigen dual entsprechende Satz, daB
das andere allgemeine Eliminationsproblem

0 F oafl..
sich auf das folgende besondere zuriickfithren 14Bt:
0@ @ BoFe rere S0do .
wo die wagerechten Striche bedeuten, dal die disjunktiv verbundenen

Glieder jeder Art in beliebiger endlicher Anzahl vorhanden sein konnen.

Wir diirfen sogar noch insbesondere voraussetzen, daf die in Rede
stehende Form gerade genau ein «-Glied und genau ein g-Glied enthilt.
Ist ndmlich zunéchst im Falle des Operators g eine der beiden Arten
nicht vertreten, so konnen wir vermége des Verdringungssatzes X das
Glied Kg bzw. Kg, deren jedes den Wert Vv hat, als weiteres Konjunk-
tionsglied hinzufiigen. Sind dagegen mehrere «- Glieder oder §- Glieder
vorhanden, so bedienen wir uns der Formel

wy.By«>afy,
— N

die ganz entsprechend auch fiir mehr als zwei Glieder gilt. Sie ist eine
Art Distributionssatz fir Klassen und als

eine unmittelbare Folge von IV* und VII. Gamz entsprechend kann im
Falle des Operators ¢ vermdge

und
—_— TN
ay By > efy
die Anzahl der «- und der §-Glieder je genau auf Eins gebracht werden.
Fiir die y- unfl die 8- Glieder ist eine derartige Vereinfachung dagegen nickb
moglich.
Die obige.Zuriickfihrung ist, wie Schroder *®) berichtet, im wesgent-

lichen bereits von O. H. Mitchell angegeben worden. Freilich ist bei dér
Beurteilung zu beriicksichtigen, daf Mitchell ebenso wie spéter Schrader

26) Algebra der Logik 2, 8. 191.



200 H. Behmann.

die gegebene Aussage won wornherein als Klassenaussage, d.h. bereits
in derjenigen Form, die allein der von ihnen verwendeten Symbolik zu-
ginglich war, geschrieben voraussetzt. In der vorliegenden Untersuchung
ist demgegeniiber der wirkliche Geltungsbereich dieser Zuriickfithrung auf-
gewiesen worden, der in der Tat alle Aussagen unseres so sehr viel weiteren
Bereiches 4 umfafit — wobei einzig fiir den Fall, daB konstante Indi-
viduen auftreten, der Nachweis vorldufig noch aussteht.

Um nunmehr auch diesen Fall zu erledigen, stellen wir zunéchst fest,
daB Ausdriicke wie p und f, bzw. «, ebensowenig wie den Aufbau der
Normalform den Proze8 der Elimination irgendwie stéren kénnen, da sie
sich ja stets vor den Operator o oder g schieben lassen. Tritt dagegen ¢,
bzw. g, auf, so bedenken wir, daB offenbar gilt:

(XT) Q> aQ > g,

wo der Buchstabe a innerhalb des Klammerbogens, wie dies wohl ohne
die Gefahr eines Miflverstdndnisses geschehen kann, nicht mehr das Indi-
viduum @, sondern die aus dem einen ‘Individuum o bestehende Klasse
bedeutet. In Begriffsschrift lautet die obige Aquivalenz:

f,erxx=af, «~>Z.rx=a.f,

wir machen also hier versteckterweise bereits von der Beziehung der
Identitst unter Individuen Gebrauch??).

Nach Belieben eine der obigen Umschreibungen verwendend, kénnen
wir also auch die Formen g, und o, ohne weiteres auf die vorhin be-
trachteten zuriickfihren, so daB wir somit, wenigstens beziiglich der
ersten innerhalb einer Aussage des Bereiches B vorzunehmenden Begriffs-
elimination — fiir die folgenden kénnen wir im Augenblick noch nichts
Bestimmtes sagen, da ja, noch ungewi ist, inwieweit die resultierenden
Aussagen wiederum dem Bereich B angehéren werden — das oben formu-
lierte Problem in der Tat als das allgemeinste erkennen, mit dem wir
uns iiberhaupt abzugeben haben werden.

Insbesondere sehen wir, daf wir mit unserer ersten Eliminationsformel

0.ag.foeraf
upd der dual entsprechenden

0ugBo 0
zuro mindesten die Fille, daB bei partikulirem Begriffsoperator nur all-

2% Der erwihnte Zusammenhang spielt {ibrigens schon in der klassischen Logik
eine gewisse Rolle, insofern diese bekanntlich die singuldren Urteile durchweg ver-
moge der ersten Teiliquivalenz durch allgemeine ersetzt, jedoch ohne die véilige
Gleichberechtigung der partikuléten Umschreibung gewabr za werden.
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gemeine Individuenoperatoren und bei allgemeinem Begriffsoperator nur
partikuldre Individuenoperatoren rechts von @ bzw. ¢ auftreten, be-
reits vollstindig beherrschen.

Fiir praktische Anwendungen wird die Bemerkung von Nutzen sein,
da man die Eliminationshauptform nicht, wie es hier der Bequemlichkeit
und Ubersichtlichkeit der Darstellung zuliebe geschehen ist, gerade un-
bedingt auf dem Wege iiber die vollstindig entwickelte Normalform zu
gewinnen braucht, vielmehr geniigt es hier augenscheinlich, bloB den
gerade zu eliminierenden Begriff hinsichtlich der zugehGrigen veréinder-
lichen Individuen von den iibrigen zu trennen. So braucht man einen
Ausdruck wie

':-c-'fa: ga‘(p:c

ersichtlich nicht weiter zu zerlegen, sondern wird ihn ohne weiteres in

TN

apfo
umschreiben. In dieser Weise verfahrend, erhidlt man eine bloB nach ¢
bzw. o ,,entwickelte* Form, die in der Tat meist rascher auf die Eliminations-
hauptform fiihrt als die nach allen Begriffen entwickelte Normalform. —
Gerade diese Entwicklungsformen zeigen eine ganze Reihe merkwiirdiger
Gesetzmabigkeiten und stehen den Normalformen an theoretischer und
praktischer Bedentung kaum nach. Wir wollen indessen diesen Gedanken
hier nicht weiter verfolgen; denn es ist ja nicht unsere Absicht, hier
gerade den im gegebenen besonderen Fall am raschesten zum Ziel
filhrenden Weg auszumachen, vielmehr nur ein einheitliches, leicht ver-
sténdliches und iibersichtliches Verfahren aufzustellen, das allen in seinen
Bereich fallenden Aufgaben gleichm#Big gerecht wird; und darum werden
wir die Fragen der Aufdeckung und Verwertung besonderer ,Rechen-
vorteile® hier auf sich beruhen lassen.

V. Das Eliminationsproblem auf der ersten Stufe.

§ 15.
Rechnerische Losung.
Gehen wir nun iiber zum allgemeinen Problem der Elimination von
o aus unserer Hauptform
§‘i€\ﬂ,@@@ 82.80..
— einer Aufgabe, die Schréder mit den unzulsinglichen Darstellungsmitteln

seiner Algebra der Logik nicht zu meistern vermochte und beziiglich
deren er sich daher schlieBlich bescheidete, sie im SchluBsatz der ersten
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Abteilung seines zweiten Bandes den Forschern zur weiteren Bearbeitung
angelegentlich zu empfehlen —, so ergibt sich fiir uns vielmehr die iiber-
raschende Tatsache, daB wir im gegenwirtigen Augenblick bereits alle
Mittel an der Hand haben, um die vollstindige Losung dieser Aufgabe
rein rechnerisch zu gewinnen, daB es hierzu also im Grunde gar keines
neuen Gedankens mehr bedarf. Wir brauchen bei unserer Aufgabe niamlich
nur zu bedenken, daf in den y- und J-Gliedern ja Operatoren von der
Form Z stecken, die als mit @ gleichartig iiber dieses hiniibergeschafft
werden konnen, womit dann die im Operanden verbleibenden zugehorigen
Individuen die Rolle von Konstanten iibernehmen.

Nur um bequemer schreiben zu kénnen, wollen wir fiir die Herleitung
der Losung annehmen, daf es sich gerade um zwei y-Glieder und zwei
8-Glieder handeln moge, ohne daB die Einsicht in die Allgemeingiiltigkeit
der Herleitung und die Gestalt des allgemeinen Ergebnisses hierdurch
irgend behindert werden wird. Die Aussage

9.00.50.70.79.00.0'¢

lautet in Begriffsschrift:

F o Qe s @o-by @yt by @y T ko @, ¥ ky 3
wobei die buchstébliche Unterscheidung der verdnderlichen Individuen
nicht an sich, sondern nur fiir unsere gegenwirtige Absicht erforderlich
ist. Nach ITI* konnen wir die Operatoren %, w/, 7, v’ zunéchst an den
Anfang des Hauptoperanden und weiterhin, als nunmehr zu @ benachbart
und diesem gleichartig, vor den Begriffsoperator bringen, so daB wir
erhalten.

U BV §. 2z Q0 TGs P hu Q. P @ kw9, ko . Ty
Vermége des gleichen Vertauschungssatzes kénnen wir nunmehr die von ¢
unabhiéingigen Konjunktionsglieder iiber @ hinwegbringen*):

= ’ _ = 5 oo
Gu' 0V hy by ke by § 2fr@z. %90 Py Pu-Pur - Pys Por
Der letzte Teil — von § an — lautet in Klassenschrift:
wo u, %', v, ' nunmehr Konstante im Sinne unserer fritheren Erklérung

(S.196) sind. Zusammenziehung nach dem Distributionssatz fiir Klassen
(8. 199) ergibt:

5 o7
g.cun’p. fov'g,
v v

%) Der geiibtere Rechner wird sich freilich diese Operation ersparen und statt
dessen von der naheliegenden Regel Gebrauch machen, daf konstante Bestandteile
bei der Elimination einfach stehen bleiben.
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und hierfiir liefert unsere frithere Eliminationsregel die Resultante

S
euw’ oo’
v
Nach dem gleichen Distributionssatz schreiben wir dies wieder um in:

B b v’ W B.uv wd W' W
~— p— S—— S—

—_— N e e N

oder in Begriffsschrift:
xfng fv f;)' gu'gu" U # vu + 'U' u, =|= v-u, + v,,

da allgemein S'tl) offenbar nichts anderes als die Verschiedenheit der beiden
Individuen ¢ und b ausdriickt. Indem wir dies in unsere Gesamtaussage
einsetzen, bringen wir gleichzeitig die vorhin vorausgestellten Teilaussagen
wieder an ihre urspriinglichen Plitze. Bedienen wir uns iiberdies fiir

uv.utv uwFv.u =0
der leichtverstindlichen abkiirzenden Schreibweise
(uw'lvo'),
80 bekommen wir als Endergebnis:
af,g,. ww o0 (uw' vv') b, g, h.g, k, fv. ki fy.

Um die gewannene Resultante — deren allgemeine Gestalt fiir beliebige
Anzahlen von y- und §-Gliedern aus der obigen vermdge der Herleitung
ohne weiteres klar sein wird — in Klassenschrift auszudriicken, reichen
die bisherigen Mittel unserer Klassensymbolik offenbar nicht hin, aus dem
einfachen Grunde, weil die obige Aussage ja noch die Beziehung der
Identitdt, und zwar zwischen verinderlichen Individuen, als Grundbestand-
teil voraussetzt und infolgedessen — im Gegensatz zum Hauptoperanden
der gegebenen Aussage — unserem Bereich 4 im allgemeinen nicht mehr
angehort.

Lassen wir fiir den Augenblick einmal die ,,Klausel* (uu’|vv’) beiseite
— womit die Aussage ersichtlich in eine ahgeschwichte, aus ihr bloB
zu folgernde, iibergeht —, so hindert uns nun natiirlich nichts, die ver-
snderlichen Individuen zu trennen und demgem&B zu schreiben:

uﬁ.fﬂ;;ﬁ\ﬁ.@.@.

Dies ist die ,,rohe Resultante®, wie sie Schréder nennt. Sie besagt augen-
scheinlich, daB jedenfalls nur dann die gegebene Aussage richtig sein,
m.a. W eine der vorausgesetzten Bedingung geniigende Klasse ¢ vorhandern
sein kann, wenn zunichst ¢ und g zusammen kein Individuum auslassen
und iiberdies sowohl y und y’ mit g wie auch ¢ und 0’ mit « je mindestens
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ein Element gemeinsam haben. Um aber die Existenz der fraglichen
Klasse verbiirgen zu kénnen, miissen wir natiirlich noch die Klausel
(ww'|vv’) beriicksichtigen. Diese bringt nun ihrerseits die weitere Be-
dingung hinzu, dafl die Auswahl der entsprechend gemeinsamen Elemente
insbesondere so getroffen werden kann, daB diejenigen, deren Existenz
durch die y-Glieder der rohen Resultante gefordert wird, von den durch
die d-Glieder geforderten durchweg verschieden sind. r(i\I.a.tiirlich ist damit
nicht gesagt, daf die Durchschnittsklassen ;E und y'8 zu o und o'a
jeweils elementefremd sein miifiten; sie brauchen nicht einmal verschieden
zu sein.)

Ich werde nun die volle, d. h. durch die Klausel erginzte, Resultante
in moglichster Anlehnung an die rohe kiinftig als

«p. (78 v'B.| 52 5a|
schreiben. Der zwischengestellte Strich soll hier den Klauselzusatz zum
Ausdruck bringen, dafl die gemeinsamen Elemente, deren Existenz links
vom Strich behauptet wird, von denjenigen, deren Existenz rechts vom
Strich behauptet wird, durchweg verschieden wihlbar sein sollen.

§ 16.
Anschauliche Losung. Das allgemeine Ergebnis.

Wegen seiner Wichtigkeit mochte ich das Ergebnis des vorigen Para-
graphen in anderer Weise nochmals ableiten, und zwar statt durch Rechnung
diesmal durch eine mehr anschaulich gefiihrte Uberlegung, die den eigent-
lichen Sinn jenes Ergebnisses wohl noch deutlicher zum BewuBtsein
bringen wird. (Dies ist zugleich auch der Weg, auf dem ich die Losung
des Problems zuerst gefunden habe.) Die Anzahlen der y- und der §-Glieder
werde ich diesmal von vornherein als beliebig annehmen.

Ist unsere Ausgangsaussage
0.a0-fo 76 770 b0.5%
80 soll nach den ersten beiden Teilbedingungen
e 4o

sein, d. h. & soll in ¢ als Teilklasse enthalten sein und o seinerseits in

B, oder — wie wir hierfiir auch sagen wollen — es soll o eine ,,Zwischen-
klasse zu & und g sein. Verwenden wir fiir den Augenblick statt af

die Peanosche Bezeichnung «Cf, so kinnen wir diesen Sachverhalt als
aCoCp
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oder auch als

BCoCu
iibersichtlich in eine Formel zusammenziehen. Dafiir, daB es ein derartiges
o gibt, ist, wie wir wissen, die Bedingung «f — nimlich, daB & eine
Teilklasse von § ist — notwendig und hinreichend.

Uberdies soll ¢ nun mit y, p’, . je mindestens ein Element gemein-
sam haben, und zwar mogen dies, wie wir bestimmter annehmen wollen,
die Elemente u, u’, sein. Entsprechend seien als solche Elemente, die
¢ mit 8,0’,. gemeinsam hat, v, v’,. gowshlt. Hs sollenalso u,u’, .,
entsprechend Elemente von y, y/, sein, zugleich aber Elemente von
¢, ebenso v,/ entsprechend Elemente von 4,6', . und zugleich
Elemente von g. Dies heiit einerseits:

by by, und Ky ke...

Andererseits liegt, wie schon festgestellt, o in 8 und ¢ in &; es ist also

um so mehr:
9 9 und f;:‘ f;)'

Obendrein muB, da kein Ding gleichzeitig Element von ¢ und o sein
kann, jedes % notwendig von jedem » verschieden sein, also

(wwl_ ool ).
Damit es eine Klasse ¢ von den verlangten Eigenschaften gibt, muf
also jedenfalls insgesamt gefordert werden:

mfxgm- ﬁ;;lz—-— 59;5_. ku.gu.hg:’-g«u’ . kp.f’b-k;' -fo' e (u'u':._ { 'D”L).

Diese Bedingung ist nun aber andererseits gewifl auch hinreichend.
Denn sind zwei Klassen & und § gegeben, so daB ¢ in B enthalten ist,
so 148t sich gewifl ein ¢ als Zwischenklasse wihlen, und zwar auch dann
noch, wenn dabei gewisse in § enthaltene Individuen %, w’, . . ausdriick-
lich in p eingeschlossen, .gewisse von jenen verschiedene und nicht in «
enthaltene v, v’, . von g ausgeschlossen sein sollen.

Ich méchte diesen letzten Sachverhalt durch die nebenstehende Figur
verdeutlichen. Das Rechteck stellt den In-
dividuenbereich dar. & ist eine Teilklasse
von f, was nichts anderes besagt, als daB
o und B zusammen alle Individuen enthal-
ten. Die Individuen u, w’, .. sind durch
Ringe, die Individuen w,%’,. . durch
Kreuze hervorgehoben; und zwar liegen
die Ringe simtlich innerbalb 8, die Kreuze
simtlich auBerhalb &, tberdies fillt nie-
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mals ein Ring mit einem Kreuz zusammen. Es ist nun offenbar ein
leichtes, eine Zwischenklasse o anzugeben, die alle Ringe, aber kein
einziges Kreuz enthilt. Sollte némlich irgendeine aufs Geratewohl ange-
nommene Zwischenklasse — z. B. insbesondere eine der Klassen & und g
selbst — nicht bereits die Zusatzbedingung erfiillen, so braucht man ja
nur nachtriglich die in ihr etwa enthaltenen Kreuzelemente von ihr aus-
zunehmen und die nicht in ihr enthaltenen Ringelemente ihr hinzuzu-
fiigen, wobei die Klasse gewiB nicht authdren wird, Zwischenklasse
zu sein. — Die vorhin aufgezihlten Bedingungen sind somit fiir die
Existenz der Klasse ¢ nicht nur notwendig, sondern zugleich auch hin-
reichend.

Unser allgemeines Ergebnis ist somit wiederum:

~ N

puofofi e SFe < eB GBTB . LSaE |

Dual entsprechend wird natiirlich ‘gelten:

0@ foyoyo 800 o > eB[yfy - |0usu ],

e Nt S St

wo nunmehr

[@B1yd)«>uu vo'(u="1) (u="1") (4" =) (v =v") ey By or
<> uw’ o0 (uu' | v0") &y By 1o Oy,

die Klausel also nicht mehr Zusatzbedingung, sondern Voraussetzung ist.

In Worten: Um aus der Eliminationshauptform die Klasse o zu
eliminieren, zieht man 1 den Koeffizienten des «-Gliedes mit dem des
B-Gliedes durch den gleichartigen Klammerbogen zusammen, setzt 2. den
ersten an die Stelle von ¢ in die §-Glieder und den zweiten an die Stelle
von o in die y-Glieder — also gewissermaBen iiber Kreuz — ein, wobei
8. die resultierenden y- und é- Glieder durch die eckige Klammer zusammen-
gefaBt und zugleich durch den die zusitzliche oder bedingende Klausel
andeutenden senkrechten Strich getrennt werden. Im iibrigen sind die
Glieder der Resultante genau so untereinander verkniipft wie die ent-
sprechenden der gegebenen Form.

Da die Zuriickfiihrung der «- und der 8-Glieder auf die Einzahl in
der Praxis oft lastig sein wird, mdchte ich hier noch die von dieser Be-
schrinkung unabhéngige Losungsform angeben. Sie lautet:

!

g.0g.¢’0 .. Bo-Bo- 7070, 0.5

N’ N

*’"% [yB8B—. y'BB—...| dea’ .8 ae! . .]
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und entsprechend dual:
e @@ o f - yore 908
«> (0 ’ ’ ’ ’ ’
> BB (786~ v'BB. _|dae’ &8'ac’ -]

Sie wir<.i natﬁrlicg einfach e‘rhalten, indem man die gegebene Form zu-
nachst in der fruherep Weise zuriickfiihrt und dann die obige engere
Regel a.,nwendet. - Diese Formeln gelten nun fiir ganz beliebige Anzahlen
von Gliedern der vier Arten, auch dann, wie man leicht bestitigt, wenn
die Anzahl der Glieder irgendeiner Art Null ist; es fallt dann die zuge-
horige Koeffizienten- oder Gliederreihe eben ganz aus. Sind z. B. keine
S-Glieder vorhanden, so fillt die Reihe hinter dem Strich ganz weg; die
Klausel wird dann augenscheinlich nichtssagend und braucht nicht mehr
angedeutet zu werden. Ist kein «-Glied vorhanden, so fallen samtliche
Buchstaben «, «’, . weg und obendrein — vermége " = Vund __ = A,
‘wo also innerhalb des Klammerhakens gar keine Klasse steht — das «4- Glied
der Resultante usf. Dieses kann iibrigens allgemein noch nach dem Di-
stributionssatz zerlegt werden.

Wenn man die beiden Losungswege, namentlich den zweiten fast
rein anschaulichen ins Auge fafit, so wird es einem gewil verwunderlich
diinken, dafl ein so scharfsinniger Denker wie Schroder diese Aufgabe — deren
grundlegende Bedeutung fiir unser Beweisproblem ihm vermutlich verborgen
geblieben ist — trotz aller aufgewendeten Miihe schlieBlich unerledigt
stehen lassen muBte. Der entscheidende Grund liegt nach meiner Ansicht
durchaus in der Sprodigkeit seiner Symbolik, die ganz und gar ungeeignet
ist, die Loésung auch nur darzustellen. Nur hierdurch konnte Schroder
auf den verfehlten Gedanken kommen, die Klausel in ganz unangemessener
Weise als Zusatzbedingung zur rohen Resultante fassen zu wollen, wobei
er iiber gewisse im wesentlichen nur mit Worten umschriebene Teilergeb-
nisse nicht hinauskam.

Man ersicht schon allein hieraus, von wie grundlegender Wichtigkeit
in der symbolischen Logik — nicht minder iibrigens in irgendeinem Zweige
der Mathematik im weifesten Sinne — die Aufstellung und Verwendung
eiher mit aller Sorgfalt den Problemen angepaften Symbolik nicht etwa bloB
fiir die Darstellung, sondern fiir den Fortschritt der Erkenntnis selbst ist.

§ 17.
Das Eliminationsproblem fiir mehrere Begriffe.
Mit der in den vorangehenden Paragraphen entwickelten Losung des

Eliminationsproblems fiir einen Begrifisoperator ist die allgexzfxeine Losung
des Entscheidungsproblems innerhalb B augenscheinlich noch nicht gegeben,
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weil ja schon nach der ersten Begriffselimination die Resultante im all-
gemeinen nicht wieder eine Aussage des Bereiches B, sondern mit Klauseln
behaftet ist, die das Hinzukommen der einen konstanten Beziehung der
Identitdt von Individuen zum Ausdruck bringen. Wir werden also ge-
wissermaBen durch den Verlauf der Untersuchung selbst in die zweite
Stufe unseres Problems hineingedringt, welche die Beziehung der Indi-
viduenidentitidt von vornherein mit in Betracht ziehen soll. Immerhin mag
der bereits gewonnene Erkenntnisstandpunkt dadurch noch etwas weiter
ausgebaut werden, daB wir auf den praktisch wichtigen besonderen Fall
des Eliminationsproblems innerhalb B naher eingehen, da8 die auftretenden
Begrifisoperatoren untereinander gleichartig und nicht durch ihnen ungleich-
artige Individuenoperatoren getrennt sind, eine Aufgabe, die uns auf dem
gegenwirtigen Standpunkt keine Schwierigkeit mehr bereiten wird.

Wir betrachten hierzu das folgende fiir unsere Zwecke hinreichend
allgemeine Beispiel:

06 wgo Poo ygo dgo oo B oo y'oo 0 g0
et N e N

— nach Schroder wiederum eines der ,,gewichtigen noch ungeldsten Pro-
bleme* unserer Wissenschaft. Nur der Bequemlichkeit halber ist von jeder
der acht moglichen Arten nur ein Glied angenommen worden. Von
Gliedern, die nur eine der beiden Verdnderlichen enthalten, diirfen wir
iibrigens wegen

~—
0Q «> QP00 «> Q00 KXQT
S~ S——” e S

usf. ohne EinbuBe an Allgemeinheit absehen.

Man kann hier nun genau wie im Fall eines Begriffsoperators die in
den partikuliren Gliedern steckenden Operatoren Z vor die Begriffsopera-
toren bringen zugleich-mit den nunmehr entstandenen von ¢ und ¢ unab-
héingigen Bestandteilen — fiir den geiibten Rechner ist diese letzte Um-
stellung freilich unndtig — und aus dem verbleibenden Rest, der als Kon-
junktion von lauter allgemeinen Bausteinen zu schreiben ist, o und o nach-
einander eliminieren, ohne schon hierbei durch das Hinzutreten einer
Klausel behindert zu sein. Der weitere Verlanf gestaltet sich dann ganz
wie im friiheren Fall. .

Freilich mochte ich an dieser Stelle gegeniiber der etwas ermiidenden
Rechnung dem zweiten, anschaulichen Weg den Vorzug geben, zumal dieser
auch hier vielleicht den klareren Einblick in das Wesen des Problems gibt.

Wir iiberlegen folgendes: Durch die Abgrenzung der Klassen p und o wird
der Individuenbereich V offenbar in die vier untereinander elementefremden

Klassén go, 00, 00,00 zerlegt. (Natiirlich brauchen nicht alle vier Klassen
von A verschieden zu sein.) Die erste Bedingung ago kann nun aber auch
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«oo bzw. ago
fos—t N——
N—

geschrieben werden; sie besagt also, daB g‘; in « enthalten ist. Insgesamb
kénnen wir die ersten vier Bedingungen schreiben;

06Ca, 0CB, oCy, ooCé.

Da hier die linken Seiten zusammen alle Individuen enthalten, muB dies
von den rechten Seiten erst recht gelten; es wird also
afiyd
SN
. . . . ~ .
sein miissen. Nun soll nach den weiteren Bedingungen «’go usw. sein,

d. h. es soll Individuen w, x, y, z geben, die der Reihe nach in je einer
der Vierteilungsklassen liegen, also gewil verschieden sind. Zugleich aber
liegen sie der Reihe nach in «’, 8',y’, " und gemiB den fritheren Be-
dingungen der Reihe nach in 4, y, f, «. Dies gibt insgesamt:

WhaGuluku BEGE (0|2 1Y)|2) fo k- go. ha- by gy Kz fos

wo (w|x|y|2) kurz ausdriicken soll, da die vier Individuen untereinander
verschieden sind.

Dafl fiir die Existenz von ¢ und ¢ diese Bedingungen auch hinreichend
gind, ist wiederum leicht einzusehen. Das Gebiet V denken wir uns zu-
néchst im Sinne der ersten vier Bedingungen der gegebenen Aussage auf-
geteilt. Wegen der ersten Bedingung der Resultante ist dies gewi mog-
lich; wir brauchen hierzu nimlich nur die Individuen, die z. B. bloB zu «,
aber zu keinem der] Gebiete B, y, s gehéren, der Vierteilungsklasse 53
guzuweisen usf. und im iibrigen solche Gebietsteile, die zu mehr als einem
der Gebiete «, 8, 7, & gehoren, nach Willkiir unter die jeweils in Betracht
kommenden Vierteilungsklassen aufzuteilen. Wiederum kSnnen wir auch
hier iiber die (als gegeben zu denkenden) vier Individuen w, z, y, z nach-
triglich im Sinne der vier letzten Bedingungen neu verfiigen, wobei ver-
moge der Resultante die vier ersten Bedingungen nicht aufhéren erfiillt
zu sein.

In Klassenschrift werden wir unsere Resultante augenscheinlich als:
wpyd. [«'8.].57.|.7'B.].8d]
SN——”

zu schreiben haben — womit wir gewahr werden, daB dieses Ergebnis von

dem des friiheren Problems seinem Wesen nach nicht verschieden ist.

Zugleich wird man nach der Analogie des Friiheren hier ohne weiteres er-

kennen, wie die Resultante ausfallen muB, wenn die Glieder der acht Arten

nicht gerade in der Einzahl vorhanden sind. Ebenso 148t sich der Fall,
Mathematische Annalen. 86. 14
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daB die Anzahl der voranstehenden gleichartigen Begriffsoperatoren grofer
als zwei ist, von hier aus leicht iibersehen.

Beherrschen wir hiermit unser allgemeines Entscheidungsproblem hin-
sichtlich des Aussagenbereiches B nun auch noch keineswegs vollsténdig,
so doch unter anderem bereits den praktisch wichtigsten Fall, daB insbe-
sondere alle Begriffsoperatoren als allgemeine und nicht durch partikulire
Individuenoperatoren getrennt am Anfang der Aussage stehen — nidmlich
durch duale Ubertragung des obigen Ergebnisses —; mit anderen Worten:
das frither bereits fliichtig gekennzeichnete engere Problem der Entschei-
dung dber die Allgemeingiiltigkeit einer beliebigen Aussage des Bereiches 4,
mithin einer beliebigen beziehungsfreien Aussage erster Ordnung ist an
diesem Punkte bereits vollstindig erledigt. Die Losung des allgemeinen
Entscheidungsproblems hinsichtlich des bisher betrachteten Aussagenbe-
reiches werden wir jedoch besser der zweiten Stufe unseres Problems zu-
weigen, wo wir die Identitit unter Individuen von vornherein als Grund-
bestandteil der zu behandelnden Aussagen hinzunehmen.

VIL. Anwendungen der bisherigen Ergebnisse.

§ 18.
Anwendungen aus der klassischen Syllogistik.

In diesem und dem folgenden Paragraphen soll versucht werden, durch
die Behandlung einiger passend ausgewéhlter Beispiele von der Tragweite
der bisherigen Ergebnisse ein ungefihres Bild zu geben und gleichzeitig
dadurch mit diesen nsher vertraut zu machen. Fiir die letzten beiden
Paragrapherr der Abhandlung, welche die Erweiterung des Eliminations-
und des Entscheidungsproblems durch die Hinzunahme der Individuen-
identitdt bringen sollen, wird von den folgenden Erérterungen nichts vor-
ausgesetzt werden.

Die einfachsten Anwendungen von einigem Gehalt stellen die in an-
derem Zusammenhange bereits besprochenen Aristotelischen Schliisse dar.
Nebmen wir, um zundchst das Grundsitzliche des SchluBverfahrens vor
Augen zu stellen, als Beispiel etwa wiederum den Schlufl Ferio mit den
Vordersitzen

ab.
Zu einem solchen System von Vordersitzen verlangen wir nun in der
Algebra der Logik den sogenannten wollen Schlufsatz kennen zu lernen,
d.h. eine, bestimmter gesagt: diejenige Aussage, die 1. durch die gegebene

Aussage impliziert wird, 2. den Mittelbegriff 8 nicht enthalt und 8. —
einé zusétzliche Anforderung gegeniiber der klassischen Logik — die stirkste
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Aussage von den Eigenschaften (1) und (2) ist, d. h. eine solche, aus der
jede andere jene Bedingungen erfiillende Aussage gefolgert werden kann.

Um ebendiese Aussage zu gewinnen, iiberlegen wir folgendes: Die
Vordersitze konnen ihrerseits aus dem SchluBsatz jedenfalls nicht wieder
zuriickgewonnen werden, weil jene ja noch obendrein den Mittelbegriff
enthalten. Tmmerhin wird uns der volle SchluBsatz eine solche Beziehung
der beiden Klassen zueinander verraten miissen, da der fragliche SchlufBl
iiberhaupt gezogen werden konnte, derart, daB wir aus dem SchluBsatz
wenigstens die Existenz eines passenden Mittelbegriffs wieder riickwirts
erschlieBen konnen. Aber gewil auch nicht mehr als dieses, weil jede iiber
die bloBe Sicherung dieser Existenz hinausgehende Behauptung nicht um-
hin kénnen wiirde, den Mittelbegriff selbst zu erwihnen®). Der gewiinschte
volle SchluBsatz wird somit gerade dquivalent der Behauptung:

-— N s .
G.0G 06y
N

und aus ihr offenbar durch Elimination von ¢ zu gewinnen sein, die
durch die allgemeine Formel auf S. 206 (unten) ohne weiteres geleistet wird.
Wollen wir statt dessen auf die engere Eliminationshauptform zurfick-
gehen, so werden wir die obige Behauptung umszuschreiben haben in:

0.Vo Zi;.@,
womit die Resultante sich schematisch als:
ergibt. Hier ist nun aber das erste Glied wiederum nichtssagend, und wir
erhalten als Resultante und mithin als vollen SchluBisatz:

ay,
den bekannten SchluBsatz des Schlusses Ferio: ,,HEinige o sind nicht .

29) Die Tatsache, da allgemein jede # nicht gnthaltende logische Folgerung aus

einer Aussage F', gy — VO F auBer «, B,y keine auBerlogischen konstanten Bestand-

teile enthdlt — bereits aus oF, oy erschlossen werden kann, wére streng etwa so zu
beweisen:

Ist Gay eine # nicht enthaltende Aussage, die aus F, ., logisch herleitbar ist,
d. h. von ihr allgemein in «, 8,y impliziert wird — dies ist ja der Sinn der logischen
Abfolge! —, derart, daf8 also

QathWGm

gilt, so konnen wir diese letzte Bedingung vermdge der Regeln III* und VI* offen:
bar auch als
0o Fy ., G@"
schreiben. In dieser Form sagt sie eben aus, daB &, , aus 57, y logisch herleithar ist.
14*



212 H. Behmann.

Gemill der Herleitung erfiillt dieser Schlufisatz in der Tat alle drei
Bedingungen. Er wird von der Konjunktion der Vordersitze impliziert,
er enthilt § nicht, und er impliziert seinerseits jede Aussage, der die
beiden ersten Eigenschaften zukommen; wie z.B.

27,
derart, daB also diese sich aus jenem herleiten liBt. — Im Sinne dieser Be-
trachtung lassen sich auch die iibrigen Schiufmodi des klassischen Schemas
beurteilen.

Die Behandlung der Aristotelischen Schliisse auf Grund der Algebra
der Logik mochte ich noch etwas vervollstindigen, indem ich kurz auf
die p-Schliisse eingehe, diejenigen Schliisse, die aus zwei allgemeinen Vorder-
siitzen eine partikulire Folgerung ziehen. Sie verdanken ihr Dasein in
der Hauptsache einer Unvollkommenheit der klassischen Logik, welche die
Nullklagse noch nicht kannte und leere Begriffe demgemi von vornherein
auler Betracht lieB. Dessenungeachtet geht die Zuriickweisung, die sie sich
in der modernen symbolischen Logik, z.B. von Schroder, gefallen lassen
mufBten, doch in einem gewissen sogleich zu erdrternden Punkte iiber das
Ziel hinaus.

Nehmen wir z. B. den SchluB Darapti:

Ba.py a7,
80 ist er in dieser Form allerdings unrichtig. Denn, falls 8 leer ist, sind

die Vordersitze richtig, ohne daf der SchluBsatz richtig zu sein braucht.
Der Schluf miifite also eigentlich vollstindig lauten:

fu.fy. .
In der Tat ergibt sich als Eliminationsresultante von
6.60.6y.6 baw. G.apo Vo

SN N S’

nach unserer Regel der SchluBsatz &y.

Erinnern wir uns indessen, daf in der klassischen Logik nach einer
gewissen Verabredung die allgemeinen Aussagen die singuldren mit zu ver-
treten haben, so erkennen wir, daf auch der folgende einwandfreie SchluB:

ba.by —ay
unter die klassische Form Darapti fillt. Dieser verkorpert nun seinerseits
die Aquivalenz:

ga.gyesuy

St N

2

oder, anders geschrieben:
37' au'?’u(‘_’“’y:
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wo bereits links und rechts dasselbe steht, also nichts mehr zu elimi-
nieren ist®°).

Wenn Schréder fiir die singuldre Form des Modus Darapti — freilich
ohne diesen Umstand hervorzuheben — das Beispiel anfithrt: ,Die 2 ist
eine Primzahl, 2 ist eine gerade Zahl; ergo: mindestens eine Primzahl ist
gerade (2, 8.237), so ist die von ihm falschlich auch hier geforderte
Zusatzvoraussetzung: , Es gibt eine — oder die — Zahl 2% offenbar ent-
weder iiberfliissig oder sinnlos. Das Erste dann, wenn sie heifien soll: ,,Es
gibt etwas, das gleich 2 ist,“ da ja die Aussage: ,,Es gibt ein Ding, das
mit & identisch ist, fiir jedes x gilt; das Zweite dagegen, wenn sie auf
eine Behauptung von der Form hinauslaufen soll: ,,Dieses Ding hier gibt
es“, die ich mit Whitehead und Russell®!) als unsinnig ablehnen muB.
(Abgesehen von diesem Punkt besteht die Schrodersche Kritik der klassi-
schen Syllogistik selbstverstdndlich durchaus zu Recht.)

Erwahnenswert ist in diesem Zusammenhange noch die Bemerkung
Schroders, daB die klassische Syllogistik nicht immer den vollen Schlu8-
satz liefert, sondern nur dann, wenn sie diesen mit ihren Mitteln aus-
zudriicken vermag. Das merkwiirdigste Beispiel hierfiir ist wohl das fol-
gende von ihm .selbst angegebene®®) mit den Vordersitzen:

af.py.
In Worten: ,,Einige « sind nicht 8. Einige § sind nicht p.* GemiB den
bekannten Grundséitzen der klassischen Logik hat diese im obigen Fall
sogar doppelte Veranlassung, auf jede Folgerung zu verzichten: die Vorder-
sitze sind ndmlich sowohl beide partikuldr als auch beide verneinend.
Nach dem Verfahren der Algebra der Logik erhalten wir dagegen:

! g oco ay«-—»[a I 7]

Der SchluBsatz sollte also von Rechts wegen lauten: ,Es gibt ein Paar
von Dingen, derart, dafl das eine zu « und das andere nicht zu y gehdrte.
Immerhin eine bemerkenswerte Folgerung, die der klassischen Logik véllig

fern lag!

%) Wiirde man dagegen, was an sich gewil ebenso berechtigt ist, die singuléren
Vordersitze des Schlusses
.y —> &Y
als
be g;, oder be 131'
S -

teilweise partikuléir umschreiben, so wiirde man statt auf Darapti vielmehr auf Disamis
oder Datisi bzw. diesen nahe verwandte Modi kommen.

31) Principia Mathematica 1, 8. 183,

32) Algebra der Logik 2, 8.361.
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Es mag noch die folgende Aufgabe behandelt werden, die auf einen
sogenannten ,,zusasmmengesetzten Syllogismus® fiihrt®): Aus der Gesamt-
aussage:

- . ~—~
ou 6f 0o

Ve N

soll die stirkste von p und o freie Folgerung gezogen werden. Nach un-
geren Uberlegungen ist diese Aquivalent der Aussage:

08 pu. 6f.00
und aus ihr durch Elimination von ¢ und ¢ zu gewinnen. Da wegen des

Fehlens der d-Glieder keine Klausel in Frage kommt, kénnen wir hier
unbesorgt etwa erst ¢ und dann g eliminieren:

0.¢0.6.p00 5‘;”@'@ B}«»ZB

Die gesuchte Folgerung ist somit ap

DaB ich die vorstehenden einfachsten und sachlich wohl kaum irgend
etwas Neues bietenden Anwendungen des Eliminationsverfahrens gerade
der klassischen Syllogistik entnahm, geschah selbstversténdlich nur in der
Absicht, nach Moglichkeit an Bekanntes anzukniipfen, und nicht etwa,
dieser selbst einen hervorragenden Platz innerhalb der Logik iiberhaupt
eingurdumen. Vom Standpunkt der modernen symbolischen Logik hat jene
Lehre vielmehr nur noch historischen Wert. In der Tat ist sie ja durch
die ganze vorsusgehende Untersuchung als ein bescheidener, nach Gesichts-
punkten, die der Logik als solcher wesensfremd sind, abgegrenzter und
eben darum fiir sich gar keiner wissenschaftlich geschlossenen Darstellung
fihiger Teil eines sehr viel umfassenderen Gebietes von ungleich gréBerer
Einheitlichkeit und Durchsichtigkeit erwiesen worden,

§ 19.
Anwendungen aus dem Relativkalkiil.

Eine weitere Gruppe nunmehr etwas tiefer gehender Anwendungen
soll sich auf den Relativkalkul der Algebra der Logik beziehen; und zwar
wihle ich dieses Gebiet einerseits darum, weil gerade hier in der Literatur
bereits Beispiele von einigem Belange vorliegen, die mir fiir eine unbe-
fangene Vergleichung des Schréderschen Kalkiils mit dem in der gegen-
wiirtigen Abhandlung entwiokelten Rechenverfahren vorzugsweise geeignet
ma?aeinen. Obwohl wir nimlich bei unserem Verfahren das Auftreten von
Begiehungen noch gar nicht beriicksichtigt haben, wird sich dieses dessen-
ungeachtet auch suf das genannte Gebiet in weitem MaBe anwendbar er-

%) Ebends 8, 288,
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weisen. Der Grund liegt einfach darin, daf es fiir die Verwendung unseres
Verfahrens ja an sich gar nicht auf die tatsichliche Anzahl der Argumente
der auftretenden Begrifie ankommt, sondern nur darauf, daB unter den
Argumenten eines Begriffes niemals mehr als eines als ,verinderlich* im
Sinne der fritheren Erkldrung (S. 196) behandelt werden muB. Eben dieser
Umstand wird uns auf der anderen Seite ein willkommener AnlaB sein.
.mit der eigentlich praktischen Tragweite des bereits gewonnenen Stand-
punktes zugleich die Kiinstlichkeit und Verfehltheit der hergebrachten
Trennung der Algebra der Logik in Gebietekalkiil und Relativkalkiil in
helles Licht zu riicken, sofern nicht schon das Unangemessene des Ver-
suches, die in der Relativalgebra in der Tat unentbehrlichen Klassen und
Klassenzusammenhiinge in die starre Form dieses Kalkiils zu zwingen, an
sich einlenchtend genug sein sollte.

Auf 8.491 des dritten Bandes seiner Algebra der Logik gibt Schréder
ein System sogenannter , Entwicklungsformeln“, die, wie er berichtet, von
Peirce ohne Beweis aufgestellt worden sind. Als Probe mag hier die fol-
gende geniigen, die sich in der Schréderschen Bezeichnungsweise als:

(@a+b)Fc=Ddad (u4c)}{bd (i +¢)}

darstellt, wihrend die iibrigen drei durch duale und konverse Ubertragung
entstehen. Schroder gelingt nun der Beweis — wie es scheint, nach man-
chen vergeblichen Versuchen — durch ein einigermaBen kiinstliches Ver-
fahren, nachdem ihm ein zuféllig entdeckter gliicklicher Umstand su Hilte
gekommen ist.

Von unserem Standpunkt stellt sich der von Peirce angegebene Zu-
sammenhang fast als eine reine Selbstverstindlichkeit dar. Die rechte Seite
lautet namlich in unserer Begriffsschrift folgendermaBen:

17 zfzz ‘p:yhlv 'zyzxmbzw

und unser allgemeines Beweisverfahren legt uns nahe, die Elimination der
Beziehung ¢”? anzustreben. Da die Peircesche Aquivalenz in den Individuen
% und y allgemein gelten soll, spielen diese in dem obigen Teilsusdruck
offenbar die Rolle von Konstanten. Um sie der klareren Einsicht halber
auch fiir das Auge zu unterdriicken, schreiben wir abkiirsend:

’
fa;z > fz’, Gz > yi, kzv - k:a Pyy > Py
womit der obige Ausdruck sich als

@ 2f byl sgibip]
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darstellt®!). Und hier ist das Eliminationsergebnis bekanntlich®®):

2f. gl b,
was ausfiihrlich bedeutet:

2 ng:uhzy'
Dies ist nun aber gensu die linke Seite der Peirceschen Aquivalenz. (Wir
erkennen iiberdies, daB jene Aquivalenz richtig bleibt, wenn man das ¢
rechts einmal weglaBt, weil dies fiir das Eliminationsergebnis offenbar

nichts ausmacht.)
Wie wir gesehen haben, bietet allgemein die Elimination aus einer

Beziehung
o Fyuy oder PF .y

gegeniiber der Elimination aus einer Aussage nichts grundsitzlich Neues,
weil ja « und y einfach als Konstante behandelt werden.
Wir betrachten weiterhin das folgende Schridersche Beispiel einer

»Produktationsaufgabe‘ 6):
x=_ﬂ(u;a+ﬂd—b),
U
in unserer Begrifisschrift:

@ (ﬁ tpxu 'fuy)”?p—;; gvy'
Wir setzen, sogleich zur Klassenschreibung itbergehend:
Dies gibt: 7y O 9oy B.s Pz Qs
o(#.0,.%,)v0,8, bzw. owgpo.

Nach der allgemeineren Eliminationsformel®”) ist dies dquivalent mib

a8,
was gemdl unseren Abkiirzungen besagt:

Z'f zy gzy‘
Ein Ding # und ein Ding y stehen also dann und nur dann in der ge~

. #) Wo ¢’ freilich, genan betrachtet, nicht die Begriffe o2, sondern diejenigen

@y durchlduft. Da es hier aber nur auf die Begriffsumfinge ankommt, ist dieser

Umstand offenbar unwegentlioh.
%) In Klassensohrift stellt sich die obige Elimination ersichtlich dar als:

@.2re-fré <> ¢fy.
%) Algebra der Logik 8, 8. 508.

37) pm statt dessen auf die Eliminationshauptform zu kommen; wiirden. wir,
A3 vermége X als falsches Disjunktionsglied hinzufiigend, rechnen: ’

@edgfo > adfou<> af
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gebenen Beziehung, wenn z ein beliebiges Individuum ist und y die letzte
Bedingung erfiillt. Wir haben es demzufolge oben mit einer zerfallenden
Beziehung, einem ,,Quaderrelativt* nach Schroders Ausdrucksweise, zu tun,
Sie stellt sich bei ihm iibrigens in der Form 03 (a+b) dar.

Selbstverstindlich wird unser Verfahren innerhalb dieses Gebietes,
fiir das es ja noch gar nicht allgemein entwickelt worden ist, nun nicht
etwa alles leisten konnen. So werden ihm Aufgaben wie z B.%):

xzﬂ{u—{—(aj-a);b},
in unserer Schrift: ‘ L
XTI S AN
vorderhand unzugéinglich bleiben miissen, weil hier in der Tat eine Be-
ziechung zwischen den beiden Verdnderlichern w und v auftritt.

Dagegen kann man sich in Féllen wie diesem zunéchst schwer angreifbar
erscheinenden ®°):

Slad-w)(agb),

in unserer Begriffsschrift:

Fp‘zfxz(pzy'za;gly’
den Schrider durch eine Art von Exhaustionsverfahren erledigt, durch
den folgenden Kunstgriff helfen. Wir setzen zunéichst unbekiimmert:

FPRand T Gy “*Pes Pry 0 Py Oy
als ob @ und @ unabhéngige Begrifie wiren. Natiirlich verlangt dann
die Bedingung _
0o.ag.-fo
zu wenig, da ja in Wahrheit ¢ und ¢ in einem gewissen Z}xssmmenhange
stehen. Vergleichen wir namlich die beiden von £ abhéngigen Ausdriicke

¢gy und (pzl *

so besteht allerdings, solange wenigstens eines der J}rgume'nte des ersten
von dem entsprechenden des andern verschieden ist, kein notwendiger
Zusammenhang zwischen den Wahrheitswerten der beiden A::ssagen. Da-
gegen muf selbstverstindlich der Wahrheitswert von ¢, fir 2=2 und

der von ¢, fiir z=y der gleiche sein, weil ja der Wahrheitswert von

@, — « und y sind konstant! — mnur ein einziger ist. Es muB somit
xY

elten: .-
€ @, > Oy: d. h. (Qz‘oy) (Q,- 0"),

98) Algebra der Logik 8, 8. 510.
%) Ebenda S. 545.
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was eben besagt, daB o, und o, entweder beide richtig oder beide
falsch sind.

Die in diesem Sinne vervollstindigte Bedingung lautet nunmehr:
go.¢0.f7 (0, 0,) (es-,):
Vermége VII und IV* wird hieraus:
07 we-85 0. 0,07 <0 B3 0.3,
und nach der naheliegenden Trennung der verinderlichen Klassen.
(5.¢e #0).(5 $5 yo)*(5.ue #0).(5.5.99).

Das erste und das letzte Glied geben augenscheinlich die Resultante v,
und es bleibt als Eliminationsergebnis schlieBlich iibrig:

Byed d.h. ef,
oder vermdge der Bedeutung von « und f8:

f .rz qu'
die gesuchte resultierende Beziehung. Bei Schroder®?) ergibt sie sich in
der merkwiirdigen Gestalt:

(0°+a)3F- 04 (6+0),

die nichtsdestoweniger die einfachste Darstellung zu sein scheint, welche
dem Relativkalkiil fiir unseren Ausdruck f,,g,, zur Verfiigung steht.

Die nicht bloB im gegenwirtigen Zusammenhange, sondern im ganzen
Verlauf unserer Untersuchung benutzte Tatsache, daB die notwendige und
hinreichende Bedingung dafiir, daBl es einen Begriff ¢ gibt, der F, zu
einer richtigen Aussage macht, eben die Geltung der Aussage @ F,, ist,
wird gewill jedem derartig trivial erscheinen, da er wohl weder eine
Veranlassung sehen wird, sie noch ausdriicklich zu formulieren, noch selbst
die Moglichkeit, dies in einer einigermaBen gehaltvollen Weise zu tun.
Es scheint mir nun kaum irgend etwas so bezeichnend zu sein fiir die
allgemeine Einstellung, die der Algebra der Logik gegeniiber selbst ihre
berufensten Vertreter eingenommen haben, daB z. B. Schroder hier durchaus
zwei -Probleme unterscheidet, -niémlich einmal das ,,Eliminationsproblem®,
das die won ¢ freis Bedingung fiir die Erfiillbarkeit von F,, und auf
der anderen .Beite das sSummationsproblem*, das eine &quivalente von @
freie Schreibung des Ausdrucks § F, verlangt. Erst bei der Drucklegung

4) In Wirklichkeit behandelb Sohréder allerdings das zu dem -obigen duale

Problem mit einer gewissen hinzutretenden, fiir das Wesen der Aufgabe belanglosen
Verwicklung.
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seines dritten Bandes kommt ihm ,,zu guter Letzt* die Entdeckung, daB das
Eliminationsproblem sich anf das Summationsproblem ,,zuriickﬁihre;x“ und
damit ,,allgemein losen“ lasse (S. 489—490), und erst von dieser Stelle
an erscheinen die beiden Probleme als gleichwertig.

Den tieferen Grund dieser doch immerhin seltsamen Verkennung des
logischen Sachverhalts glaube ich in folgendem finden zu sollen: Schrider
hat sich offenbar bemiiht, zu den bekannten Problemen der Zahlenalgebra
innerhalb der logischen Algebra Seitenstiicke aufzuweisen und zu behandeln.
So nun insbesondere zu dem Problem der Auflésung einer Gleichung oder
eines Systems von Gleichungen, mit welchem bekanntlich das algebraische
Eliminationsproblem eng verkniipft ist. In der Tat liegt die Sache in
der Algebra der Logik bis zu einem gewissen Grade entsprechend, mit
dem praktischen Unterschiede freilich, daf in dieser das von Schréder
stark in den Vordergrund geriickte Auflésungsproblem, rein sachlich beur-
teilt, von ganz untergeordneter Bedeutung ist. Auf der anderen Seite
haben wir nun in der Zahlenalgebra Aufgaben wie die der Summation
einer Reihe oder — um noch die Analysis hinzuzunehmen — der Aus-
wertung eines Integrals, die, formal betrachtet, darauf abzielen, eine in
dem jeweils gegebenen Ausdruck auftretende Verdnderliche — den Stellen-
zeiger oder die Integrationsvariable — aus seiner Darstellung zu beseitigen.
DaB nun aber in der logischen Algebra das Eliminationsproblem ') und
das Summationsproblem nicht nur #quivalent, sondern identisch sind,
scheint Schréder vollig entgangen zu sein — gewi ein merkwiirdiger
Beleg dafiir, in welchem Grade fir ibn der Inhalt gegeniiber der Form
zuriicktrat!

Die im gegenwartigen Paragraphen behandelten Beispiele betrafen
durchweg das Summationsproblem und das diesem dual entsprechende
»Produktationsproblem*:.

VIIL Die zweite Stufe des Entscheidungsproblems.

§ 20.
Das Problem der Normalform.

Unm den Gegenstand der vorliegenden Untersuch\‘mg ﬁbe}'hmpt nt
einem gewissen AbschiuB bringen zu konnen, hat es sich bereits als das
Gegebene heratisgestellt, unser Entscheidungsproblem auch auf den Fall
auszudehnen, daB wir zu den Begriffen @® noch die konstante Beaohnng
x =y, also der Identitit von Individuen 41), hinzunehmen. In dieser

a1 Im engeren Sinne, wie bei Schrider gemeint.
‘93 Nur &5: diese kommt es an; die Identitdt von Klassen hat uns, wie erinner-

lich, keine Schwierigkeiten gemacht.
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Absicht werden wir zunichst unser Problem der Normalform entsprechend
zu erweitern haben.

Ich nenne A* den Aussagenbereich, der aus A durch Hinzunahme
der Beziehung x =1y enistehf. Eine Aussage aus A* kann somit als
Grundbestandteile enthalten: 1. konstante und verénderliche Individuen,
2. konstante Aussagen, 3. konstante Begriffe eines Individuums und 4. die
eine konstante Beziehung x=y.

Ich behaupte nun: Um eine Aussage aus A* als elementare Ver-
kniipfungsaussage, insbesondere als Normalform, zu schreiben, bedarf es
aufer den friher aufgezdhlien Bausteinen nur noch solcher wvon den
Formen :

o, aﬂ: “,5}’; s Wy dﬁ,
RSN T =
= = = =2 X
¢, aff, afly, ..., &, «f

Hier soll nun der untere Doppelbogen bedeuten, daf die fragliche Klasse
oder die fraglichen Klassen zusammen héchstens ein Individuum — weniger
als zwei! — auslassen, und der obere Doppelbogen, daf die fraglichen
Klassen mindestens zwei Individuen gemeinsam haben, allgemein der
n-fache wuntere Bogen, daff die Vereinigungsklasse der durch ihn
gusammengefafiten Klassen weniger als n Individuen auslift, und der
n-fache obere Bogen, dafi die Durchschnitisklasse der in Rede stehenden
Klassen mindestens n Individuen enthdls.

Von dem hiermit gegeniiber den bisherigen Klassenverkniipfungen
gewonnenen Reichtum an Ausdrucksmoglichkeiten werden schon die fol-
genden einfachsten Beispiele eine gewisse Vorstellung geben. So bedeuten
z. B. die Aussagen:

é, @.a,

N

&, d. éié

der Reihe nach, daB « hochstens ein Element hat, daB « genau ein
Element hat, da8 « genau zwei Elemente hat, daB « ein oder zwei Ele-
mente hat, und endlich, daf alle Elemente von « mit hé&chstens einer
Ausnahme auch Elemente von g sind.

', Die Verneinung einer Klassenaussage wird genau wie frither gebildet,
d. 1. nach dem Schema '

( =

—
ap «——-»o?/}\'
\_/y ?’,

SN

wie man vermdge der Bedeutung der mehrfachen Bogen leicht iiberlegt.
Die iibereinanderstehenden Bausteine der obigen Reihen sind natiirlich
Wiederum dusle Bestandteile im Sinne der Regel VIIL
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Um nunmehr die vorhin behauptete Zuriickfiihrbarkeit der Aussagen
von A* allgemein nachzuweisen, denken wir uns die gegebene Aussage
zunéchst wieder in der bekannten Weise ausgedriickt, daB alle Operatoren
— es handelt sich nur um Individuenoperatoren — am Anfang der Aus-
sage stehen und ihre Wirkungsbereiche sich simtlich bis an den SchluB
der Aussage erstrecken. Der der Matrix zunichst stehende Operator sei
wiederum, wie Wwir uns bestimmter vorstellen wollen, der partikuldre
Operator ¥. Denken wir uns die Matrix wieder als disjunktive Normal-
form geschrieben, so kénnen wir genau wie frither nach % zerspalten und
den Wirkungsbereich jedes Z auf diejenigen Bestandteile beschrinken, die
wirklich von = abhingen. Ein solcher Wirkungsbereich wird dann etwa
80 aussehen:

Z.f. 9, 2+FYyzx+2

(Natiirlich ist die Anzahl der Bestandteile jeder der beiden Formen in
Wirklichkeit unbeschrinkt.) y und 2z sollen Individuen vorstellen, deren
Operatoren entweder urspriinglich links von Z standen oder die méglicher-
weise auch ohne Operator stehen, also konstant sind. Unverneinte
Identititen von der Form z.= « brauchen wir offenbar nicht zu beriick-
sichtigen, weil wir im Fall einer solchen ja vermége der Regel XI im
obigen Ausdruck x durch u ersetzen diirften und damit den Operator ¥
bereits beseitigt hitten.

Als zu dem obigen Ausdruck gehoriges Klassenschriftzeichen ergibt
sich uns zunichst

N
«fyz
oder, wenn wir zur Abkiirzung
eff =y
setzen:
rye,

womit die Verdnderliche = fiir das Auge bereits verschwunden ist.

Freilich hilft uns der letzte Ausdruck in dieser Form noch nicht viel;
wir miissen vielmehr, um die Trennung der Verdnderlichen weiter durch-
fithren zu konnen, die Individuen y und 2z gewissermafen ,freizumachen* '
suchen. Dies gelingt nun bemerkenswerterweise einfach dadurch, daB wir
uns die Bedeutung des Ausdrucks

79é
genauer iberlegen. Er besagt, wie wir wissen, daB y mindestens ein von

y und z verschiedenes Individuum enthilt, oder — anders gewendet ~—,
daB y, auch nachdem man die Individuen y und z, soweit es diese etwa
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enthalten sollte, aus ihm entfernt hat, immer noch mindestens ein
Individuum enthéalt.

Im Falle dieses Sachverhalts bestehen nun offenbar die folgenden
drei Moglichkeiten: 1.  hat mindestens drei Elemente; dann kommt es
fiir die Richtigkeit der obigen Aussage auf y und z nicht an. 2. Es ist
nur bekannt, daB y wenigstens zwei Elemente hat; in diesem Falle konnen
wir die Giiltigkeit der Aussage offensichtlich nur dann verbiirgen, wenn
entweder y =z ist oder aber mindestens eines der Individuen y und z
schon auBerhalb y liegt. 3. Wir wissen bloB, daB y wenigstens ein Element
hat; dann darf weder y noch 2z Element von y sein. Dies heillt
insgesamt:

v ily=2)%r 7,7,

Oder nach Distribution und Kiirzung vermége X

5‘,+

7 (7 1) P17y =2).
Die letzte Form kann so gelesen werden. ,,» hat auf jeden Fall wenigstens
ein Element. Hat es weniger als zwei Elemente, so enthilt es weder y
noch z. Hat es weniger als drei Elemente, so enthilt es mindestens eines
der Individuen y und z nicht, es sei denn, daBl y mit z identisch ist.
Der strenge Beweis der obigen Zerlegung ergibt sich wohl am ein-
fachsten auf Grund der Tatsache, daB 772 von jedem Glied der disjunk-

tiven Form impliziert wird, wahrend es seinerseits jedes Glied der kon-
junktiven Form impliziert.

Damit haben wir nun aber wieder genau dasselbe Problem vor uns

wie zu Anfang, nur mit einer Verdnderlichen weniger. 7, 7 und 7 gelten
natiirlich alskonstante Aussagen und werden einfach als solche mitgenommien.
Setzen wir das Verfahren auch fiir die iibrigen verinderlichen Individuen
fort — im Falle eines partikuliren Operators wie oben, im Falle eines
allgemeinen entsprechend dual vorgehend —, so miissen wir schlieBlich
mit dem Augenblick, wo keine Individuen mehr explizite anftreten — auch
die konstanten Individuen mdogen wir uns, obwoh! das fiir den Eliminations-
- prozef nicht notig ist, freigemacht vorstellen —, auf eine elementare
Verkniipfungsaussage allein aus Bestandteilen der beschriebenen Art
kommen, die wir vermoge des Distributionssatzes nach Belieben auch als
konjunktive oder disjunktive Normalform schreiben kénnen.

Ich stelle die fiir die Freimachung von Individuen benstigten Formeln
fiir die einfachsten Fille iibersichtlich zusammen.
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Die Formeln fiir mehr als zwei Individuen lassen sich leicht entsprechend
bilden. Beim Ubergang von einer Formel zur dualen ist iibrigens zu
beachten, daB die Einheitsklassen nicht etwa nach dem Vorbild der frei
veranderlichen Klassen stehen bleiben diirfen, sondern in ihre Erginzungs-
klassen iibergehen, und umgekehrt.

§ 21.
Das Problem der Elimination. Das SchluBlergebnis.

Es bleibt nun noch iibrig, das Elvminationsproblem

(Pqufgab oder @Frpfgab:

wo F nunmehr eine Aussage des Bereiches 4™ ist, zu losen — womit
dann gemdB den Uberlegungen des § 12 das allgemeine Entscheidungs-
problem fiir den héheren Aussagenbereich B*, der durch die Hinzunahme
der komstanten Beziehung xz =y zu den Grundbestandteilen von B ent-
steht, ohne weiteres erledigt sein wird.

Wieder legen wir fiir unsere Uberlegung den Fall des partikuliren
Begriffsoperators zugrunde. Ganz entsprechend wie frither denken wir
uns F nunmehr in der erweiterten Klassenschrift als disjunktive Normal-
form geschrieben, nach ¢ zerspalten und die Wirkungsbereiche der Opera-
toren g auf die g wirklich enthaltenden Bausteine beschrinkt. Eine von
einem Operator g beherrschte Teilaussage wird dann so sussehen:

TN TN

g.0g  fo . yo 9o g /E'/Q o . 6'g. a”e

nachdem Bausteine von anderer Gliederzahl und Form genau nach den
fritheren Uberlegungen zuriickgefiihrt worden sind.
Es kommen uns hier nun die folgenden Formeln zu Hilfe: -

GR<>T.ak i ef>Z af
pS—g S w f g
Py
L N . « o 9 e JR—
wfrZy & 3. 0g By EY, ¢f>77.afzy
s e

usf. Die rechten Seiten bedeuten der Reihe nach: ,Es gibt ein Individuum,
das sowohl in « als auch in 8 errtha ten ist« ,,Es gibt ein Individuum,

~‘7
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das gegebenenfalls « und p zur Allklasse erginzt.* (Es konnte natiirlich
trotzdem «f sein; dann ist das Individuum a eben beliebig.) ,,Es gibt

zwei verschiedene Individuen x und y, deren jedes in &« und in g ent-
halten ist.“ ,,Es gibt ein Individuum # und ein Individuum y, so daf
o, B, z, y zusammen alle Individuen ausmachen.© Sie umschreiben also
nur in naheliegender Weise die Bedeutungen der linken Seiten.

Vermittelst der obigen Formeln lassen sich nun augenscheinlich in
unserer Hauptform alle oberen Bogen und alle mehrfachen unteren Bogen
beseitigen, so daf nur untere einfache Bogen iibrighleiben, wahrend die
neu heraustretenden Individuenoperatoren sich wieder iiber den Operator g
nach links hiniiberschieben lassen. Somit haben wir im Wirkungsbereich
von @ nur noch «- und f-Glieder und kénnen die Elimination ohne
weiteres in der bekannten Weise vollziehen.

Im Falle des allgemeinen Begriffsoperators verfahrt man natiirlich
entsprechend dual und verwendet demgemiB fiir die Zuriickfilhrung der
Bausteine mit unteren Bogen und mehrfachen oberen Bogen die zu den
obigen dualen Formeln:

—~~

aﬂexo}?c/@ @«»xuﬁ
N N~~~ 8\ N
ef <>y frayfyxy af <>zyafty usi

In jedem Falle gehort die Resultante, wie man ohne weiteres iibersieht,
wieder dem Bereich A™ an, die vereinfachte Gesamtaussage also ihrerseits
wiederum dem Bereich B*, so daB alle in einer Aussage von B* auf-
tretenden Begriffe in der Tat nach ein und demselben Schema eliminiert
werden konnen ),

Nachdem aus der gegebenen Aussage von B* alle verinderlichen
Begrifie auf die beschriebene Weise beseitigt sind, kann das endgiiltige
Eliminatipnsergebnis ersichtlich nur noch Bausteine enthalten, die vollig
von Buchstabenzeichen g, 6,. , #,y, frei sind. Da nun obendrein jede
Verkniiptungeklasse aus den Grundbestandteilen ¥ und A ersichtlich selbst
einen dieser beiden Werte hat, werden wir es infolgedessen zunichst als
Normalform aus' Bestandteilen:

v.v. 7.V, 44, 2434,
voraussetzen. Von diesen vier Reihen enthdlt nun aber die erste lauter
unbedingt richtige und die letzte lauter unbedingt falsche Bausteine, so
dal diese gemdf X fiir die Betrachtung ausscheiden.

%%) Individuenoperatoren zwischen den Begriffsoperatoren oder zu Eingang der
Aussage sind natiirlich jeweils nach der in § 20 gegebenen Vorschrift hineinzubringen.
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Was die beiden mittleren Reihen betrifit, so bedeutet ¥, daB es

mindestens ein Individuum gibt, V, daB es mindestens zwei Individuen
gibt, usf., und entsprechend 4, daB es kein Individuum, 4, dal es hochstens
ein Individuum gibt, usf. Innerhalb jeder Reihe 1mphz1ert somit von
zwel Gliedern stets eines das andere; daher werden wir Disjunktionen oder
Konjunktionen gleichartiger Glieder iiberhaupt nicht in Betracht zu ziehen
haben, sondern nur solche von zwei ungleichartigen Gliedern.

Statt diese Erérterung weiter in abstrakter Allgemeinheit durch-
zufithren, mdchte ich ihr lieber das folgende konkrete Beispiel hinreichend
allgemeiner Natur einer derartigen Restaussage zugrunde legen:

<)
<N

+V TV At A

(s

Von eingliedrigen Obergliedern wird von jeder Art offenbar nicht mehr
als eines aufzutreten brauchen. (Der Sperrigkeit der Symbolik abzuhelfen,
wire natiirlich leicht, aber fiir den Augenblick kaum lohnend.)

Das erste Oberglied unseres Beispiels besagt, daB ¥ mindestens
5 Individuen enthélt; es wiirde also fiir sich allein die mit der Giiltigkeit
der Aussage vertrigliche Individuenanzahl nach unten beschréinken. Das
zweite bringt zum Ausdruck, dal es mindestens 2 und héchstens 8 Individuen
gibt und wiirde folglich nur die Individuenanzahlen 2 und 3 zulassen, Das
dritte besagt, daB es mindestens 3 und héchstens 1 Individuum gibt,
fordert also Unmogliches. Das vierte endlich sagt aus, da der Individuen-
bereich iiberhaupt leer ist.

Im Falle unseres Beispiels wire somit die Aussage, iiber deren Wahr-
heitswert entschieden werden soll, richtig: 1. fiir alle Individuenanzahlen
von 5 an, 2. fiir die Anzahlen 2 und 3, 3. fiir Anzahlen gréBer und zu-
gleich. kleiner als 2, deren es freilich keine gibt, 4. fiir die Anzahl 0%),
fiir alle iibrigen aber falsch. Unser endgiiltiges Ergebnis wiirde somit
sein, daB die in Rede stehende Aussage in allen Individuenbereichen richtig
ist mit Ausnahme derjenigen, die gerade 1 oder gerade 4 Individuen ent-
halten. Das folgende Schema mag dies naher verdeutlichen:

- | 1 !
) ] | 1. ! |
! 1 | . v | -

0 1 2 3 4 5 6 7

Allgemein werden wir sagen: Jedes Oberghed einer disjunktiven
Normalform einer Eliminationsrestaussage von B* schneidet aus der An-

) Ubrigens ist fiir den trivialen Fall 4 wegen des Versagens von 1" unsere
Entscheidung im allgemeinen unzuverléssig, indessen, falls hierauf Wert gelegt werden
sollte, durch unmitteélbare Priifung der gegebenen Aussage leicht zu erginzen.

Mathematische Annalen. 86. 15
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zahlenreihe ein entweder nur nach unten oder beiderseits begrenztes Stiick
aus. Die Gesamtheit dieser Stiicke umfaft genau diejenigen Individuen-
anzahlen, fiir welche die fragliche Aussage richtig ist. Diese ist also ent-
weder richtig fiir alle Individuenanzahlen mit Ausnahme hochstens endlich
vieler oder falsch fiir alle Individuenanzahlen mit Ausnahme héchstens
endlich vieler.

Das Schlupfergebnis unseres Entscheidungsverfahrens fiir eine beliebige
Aussage des Bereiches B* wird also notwendig die folgende Gestalt haben
miissen: Die gegebene Aussage ist richity — falsch — fir alle Individuen-
anzahlen mit Ausnahme — gegebenenfalls — der endlich vielen Anzahlen
m,n,. .. Fir hinreichend groBe, insbesondere unendliche Individuen-
bereiche liegt der Wahrheitswert somit stets eindeutig fest und ist im
letzten Falle von der Machtigkeit unabhingig.

Es darf nicht befremden, sondern liegt vielmehr durchaus in der Natur
der Sache, daB das Entscheidungsverfahren, so wie es hier in voller All-
gemeinheit begriindet worden ist, bei der Durchfithrung im praktischen
Einzelfall einigermaBen umsténdlich erscheinen wird. Abgesehen davon,
daB die strenge Zwangldufigkeit unseres Verfahrens seine anscheinende
Schwerfilligkeit wohl mehr als aufwiegt, beruht diese doch vielleicht letzt-
lich nur auf dem Umstand, daB auf diesem verhiltnismiaBig wenig be-
arbeiteten und zum Teil erst neu erschlossenen Gebiet bis jetzt noch nicht
geniigend allgemeine Gesetze bekannt sind, die — etwa nach dem Muster
unserer fritheren Regel fiir die Elimination aus der Eliminationshauptform —
mit Nutzen zur Abkiirzung der Rechnung verwandt werden konnten. Inner-
halb der gegenwirtigen Untersuchung ist in der Tat nur gerade so viel an
Formeln und Gesetzen aufgewiesen und benutzt worden, wie zur Aufstellung
des in Rede stehenden Verfahrens eben hinreicht. Trotz der bereits ge-
gebenen allgemeinen Ldsung harren also selbst hinsichtlich des bisher be-
trachteten Aussagenbereiches noch eine Reihe nicht minder bedeutsamer
als anziehender Aufgaben der weiteren Bearbeitung.

Was die Erweiterung des Entscheidungsproblems auf beliebige Be-
ziehungen und hohere Begriffe angeht, so erscheint es immerhin fraglich,
ob auch hier das Eliminationsproblem weiterhin als geeignete Grundlage
dienen kéonnen wird, und zwar auf Grund der folgenden Uberlegung: Ge-
niigen etwa zwei Klassen ¢ und S einer rein logisch angebbaren Bedingung,
innerhalb deren irgendwelche verinderliche Klassen vorkommen — sagen
wir z. B. deérjenigen, daf es eine dritte Klasse gibt, die « als Teilklasse
enthdlt und ihrerseits.als: Teilklasse in 8 enthalten ist —, 8o wissen wir
allerdings, daBl wir eine solche Bedingung gewi auch ohne Erwihnung
derartiger veranderlicker K.lassen auszudriicken vermégen. Die Sache liegt
indessen, wie es scheint, ‘wesentlich verwickelter, sobald eine verinderliche
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Beziehung in Frage kommt, wie z. B. bei der Aussage, daB die Klassen «
und f gleichzahlig sind, d. h. daB durch eine gewisse Beziehung die Elemente
der einen denen der anderen umkehrbar eindeutig zugeordnet werden. Hier
sieht man durchaus keine Moglichkeit, die Bedingung der Gleichzahligkeit
zweier Klassen allgemein ohne einen Hinweis auf eine derartige verinder-
liche Beziehung auszudriicken. Vermutlich wird es hier also wiederum
eines gan# neuen Gedankens bediirfen.

Anhang.
Zusammenstellung der Rechenregeln,

I. Satz von der doppelten Verneinung. Doppelte Verneinungs-
striche iiber demselben Bestandteil konnen nach Belieben gesetzt oder
weggelassen werden.

IL. Vereinigungssatz Die Glieder einer Disjunktion oder Konjunk-
tion kénnen nach Belieben zusammengefalt oder getrennt werden.

IT* Treten im Zusammenhang mit durchweg disjunktiver oder durch-
weg konjunktiver Verkniipfung auch Operatoren auf, so diirfen die vor-
kommenden Symbole nach Belieben zusammengefat oder getrennt werden,
mit der Einschrinkung jedoch, daB kein Argument von dem zugehérigen
Operator in einer diesen Zusammenhang mifachtenden Weise getrennt
werden darf.

ITI. Vertauschungssatz. Die Reihenfolge der Glieder einer Dis-
junktion oder Konjunktion ist beliebig.

IIT* Treten im Zusammenhang mit durchweg disjunktiver oder durch-
weg konjunktiver Verkniipfung auch Operatoren auf, so ist die Reihen-
folge der vorkommenden Symbole beliebig, mit den beiden Einschrin-
kungen, daB 1. jeder Operator links von den zugehdrigen Argumenten und
2. die Reihenfolge der Operatoren untereinander die gleiche bleiben muB.
Doch ist in dem Falle, daB zwei oder mehrere gleichartige Operatoren
nicht durch ilmen ungleichartige getrennt sind, die Reihenfolge jener be-
liebig.

IV, Verschmelzungssatz. Tritt in einer Disjunktion oder Konjunk-
tion ein Glied mehrmals auf, so- braucht es nur einmal gesetzt zu werden,
und umgekehrt.

IV* In einer Disjunktion von partikuléren oder einer Konjunktion
von allgemeinen Aussagen konnen die Operatoren, soweit sie vom gleichen
logischen Typus sind, in einen verschmolzen werden. Umgekehrt kann in
einer partikuliren Disjunktion oder einer allgemeinen Konjunktion der

Operator zerspalt8h und zu den einzelnen Gliedern gesetzt werden.
i5*
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(V. Eliminationssatz. Aus irgend zwei richtigen Aussagen erhilt
man wieder eine richtige, indem man gegebenenfalls einmal ein freies Disjunk-
tionsglied -- als welches auch die Aussage selbst betrachtet werden darf —
der einen Aussage, das sich von einem solchen der anderen Aussage nur
durch den dariiberstehenden Verneinungsstrich unterscheidet, gegen dieses
weghebt und die iibrigen disjunktiv verkniipft.

V* Zusatz zu V. Sind die beiden gegebenen Aussagen allgemein
und die Operatoren entsprechend vom gleichen logischen Typus, so kann
die Regel V sinngemaB auf die Operanden angewandt werden, wobei der
SchluBsatz seinerseits dieselben Operatoren erhilt wie jeder der Vordersitze.

V. Implikationssatz. Aus einer richtigen Aussage erhilt man wieder
eine richtige, indem man einen geraden Bestandteil durch eine von ihm
implizierte oder einen ungeraden durch eine ihn implizierende Aussage
ersetzt, anders gesagt: indem man einen geraden Bestandteil abschwicht
oder einen ungeraden verstirkt,

V* Zusatz zu V Enthalten die auszuwechselnden Bestandteile Ver-
#inderliche, so mufl die vorausgesetzte Implikation in diesen Verdnderlichen
allgemein gelten. ]

VI. Satz von der Ausfithrung der Negation. Die Negation einer
Disjunktion ist &quivalent der Konjunktion der Negationen der einzelnen
Glieder; die Negation einer Konjunktion ist dquivalent der Disjunktion
der Negationen der einzelnen Glieder.

VI* Hinsichtlich der Ausfiihrung der Negation und der Umkehrung
dieser Opetation werden Operatoren wie elementare Verkniipfungsglieder
behandelt, nur daB rechts vom Operator kein Wechsel der Verkniipfung
eintritt*®) und im zweiten Fall kein Argument von dem zugehdrigen Ope-
rator sinnwidrig getrennt werden darf.

VII. Distributionssatz. Eine Konjunktion von Disjunktionen kann
dquivalent als eine Disjunktion von Konjunktionen geschrieben werden
und entsprechend eine Disjunktion von Konjunktionen als eine Konjunk-
tion von Disjunktionen, und zwar erhilt man die Oberglieder der neuen
Form dadurch, dal man aus den Obergliedern der alten auf alle mog-
lichen Arten je ein Unterglied auswihlt.

VIIL Dualitétssatz. Eine — in den etwaigen relativen Konstanten
(vgl. 8. 196) der beiden Teilaussagen allgemeingiiltige — Aussageniquivalenz
bleibt richtig, wenn men-in den verglichenen Aussagen iiberall die Ver-
kniipfungen der Disjunktion und der Konjunktion gegeneinander auswechselt

%) Die als Lesezeichen dienenden Zwischensymbole wird man iibrigens dessen-
ungeachtet schematisch auswechseln. (Vgl. S. 179 u. 190.)
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und iiberdies alle allgemeinen Operatoren durch partikulire ersetzt und
umgekehrt.
1X. Vereinfachungssitze.

1 Ein Oberglied einer Normalform — im weiteren Sinne. d. h
. » . . " e . ) i - -
einer Konjunktion von Disjunktionen oder einer Disjunktion
von Konjunktionen — kann weggelassen werden, wenn es alle

Unterglieder eines anderen Obergliedes enthilt.

Ein Unterglied einer Normalform kann weggelassen werden,
wenn seine Negation aullerdem noch selbstindig als Oberglied
vorkommt.

1w

X. Verdriangungssatz. In einer Konjunktion verdringt stets das
stiarkere Glied das schwiichere - d. h. dieses kann neben jenem weg-
gelassen werden —, in einer Disjunktion umgekehrt das schwiichere das
stiirkere.

XI. Satz von der Umschreibung der singuldren Aussage. Mit
der singuliren Aussage f, sind dquivalent die aligemeine Aussage z z - @ fe
und die partikulére Aussage 7.2 =a.f,.

Der Einheitlichkeit zuliebe sind die obigen Regeln — gzum Teil in
einer gegeniiber der im Text der Abhandlung gegebenen etwas abweichen-
den Form — samtlich als solche der reinen Aussagen- und Begriffsdar-
stellung gefaBt worden. Doch &8t sich die Mehrzahl von ihnen auf die
Klassenlogik teils formal iibertragen, indem man die Negation, die Dis-
junktion und die Konjunktion als die entsprechenden Klassenverkniipfungen
versteht -— wobei iibrigens noch die Wahl bleibt zwischen der Ver.
kniipfungsaussage und der Verkniipfungsklasse —, teils inhaltlich, indem
man einfach den Gehalt der Regeln in der Klassensymbolik susdriickt.
Wertvoll sind in der ersten Auffassung namentlich die Regeln T1--1V,
VI, VII, IX, X, in der zweiten die Regeln VIII und XI. Die mit dem
Stern versehenen Regeln haben iiberwiegend nur fiir die Aussagen- und
Begrifislogik Bedeutung.

(Bingegangen am 16, 7. 1921.)



