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Uber die Axiome des metrischen Raumes.

Von
V. Niemytzki in Moskau.

Die vorliegende Arbeit ist der Untersuchung der Beziehungen zwischen
den drei bekannten Axiomen des metrischen Raumes?) gewidmet. Um diese
Untersuchung fithren zu konnen, miissen wir Rdume betrachten, in die sich
Entfernungen einfiihren lassen, die nur einem Teil der Axiome des metri-
schen Raumes geniigen. Dies geschieht mit Hilfe folgender Definitionen:

Definition I. Es sei B ein topologischer Raum?), in dem sich eine
.Funkfion ¢ (2, ¥) =0 (,eine Entfernungsfunktion“) so definieren 1aBt, dal
ein Punkt 2 dann und nur dann der abgeschlossenen Hiille 3/ einer be-
liebigen Punktmenge M C R angehért, wenn die Entfernung o (z, M) %)
zwischen 2 und M Null ist. Unter dieser Bedingung nennt man den topo-
logischen Raum R sm westeren Sinne metrisierbar.

Es sei dabei bemerkt, daf jede solche Entfernungsfunktion ¢ (z, y)
(jede Metrik des gegebenen topologischen Raumes) von selbst dem Identstdts-
axiom geniigt, d. h. es ist o (,y) dann und vur dann Null, wenn die
Punkte x und y zusammenfallen.

Definition II. Ein im weiteren Sinne metrisierbarer topologischer
Raum heifit symmetrisch, wenn man ihn so metrisieren kann, daB

@) ez, y)=ec(y )
1st.

Definition III. Ein im weiteren Sinne metrisierbarer topologischer
Raum heit ein A-Raum, wenn man ihn so metrisieren kann, daB bei

1) Hausdorff, Mengenlehre (Berlin 1927), 8. 94.

2) Wir verstehen unter einem topologischen Raum stets einen solchen im Sinne
Hausdorffs (Grundziige der Mengenlehre, Leipzig 1914, 8, 213).

3) o (%, M) ist definitionsgemsB die untere Grenze von ¢ (z,y), wenn y die ganze
Menge M durchlangt.
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jeder Wahl der Punkte z, y, 2

(2) e(z,2)Le(z y)+eo(y2)
ist.

Definition IV. Ein im weiteren Sinne metrisierbarer topologischer
Raum heiBt ¢m engeren Sinne metrisierbar, wenn man ihn so metrisieren
kann, daB die Entfernungsfunktion ¢ (z, y) der Gesamtheit der beiden Be-
dingungen (1) und (2) geniigt.

Bemerkung. Ein topologischer Raum, welcher gleichzeitig ein sym-
metrischer Raum und ein A-Raum ist, braucht noch nicht im engeren Sinne
metrisierbar zu sein (die der Bedingung (1) geniigende Entfernungsfunktion
braucht ja nicht mit derjenigen identisch zu sein, die der Bedingung (2)
geniigt).

Satz 1. Ein topologischer Roum ist dann und nur dann im weiteren
Sinne metrisierbar, wenn er dem 1. Abzihlbarketisaxiom geniigt.

Beweis. Wenn in R eine Metrik definiert ist, so wahle man fiir jeden
Punkt @ von R als m-te Umgebung die offene Menge

Uy(a) =B —[E —8(a, 2)].

Wenn umgekehrt in R das erste Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt ist und
fiir jeden Punkt @ ein vollstindiges abzihlbares Umgebungssystem

U(a)>Uya)>...O0U,(a)>...

gewshlt ist, so setze man ¢(z,y) =2, wenn y zu U, () fremd ist, und

oz, y)= %, wenn m die groBte Zahl von der Beschafenheit ist, daB y

in U, (x) liegt.

Bereits unter den kompakten topologischen Raumen gibt es solche, welche
im weiteren Sinne metrisierbar sind, obgleich sie weder symmetrische noch
A-Riaume sind. Als Beispiel hiervon kann der Raum T, dienen, der aus
allen Ordnungszahlen « < £ aufgebaut ist, mit folgender Umgebungs-
erklirung: Wenn g irgendeine Ordnungszahl < e ist, so soll die Um-
gebung U, («) aus allen Ordnungszahlen bestehen, die grofer als g und
hichstens so groB wie « sind®).

) Wobei wie immer S (a,7) die Gesamtheit aller Punkte x bezeichnet, fiir welche
o(a,z)<r ist

5) DaB T, im weiteren Sinne metrisierbar ist, folgt vermdge des Satzes I aus
dem 1. Abzihlbarkeitsaxiom (welches fiir diesen Raum gilt). Da T, iiberdies kompakt
ist, jedoch nicht dem II. Abzahlbarkeitsaxiom genfigt, kann er nicht im engeren Sinne
metrisierbar sein, woraus auf Grund der Sitze II und I folgt, daB T, weder ein
symmetrischer noch ein A-Raum ist.
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Um so interessanter diirfte die Tatsache sein, daB jeder kompakte
symmetrische ebenso wie jeder kompakte /\-Raum metrisierbar im engeren
Sinne ist.

Satz II. Ein symmetrischer kompakier Raum ist im engeren Sinne
metrisierbar.

Hilfssatz. Jeder symmetrische kompakte Raum ist bikompakt®).

Beweis. Es sel im Gegenteil
F>F>..>DF>...>F,>...>F>..., IF,=0,F,+F,,,
eine nicht abzshlbare Folge abgeschlossener Mengen. Man bezeichne durch
L, die nicht leeren Mengen F,— F, , und durch 7, die obere Grenze von

o(z, F,.,), wobei x die Menge L, durchliuft. Die Gesamtheit aller L,
zerfallt in abzihlbar viele Klassen, wobei die n-te Klasse aus allen L,

besteht, fiir welche 5;1_—1 > rag%; ist. Da es unabzéhlbar viele L, gibt,

gibt es mindestens eine Klasse, etwa die n-te, die unabzdhlbar viele L,
enthalt. Man wihle eine beliebige abzéhlbare Folge

Lo, Logs -5 Ly - (g < ag< oo < @< ...)
unter den Mengen dieser Klasse und betrachte die F, mit entsprechenden
Indizes, d. h. die Mengen

Fo, Fopy ooos Foyy ...
Fy, enthilt mindestens einen Punkt z,, so daf
1

(3) Q(xk’ F“k-l—l =>—.—2_n
ist. Da unser Raum kompalkt ist, gibt es einen Haufungspunkt z der Folge
T, Zys +-er Ty, ... . Dieser Hiufungspunkt gehdrt notwendig zu dem Durch-

schnitt aller F, ; aus der Ungleichung (3) folgt ferner verméoge der Sym-
metrieeigenschaft von ¢(z, y), daB fiir jedes &

1
e(=, 1’;‘)2'27

ist, was unméglich ist, denn z ist ja ein Haufungspunkt der Folge der z,.

Beweis des Satzes IL Es sei ein symmetrischer kompakter Raum B
gegeben. Da nach dem Hilfssatz I R bikompakt, also regulir?) ist, gibt
es zu jedem Punkt  und jedem n eine offene Umgebung V, (z) derart, dafl

7.(2) < 8 (2 5)
ist.

®) Siehe tiber bikompakte Raume Alexandroff und Urysohn, Math. Annalen 92
(1924), S. 258 u. f.
%) A. a. 0.9, 8. 263.
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Aus der Gesamtheit der (fiir simtliche Punkte 2 von R konstruierten)
V,(z) kann man vermdge des Borel-Lebesgueschen Satzes eine endliche
Uberdeckung II, auswihlen. Wenn man dies fiir jedes n tut, erhilt man
die Uberdeckungsfolge

I Vy(zd), Vo@D, .o Vo2
II,: V,(2), Vy(23), - Vz(x'.fz);

...............

...............

Das System aller offenen Mengen V,(z;) erginze man durch simtliche
Durchschnittsmengen von je endlich vielen unter diesen offenen Mengen.
Das so gewonnene Mengensystem bezeichnen wir mit €. Da das Mengen-
system © abzihlbar, und jeder kompakte topologische Raum mit abzahl-
barer Basis metrisierbar im engeren Sinne ist®), geniigt es zu zeigen, dafl &
eine Basis des Raumes R ist.

Nehmen wir das Gegenteil an! Dann gibt es eine feste offene Menge G
und in ibr einen Punkt 2 derart, daB fiir jede den Punkt z enthaltende
Menge I' aus &, die Menge I'— @, also erst recht die abgeschlossene
Menge @ — I" — @ nicht leer ist. Da, wie leicht ersichtlich, der Durch-
schnitt von je endlich vielen Mengen & wieder eine Menge &, also von
Null verschieden ist, ist der Durchschnitt aller Mengen @ nicht leer.
Daraus folgt aber, daB es einen von z verschiedenen Punkt y gibt, welcher
zu der abgeschlossenen Hiille einer beliebigen den Punkt z enthaltenden
Menge ¥, (z;) gehort. Diese letzte Behauptung soll nun zu einem Wider-
spruch gefiihrt werden. Man wihle zu diesem Zweck fiir jedes » ein
Va(2zy"), zu welchem z gehért. Da

T (odn ia 1
Vn(xn )Cs(xn ) 7[):
also o (zi", z) = o (=, ) < % ist, konvergieren die 25" gegen ; infolge-

dessen gibt es ein so groBes N, daB fiir alle hinreichend grofen n
; 1
e(y, z;n) >N

ist; wenn also % so groB und iiberdies grofer als N ist, ist o(y, a;:,") > -;IL— ,

so daB z nicht in § (a7, ), also erst recht micht in 7, (zi") liegen
kann, w.z.b. w.

Im Falle der nicht kompakten Raume trifit die Behauptung des
Satzes I nicht zu, da es symmetrische nicht im engeren Sinne metrisier-

%) Siehe Urysohn, Math. Annalen 92, S.275 und (viel einfacher bewiesen) Math.
Annalen 94 (1925), S. 309,
Mathematische Annalen. 104. 44
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bare Riume gibt. Wir wollen sogar ein Beispiel eines reguliren symme-
trischen nicht im engeren Sinne metrisierbaren Raumes geben.

Der Raum R besteht aus allen Punkten der Halbebene y > 0. Wemn
z=(z,y), y=+0 ist, so ist U(z) eine beliehige offene Kreisscheibe mit
dem Mittelpunkt in z; wenn z = (2;y), y =0 ist, so besteht U(z) aus z
und allen inneren Punkten einer beliebigen Kreisscheibe, die die z-Achse
in z von oben beriithrt. Der Raum R ist nicht metrisierhar (man iiber-
zeugt sich leicht, da8 er nicht einmal normal ist). Eine symmetrische
Entfernung o(z,,2,) kann man dagegen wie folgt einfiihren:

1. Wenn keiner der beiden Punkte zur z-Achse gehért, sei o(z,,2,)
mit der gewohnlichen Entfernung dieser beiden Punkte identisch;

2. wenn die beiden Punkte z, und z, auf der x-Achse liegen, sei
e (zv z,)=1;

3. wenn z,, aber nicht z, zur - Achse gehort, setzen wir o(z,,2,) =7,
wo r der Radius des durch z, gehenden, die z-Achse in z beriihrenden
Kreises ist.

Satz IIL Jeder kompakie - Raum ist sm engeren Sinne metrisierbar.

Hilfssatz. Geniigt eine Punktfolge {z,} eines A-Raumes der Be-
dingung lim ¢(z,, ) = 0, so hat sie keinen von z verschiedenen Haufungs-
punkt.

Beweis des Hilfssatzes. Nehmen wir im Gegenteil an, {z,} habe
einen von z verschiedenen Hiufungspunkt y. Sei ¢(y, z) =r. Wir wihlen
aus {z,} eine gegen y konvergierende Teilfolge {x, }. Wir haben dann

lm (y, 2,,) =0, lim(z,,2)=0.

Es sei k so groB, da fiir ¢ > & gleichzeitig die beiden folgenden Unglei-
chungen erfiillt seien:

Q(y’ xﬂi) <-;:: Q(mﬂz’ x) <%;

infolge des Dreiecksaxioms hat man dann

e(y, ) < o (¥, @n) + (@, ) <7,
was der Definition der Zahl r widerspricht.

Beweis des Satzes III. Es sei R ein A-Raum mit der Entfernungs-

funktion ¢(2,y). Man definiere

o* (2, y) =min{9(x’ y), o(y,2)}.
Diese Funktion ist symmetrisch; es ist ferner klar, daB o*(z, y) < o(2, %)
ist; wenn also 2 =lim, (in R) ist, so ist lim p*(=, #,) = 0. Auch die
Umkehrung dieser Behauptung trifft zu. Nehmen wir im Gegenteil an, dal

im o*(z, 2;) =0, o(z,2)=r>0
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firs =1,2, 3,... ist. Aus der Definition von ¢* folgt, daB Lim ¢ (z;, z) =0
ist. Auf Grund des soeben bewiesenen Hilfssatzes hat die Punktfolge {z;}
keinen von z verschiedenen Hiufungspunkt, woraus vermdge der Kom-
paktheit von R folgt, daB sie gegen = konvergiert. Folglich kann man o*
als eine (symmetrische) Entfernungsfunktion in R betrachten, woraus ver-
moge des Satzes II folgt, dal R im engeren Sinne metrisierbar ist.

Wir geben zum SchluBl ein Beispiel eines nicht symmetrischen (also
erst recht nicht im engeren Sinne metrisierbaren) A-Raumes, welcher selbst-
verstdndlich nicht kompakt ist, wohl aber eine abzihlbare Basis besitzt.

Der Raum R besteht aus den Punkten z der Strecke (0;1) der
gewohnlichen Zahlengeraden. Die Umgebungen U(z) werden wie folgt
definiert:

Uz)=4J:+ 2,
wobei J, die Gesamtheit aller irrationalen Punkte des Intervalles (a; b)
ist und a und b zwei beliebige, der Bedingung a < 2 < b geniigende
rationale Zahlen sind.

Daff der Raum R kein symmetrischer ist, folgt daraus, daB in einem
symmetrischen Raum jede abgeschlossene Menge eine G;-Menge?) ist,
wihrend die Menge der rationalen Punkte der Strecke (0; 1) offenbar eine
abgeschlossene Menge des Raumes R darstellt, die, wie leicht beweisbar,
keine G4-Menge ist.

Eine dem Dreiecksaxiom geniigende Entfernungsfunktion 148t sich in
unseren Raum wie folgt einfithren. Wir bezeichnen im allgemeinen mit z
bzw. y rationale bzw. irrationale Zahlen des Intervalls (0;1). Wir de-
finieren sodann

e(z, ) =1, oz, 9)=[z—yl
e(:9)=ly—9y'l, e(y2)=1
Eine elementare Fallunterscheidung zeigt, daB ¢ das Dreiecksaxiom erfiillt.

%) Beweis wortlich wie bei Hausdorff a.a.0.%), S. 305—306.

(Eingegangen am 4, 8. 1930.)
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