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Arithmetische Untersuchungen elliptischer Integrale.

Von
Theodor Schneider in Frankfurt a. M.

Im Jahre 1931 zeigte C. L. Siegel!), daB die GroBen gy, g5, @;, @,
nicht sémtlich algebraisch sind, wobei w, und w, die Perioden der durch
g, und g, bestimmten WeierstraBschen g@-Funktion seien. Mit einer
dhnlichen Methode bewies ich im Februar 1934%), daB auch g¢,, g5, @, 7
nicht alle algebraisch sind, wenn w und 7 demselben Integrationsweg
entsprechen. Im zweiten Teil meiner Dissertation®) fiihrte ich den Beweis

des Satzes: Besteht zwischen § und v = =2 keine lineare Bezichung mit
1

rationalen Koeffizienten, so ist mindestens eine der GréBen g, ¢, 7, §
und @ (w, B) transzendent. Auf Grund anderer Bewelsprmzlplen gelangte
im Vorjahre G.Pélya‘) zu der Aussage: Wenn % eine komplexe Zahl
vom Absolutbetrage <C 1 ist, so sind nicht alle fiinf Zahlen

rh!r "8 hﬁr rb hﬁr
T 31 ? T <87 ? -}
Z 1—a%" Zl-—h”' Zl-—h”
Z(—1(2r— 1) A&7 — 17 (=1 2 pA7? (r=1,28,...)
g(l—hs r)( ___h8r—4)3

;ﬂgebmmch Diese ist wieder enthalten in dem vor einigen Monaten von
P. Popken und K. Mahler®) bewiesenen Satz, daB auch die drei GroBen

a;:’ , w;?’ , w;f‘ nicht sémtlich algebraisch sind. Alle vorstehenden Einzel-

ergebnisse sipd in den in § 1 aufgefiihrten Resultaten meiner Untersuchungen
als Spezialfille enthalten. In §2 werden die Beweise der in §1 ge-
machten Auseagen mittels ein und derselben Methode durchgefiihrt.

1) Uber die Perioden elliptischer Funktionen, Journ. f. Math. 167 (1932),
S. 62—69,

3) Vorgetragen im mathematischen Kolloquium zu Frankfurt a. M.

%) Transzendenzuntersuchungen periodischer Funktionen II, Journ.f. Math. 172
(1934), 8. 70—174.

4) Sur les séries entidres satisfaisant & une équation différentielle algébrique,
C. R. 201 (1935), p. 444—445.

8) Ein neues Prinzip fiir Transzendenzbeweise, Proc. Amsterdam 88 (1935),
S. 864—871.
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2 Th. Schneider.

§1.
Ergebnisse.

Satz I: Gehéren die Weierstrafschen Funktionen @ (2) und { (z) zu
den gleichen Invarianten g, und g, und hat @ (z) an der Stelle z = B
ketnen Pol, so sind die sechs Grofen

93> 935 G, b’ W (ﬂ)» aﬂ+ bC.(ﬂ):
wobet |a| + |b| == O dst, nicht simtlich algebraisch.
Dieser Satz enthiilt eigentlich eine Aussage iiber nur fiinf GroBen;
denn fiihrt man fiir # den Ausdruck B, = Ap sinngemiB ein, so ist

P A8 Aoy, Ao, = ;_le 2 (85 @, w,),
C(lﬁ’ awn 1(09) = ‘}C(ﬂ’ W, w’)»
g (Ao, dw)) = %gs (w,, wy,),

1
9 (Ao, Awy) = 79 (w;, wy).

3 ‘“_ .
Die Werte a, b, J (1) = b—g-:‘?;ﬁ,, ﬁ;}‘” und af-Vg, + b 7 sind in-
2 3 pu

variant bei der genannten Substitution. (Falls g, = 0 ist, bilde m:; ghnliche
Invarianten mit g, &= 0.) Man wahle nun A derart, daB g, (f,) = 1 wird;
setzt man nun voraus, die fiinf obengenannten Zahlen seien algebraisch,
so erhdlt man einen Widerspruch zu Satz I. Da jedoch die Werte dieser
Zahlen von A unabhingig sind, gilt die Satz I verscharfende Aussage:

Mindestens eine der fiinf Zahlen a, b, J (7), —5(—)—;—@ und
3

4
sV + 550

ist transzerdent. Vos

Es mag dem Leser iiberlassen bleiben, sich die entsprechenden Ver-
sohirfungen der aus Satz I folgenden Spezialfille zu iiberlegen.

Der Einfachheit halber seien von nun an die in Satz I auftretenden
Zahlen g, und g, algebraisch vorausgesetzt. Auf Grund des Additions-
theorems der {-Funktion (das in § 2 angegeben ist) kann man dann den
Satz I in folgender Form aussprechen:

Der Wert eines elliptischen Integrals erster oder zweiter Gattung mat
algebraischen Koeffizienten und zwischen algebrasschen Gremzen tst trans-
zendent.

Daraus folgt speziell wieder:

Die Liange des Bogens einer jeden Ellipse mit algebraischen Achsen
zwischen algebraischen Abszissen- oder Ordinatenwerten ist transzendent.



Arithmetische Untersuchungen elliptischer Integrale. 3

I'. Setzt man in Satz I fiir # den Wert %’- ein, so ergibt sich aus
Satz I: Die Zahl aw +- by ist fir alle algebraischen a,d (|a|+ |b| = 0)
transzendent; oder in anderer Ausdrucksweise:

Jede Periode eines elliptischen Integrals erster oder zweiter Gattung
mit algebraischen Koeffizienten ist transzendent.

Wendet man diese Aussage speziell wieder auf den Ellipsenbogen
an, so erhilt man:

Der Umfang einer Ellipse mit algebraischen Achsen ist transzendent.

Ia. Wird in Satz I a =1 und b = 0 gewshlt, so reduziert sich
der Satz auf die Aussage: @ (B) und B sind nicht beide algebraisch. Setzt

maun noch fiir § den Wert % ein, so folgt daraus die Transzendenz von w.

Ib. Man setze umgekehrt @ = 0 und b = 1; dann gewinnt man
die Feststellung: Auch g (B) und ¢ (B) sind nicht beide algebraisch. Fiir

den Wert f = -‘23 folgt hieraus die T'ranszendenz von 7.

Mit der Feststelung I' ist sogar die lineare Unabhingigkeit von
o, 7 und 1 im Korper der algebraischen Zahlen bewiesen.

Ic. Nimmt a den Wert _C_éﬁ) und b den Wert — 1 an, so folgt aus
Satz I die Tatsache, daB @ (8) und -C—/(g-@ nicht beide algebraisch sind. Tragt

s . w . . .
man fir 8 speziell 3 emn, so gewinnt man daraus die Transzendenz

von 1 .
o

Ich méchte noch bemerken, daB die zuletzt gemachte Feststellung
den in der Einleitung genannten Popken-Mahlerschen Satz enthilt. Fiihrt

man in meiner obigen Aussage (92, g, und % sind nicht séimtlich alge-
braisch) die Substitution w; = dw,, ws = Aw, durch, so erhélt man

aus den bereits angegebenen Beziehungen:
93 (@), @) = A*g, (w1, ;) und analog ¢, = A%g;, % =M ;’7)-:,

und daraus folgt: A*g;, A%g;, A2 %, haben nicht alle algebraische Werte;
wihlt man nun speziell fir 1 die (wie ich in Satz IIIs noch zeigen
werde) bei algebraischen g¢; und g, transzendente Zahl %, so erhiilt man

das Popken-Mahlersche Ergebnis.

Satz II: Es seien die WeiersiraBschen Funktionen @ (z) und 2*(qz)
algebraisch unabhdngig und keine dieser Funktionen habe an der Stelle © = B
1%
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einen Pol. Seien ferner g,, g5, 93, 95 die zugehorigen Invarianten, so wird
behauptet :

Moindestens eine der sieben Zahlen g,, gy, 95, 95, @ (B), 9* (gB), q st
transzendent,

Die erste Voraussetzung des vorstehenden Satzes ist gleichbedeutend
*

mit der Forderung: Die beiden Gleichungen % = xw, + Aw, und

w¥ . . . . . .
-2 = yw, + v w, seien mit rationalen x, 4, 4, v nicht erfiillbar, wobei w*
7 M@y 3 u s

eine Periode von g*(x) ist. Sind die beiden Gleichungen in rationalen
%, A, u, v erfiillt, so ist aus der Theorie der elliptischen Funktionen be-
kannt, daB die obengenannten Funktionen algebraisch abhingig sind.
Seien nun @ (z) und @*(¢«) algebraisch abhingige Funktionen, so sei
die Abhingigkeit etwa durch das Polynom 4 (g (z), ¢*(¢z)) = 0 aus-
gedriickt; ordnet man dieses Polynom nach Potenzen von @*(¢2) und
wird mit B (g (z)) der Koeffizient der héchsten vorkommenden Potenz
von (*(gz) bezeichnet, dann mufl B(@ (z)) an allen Stellen

w* w* w*
—, 2=, £3=—,...
+ p + P + 7’
- . . * 3 .
verschwinden. Ist aber die Gleichung 2~ = %' w, + A’ w, in rationalen »’, A’
€ g 1 2

nicht zu erfiillen, so besitzt wegen der Periodizitit von @ (x) das Poly-
nom B(g (#)) im Periodenparallelogramm unendlich viele voneinander
verschiedene Nullstellen, die sich also h#ufen miissen. Mithin mu3 das
Polynom B( (2)) = 0 sein; aus diesem Widerspruch folgt die obige
Behauptung.

Auch Satz II laBt sich é&hnlich wie Satz I verschérfen und fithrt
zu der Aussage:

Die sechs Zahlen J (z), J (%), 2, w, ——M—, g sind nicht alle

. g5’ g9 $*ub)
algebraisch.

Nun will ich einige Ergebnisse, die durch Spezialisierung oder andere
Darstellung aus Satz II gewonnen werden, angeben:

Der einfacheren Darstellung halber seien wieder (auBler in dem
Ergebnis IIc., auf das ich besonders hinweisen méchte) g,, g, g3, 95 al-
gebraisch vorausgesetzt. Die entsprechenden Verschérfungen der Einzel-
resultate mdogen auch hier dem Leser iiberlassen bleiben.

II'. PFiir die Stelle § = % erhilt Satz II das folgende Aussehen:
o* (2-2“—’) und g konnen micht bevde algebraisch sein. ‘
ITa. Seien B und f* derart gewdhlt, dap @ (B) und @*(B*) beide al-

ge'braisck sind, so st nach Satz II ¢ =’%’ transzendent.
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Dies 148t sich auch wie folgt aussprechen:

Der Quotient von zwei elliptischen Integralen erster Gattung mit alge-
braischen Koeffizienten, genommen 2wischen algebraischen Grenzen auj Rie-
mannschen Flichen, die durch birationale Transformation nicht inetnander
wberfihrbar sind, ist transzendent.

Ist speziell § = —%’- und g* = w2—*, so folgt die Transzendenz von %*

IIb. Es mégen w} = w, und o} = w, sein, dann folgt auch ¢f =g,
und g7 =g¢,. Sind nun die Funktionen @ (z) und @ (¢2) algebraisch
unabhiingig, so folgt aus Satz II: @ (8), @ (¢B), ¢ sind nicht samelich

algebraisch. Diese Aussage besagt fiir die Stelle § = %, daB selbst ¢,

und @ (¢, ) nicht beide algebraisch sind; oder in Worten: Der Wert eines
elliptischen Integrals erster Gattung mit algebraischen Koeffizienten
zwischen zwei algebraischen Grenzen ist entweder ein rationaler oder ein
transzendenter Teil einer Periode.

IIc. Dieser Spezialfall enthilt eine Aussage iiber die Modulfunktion
J (r). Es werde w}, = w,, w§ = w, und ¢ = 7 vorausgesetzt; dann ist
g=1= Z’i: = :—’% und auBerdem gf = g, und g} = g;, wobei g, und g,
nicht algebraisch vorausgesetzt sein sollen. Sind nun @ (z) und @*(vz)
algebraisch abhiéngig, so mu «}7—! = puw, +vw, sein. Daraus folgt
w3t ' = @, 7! = pw, + YT, und mithin ist »7* 4+ yr ~1=10. In
diesem Falle der komplexen Multiplikation allein sind @ (z) und @*(vz)
algebraisch abhéingig. Liegt aber dieser Fall nicht vor, so ist bei alge-

*
braischen g, und g; der Quotient v = :Z—‘ nach ITa transzendent. Ver-
1

schirft man diese Aussage in der bereits angegebenen Weise, so reduziert
sich die doppelte Vorraussetzung — g, und g, algebraisch — auf die
einfache — J (7) sei algebraisch. Der SBatz iiber die Modulfunktion
lautet mithin:

Ist J(z) algebraisch, so mup v emtweder imagindrquadratisch oder
transzendent sevn, und umgekehrt: Ist v algebraisch, aber nicht tmagindr-
quadratisch, so tst J (T) transzendent.

Satz III: Es seten @ (B) + oo, und der einfacheren Darstellung
halber g, und g, beide algebraisch vorausgesetzt. Dann wird behauptet: Die
drei Grofen @ (B), ¢+ 0 und e2f haben nicht sdmitlich algebraische Werte.

Auch hierzu will ich noch einige Spezialfille angeben.

IIIa. Wenn B eine Stelle ist, fir die @ (B) algebraisch, und p* =0
eine solche, daff ¢ algebraisch ist, so ist ¢ — ‘%’ transzendent. Speziell er-

gibt sich die Transzendenz von Zz,
w
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IIIb. Ersetzt man f durch -, so erkennt man, daB ¢, # 0 und

e v nicht beide algebraisch sind; wendet man hingegen Satz III fiir die

Stelle § = -2-3—' = ¢, ® an, so ergibt sich die Transzendenz mindestens

einer der Zahlen ¢, und @ (g, x).

Ich will die Reihe der Ergebnisse, die sich noch weiterfithren lat,
hier abbrechen, méchte jedoch noch darauf hinweisen, daB sich die vor-
genannten Sitze auch sinngemif auf Aussagen iiber Abelsche Integrale
iibertragen lassen.

§ 2.
Beweistiihrung.

Wie ich schon in der Einleitung erwihnte, liegt allen Beweisen die
gleiche indirekte Methode zugrunde. Ich will mich daher darauf be-
schrinken, den Beweis von Satz I ausfiihrlich vorzutragen und bei den
Beweisen der Sitze II, III die von dem vorgetragenen Beweis abweichenden
Teile auszufithren. Allen Beweisen sei ein Hilfssatz iiber spezielle arith-
metische Eigenschaften der -Funktion vorausgeschickt.

Hilfssatz: Es ist % (p (z)) = @ (z) ein Polynom in @ (z), @’ (),

%, g, vom hochsten Gesamtgrade = [—'E—Z’J mit ganzen rationalen Ko-

effizienten, und es gilt
| 9@ ()| < ¥i-1m°),
wenn | @ (z)| < y, vorausgesetzt wird.
Die Aussage dieses Hilfssatzes 1aBt sich leicht verschirfen, jedoch ist
dies fiir das Folgende nicht notwendig.
Beweis: Fiir die Weierstrasche g-Funktion gilt die Differential-
gleichung

1) (@' (@) = ¢ 9° (@) — 9, @ () — g5
Durch Differentiation folgt aus dieser die Beziehung
2) P" (@) =6 p*(2) — -

Man denke sich nun die Gleichung (2) (r — 2)-mal differenziert und elimi-
niere die auf der rechten Seite auftretenden hoheren als ersten Ableitungen
der @-Funktion durch jeweilige Benutzung von (2). Man erkennt so,

daB @® (z) sich darstellen 1aBt als Polynom in @ (z), @’ (z), , gy Mit
ganzrationalen Koeffizienten. Durch vollstindige Induktion zexgt man

¢) Die natiirlichen Zahlen y,, y3, ... sollen von r unabhéngig sein.
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<y

sogar, daB in diesem Polynom nur solche Glieder @1 @'e: (%) g,
auftreten konnen, fir die 2o, + 3oy + 425+ 60, =7+ 2 ist. Damit
ist der hochste vorkommende Gesamtgrad < [T;—g], wie behauptet. Wird
mit M, das Maximum der Absolutbetrige der Koeffizienten von @ (z)
bezeichnet, so ist unter Beriicksichtigung von (2) M,,, < 6[’-’—';——2] M,;
daraus folgt durch vollstindige Induktion, daB die Koeffizienten von
@ (z), absolut genommen, kleiner sind als 67-r!. Die Anzahl der in
dem Polynom @ ® (z) auftretenden Glieder ist kleiner als (r 4 2)* und
somit ergibt sich die Ungleichung
| (@)| < (r + 2671 (4+ |9 @) + 2 @)+ gl +1gs]) 7> <wi- 7
Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

Beweis von Satz I: Ich setze voraus, es seien die Zahlen g,, g;,
a, b, o (B), af+bl(B) samtlich algebraisch; damit ist nach (1) auch
g’ (B) algebraisch. Diese sieben GréSen mogen einen Kérper & vom
Grade s bestimmen. AuBerdem setze ich k = 24s-+ 1. Dies voraus-

geschickt, behaupte ich: Es lassen sich geeignete Koeffizienten C;,
(A=0,...,n—1; p =0, ..., n—1) derart finden, daB die Funktion

L= = 15 :§ Chu 92(2) - (a2 + b ()

an jeder der Stellen &, &, ..., & von der r-ten Ordnung’) verschwindet,
wobei

®) r=[53)

ist, und zwar ergeben sich die Konstanten C;, als ganzalgebraische, nicht
samtlich verschwindende Zahlen des Korpers R, fiir die

4) [Cr] < w5-12r (A=0,..,n—1; p=0,..,n—1)¥
gilt. Hierbei sei & =x-f (¥ = 1,..., k), falls  mit jeder Periode in-
kommensurabel ist; sollte B jedoch ein rationaler Teil einer Periode sein,
so mogen unter den Vielfachen von 8 diejenigen iibergangen werden, die
ganzzahlige Vielfache dieser Periode liefern wiirden. Die Bedingung des
Verschwindens von L(z) an den vorgenannten Stellen liefert %z lineare
homogene Gleichungen fiir die #®> zu bestimmenden Unbekannten C;,.
Jeder Koeffizient 4,; (¢ = 1,..., kr; 5 = 1, ..., n?) dieser Unbestimmten

) ,,Eine Funktion verschwindet an einer Stelle von r-ter Ordnung‘ soll
heiBen: Die betreffende Stelle ist fiir die Funktion mindestens r-fache Nullstelle.

8) Unter m sei das Maximum der absoluten Betrage aller Konjugierten von 4
verstanden.
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hat die Gestalt d“_"e (9*(2) - (@@ + bL(@))*|smsx mit festen x o, 4 p.
x

Auf Grund des Additionstheorems der @ -Funktion, der Beziehung (2),
der Relation ¢’ (¢) = — @ (z) und des aus dem Additionstheorem der
Z-Funktion folgenden Additionstheorem der Funktion ez b{(z), das lautet:

(5) a-(2, +2,)+bl(z,+2) = ax, +08(m) +az, 100 (z)
+2 @' (r)— P (25)
2 Pz)— P (2)°
ergeben sich die Koeffizienten 4,; wegen der eingangs dieses Beweises
‘gemachten Voraussetzung als algebraische Zahlen in . Differenziert man
die Funktion @® (2)-(a«+ b{(x))* e-mal, so erhilt man eine Summe
von Produkten

(6) (P @) ... (9@ @) (az +bE (2)",
(jedes noch multipliziert mit einem Zahlkoeffizienten), wobei
At th+u=24+p

912'1+-°--+9v}'v§9

ist. Die Zahlkoeffizienten dieser Produkte sind Polynome in a und &
vom hochsten Grade u. Ferner stellt man fest, daf die Anzahl der auf-
tretenden Produkte (6), jedes mit der Vielfachheit genommen, die der
absolute Betrag seines Zahlkoeffizienten (der selbst ein Polynom in @
und b ist) angibt, kleiner als 34 (A 4 w)¢ ist. Aus der Definition von &,
und 9., g, V3, - - - folgt, da k& nur von s abhingt, |@ (5] 4 | (&) <5
(#=1,...,k). Nun ist aber nach dem vorangeschickten Hilfssatz der
absolute Betrag eines jeden der Produkte (6) an jeder Stelle &, kleiner als

und

011+ ... +eyh i o+u
yﬁl Oy v.ggl 1oL, Q v Ly 99'

Beriicksichtigt man, da A < n—1, u g n—1,0 < r—1 sind, so er-
halt man also

| 4| <pi-@nyyytrer < pg(no).
Da fiir die Konjugierten von 4;, in & dieselbe Abschitzung durchzufiihren
ist wie fiir 4;, selbst, gilt die Ungleichung

[4.] < 75
Wahlt man n so grof3, daB
(7 n<r
ist, so erhilt man
(8) <o (G=1,..,krj=1...,n)

4;, ist, wie schon mitgeteilt, ein Polynom in ¢ und b vom hdchsten
Grade n; nach dem vorangestellten Hilfssatz ist 4, aber auch ein Poly-
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nom in @ (£,), ' (&), -923, gs — hochstens vom Gesamtgrade -;— +2n < g-r

(nach (7)) — und in a&, + b{ (&) — hochstens vom Grade n mit ganz-
rationalen Zahlkoeffizienten. Ist nun y,, die kleinste natiirliche Zahl,
die die Bedingung erfiillt, da8 die sémtlichen Grdflen

7119 'J’nb"yu%’ V1195 P11 2 (€2 11 027 (&2)s 711(‘1’ &+ 65(5*)) (x=1,....k)

]
. . . =r+3
ganzalgebraisch sind, so ist demnach auch y‘}: " 4y g << %87 4;; ganz-

algebraisch. Multipliziert man also die linearen homogenen Gleichungen,
denen C;, geniigen sollen, mit ¥¢7, so sind die Koeffizienten a;; = y3{ 4;,
ganzalgebraisch in & und es gilt nach (8)

(9) [a:;] < 773+ 27

Da (3) und (9) gelten, sind die Gleichungen lésbar®) in nicht sémtlich
verschwindenden, in & ganzalgebraischen Zahlen C;,, die die Bedingung (4)
befriedigen.

Verschwindet die Funktion L(z) an jeder der Stellen &, ..., &,
von der Ordnung ¢ -+ 1 und an jeder der Stellen &,, ..., & von der Ord-
nung ¢, wobei ¢t = r und »=1,..., k sind (fiir » =1 braucht also
L(z) an keiner Stelle &, von (¢4 1)-ter Ordnung zu verschwinden),
so behaupte ich: Falls » hinreichend groB ist, verschwindet L(z) auch
an der Stelle &, von der Ordnung ¢- 1. — Zunichst fiihre ich einige
Bezeichnungen ein: Es sei C eine aus den Mittellinien des Periodennetzes
der g-Funktion zusammengesetzte Treppenkurve, die ganz innerhalb
eines Kreises mit dem Radius ¢/ um den Nullpunkt als Mittelpunkt liegt
und einen moglichst grofen Flicheninhalt einschlieBt. Die Polstellen der
§ -Funktion innerbalb C' bezeichne ich mit z;. Dann sei

P(x) = [II (x— z)®"
. 2y in C
und

Q(m) = (w _§I)t+1 e (x"'éﬂ—l)t.*-l ° (x‘— £y+1)t..- (w—fk)‘. .

t
Ferner bezeichne ich & (j (::) )
x
daB alle Punkte &, innerhalb von C liegen; es ist ja |&| << 2k|B|
(x=1,...,k). Da L(z) voraussetzungsgemé an den bereits genannten
Stellen von den angegebenen Ordnungen verschwindet, gilt auf Grund
des Residuensatzes die Beziehung
LO%)-PE) o JL(x) P(z) _ d=
Q&) T 2mi Q) .(x—§)t+1'
c v

e mit L®(£,). Ich wihle nun n so grof,

(10)

?) Siehe z. B. Hilfssatz 1 (S. 67) meiner Arbeit: Transzendenzuntersuchungen
periodischer Funlktionen I; Journ. f. Math. 172 (1934), S. 65—69.
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Mittels Gleichung (10) will ich |L®(£,)| abschétzen. — Die Kurve C ist

so gewshlt, daB g (x) auf C beschrinkt ist; |z 4 bl (2)| ist auf C

kleiner als y,,tY6. Damit gewinnt man unter Beriicksichtigung von (4)
1

Max | L(z)| < yg.r“y'ht'ﬁ_"n*
zaut C

und nach (7)

By
< phth .
Weiter erhdlt man
1 1
Max | P(z)| << (py,t°)2nraet’;
2 auf C
da aus (3) n << V4rk folgt, ergibt sich
1 5
Max [P (@) | < (e t)17** t° <o
z auf C
fiir hinreichend groBes ». SchlieBlich ist noch
1

| P(&,)| > yrgs’”“‘? > Y5
IQ(§‘V)I <yt21‘

und

Somit erhélt man

# 18, Rl 1

W) LOE) < oo o s Pho 8t (tt7) oyt
k
< y124.t %—?)t.

Die Zahl L®(£,) ist nach der eingangs des Beweises gemachten Voraus-
setzung algebraisch. Analog zu der Untersuchung der 4,; findet man
hier, dal die Zahl ¢4 L®(£,) in & ganzalgebraisch ist. — Die Konjugierten
von L®(§,) in & erhdlt man, indem man auf die Darstellung von L®(§,)
als Polynom in a, b, %, 95, 2 (&), 9'(&,), a&, 4 -b¢ (&) mit rationalen Koeffi-
zienten zuriickgeht und fiir jede dieser Grofen die entsprechenden Konju-
gierten einfithrt. Die analog derjenigen von IA,~ ,l gefithrte Abschitzung
ergibt:
(12) [TOE)] <7 -rr o 0on < o4t
Nun erhiélt man aber nach (11) und (12) fiir die Norm der ganzalge-
braischen Zahl y8¢ L®(§,) die Abschétzung:

(25,
IN (88 - LOE,)| <9y, -t ¢ 8/ po—nt.pe—ne

< yfmt(“_%_%)t.
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Nun ist aber ¥ = 245+ 1 oder 4s — % ——’;— = — 1 gesetzt, und so wird

fiir hinreichend groBles n
|V (54 - LO(E)| < 1,
und damit ist L®(£,) = 0, wie behauptet.

Folglich hat die Funktion L(z) aber die Bigenschaft, dal sie an
jeder der Stellen &, ..., &, von beliebig hoher Ordnung verschwindet.
Dies ist jedoch nur méglich, wenn L(z) =0 ist. Die Funktionen g0 (x)
und az -+ b (z) sind aber algebraisch unabhiingig. — Der so entstandene
Widerspruch lost sich nur, wenn man die zu Beginn des Beweises ge-
machte Voraussetzung fallen 1Bt, womit der Satz bewiesen ist.

Ich mochte noch hinzufiigen, daB es durch eine Abénderung des
Beweises, durch die allerdings die Durchfihrung sehr erschwert wird,
moglich ist, die gegebenen Abschitzungen zu verschérfen; dasselbe gilt
fiir die noch folgenden Beweise.

Beweis von Satz II: Da der Beweis von Satz IT methodisch genau
so verlauft wie derjenige von Satz I, bin ich leider an einigen Stellen ge-
zwungen, mich zu wiederholen; ich werde jedoch diesen Beweis in ge-
dringterer Fassung bringen als den ersten. Die Bezeichnung will ich aus
dem ersten Beweis, soweit wie moglich, iibernehmen, d. h.: ich will ent-
sprechende GrdBen mit denselben Buchstaben bezeichnen, in der Hoffnung,
daB dies nicht zu MiBverstindnissen fiilhrt. AuBerdem méchte ich noch
bemerken, daB der Beweis von Satz III von dem jetzt vorzutragenden
kaum abweicht, was ja auch nach dem Inhalt der beiden Sétze ver-
stindlich ist. —

Ich setze also voraus, die sieben Grofen g,, g5, g3, 93, §2(B), ©*(¢B),
g seien alle algebraisch. Nach (1) sind dann auch ’(8) und @* (¢f)
algebraisch. Die neun Grofen sollen den Koérper & vom Grade s be-
stimmen. Nun suche ich, die n? Koeffizienten C,, als nicht séimtlich ver-
schwindende, in & ganzalgebraische Zahlen so festzulegen, daf die Funktion

Lg)= 2 5 i p*(a) p**(ga)
A=o0opu=0

an jeder der Stellen £,,...,&, von der r-ten Ordnung verschwindet,
wobei r nach der Bedingung (3) von 7 und % abhinge, und wieder
k= 24541 sel

Wiederum sei &, = %8 (» =1, .. ., k), falls # mit jeder vorkommenden
Periode inkommensurabel ist; und wenn g einen rationalen Teilwert einer
Periode annimmt, sollen die ganzzahligen Vielfachen dieser Periode (bzw.
Perioden) keine Interpolationsstellen sein. Die Unbekannten C;, werden
bestimmt durch %-r lineare homogene Gleichungen, deren Koeffizienten
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A;;0=1,...,kr;3=1,..., n*) die Gestalt %(;@‘(m)go“(qx))h:;x mit
x~

festen x, p, A, u haben. Mit Hilfe des bereits genannten Hilfssatzes er-
kennt man analog zu Satz I, da die algebraischen Zahlen 4,; Polynome

sind in ¢ gx, , g5, 9 (5,), 97 (62), 0% (g&.), o*' (¢&,), hochstens vom Grade

-g—r, und in ¢ vom hochsten Grade r. Es sei y,, derart bestimmt, daf

%
die GroBen yﬂ%-, Va7 Jas y”%, Vor 95, Va1 9(0), Vor 07 (£2)s Vor 0% (¢€L),
Var 2% (q€), v4,q fir x = 1, ..., k ganzalgebraisch sind; dann sind die
Koeffizienten y57 4,; = a,; ebenfalls in & ganzalgebraisch. In derselben
Weise wie bei Satz I zeigt man, dal 4;, und damit auch a,; einer Ab-

schétzung der Art
w < Vi’

geniigen. Damit lassen sich die Koeffizienten C;, so bestimmen, da sie
die geforderten Bedingungen erfiillen und daf auBierdem

(13) [Cod <5-rer
ist,

Nun soll L(x) wieder an den Stellen & ,...,&,_; von der Ordnung
t+ 1 und an allen Stellen §,,..., &, von der Ordnung ¢ verschwinden,
wobei t =7 und v»=1,...,% sind. Es sei C eine ganz innerhalb
eines Kreises mit dem Radius ¢'s um den Nullpunkt als Mittelpunkt
liegende Kurve von einer Bogenlinge y,,t's, die von jeder Polstelle der
Funktionen @(x) und @*(qz) einen festen, d. h. von ¢ unabhéngigen, posi-
tiven Minimalabstand hat und einen méglichst groBen Flicheninhalt um-
schlieBt. Bezeichne ich die sémtlichen, innerhalb C vorkommenden Pol-
stellen mit 24, so sei P(z) = Hc (x — )47, wahrend Q(z) den im vor-

. z§ In

hergehenden Beweis angegebenen Wert beibehalten soll. Nun gilt eine
der Gleichung (10) gleichlautende Beziehung, mittels der man L®(£,) ab-
schidtze. Da man jedoch alle Abschitzungen des vorigen Beweises (bis
auf die Bedeutung der Konstanten) iibernehmen kann, erhilt man unter
Benutzung von (13) bei hinreichend groflem 7

19k
|LOE,)] <9t - t(? -3) ¢

Die Zahl L®(£,) ist in & algebraisch; durch Multiplikation mit 8! wird
sie ganzalgebraisch. — Die Konjugierten von L®(&,) ergeben sich durch

Einsetzen der Konjugierten von %, ¢, % 595 2(6.), ©'(5), p*gb), P*(g6.),
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g in die Darstellung des Ausdruckes L®(£,) als Polynom dieser GroBen.
Die Abschitzung der Konjugierten ergibt auch hier:

rf(t_)_(z:v—)' < 7‘32 L

Somit ergibt sich fir die Norm der ganzalgebraischen Zahl ¥4} -L®(£,)

(4s -5 -’-‘-) t
NS5 LO(E) | <vhs-t> ° O
Mit der Festlegung von % = 24s--1 (wie vorher) folgt fiir hinreichend
groBes n auch L®(£,) = 0. Durch vollstindige Induktion erkennt man,
daB L(z) an jeder der k Interpolationsstellen von beliebig hoher Ordnung
verschwindet. Mithin ist L(z)=0. Da aber die Funktionen (z) und
* (¢ %) voraussetzungsgemiB algebraisch unabhiingig sind, folgt ein Wider-
spruch, Die Losung desselben liefert die Behauptung des Satzes IL.
Bemerkung zum Beweise des Satzes III: Der Beweis des Satzes III
geht aus demjenigen von Satz IT hervor, indem man die Funktion @*(gz)
im vorhergehenden Beweise sinngemdf durch die Funktion e¢® ersetzt.
Die der Untersuchung zu Grunde gelegte Funktion lautet also hier

—_1 n—1

L(z) = Z' 2 Ciupiw)era®.

A=0 u=0
Alle Abschitzungen, auch die Integralabschitzung, lassen sich dann
analog ausfihren wie vorher und liefern die gleichen Krgebnisse. Der
Widerspruch besteht also wieder darin, daB man einerseits zeigt, es ist
L(x) =0, und andererseits weil, daB die Funktionen @(z) und e?® alge-
braisch unabhéingig sind. Damit wird man auf die Behauptung des
Satzes III gefiihrt.

(Eingegangen am 11. 3. 1936.)



