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Entwicklung analytischer Funktionen
auf Riemannschen Flichen.

Von
HEeinricH BEENKE und KARL STEIN in Miinster (Westf.).

Constantin Carathéodory zum 70. Geburtstag
in Verehrung gewidmet.

Wiihrend die klassische Funktionentheorie eine Fiille von Aussagen kennt,
nach denen Funktionen, die in einem vorgegebenen schlichten Gebiet regulir
sind, gleichmiBig durch Funktionen approximiert werden kénnen, die in vor-
gegebenen groBeren Gebieten reguldr bzw. meromorph sind [Potenzreihen-
entwicklungen, Approximation durch Polynome und rationale Funktionen
(Rungescher Satz), Weierstrasche Produktentwicklung fiir beliebige
schlichte Gebiete, usw.]!), sind entsprechende Aussagen bei vorgegebenen
nichtschlichten Gebieten bisher nur in wenigen Spezialfillen aufgestellt wor-
den?). Damit soll sich nun die vorliegende Arbeit beschiftigen. Vorgegeben
sei eine Riemannsche Fliche R iiber der z-Ebene und eine R als Teilgebiet
enthaltende Riemannsche Fliche R*. Gefragt ist: Wann lassen sich die in %
reguliren und eindeutigen Funktionen gleichméBig im Innern von R approxi-
mieren durch Funktionen, die in R* definiert sind ? Im ersten Teil der Arbeit
verlangen wir'von den approximierenden Funktionen, da sie in R* regular
sein sollen, wihrend wir im zweiten Teil fiir sie Pole in R* zulassen. Als Haupt-
resultat des ersten Teils beweisen wir (siche Satz 6; wobei wir hier, um uns
priagnanter ausdriicken zu konnen, das Ergebnis spezialisiert wiedergeben):

Ist die Riemannsche Fliche R Teilgebiet der nichigeschlossenen Riemann-
schen Fliche R*, so lassen sich die in R reguliren und eindeutigen Funktionen
dann und nur dann stets durch in R* reguldire und eindeutige Funktionen gleich-
mapig im Innern von R approximieren, wenn R relativ zu R* einfach zusammen-
hingend ist.

Hierzu ist die Definition des relativ einfachen Zusammenhangs zu geben.
Der Bereich3) B heilt zu dem B als Teilbereich enthaltenden, auf der Riemann-

1) Die Approximation regulirer Funktionen in schlichten Gebieten ist ausfiihr-
lich untersucht. Siehe die umfangreiche Darstellung bei WavsH, J. L.: Interpolation
and approximation by rational functions in the complex domain, New York 1935.

%) Hier ist die schone. Arbeit von OscAr PERRON zu nennen: Uber transzendente
Funktionen auf Riemannschen Flichen, Sitzungsberichte der Heidelberger Aka-

‘demie der Wissenschaften, Math.-Nat. Klasse, Abt. A, 1922/23.
%) Die Definition von Bereich, Gebiet usw. auf Riemannschen Flichen siehe in § 1.
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schen Fliche R gelegenen Bereich 8*relativeinfachzusammenhingend,
wenn jedes endliche System geschlossener Jordankurven in B, das in B*
berandet, schon in B berandet.

Zum Beweise des Hauptsatzes (§ 3) gehen wir von einem geeignet gewiihlten,
ganz im Innern der Riemannschen Fliche % gelegenen Polygongebiet ® aus.
Ist dann f(z) eine zu approximierende, in R regulire und eindeutige Funktion,
so gestattet f(z) in & eine Darstellung durch ein Cauchysches Integral:

1 = o [10 a2 at.

Rd ® ,
Hierin ist A(C, z) eine im abgeschlossenen Gebiet 3 = &, X ®, der zwei Ver-
anderlichen p, (€) und p, (2) eindeutige meromorphe Funktion —eine ,,Elementar-
funktion‘ in & - mit der Eigenschaft, daB das Differential A({,2) d{ in &
fiir p;(€) == p,(2) endlich bleibt und fiir p, () = p, (2) einen einfachen Pol mit
dem Residuum 1 aufweist. Im algebraischen Fall hat zuerst WEIERSTRASS
(in seiner Vorlesung iiber Abelsche Transzendenten, Werke Bd. 4) Elementar-
funktionen mit zusétzlichen festen Polen eingefﬁhrﬂ). Wir kénnen nun den,
Nachweis der Existenz von A (, z) im Gebiete 8 auf den algebraischen Fall
zuriickfithren, indem wir zeigen (§ 1), dafl & stets in eine geschlossene Riemann-
sche Fliche U als Teilgebiet einbettbar ist. Eine Elementarfunktion in &
wird in einfacher Weise dadurch gewonnen (§ 2), daB ein analytisch vom
Parameter { abhiingendes Abelsches Integral 2. Gattung auf % durch Addition
geeigneter spezieller Integrale 2. Gattung, deren Pole auflerhalb & liegen,
eindeutig gemacht wird.

Die Integraldarstellung von f (z) wird nun approximativ durch eine Riemann-
sche Summe ersetzt. Damit ist f(z) im Innern von & approximiert durch eine
Funktion, die in einem & ganz umfassenden Polygongebiet &* eindeutig und
meromorph ist und die hochstens endlich viele Pole auf dem Rande von &
hat. Diese Pole werden in Analogie zu der im iiblichen Beweise des Rungeschen,
Satzes®) benutzten Polverschiebung bis zum Rande von &* ausgekehrt.
Hierbei wird wesentlich die Tatsache benutzt, daB Gebiete auf Riemannschen
Flachen stets regulir-konvex (im Sinne der Funktionentheorie mehrerer
Verinderlichen) sind. Das Verfahren wird sodann fiir die approximierende
Funktion wiederholt. Da R relativ zu R* als einfach zusammenhiingend
vorausgesetzt ist, gelingt die Auskehrung der Pole bis in eine beliebige Nach-
barschaft des Randes von §*. Daraus ergibt sich der eine Teil des Haupt-
satzes. Der Beweis des zweiten Teiles ist kurz.

4) Siehe auch Konic, R. und M, Krarrr: Elliptische Fun'ktwnen Berlin und,
Leipzig 1928, 8. 10 und 8. 84ff., sowie die weitere dort angegebene theratur

5) Verglewhe etwa BieBerBAcH, L.: Lehrbuch der Funktionentheorie I.
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Die Bedingung des relativ einfachen Zusammenhanges von % in bezug
auf R* kann im wesentlichen durch die Forderung ersetzt werden, da R
halbstetig auf :* ausdehnbar sein soll. Unter halbstetiger Ausdehnung
eines Bereiches B verstehen wir den ProzeB einer besonderen Vergrofierung
von B, bei dem neben stetigen Ubergingen bestimmte Spriinge zugelassen
sind. (Néheres siehe § 4.) Der Begriff der halbstetigen Ausdehnung und seine
Verallgemeinerungen lassen sich, wie in einer spiteren Arbeit gezeigt werden
soll, in der Funktionentheorie mehrerer Verdnderlichen mit Nutzen ver-
wenden.

§ 5 ist der Ubertragung des Hauptsatzes auf Funktionen von n komplexen
Verdnderlichen in nichtschlichten Zylinderbereichen gewidmet. Der hier be-
wiesene Satz 9 stellt ein wichtiges Hilfsmittel fiir die folgenden Uberlegungen
dar.

In den Abschnitten 6 und 7 behandeln wir die zweite Hauptfrage der Arbeit:
Welche Eigenschaften muB eine die Riemannsche Fliche R umfassende, nicht-
geschlossene Riemannsche Fliche * haben, damit jede in R eindeutige regu-
lare Funktion durch in 9i* eindeutige meromorphe Funktionen im Innern
von R gleichméBig approximierbar ist? Es stellt sich heraus, daB h* keiner
Einschrinkung unterliegt (aufler selbstverstindlich der, dafl 9i* die Flache N
als Teilgebiet enthilt). Wir beweisen den 2. Approximationssatz (Satz 13),
den wir hier wiederum nur spezialisiert wiedergeben:

Jede in R eindeutige regulgre Funktion ist im Innern von R durch in R* ein-
deutige meromorphe Funktionen gleichmdfig approximierbar, die jeweils nur
endlich viele Pole und diese nur auf dem Rande von R aufweisen.

Zum Beweise bendtigen wir eine Elementarfunktion A(g, z) fir die ganze
Riemannsche Fliche %i* (und nicht nur fiir ganz in R* liegende Teilgebiete).
Die Konstruktion eines solchen A(Z, z) wird in § 6 durchgefiithrt. Auf R* kon-
struieren wir zunichst ein geeignetes Integral 3. Gattung N(Z, z) mit speziellen
Periodizititsmoduln, das analytisch von beiden Verinderlichen abhéngt.
Dabei benutzen wir die Aussage, daB es auf einer nichtgeschlossenen Riemann-
schen Fliche zu beliebig vorgegebenen Periodizititsmoduln stets ein Integral
1. Gattung mit diesen Periodizitdtsmoduln gibt. (Prazisierung der benutzten
Begriffe in § 6.) Aus N(Z, z) wird sodann durch Differentiation eine gesuchte
Funktion A({, z) gewonnen.

Der Beweis des zweiten Approximationssatzes, den wir in § 7 erbringen,
verlduft dann #dhnlich wie der des Hauptsatzes im ersten Teil der Arbeit.

§ 1. Begriffe und vorbereitende Sitze.

§ 2. Die Cauchysche Integralformel fiir Bereiche auf Riemannschen Flachen.
§.3. Reguldre Approximation von Funktionen in vorgegebenen Bereichen.
§ 4. Regulire Approximation und halbste{ige Ausdehnung.
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el
ot

5. Der Approximationssatz in Zylinderbereichen von n komplexen Ver-
dnderlichen.

. Die Konstruktion der Elementarfunktion auf der Gesamtfliche.

N
~1 &

. Meromorphe Approximation regulirer Funktionen.

§ 1. Begriffe und vorbereitende Sitze.

Der Ausgangspunkt fiir unsere Uberlegungen ist der Begriff der konkreten
Riemannschen Fliche R, wo jedem Punkte eine z-Koordinate von vornherein
zugeordnet ist. Eine solche Riemannsche Fliche R ist eine iiber der z-Ebene
liegende triangulierbare, aus lauter inneren Punkten bestehende Fliche, die
in isolierten Punkten verzweigt sein kann. Von den Verzweigungspunkten
werden die Verzweigungspunkte endlicher Ordnung zur Flidche gerechnet.
Ist p (z) bzw. p (co) ein endlicher bzw. ein iiber dem unendlich fernen Punkt
gelegener Punkt von R und v—1 seine Verzweigungsordnung, so ist seine
Umgebung von p durch

1
s—Zg =1 baw. - =1¢
o =t bz B t

auf eine schlichte Umgebung des Nullpunktes der :-Ebene umkehrbar ein-
deutig abbildbar; ¢ heiBlt der p zugeordnete ortsuniformisierende Parameter.

Zur Triangulierung einer Riemannschen Fliche i konnen immer Dreiecke
gewihlt werden, deren Seiten Strecken, Halbgeraden oder Kreisbogen im
metrischen Sinne sind (Elementardreiecke). Wir nennen Rt geschlossen,
wenn R eine aus endlich vielen Dreiecken bestehende Triangulierung (und da-
mit nur endliche Triangulierungen) aufweist. Im anderen Falle sprechen wir
von einer niehtgeschlossenen Riemannschen Fliche.

Unter einem Bereich ®B verstehen wir eine offene Punktmenge einer
Riemannschen Fliche R. (In Zeichen: B ( R, und entsprechend, wenn 9, ein
Teilbereich von B ist: B, ( B.) Ist ein Bereich insbesondere zusammenhingend,
so heiBit er ein Gebiet &. Die maximalen Gebiete, aus denerr ein Bereich B
besteht, heiBen die Komponenten von B, ihre Anzahl ist endlich oder hoch-
" stens abzihlbar. Ein Bereich ®B; heifit ganz im Inneren des Bereiches 9B ge-
legen, falls %; Teilbereich von B und jede unendliche Punktmenge aus B,
einen Haufungspunkt in B besitzt, d. h. wenn 9B, in B kompakt ist. (In Zei-
chen %, € B.) Liegt ein Bereich ganz im Innern von %, so liegt er bei jeder
Triangulierung von R in hochstens endlich vielen Dreiecken. — Ein ganz im
Innern von R liegender Bereich mit endlich vielen Komponenten heifit ein
.Polygonbereich, wenn sein Rand aus endlich vielen punktfremden, doppel-
punktfreien, geschlossenen Kurven besteht, die ihrerseits aus endlich -vielen
Strecken, Halbgeraden oder Kreisbogen zusammengesetzt sind, wenn ferner
jeder Randpunkt auch Hiaufungspunkt &uBerer Punkte ist. (In den Polygon-
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bereich hinreichende ,,Stachel* sind also ausgeschlossen.) Ein Polygonbereich
heiBt ein ausgezeichneter Polygonbereich, wenn auf seinem Rande
kein Verzweigungspunkt und kein unendlich ferner Punkt liegt. Unter einem
Polygongebiet verstehen wir einen zusammenhéngenden Polygonbereich.

Wir sagen: Die unendliche Folge von Bereichen 8,,n = 1,2, . . ., schopft
den Bereich B aus, wenn stets B,, € B, ., € B gilt und wenn es zu jedem ganz
im Inneren von B gelegenen Teilbereich $B* einen Index n, gibt, so daB fiir
n>n, gilt B* C B,,. Wir sprechen auch von einer Ausschopfungsfolge; ins-
besondere von einer zuldssigen Ausschopfungsfolge, wenn die B,
Polygonbereiche sind.

Jeder Bereich 9B besitzt zuldissige Ausschépfungsfolgen. Man kann etwa
eine vorgegebene Triangulierung von R fortgesetzt verfeinern und hieraus in
naheliegender Weise eine zulidssige Ausschopfungsfolge von B gewinnen.
Ist B speziell ein Gebiet & (insbesondere die Gesamtfliche %), so ist & durch
Polygongebiete zulissig ausschopfbar.

Ein Bereich ® heiit beschrinkt, wenn die z-Koordinaten der Punkte von
B beschrinkt sind.

Wir sprechen schlieBlich von einem Zylinderbereich 3 iiber dem (Z,2)-
Raum, wenn es einen Bereich %, iiber der {-Ebene und einen Bereich B, iiber
der z-Ebene gibt, so daB die Punktpaare [p (%), »(2)] mit p () aus B, und
p(z) aus B, den 4-dimensionalen Bereich 3 ausmachen. %8, und B, heiflen die
Projektionen von 3; wir schreiben 3 = 8, X 8,. Sind B, und B, Gebiete, so
heift 3 ein Zylindergebiet. Entsprechend werden Zylinderbereiche und
Zylindergebiete iiber dem Raum der n komplexen Verinderlichen z,, ...z,
erklért. )

Eine Funktion f(z) (bzw. f(z, . . . z,)) heifit in einem Gebiet ® (in einem
Zylindergebiet 3) reguldr, wenn sie in einer Umgebung jedes Punktes von
®(3) durch eine Potenzreihe im ortsuniformisierenden Parameter (in den zu
den Projektionen von 3 gehorigen ortsuniformisierenden Parametern) dar-
stellbar ist.

Die Funktion f (z) (bzw. f(zy, . - . 2,)) heiBt in & (8) meromorph, wenn sie -
in einer Nachbarschaft jedes Punktes von & (3) eine Darstellung als Quotient
dort reguldrer Funktionen gestattet. Ist ein aus verschiedenen Komponenten
®; bestehender Bereich B vorgegeben und in jedem ®; eine regulire (mero-
morphe) Funktion 1;(2), so sprechen wir von, einer in 8 definier‘.n}an reguliren
(meromorphen) Funktion f (z); und zwar ist es fiir die folgenden Uberlegungen
bequem, diese Sprechweise auch dann einzufithren, wenn die f;(z) nicht durch
analytische Fortsetzung miteinander zusammenhéngen, Eine entsprechende
Festsetzung treffen wir fiir regulire (meromorphe) Funktionen f(zy, ... z,) in
Zylinderbereichen.
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Wir sagen, die Folge der Funktionen f,(z) approximiere die Funktion f(z)
gleichmiBig im Innern des Bereiches %, wenn wir zu jedem Bereich B*,
B* € B, und zu jedem ¢ >0 ein n, finden konnen, so daBl

[7(z) —fn(3) | << € in B* fiir n > n,.

Durch die Menge & von Funktionen, f(z) 148t sich £(z) im Innern von B gleich-
méBig approximieren, heiit, daB es zu jedem B* € B und jedem ¢ >0 ein
f(2) aus R gibt, so daf}

|F () — f(a) |<e

in B*. Entsprechend wird die gleichmifBige Approximation von Funktionen
im Inpern ven Zylinderbereichen erklirt.

Uber Bereiche, die ganz im Innern ihrer Riemannschen Fliche liegen, be-
weisen wir

Satzl (Einbettungssatz): Zu jedem Bereich B, der ganz im Innern einer
Riemannschen Fliche R liegt, gibt es eine geschlossene Riemannsche Fliche %,
die B als Teilbereich so enthilt, daB B ein zweidimensionales Stiick von U nicht
bedeckt.

Wir sagen, B sei in U eingebettet.

Beweis: Wegen B C R liegt B in endlich vielen Dreiecken, einer Triangu-
lierung von R. Wir konnen noch so viele weitere Dreiecke hinzunehmen, dafl
die so ausgewihlten Dreiecke eine abgeschlossenes Polygongebiet bilden. Diese
Dreiecke €,, v =1, ... n, denken wir uns so durchnumeriert, daB €, , jeweils
lings mindestens einer Seite mit dem Komplex ®, = €, + - + €, zusammen-
hingt. Wir zeigen die Giiltigkeit des Satzes fiir &,, und damit fiir den in @,
liegenden Bereich 8, durch Induktion nach v. @, = €, ist offenbar wie ver-
langt einbettbar, ndmlich in die ganze Ebene. Angenommen nun, @, sei’in
eine geschlossene Riemannsche Fliche %, einbettbar. Wir weisen nach, da
®,,; = ®,+C,, , einbettbar ist. Der ®, und €, ,, gemeinsame Rand heile &.
Wir unterscheiden zwei Fille: ’

1. & besteht aus 1, 2 oder 3 Seiten von €, ;.
2. @ besteht aus einer Seite und der gegeniiberliegenden Ecke von €, ;.

1. Fall: Wir legen €, , in eine Ebene €, schneiden %, und € lings & auf
und verheften die Schnittufer kreyzweise. So entsteht eine gesuchte Fliche
A, ., Zerfillt die durch die Heftung entstehende Mannigfaltigkeit, so wird
als ¥, der Teil gewihlt, in dem &, , liegt.

2. Fall: @ zerfalle in die Seite 3, und den Punkt P. Durch P lauft d1e
Randseite 8, von ®, Wir erginzen ¥, durch ein weiteres Blatt zu einer
Fliiche %¥, indem wir eine Ebene €, und die Fléche ¥, lings 3, aufschneiden
und wieder die Ufer kreuzweise verheften. €, ; wird sodann in eine Ebene &}
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gelegt. A¥ und €F werden lings 3, und einer weiteren Strecke 3; aufge-
schnitten, die folgende Eigenschaften hat: 85 14uft durch P, hat aber auf €}
keinen weiteren Punkt mit G, , gemein; auf A} verlauft 3; auf dem ergiinz-
ten, von ®, freien Blatt und hat mit 8, nur P gemein. €} wird nun lings
der Schnitte 8, und 3; mit A verheftet. Es entsteht U, ..

Damit ist gezeigt, daB &, und damit auch B in eine geschlossene Riemann-
sche Fliache % einbettbar ist. Hat % noch nicht die Eigenschaft, daB % auf %
ein volles zweidimensionales Stiick freildft, so wird % lings einer Randseite
von @, aufgeschnitten und ein weiteres Blatt angeheftet.

Wir erweitern noch die Aussage von Satz 1.

Satz 2: Seien R, v = 1, 2..., endlich oder abzihlbar unendlich viele nicht-
geschlossene Riemannsche Flichen. Auf jedem R, sei ein ganz im. Innern liegen-
der Bereich B, vorgegeben. Dann gibt es eine Riemannsche Fliche R, in die die
B, punktfremd einbettbar sind und in der ein volles zweidimensionales Stiick von
den B, unbedeckt bleibt. Sind nur endlich viele R, und B, vorgegeben, so kann R
als geschlossene Riemannsche Fldche gewdhit werden.

Beweis: Nach Satz 1 ist jedes %, in eine geschlossene Riemannsche Fliche
R* einbettbar. Die R¥ konnen so gewihlt werden, daB je ein volles Blatt von
B, frei ist. Hat némlich ein R¥ noch nicht diese Eigenschaft, so wird es durch
geeignetes Anheften eines weiteren Blattes ergéinzt. Nunmehr werden die
R* sukzessiv miteinander verheftet, wobei die Verheftung von R} + --- + R¥
mit R,,, jeweils lings eines Schnittes auf den freien Blittern von R} und
%, erfolgt.

So entsteht die gesuchte Flache R, die fiir den Fall endlich vieler &, und %,
geschlossen ist.

§ 2. Die Cauchysche Integralformcl fiir Bereiche
auf Riemannschen Fldchen.

Fiir die Uberlegungen der folgenden Abschnitte ist die Aussage wichtig,
dafB eine in einem nichtschlichten Bereiche regulire Funktion dort — wie in
* schlichten Bereichen — durch ein Cauchysches Integral iiber ihre Randwerte
darstellbar ist. Zur Bildung éines solchen Integrals wird eine von zwei Ver-
dnderlichen abhiéngende analytische Funktion A4 (%, z) bendtigt, die an die

Stelle von Ci—z in der Cauchyschen Integralformel fiir schlichte Gebiete treten
kann. Es gilt '
Satz 3: Das Gebiet ® liege ganz im Innern der nichigeschlossenen Riemann-

schen Fliche R. Dann existiert im Zylindergebiet § = ®, X &, eine Funktion
A (L,2) der zwei komplexen Verinderlichen C, z mit folgenden Eigenschaften :

1.- A (?;, z) verhilt sich in 3 meromorph und ist dort eindeutig.
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2. Sind ~,t die den Punkten p, (Cy), Do (2,) von & zugeordneten ortsuniformi-
sterenden Parameter, so ist in einer Umgebung von p (L, z9) = 91 (Cg) X Pa(24):

‘ A ) B =

(7, %) t falls P1 (o) == Polzg) 5
A, 2) ~—~3 = S(r.2), falls Py(Ge) = ba(50) ;

dabei bedeuten R (t,1), S (t,t) in einer Umgebung von (t,t) = (0, 0) reguldre
Funktionen.

A(Z, 2) heiBe eine Elementarfunktion 1.0rdnung in §.

-Die Eigenschaft 2) besagt, daBl das Differential
dN (€, z) = A (C, 2)dC
[wo p,(z) als Parameter aufzufassen ist] fir b, ({) + p,(z) endlich bleibt und fir
p1(€) = P,(2) einen einfachen Pol mit dem Residuum 1 besitzt.

Zum Beweise betten wir das Gebiet & in eine geschlossene Riemannsche
Fliche Ry ein. Auf R gibt es nach WeiersTRAss Elementarfunktionen,
doch weisen diese noch feste Polstellen auf. Verlegen wir.die festen Pole in
Punkte auflerhalb & auf R, so erhalten wir Funktionen A(C, z) der gesuchten
Art.

Ohne Benutzung der WeierstraBschen Konstruktion 148t sich die Existenz
von A (¢, z) auf folgendem Wege nachweisen: ' ‘

Wir gehen aus von einem Abelschen Normalintegral 3. Gattung auf Ry

) H (2,215 §, &) = fﬁll.%i;é’_zl-)- dz.

%
Dabei sind z und z, die eigentlichen Verdnderlichen, { und ¢; Parameter, die
die Stelle der logarithmischen Singularititen auf R bezeichnen. Alle 4 GroBen
laufen unabhiingig auf Rg. Der analytische Charakter der Abhéangigkeit von
den Parametern { und ¢, ergibt sich aus der bekannten Beziehung

H (Z, 235 C7 Cl) = H (C, Cl; z, zl) .

(Vertauschbarkeit von Parameter und Argument)®).
In der Umgebung eines endlichen Punktes p (§) =p () = p () =P (z;) mit
den Ortsumformlslerenden T, Ty, bty gilt

—1
H (Z7 Zl, C cl) = log (T ))((Tl'——l) + G(t t17 T’ Tl)
wo G (¢,4;; 7, 7y) dort regular ist."

8 Vgl. etwa W. F. Oscoop, Lehrbuch der Funkti'onentheo-rie 11, 2, S. 398ff.
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Die Periodizititsmoduln von 11 (5, 23 €, Cy) in bezug auf die Veranderhche
z sind gegeben durch

oIl (5; ¢,
) pu(c,cl)zf.__%f_éld:, w1, ...2p. .
L, '
Dabei sei (L, ...., L,,) ein vollstandiges System von paarweise konjugierten

Riickkehrschnitten?) auf R . P, (T, ¢;) hangt von z und z; nicht mehrab. Als
Funktion von { und g, ist P, ({, ;) ein Abelsches Integral, und zwar ein Inte-
gral 1. Gattung, da die logarithmischen Singularititen herausfallen.

Wir gehen nun von [1 (z, z;; {, §;) durch Differentiation nach ¢ iiber zu einem
Normalintegral 2. Gattung in = und z;:

Ol (5,55 &,
@®) Lai®) — 060 g).

P, (2;) wird als Konstante auflerhalb von & fest gewiihlt; die Abhingigkeit von
g, fillt durch die Differentiation fort. Dann sei

A* (C ~) = Q (~'1 518 Ca t1)

A* (C, 2) weist in ®, X ©, alle in Satz 3 angegebenen Eigenschaf;ten auf mit
Ausnahme der Eindeutigkeit in z. Als Funktion von z ist 4* ({, z) ein Abel-
sches Integral mit dem einen einfachen Pol p, (z) =p, (C), falls p; (€) ungleich
P, (2,) und nicht als Verzweigungspunkt gewihlt wird. Die Periodizititsmoduln
sind nach (1), (2) und (3):

9Py (5, %) A
Pz(C):‘_m%(-l , w=1,....2p.

Dies sind auf R eindeutige Funktionen; und die Differentiale P} ({)dl
sind iiberall endlich, da die P, ({,%;) Abelsche Integrale 1. Gattung in { sind.
Wir betrachten nun die Matrix

B ———(P,"f (C:‘)),p. =1,...,2p,v=1,.., k.

Dabei seien p ({f),.. .., p (}) Punkte auf Ry, jedoch keine Verzweigungs-
punkte. Ferner sei & der Maximalrang von % in bezug auf nichtidentisches Ver-
schwinden der Unterdeterminanten der Matrix8), Da & ein zweidimensionales
Stiick von R freilaft, konnen die p () so auBerhalb & festgelegt werden,
daB der Rang der Matrix gleich % ist. Fiir die Funktionen P} (¥) gilt die
Darstellung
k
i) =2¢c@QPrE); wp=1..2p

=1

7) Unter Riickkehrschnitt wird wie iiblich eine geschlossene, doppelpunktfreie,
die Riemannsche Fliche nicht zerlegende Kurve verstanden.
8) Bekanntlich ist & = p.
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Hierin sind die ¢, (§) lineare Ausdriicke in den P} (¥) mit Koeffizienten, die
konstant sind, weil die p(C¥*) fest gewidhlt waren. Daher sind auch die Dif-
ferentiale ¢, () d¥ iiberall endlich. Die Funktion

R
A (C,Z) = A* (C,Z)——ZC’,(C)A*( rvz)
r=1
ist nun laut Konstruktion als Funktion von { in R eindeutig und merom orph
Als Funktion von z ist sie ein Abelsches Integral 2. Gattung mit den Periodizi-
titsmoduln
k
Py () — gl' ¢, (€) P, &) =0;
also eine eindeutige meromorphe Funktion auf Rg. In @, x &, hat 4 (T, 2)
die in Satz 3 angegebenen Eigenschaften. Damit ist Satz 3 bewiesen.
Nunmehr kénnen wir die von uns bendtigte Aussage iiber die Giiltigkeit der
Cauchyschen Integralformel in nichtschlichten Bereichen formulieren:

Satz 4: Sei ® ein Polygongebiet ganz im Innern der Riemannschen Fliche .
®&* sei ein @ ganz umfassendes Polygongebiet, das seinerseits noch ganz im
Innern von R liegt. A (¢, z) sei eine &* gemdp Satz 3 zugeordnete Elementarfunk-
tion. Dann gilt fiir jede in & reguldre und eindeutige Funktion f(z), die auf dem
Rande € von & noch stetig ist:

% 1@ = 4o [10- 4@ 94t
S

Zum Beweise wird & trianguliert. Fiir jedes Elementardreieck gilt (4), also
auch fir @. '

Zusatz: (4) bleibt auch richtig, wenn ® ersetzt wird durch einen aus mehreren
punktfremden Komponenten bestehenden Polygonbereich B und f (z) in jeder
Komponente von B eine regulire Funktion mit stetigen Randwerten darstellt.
(Die in den verschiedenen Komponenten von % erklirten reguliren Funk-
tionen konnen dabei nach der Festsetzung von § 1 vollig voneinander unab-
hiingig sein.)

§ 3. Reguliire Approximation von Funktionen
in vorgegebenen Bereichen.

Wir kénnen nun den Rungeschen Approximationssatz der Ebene auf be-
liebige nichtschlichte, nichtgeschlossene Bereiche iibertragen. Zur Vorbereitung
des Hauptsatzes beweisen wir zunichst

Satz5: Es seten B, und By Polygonbereiche auf der nichtgeschlossenen Rie-
mannschen Fliche R, und es gelte B, C B, CR. Jeder Randpunkt von B, sei inner-
Mathematisché Annalen 120, o 30
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halb B, mit dem Rande von B, derart verbindbar, daf die Verbindungskuroe?)
nur Rand- und dufere Punkte von B, enthdlt. Dann ist jede in B, reguldire ein-
deutige Funktion f (z) gleichmdfig im Innern von B, durch in B, reguldre ein-
deutige Funktionen approximierbar.

Wir haben zu zeigen, daB es zu jedem ganz im Innern von %; gelegenen
Bereich B, und jedem € > 0 eine in B, regulidre Funktion g(z) gibt, so daB
in B, gilt

[f ) —8(3) | <e.

Wir withlen einen ausgezeichneten Polygonbereich B}, B, By C B,.
mit dem Rande @, der sich hinsichtlich der Verbindbarkeit seines Randes
mit dem Rande von B, ebenso wie B, verhilt. Ferner sei A (, z) eine gemaf
Satz 3 einem B, noch ganz umfassenden auf N liegenden Gebiete zugeordnete
Elementarfunktion. In %87 gilt dann:

1
) Fo) = oo [ 10 4@ at.
. E:;
Wir approximieren das Integral rechts in (1) durch eine Riemannsche Summe,
die in B, um weniger als -;— von f (z) abweicht, was moglich ist, da der Integrand

gleichmBig stetig ist fiir p (Z) auf €F und p (2) in B,. Es gilt also
g 0 p 0 g

(2) 1@ — 0 - M) AGa) Gy — L) | < 5 -
1

p==

wobei die b () Punkte auf (5,0* sind. Die Funktionen

® 21?; f@)AE.3) €y —C)v=1,...n

sind in B, meromorph und besitzen als einzige Singularititen jeweils in p (z) =
p (C;) einen Pol 1. Ordnung. Nach einem der Rungeschen Polverschiebung ent-
sprechenden Verfahren werden nun die Ausdriicke (3) durch Funktionen ap-
proximiert, die in B, regulér sind. Hierzu ziehen wir heran den

Hilfssatz 1: Es seien b, und b, zwei Bereiche mit by C by und H (z) eine in
by meromorphe und eindeutige Funktion, die nur in dem auperhalb von b, ge-
legenen Punkt p (z) = p ({) einen Pol besitzen moge. Ferner sev h (z) eine weitere
in b; meromorphe und eindeutige Funktion, die in p (z) = p (€) reguldr ist und
fir die gilt

(%) | | R @) | > Max | k(b |.

%) Unter Kuree verstehen wir hier und im folgenden einen (geschlossenen oder
nichtgeschlossenen) Polygonzug, bestehend aus endlichvielen Strecken, Halbgeraden
und Kreisbogen.
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Dann ist H (z) in b, gleichmdfig durch in b, meromorphe und eindeutige Funk-
tionen approximierbar, die nur dort Pole besitzen, wo h (z) Pole aufweist.

Zum Beweis des Hilfssatzes bilden wir:
H (h@ — k@) H,(z)

H(z) = —h@)T )
(R — h))* (R —h=)*

Dabei wird die ganze Zahl x so gewihlt, daB H (z) . (h(§) — h(2))* fur p(z) =
= p (€) regulir ist. Nun ist

1 1 1 N,
=S e = hl‘(z) ,

h@ — hz))* R(Q)T* EXCRT 2 @, ;

(R@ — h() [R(Z)] [1 h(C)] e
und die Reihe konvergiert wegen

h(z) -
i <1
gleichmiBig in by Also ist
N .

(5) H(z) = lim H,(z). M a,h"(z), w.z.b.w.

kh—o0

(=]

=

Nur zuriick zum Beweise von Satz 5!

Wir verbinden den Punkt p (¢;) von €} mit einem Randpunkt p ({) von
B, durch ein Kurvenstiick &, das auBerhalb B, aber innerhalb B, verlduft
und weder einen Verzweigungspunkt noch einen unendlich fernen Punkt ent-
hilt. Auf & werden m + 1 verschiedene Punkte p (7)) = p (&), p (&), - ..
P (Ceq) = p (€F) gewidhlt, so daB fiir alle p (3) aus B, gilt:

(6) (AG 08 | > |AZund |, i=1 . m

Das ist, da A (g, 2) fiir p () auf & und p (2) in B, beschrinkt ist und die Man-
mgfaltigkeit p (€) = b (2) als Polfliche aufweist, stets moglich. Es braucht nur

Cj +1) nahe genug bei p (C] gewihlt zu werden. Sicher ist auch A (§’ 41 C,
endlich, da & durch keinen Verzweigungspunkt liuft. Ferner hat A (CJ 11 3
in B, nur den einen Pol p (z) = p (3’ +1)- Auf Grund des Hilfssatzes und von (6)
kénnen wir nun die Funktion -

b

= | (C1) A (Cp z) (Zz Cl)

2ni
in B, durch eine Funktion g, (z) approximieren, die nur fiir p (z) = p (Ez) einen
Pol aufweist und sonst im abgeschlossenen Berelch B, regulir und eindeutig
ist. Wir wihlen g, (z) so, daB in B,
. .
(7 e TG A A G — () | <ya

2mn
30*
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ist. Ebenso 1iBt sich eine im abgeschlossenen Bereich %, meromorphe ein-
deutiggz Funktion g, (z) mit der einzigen Polstelle p (z) = p (Z,) wihlen, so daB
in B,

(8) ‘ 81 (2) — g2 (2) ‘ <”—_"-

2mn
Allgemein gibt es Funktionen g (2),] =1,..., m, so daB in B,

Ny

©) | g4 —g k)| < =2 ..,m

Zmn

wobei g; (z) im abgeschlossenen Bereich B, meromorph und eindeutig ist und
nur fiir p (z) C1 +1) eine Polstelle hat. Aus (7), (8), (9) folgt

g @) A 2) G —8) — g ()

€
~%n

fir p (z) in B,. g, (2) ist im Innern von B, regulir und weist auf dem Rande
von B, nur einen Pol in p ({¥) auf.

Entsprechend gibt es zu jedem v, v =1, ... n, eine im Innern von B,
regulire eindeutige Funktion g(”) (2) (er setzen g“) (2) = g, (2)), so daB in
B, gilt:

5 57:7”@) A (Cv, 2) Gy —8)— ¥ (2) ’ < E_E;’ '

Also gilt in B,

1 . 2 FE&)AR, 2 €y — &) — 2" 2 (2)
v=1 )

v=1

und wegen (2)

(10) pw~ZWm
r=1

n n
wo 3 g¥(2) in B, regulir und eindeutig ist. Setzen wir ' g® (z) = g (2),
v=1 r=1

so haben wir
| f(2) —g(2) | <ein By, w.z.b.w.

Die in Satz 5 enthaltene Bedingung fiir die Approximierbarkeit einer in einem
Polygonbereich reguliren Funktion nach Funktionen eines umfassenden Be-
reiches — die Verbindbarkeit der Bereichréinder in der angegebenen Weise —
ist fiir allgemeinere Bereiche wenig brauchbar. Wir wollen sie ersetzen durch
eine andere Bedingung, die nur von inneren Eigenschaften der Bereiche ab-
. héingt. -

Hierzu benétigen wir besondere zuldssige Ausschopfungsfolgen der vorge-
gebenen Bereiche. Wir nennen eine zuliissige Ausschopfung eines Bereiches
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B durch Polygonbereiche 8, normal, wenn fiir alle v jeder Randpunkt von
%, innerhalb %B,,;, — B, mit dem Rande von B,,, verbindbar ist. Zunédchst
gilt dann:

Eine zuldssige Ausschopfung eines Bereiches B durch Polygonbereiche B, ist
dann und nur dann normal, wenn kein B, Randkontinua aufweist, die in
B, — B, beranden?).

Ist nimlich G ein Randkontinuum von B, so bildet die Menge der
Punkte von B,,, — B, mit denen (&(1) innerhalb von %B,,, — B, verbindbar
ist, ein Gebiet ©,. Entweder gehoren zum Rande von @&, nur Randkontinua
von B,, dann ist €" nicht innerhalb %,,, — B, mit dem Rande von 8, ,
verbindbar. Oder der Rand von &, enthélt Randkontinua von %, dann ist
€W innerhalb von B,,,— B, mit dem Rande von B, 41 verbindbar. Daraus
folgt die Behauptung.

Nun 148t sich leicht zeigen:
Jeder Bereich B ist normal ausschopfbar.

Zum Beweise gehen wir aus von einer zuldssigen Ausschopfungsfolge B,
von B und konstruieren aus ihr eine Folge ¥,, die B normal ausschopft. —
Entweder weist 8B, keine Randkontinua auf, die innerhalb 8—%,; beranden,
dann sei B; = B;. Oder es gibt solche Randkontinua, dann sei €, ein maxi-
males System dieser Randkontinua. Wir fiigen die von €, in B—%, beran-
deten Gebiete zu %, hinzu. Der g durch Ergéinzung aus %8, entstehende Be-
reich heiBe B,. Er ist gleichfalls ein Polygonbereich und besitzt keine Rand-
kontinua mehr, die in B—%, beranden. Sei weiter v, so groB gewiihlt, daB B,
den Bereich %, ganz umfaBt. Wir verfahren mit B, wie soeben mit B, und
erhalten den Polygonbereich 8, So fahren wir fort und erhalten eine Folge 8,
von Polygonbereichen, die gleichfalls eine zulissige Ausschopfungsfolge von
B darstellen, und die nach Konstruktion die Eigenschaft haben, daB kein B,
Randkontinua hat, die in 8—%®, beranden. Also besitzt auch kein B, Rand-
kontinua, die in B, ;—B, beranden. Jeder Randpunkt von %, laBt sich also
innerhalb ®,,,—%, mit dem Rande von 8,,, verbinden. Die B, bilden eine
normale Ausschopfungsfolge.

Zusitzlich gilt:
Jedes Gebiet ® ist durch Polygongebiete normal ausschopfbar.
Denn ® ist als zusammenhiingende Punktmenge durch Polygongebiete in

zuléssiger Weise ausschopfbar, und aus diesen gewinnt man, wie in der soeben
angegebenen Konstruktion, Polygongebiete, die & normal ausschépfen.

19) Beranden ist hier und im folgenden ohne Beriicksichtigung von Orientierungen '
gemeint (Beranden mod 2). Zur topologischen Terminologie vgl. das Lehrbuch der
Topologie von SEIFERT-THRELFALL.
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Sind nun zwei Bereiche B und B vorgegeben und gilt B ( B, so konnen wir
zu einem Kriterium fiir die Approximierbarkeit der in % reguliren und ein-
deutigen Funktionen f(z) durch in 9B regulire und eindeutige Funktionen auf
folgende Weise gelangen: Wir geben in % und B normale Ausschopfungsfolgen
8, bzw. B, vor und verlangen, daB stets der Rand von %, mit dem Rande von
_ %, innerhalb von B,—%B, verbindbar sein soll, sobald nur 8, C B, gilt. Ist
diese Bedingung fiir jedes Paar von Bereichen %,, SB” mit B, C EB” erfiillt,
so ergibt sich die Moglichkeit der geforderten Approximation von f (z) leicht
aus. Satz 5. Die Verbindbarkeitsbedingung ist ihrerseits dquivalent mit einer
besonderen Eigenschaft der Bereiche % und 8: Der Bereich % muf$ relativ
zu B einfach zusammenhingend sein.

Wir sagen, der Bereich 9 sei relativ ztum Bereich B einfach zusammen-
hingend, falls B Teilbereich von B ist und jedes endliche System geschlos-
sener Kurven in B, das innerhalb & berandet, schon in B berandet. Dann gilt:

Ist der Bereich B relativ sum Bereiche B einfach zusammenhdingend und sind
B, baw. *I-}ﬂ normale Ausschapfungsfolgen von B bzw. B, so ist der Rand eines
B, stets mit dem Rande jedes Bereiches %ﬂ, der B, ganz umfaft, innerhalb von
SE”——%v verbindbar. -

" Beweis: Gibe es eine Randkurve € von B,, die nicht innerhalb 5,— %,
mit dem Rande von % verbindbar ist, so bildet die Menge der Punkte, die
innerhalb 58 B, mit (.S,(l) verbindbar sind, ein ganz in §B liegendes Gebiet
®,. Der Rand @* von @, besteht nur aus %andkurven von ?B (zu denen GV
gehort) Doch. kann @* nicht mit dem gesamten Rande von 9B, zusammen-
fallen, sonst wiire B, + &, eine geschlossene Fliche, was unmdoglich ist. ®,
muB wenigstens einen Randpunkt von % enthalten. Andernfalls lige ®, ganz
in B, also auch in einem geeigneten B, (v; > v). Dann aber konnte &} nicht
innerhalb B, — B, mit dem Rande von 8, verbunden werden, was der Nor-
malitdt der Folge B, widerspricht. Mithin stellt €* ein System von endlich
vielen geschlossenen Kurven in ¥ dar, das in ¥, nicht aber in B berandet. Da-
mit haben wir einen Widerspruch zur Voraussetzung des relativ einfachen Zu-
sammenhanges von B in bezug auf B, und unsere Behauptung ist bewiesen.

Es gilt auch die Umkehrung der soeben bewiesenen Aussage; doch bendtigen
~ wir sie im folgenden nicht. Statt dessen beweisen wir noch:

Wird ein Bereich % durch eine Folge von Polygonbereichen normal ausge-
schopft, so ist jedes B, relativ zu allen B, mit v=> v, und zu B einfach zu-
sammenhdngend.

Wiire die Behauptung falsch, so gibe es in B, ein System geschlossener
Kurven G, ..., €, das innerhalb eines B, , v1> v, einen Bereich B* be-
randet, derart, daﬁ in B* wenigstens ein Randpunkt von B, lige. Dieser Rand-
punkt konnte dann aber nicht innerhalb B, — B, mit dem Rande von B,



Entwicklung analytischer Funktionen auf Riemannschen Flachen. 445

verbunden werden im Widerspruch dazu, daBl die B, den Bereich % normal
ausschopfen. :
Nunmehr kénnen wir beweisen:

Satz 6 (1. Approximationssatz): B und B seien Bereiche in der nicht-
geschlossenen Riemannschen Fliche R, und es gelte B B. (Dabei ist zugelassen,
daf B = R ist.) Damit jede in B reguldre eindeutige Funktion f (z) im Innern
von B eine gleichmifige Approximation durch in B regulire, eindeutige Funk-
tionen gestattet, ist notwendig und hinreichend, daf} B relatio zu B einfach zu- .
sammenhdngend ist.

Beweis: 1) Die Bedingung ist hinreichend.

Sei B* ein ganz im Innern von B gelegener Bereich. Wir haben zu zeigen,
daB es zu jedem vorgegebenen € > 0 eine in 38 regulire eindeutige Funktion
o (z) gibt, so dafl in B* gilt

| He) —g() | <=

Wir schopfen B und B durch je eine Folge von Polygonbereichen %, bzw.
P, normal aus. Es gibt dann ein v,, so daB B, den Bereich 8* ganz umfalit,
und ebenso ein y,, so daB B, ganz im Innern aller B, w = o, liegt. Jeder
Randpunkt von B, ist dann innerhalb *5 — %, mit dem Rande von 85

verbindbar, und ]eder Randpunkt von §B 1st 1nnerhalb von ?B” +1~—% m1t
dem Rande von 58” +1 verbindbar. Wn' withlen eine Folge positiver ¢,

c=1,2,..., s0 daB Z e, < e ist. Dann gibt es nach Satz5 eine in %HGH

=1

regulire eindeutige Funktion g; (z), so daB in %8, gilt
]f(z) — 8 (3) ] <&

Entsprechend 148t sich eine in %m 4o regulire eindeutige Funktion g, (z) so
wiihlen, daB in B,
Igl(z)——gz(z) | <&

st. Allgemein gibt es jeweils in %m—w 6 =2,3,..., eine dort reguldre ein-
deutige Funktion g, (z), so daB in B, ,_, gilt: '

l 85-1 (Z) — 8¢ (Z) I < &

Die Folge der g,(z) konvergiert im Innern von B gleichm#Big gegen eine dort
regulire eindeutige Funktion g(z). Diese ist eine gesuchte Funktion, denn es
ist in B, und damit in B*:

116 —g@ | = [ {0 — 6@} + {8 — @@} + o |
lf(z)"_gl Z)l—l—{gl(z)———gg ]‘f‘ '<‘§Isa<3-
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2) Die Bedingung ist notwendig. — Ist B relativ zu B nicht einfach zusammen-
héingend, 8o gibt es in B ein System geschlossener Kurven €,,..., €,, das
innerhalb  einen Bereich %’ berandet, derart, daB %’ wenigstens einen Rand-
punkt P von B enthilt. Wir wiihlen eine Funktion ¢ (z), die in P eine isolierte
Singularitat besitzt und sonst in B regulir und eindeutig ist; daB solche Funk-
tionen existieren, wird weiter unten nachgewiesen. Wiire ¢ (z) im Innern von
B als Grenzfunktion einer gleichmiBig konvergenten Folge {, (z) von in &
reguliren eindeutigen Funktionen darstellbar, so wiirde diese Folge auch in
B’ gleichmaBig konvergieren, da auf dem Rande G,..., G, gleichmiBige
Konvergenz herrscht und alle ¢, (z) in B’ regulir sind. Die Grenzfunktion
¢ (z) miiBte also auch in B’ iiberall regulir sein, im Widerspruch zu ihrer Ein-
fithrung.

Es bleibt die Existenz eines ¢ (z) nachzuweisen. Wir umgeben den Punkt P,
der als (k—1)-facher Verzweigungspunkt vorausgesetzt sei (k> 1), mit einer
k-fachen Kreisscheibe & mit P als Mittelpunkt und wihlen in § eine Lokal-
funktion [ (z), die in P einen Pol besitzt und sonst in & regulir ist. Die in P
punktierte Kreisscheibe & ist relativ zu dem in P punktierten Bereich % ein-
fach zusammenhéngend. Daher gibt es nach Teil 1 unseres Beweises eine Folge
94(2) von in %0 reguliren eindeutigen Funktionen, die I(z) in & gleichmiBig
approximieren. Fiir p. > y, mit geeignetem p, muB jedes ®,(2) in P eine iso-
lierte Singularitit aufwelsen anderenfalls wiirde eine Teilfolge $,(z) aus in
P regularen Funktionen bestehen und im gesamten Innern von & gleichmiBig
konvergieren, und die Grenzfunktion I(z) miiite auch in P regulir sein. Also
haben alle ¢, (z) mit u> o die fiir ¢ (z) geforderte Eigenschaft. Damit ist
Satz 6 bewiesen.

§ 4. Regulire Approximation und halbstetige Ausdehnung.

Wir wollen in diesem Abschnitt eine weitere Bedingung dafiir angeben,
daB die in einem Bereich reguliren und eindeutigen Funktionen f(z) durch
Funktionen eines umfassenden Bereiches gleichméBig approximierbar sind.
Hierzu fiihren wir den Begriff der halbstetigen Ausdehnung ein.

% und B seien Bereiche in der nichtgeschlossenen Riemannschen Fliche .
Wir sagen, % sei halbstetig auf § ausdehnbar, wenn es eine Schar von
Bereichen B (s), 0 < s < 1, in R mit folgenden Eigenschaften gibt:

1) B0)=9,81) =%

2) Fiir s; <5, gilt B(sy)) C B(sy).-

3) Jede Randpunktfolge p,(s,) 1) von Bereichep B(s,) mit s, < s, und
lim s, = s, besitzt nur Haufungspunkte auf dem Rande von %8 (s,).

1) Es werden nur Randpunkte betrachtei, die innere Punkte von R sind.
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4) Jeder Randpunkt von B (sy), s < 1, ist Haufungspunkt von Punkt-
folgen p,, (s,), wo P, (s,) auf dem Rande von B (s,) liegt sowie s, > s,
und lim s, = s ist.

Offenbar ist jede stetige Ausdehnung auch eine halbstetige Ausdehnung.
Doch gilt nicht das Umgekehrte (siehe Beispiel 2).

Bei halbstetiger Ausdehnung gilt: Ist B* ein Bereich, der ganz in B (s,)
liegt, so gibt es ein 3 > 0, so daB B* auch noch ganz in allen, Bereichen % (s)
mit s > s, — 9 liegt. Wire das némlich nicht der Fall, so giibe es entgegen der
Eigenschaft 3 eine Fo]ge s, < 8o mit lim s, = s, so daB fiir eine geeignete

Punktfolge p, (s,) vom Rande der B (s,) ein Hiufungspunkt im abgeschlos-
senen Bereich B* ldge.

Beispiele fiir halbstetige Ausdehnung:

1) Das Gebiet 1/2<C |z |<C 1 ist auf das Gebiet 0 <C I 2| <1, nicht aber
auf den Einheitskreis halbstetig ausdehnbar.

2) Das Gebiet | z|<C 1/2 ist auf den Bereich, der aus den beiden Kom-
ponenten |z |<C1/2 und 1<C ]z l< 2 besteht, halbstetig ausdehnbar.

3) Auf jeder geschlossenen Riemannschen Fliche ist ein schlichter Kreis
auf die einmal punktierte Riemannsche Fliache halbstetig ausdehnbar.

Es gilt:

Der Bereich B sei auf den Bereich 8 halbstetig ausdehnbar. Dann ist B
relativ zu B einfach zusammenhdingend.

Beweis: Wire % nicht relativ zu 38 einfach zusammenhingend, so giibe es
in B ein System geschlossener Kurven €,, ..., €,, das innerhalb ¥ einen Be-
reich B* berandet, jedoch so, daBl in B* wenigstens ein Randpunkt P von
%B liegt. Sei nun B(s), 0 < s < 1, eine Schar von Bereichen, iiber die B auf
% halbstetig ausgedehnt wird. Es sei s, die obere Grenze derjenigen s, fiir die
B (s) noch einen Randpunkt in B* hat. Dann muf wegen Eigenschaft 3 der
halbstetigen Ausdehnung der Bereich 8B (sp;) noch einen Randpunkt in %*
haben. (Auf dem Randé von %* kann ja kein Randpunkt liegen.) Also ist
s< 1. Nach Eigenschaft 4 muBl es dann aber auch B (s) mit s> s, geben,
bei denen in B* noch Randpunkte liegen, was der Definition von s, wider-
spricht. Damit folgt unmittelbar

Satz 7: B und B seien Teilbereiche der nichtgeschlossenen Riemannschen
Fldche R, und es sei B halbstetig auf 8 ausdehnbar. Dann ist jede in B ein-
deutige regulire Funktion gleichmdBig im Innern von B durch in B ein-
deutige reguldire Funktionen approximierbar.

Wir konnen weiter eine Aussage beweisen, die eine Art Umkehrung des
Sachverhaltes von Satz 7 darstellt.
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Satz 8: Der Bereich B sei Teilbereich des Bereiches B, und B liege in der
nichtgeschlossenen Riemannschen Fliche R. Jede in B eindeutige regulire Funk-
tion f (z) set gleichmdfig im Innern von B durch Funktionen approximierbar, die
in B eindeutig und regulir sind. Dann ist B durch eine Folge von Bereichen B,
ausschopfbar, die samtlich halbstetig auf B ausdehnbar sind.

Beweis: Wir schopfen ®B durch eine Folge von Polygonbereichen 8%
normal aus. Bezeichnen wir die einem %’ ganz umfassenden Bereich nach
Satz 3 zugeordnete Elementarfunktion mit A® (, z), so gibt es zu jedem
Randpunkt p () von 8%, . = 2, eine Umgebung U (2), 8 daB

1 \A(ﬂ) (&, 2) ‘ > ﬂ[("‘)> . 111\145%;)5_1 ]A(M) &, z) l

z in 11(5)
ist. Wir konnen den Rand von 8% mit den Umgebungen endlich vieler Punkte
p&), -, p(€) auf dem Rande von B} iiberdecken, und die U(Z,), -

U (g, tberdecken dann auch noch eine volle zweidimensionale Umgebung
Ul (Rd B}) des Randes von ®B). Fir jedes U(g;), 7 = 1. ..., k, gilt eine Un-
gleichung

AW (Ci» 3) i ,

; W - ) !
@  Min, 1AV E2) | > 00> zan%ifl

und dariiber hinaus

®3)

, M{In(c,-) ! AW & ) ‘ ~ Mgﬂ) + 3 > JI?(”) — S~ “l]t\/[ax \ Al (€. 2) [ |
mit geeignetem 3* > 0. Jede in B eindeutige regulire Funktion 146t sich
nun im Innern von B} gleichmiBig durch Funktionen approximieren, die in
B eindeutig und reguldr sind (Satz 6). Wir approximieren jede Funktion
AW (€. 2), i=1, ..., k,durch je eine in B eindeutige und regulire Funktion
f"‘) (z). Hierzu wahlen wir einen B%_, ganz umfassenden, aber noch ganz in
B liegenden Bereich B%*, dessen Rand ganz in Ul (Rd BY) liegt; dann soll
in 53**

V 3w
(%) | AW G2 — 0 () | <, i=1 .k,

sein. Nach deraVoraussetzung unseres Satzes gibt es weiter & in B eindeutige
und regulére Funktionen 7{ (z), i =1, ..., k, so daB in B¥ gilt:

- 3w
G PE—fPE | < i=1 .k
Der Bereich
BW: ([P | <MP;zinB;i=1,...,k
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enthilt dann eine Komponente &), die ganz in B** liegt und B}_, ganz
umfaBt. Wir bilden die Bereiche
l f(ll) 5
BW (r M('“) < r, r>1; zin B; i:l,...,k'.
~ - y—gw( 1 - — _
Setzen wir nun r = s und B, (s) =B (1__ s), wobeinoch 8, =93,(0)

= Gy und B, (1) = B sei, so stellen die B, (s), 0 < s < 1, eine Schar von
Bereichen dar, uber die B, = B, (0) = G auf B halbstetlg ausgedehnt ist.
Die %, (0) haben also die in unserem Satz angegebene Eigenschaft.

§ 5. Der Approximationssatz in Zylinderbereichen
von n komplexen Veriinderlichen.

Wir bendotigen spiter einen Satz 6 entsprechenden Approximationssatz fiir
Funktionen von n komplexen Verinderlichen. Eine solche Ubertragung ge-
lingt ohne Schwierigkeit.

Satz 9: Der Zylinderbereich 3 = 30 x ... x 3™ iiber dem Raume.
der n komplexen Verdnderlichen zy, ..., z, set Teilbereich eines Zylinder-
bereiches 3 = 3® x -+ x 5™, dessen z- Projektionen 39, j =1,... . n.

Teilbereiche nichtgeschlossener Riemannscher Flichen RY seien. Jede Pro-
jektion 39D sei relativ zu 39 einfach zusammenhingend. Dann ist jede in 3
eindeutige regulire Funktion f(z,, ..., z,) tm Innern von 3 gleichmdfig
durch in 3 eindeutige regulire Funktionen approximierbar.

Beweis: Esist zu zeigen, daB es zu jedem ganz im Innern von 3 gelegenen
Zylinderbereich 3* und einem vorgegebenen ¢ > 0 eine in 3 eindeutige re-
gulire Funktion g(zy, ..., z,) gibt, so daB in 3* gilt

‘f —'g(zh' n)l<€'

Wir withlen jeweils ganz im Innern von 3@ einen ausgezeichneten Polygon-
bereich 3§, =1, ..., n, so daB 8y =3 x -+ x B den Bereich 3* ganz
umfaBt und 3% relativ zu 3@ einfach zusammenhéngend ist. Dann ist 3§
auch relativ zu 3% einfach zusammenhéngend.

In 3, gilt nun

O T R ) A0 G A ) AT

RAZ( Rd 3™ ;

Hierin sei 49 (¢, 2)), j = 1, ..., n, jeweils die einém 3§ ganz umfassenden
Bereich nach Satz -3 zugeordnete Elementarfunktion. Wir approximieren das
Integral so durch eine Riemannsche Summe, daB in 3* gilt:
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. A .
M) 1o ) = g 2 SE T AV, 2y
j .

LA (D 2y (O O (Gt ) ; <

Wir setzen A9 ({0, z) = A, 5 (7).
Dann ist 4; 5 (z;) nach Satz 6 im Innern von 3% gleichmiBig approximier-

bar durch Funktionen, die in 5@ regulir und eindeutig sind. Wir kénnen also
die A; ¢ () so durch in 3% regulire Funktionen g; s;(;) ersetzen, daB in

3* gilt:

(2) | - (2_1‘:"':)% - Z f(c(161)7 ey Cf?n)) Al G, (zl) e Ancr,, (Z'n) (c(10'1'+1) "—Cgo-‘)) e

[CINU]

. (Cif’““) (c,.) Zgl" (z) - “ &na, (2n) l < _;

Die Funktion

(zla‘ ° n) = Z Il gKo'K (ZK

Ok K=1
ist in 3 regulir und eindeutig, und nach (1) und (2) ist'in 3*, wie bewiesen
werden sollte:

|F(21s s 20) — 82y, s 20) | <=

DaB die Bedingung des relativ einfachen Zusammenhanges der 3@ in be-
zug auf die 5% auch notwendig ist, damit alle in 3 reguliren eindeutigen
Funktionen durch in 3 reguliire eindeutige Funktionen im Innern von 3 gleich-
miBig approximierbar sind, folgt unmittelbar aus Satz 6.

§ 6. Die Konstruktion der Elementarfunktion auf der Gesamtfliche.

Zur Ausdehnung der Resultate iiber die Approximation reguldrer Funk-
tionen in vorgegebenen Bereichen bendétigen wir eine Elementarfunktion
A (, z) mit den in Satz 3 angegebenen Eigenschaften, die auf der Gesamtfliche
R und nicht nur in einem approximierenden Polygongebiet definiert ist. Hier-
zu konstruieren wir ein geeignetes Integral 3. Gattung auf R mit speziellen
Periodizitdtsmoduln, aus dem sich die gesuchte Funktion durch Differen-
tiation ergibt.

Fiir die folgenden Uberlegungen sind noch Aussagen iiber Homologxeelgen—
schaften von Bereichen auf nichtgeschlossenen Riemannschen Fldchen wichtig.
Wir stellen zunichst einige solcher Aussagen zusammen.

Die Homologiegruppen eines Bereiches B in der nichtgeschlossenen Rie-
mannschen Fliche % besitzen je eine hochstens abzihlbare Basis. Hier in-
teressiert insbesondere die eindimensionale Homologiegruppe 9! mit dem Ring
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der ganzen Zahlen als Koeffizientenbereich. Zu einer Homologiebasis konnen
wir auf folgendem Wege gelangen : Wir geben eine normale Ausschopfung von B8
durch eine Folge von Polygonbereichen %, vor. Jedes %, besteht aus endlich
vielen orientierbaren, berandeten Fliachen; seine Homologiegruppe $! besitzt
also eine endliche Basis, die durch Zykel €,, ..., €, reprisentiert werde.
Alle @, konnen als einfach geschlossene Jordankurven in B, angenommen
werden. Eine entsprechende Homologiebasis in 8, ; kann aus der Basis in B,
dadurch gewonnen werden, daBl zu den Elementen der Basis in 8B, gewisse
weitere Zykel aus B, , hinzugenommen werden. Wir denken uns die Basen
in den B, auf diese Weise festgelegt. Die Vereinigungsmenge der Elemente
aller dieser Basen bildet eine Homologiebasis in 8. Fiir jeden Zykel 8! in
9B besteht also eine eindeutig bestimmte Beziehung

3t~o; € + - + oy, €, («; ganze Zahlen),

wobei rechts jeweils endlich viele Basiselemente €, auftreten.

Wir kénnen nun zunédchst die Existenz von Integralen 1. Gattung mit be-
liebig vorgegebenen Periodizitatsmoduln auf R nachweisen.

Satz 10: Sei R eine nichigeschlossene Riemannsche Fliche und €, ..., €,,..
eine eindimensionale Homologiebasis in R. Den €,,1 =1, 2,..., die als einfach
geschlossene Jordankurven gewdhlt sein mdgen, seien beliebige komplexe Zah-
len o; zugeordnet. Dann gibt es eine auf R unbeschrinkt reguldr fortsetzbare
Funktion J (z), die sich bei Fortsetzung lings eines €; oder einer zu €, homolo-
gen geschlossenen Kurve um die Konstante a; vermehrt.

J (z) heiBt ein Integral 1. Gattungauf R mit den Periodizitédtsmoduln ;.

Beweis!?): Wir schopfen R durch eine Folge von Polygongebieten &, nor-
mal aus und weisen zunéichst die Existenz von Integralen 1. Gattung mit
willkiirlich vorgeschriebenen Periodizitidtsmoduln in einem beliebigen ®, nach.
Hierzu wihlen wir in &, eine besondere eindimensionale Homologiebasis, -
deren Elemente wir mit €%, ... €¢) bezeichnen: Es seien €{)_,, €%}
c<Zp; 0L52p, <k) jewells kon]uglerte, doppelpunktfreie Riickkehr-
sehnitte in (Sj Die iibrigen Basiselemente €%), ., ... € (falls 2 p, <<k,
seien ebenfalls als doppelpunktfreie geschlossene Jordankurven gewihlt
und so, daB jede dieser Kurven zu einer bestimmten Randkurve von @,
isotop ist13). (Um dies zu erreichen, konnen die €%, 2p, + 1 < p < k,, etwa

12) Wir betrachten nur den nichttrivialen Fall, daB $! nicht nur aus dem Null-
element besteht, daB also wirklich Basiskurven €, .. . auftreten. Sonst ist schon
J (z) = 0 ein Integral 1. Gattung auf R mit den allgemeinsten Periodizititsmoduln.

13) Falls p, = 0 oder 2 p, = k;, fallen die €301, C2s oder die €y, 2 p,+1 = p=k,
oder beide Klassen von Kurven fort. Im Falle k,= 0 kann das im folgenden AT
konstruierende J®) (z) = 0 gewihlt werden.
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als Parallelkurven von Randkurven gewihlt werden.) Die €Y seien ferner so
festgelegt, daB €, 2p, + 1 < p < k,, zu allen anderen €’ punktfremd ist,
withrend jedes (Sg), 1 < < 2p,, nur jeweils den konjugierten Riickkehrschnitt
schneidet. Jedem (Sg”), 2 p,+ 1< p <k, ordnen wir noch ein doppeltpunkt-
freies Kurvenstiick (&:(") zu, das in &, zwei bestimmte Randkontinua mitein-
ander verbindet, ferner €%’ in genau einem Punkte und die iibrigen €’ nicht
schneidet; solche €*® kénnen ebenfalls als zueinander punktfremd gewiihlt
werden.

Nunmehr konstruieren wir spezielle Integrale 1. Gattung J% (z) in &,
die jeweils bei Fortsetzung lings €% den Periodizititsmodul 1 besitzen und
bei Fortsetzung lings eines anderen €% eindeutig bleiben. Sei zunichst ey
ein Riickkehrschnitt und € der konjugierte. Ferner sei A, (Z, z) eine im ab-
geschlossenen Gebiet ®, erklirte Elementarfunktion mit den in Satz 3 an-
gegebenen Eigenschaften. Wir setzen

19 = L J' A (¢ 2) d2.

+ Y

J9 (z) erleidet bei,Fortsetzung iiber den Integrationsweg G hinaus den
Sprung -+ 1 und bleibt in @, sonst eindeutig und regulir. Wird das Vorzeichen
von €® so gewihlt, daB sich J¢' (z) bei Fortsetzung lings €% um -+ 1 ver-
mehrt, so ist J{ (z) ein Integral 1. Gattung mit der geforderten Eigenschaft.
Ist €% kein Riickkehrschnitt (also 2p, + 1 < A < k), so ist

196 = yos [ 4,03 4

;W

ein gesuchtes spezielles Integral: J¢? () besitzt in bezug auf 6¢) den Perio-
dizitatsmodul + 1 (bei geeigneter Orientierung von €¥®) und sonst lauter
verschwindende Periodizitdtsmoduln.

Sind nun in bezug auf die Kurven €% beliebige komplexe Zahlen 8¢ als
Periodizitdtsmoduln vorgegeben, so stellt

-
I@) = XTBY-IP ()
A=1

in &, ein Integral 1. Gattung mit diesen Periodizitdtsmoduln dar.
Um nunmehr zu einem Integral 1. Gattung mit den Periodizititsmoduln
o; in bezug auf die Basiskurven €, der Gesamtflache R zu gelangen, verfahren

wir folgendermafen: In jedem ®, sind durch die «; bestimmte Periodizi-
tatsmoduln in bezug auf eine Basis von §! vorgeschrieben. Wir bilden
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in ®, wie oben ein Integral 1. Gattung J® (z) mit diesen Periodizitatsmoduln.
Sodann bilden wir formal die Reihe

JO(2) 4 [JD (2) — IV ()] + - - - + [JETV () — JO (2)] + - -

Dabei sind fiir die J® (z) jeweils solche Zweige einzusetzen, die aus einem
festen System von ,,Anfangszweigen‘‘ durch gleichzeitige Fortsetzung her-
vorgehen.

Jedes Reihenglied
D® (z) = JOHD (z) — JO) (3)

ist dann eine in @, regulire und eindeutige Funktion. Die Reihe braucht jedoch
noch nicht zu konvergieren; aber wir konnen durch Hinzufiigen geeigneter
Summanden erreichen, daB sie in jedem &, nach Abtrennung von jeweils end-
lich vielen Gliedern gleichmiBig konvergiert: Nach Satz 6 1aBt sich D® (z)
im Innern von &, gleichméflig durch auf R reguldre und eindeutige Funk-
tionen approximieren. Wir wihlen eine Folge positiver ¢, mit konvergenter
Summe und approximieren jedes D® (z) durch eine auf R reg‘ulare und ein-
deutige Funktion g® (z), so daB in &,_, gilt

| D¥ (5) — ¥ (2) | < e,
Die Reihe
IO (@) 4 {LID (5) — ID @] —g® (@)} + - -+ +
4 {[JOHD (z) — J® (2)] — g® ()} + -

konvergiert dann in jedem ganz im Innern von % gelegenen Gebiet nach
Abtrennung von je endlich vielen Gliedern absolut und gleichmiBig, sie stellt
also eine auf R unbeschrinkt reguldr fortsetzbare Funktion J (z) dar. Diese
Funktion ist gemidB ihrer Konstruktion ein gesuchtes Integral 1. Gattung
mit den vorgeschriebenen Periodizititsmoduln auf R. Damit ist Satz 10 be-
wiesen.

Wir beweisen nun:

Satz 11: Ser N eine nichigeschlossene Riemannsche Fldche. p, (), b, (z) mogen
unabhdngtg verdnderliche Punkte, ps(C,) einen festen Punkt auf R bezeichnen.
Dann gibt es eine analytische Funktion N (€, z) = N (T, z; &) der zwet komplexen
Verdnderlichen €,z mit folgenden Eigenschaften:

1) N (€, 2) ist innerhalb R, x R,, aufer in die Punkte p (€, 2) = p; (§) X 5 (2)
mit Py '(C) = P, (2) oder p, () = p3 (&), unbegrenzt reguldr fortsetzbar.
2) In der Nachbarschaft eines Punktes p (T, 2') = p; (') X 9y (2') der Aus-

nahmemannigfaltigkeit p, () = p, (2) baw. Py (2) = pg (Cy) gilt fiir einen be-
liebigen Zweig von N (C, z):
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a) N (§,z2) =log (v —1t) + Gy (r, 1), falls py ') = by (2') == p3 o)
b) N (€, 2) = — log t + G, (1, 1), falls p; (') =F ps (2') = p3 (&) »
c) N, z2) =log I;t‘ + G, (z, 1), falls P, @) =, (2') = ps (Co)-

(t, t die p; (T'), py(2) zugeordneten ortsuniformisierenden Parameter.) Dabei ist
jeweils G (v, ), k=1, 2, 3, in der Nachbarschaft von (7 t)= (0, 0) reguldr.

3) Wird p, ({) festgehalten und durchlduft p, (z) auf R, eine geschlossene Kurve,
die die Punkte p, (z) = p, () und p, (2) = pg (§;) vermeidet, so verdndert sich
N (&, z) additiv um ein ganzes Vielfaches von 2 wi.

4) Wird p, (2) =F pq (Co) festgehalten und durchlduft p, () auf R, eine ge-
schlossene Kurve, die Py (§) = P, (z) vermeidet, so verdndert sich N (G, z)
additiv um ein Integral 1. Gattung in z auf R, '

Wir nennen N ({, z) ein Integral 3. Gattung auf R.

Beweis: Es seien ®,,v = 1, 2,.., Polygongebiete, die 3 normal ausschopfen
und samtlich den Punkt pg (o) enthalten. Wir wiihlen in & ein System doppel-
punktfreier, geschlossener Kurven €, p =1,2, ..., als eindimensionale Ho-
mologiebasis in R, derart, daB €, ..., €, , k, <k, ., jeweils eine eind. Ho-
mologiebasis in &, darstellen. Ferner mogen alle €, den Punkt p, () ent-
halten. Sei nun 4, (Z, z) eine dem Gebiet ©, gemiB Satz 3 zugeordnete Ele-

mentarfunktion. Wir bilden

. 9:(%)
N, (&, 2) = f A, E, z) dE.
. 93 (Zo)
N, (%, 2) hat in ®,, X ®,, die Eigenschaften 1) bis 4) unseres Satzes. Die
Periodizititsmoduln in bezug auf die Variable  sind durch

PO = [ 4,2 dE
6@

gegeben.

Dies sind Integrale 1. Gattung in ®, mit ganzzahligen Vielfachen von 27 ¢
als Periodizitdtsmoduln.

Die Differenz

p.(8)
D2 =N, &2 — N2 = [ {4, —A,E2} dE
s (So)
stellt eine in ®,, X @, uneingeschrénkt regulér fortsetzbare Funktion dar.
In bezug auf zist D, (¢, z) eindeutig und in bezug auf ¢ ein Integral 1. Gattung
mit den Periodizitdtsmoduln

Q@) = [{4,41 (&2 — 4,(E 2} dE = PL (i) — PP (2).
GQ



Entwicklung analytischer Funktionen auf Riemannschen Flichen. 455

QY (2) ist eine in ©, regulire eindeutige Funktion. Daher besitzen P¢+ (z)
und Pg’) (2) in @, die gleichen Periodizitdtsmoduln. Wir bilden nun auf der
Gesamtfliche R Integrale 1. Gattung S, (z), deren Periodizitétsmoduln «,
wir folgendermafBen festlegen: In &; maégen die a, mit den Periodizitits-
moduln von Pg) (2) tbereinstimmen, allgemein in &, mit denen von P(Q") (2)-
Solche Integrale existieren nach Satz 10. Nach dem gleichen Satze gibt es auf
R zu jedem p ein spezielles Integral 1. Gattung J, (Z), derart, daB der Periodizi-
tédtsmodul in bezug auf €, gleich 1 ist und alle anderen Periodizitétsmoduln
verschwinden.

Wir setzen

k,

N, €2 =N,Ca— D J,Q{PY () —S, ()}
=1

Da die P (z) —S,(z) in ®, eindeutig sind, stellt &V,(, 2) in G, X G,
ebenfalls eine Funktion mit den Eigenschaften 1) bis 4) unseres Satzes dar;
ihr Periodizititsmodul in bezug auf €, ist identisch mit S, (z). Die Differenz

: ,,v
D, 2 =Ny &) —N,& 2 =D, &= — D', QP () —
e=1

Ryt
— > T, QP (2) — S, (2)}
o=k,+1

ist in &y, X ®y, regulir und eindeutig. (Es mogen jeweils bestimmte Zweige
der rechts vorkommenden mehrdeutigen Funktionen zugrunde gelegt sein.)

Wir wihlen eine Folge positiver Zahlen ¢, mit konvergenter Summe. Nach
Satz 9 148t sich jede Funktion D, (¢, z) im Innern von ®; X G, gleichmaBig
durch Funktionen approximieren, die in %, X %, regulir und eindeutig sind.
Wir bestimmen zu D, (, z) jeweils eine in R, X R, regulare und eindeutige
Funktion %, (¢, z), so daBin ®,_,, X ®,_, , gilt

| D, 0 —h, (§2) | <o, v 21

(Es sei noch speziell &, ein ganz im Innern von @&, gelegenes Gebiet.) Sodann
betrachten wir die Reihe

Fi %)+ G —h G A} + -+ {D, G ) —h, (2} + -+

Diese Reihe konvergiert in jedem &, X &, nach Abtrennung von jeweils
endlich vielen Gliedern absolut und gleichméBig. Sie stellt also in R, = &R,
eine analytische Funktion NV (¢, z) dar, die dort gemiBihrer Konstruktion die ‘
in unserem Satz angegebenen Eigenschaften hat. Damit ist Satz 11 bewiesen.

Die Verallgemeinerung von Satz 2 ergibt sich nun unmittelbar:
Mathematische Annalen. 120, 31
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Satz 12: Set R eine nichigeschlossene Riemannsche Fliche. Dann existiert
in R, X R, eine Elementarfunktion 1. Ordnung A (¢, z) mit folgenden Eigen-
schaften: )

1) A (€, 2) ist in R, X R, meromorph und eindeutig.

2) Sind =, t die den Punkten p; (C'), Py (') von R zugeordneten orisuniformi-

sierenden Parameter, so ist in einer Umgebung von p (T, 2') = p, ({') X py(2'):

AR 23S =1 1 R(r,0), falls 5, (€) = 1 (&) 5
A D95 = 5(x,0), falls p; () = ps (&). '

Dabei bedeuten jeweils R(t,t), S(t,t) in einer Umgebung von (z,t) = (0,0)
reguldre Funktionen. '

Beweis: Wir gehen von einem Integral 3. Gattung N (C, z) auf R mit den
in Satz 13 angegebenen Eigenschaften aus und bilden

A7) =5 NG ).

A (€, 2) hat die geforderten Eigenschaften.

§ 7. Meromorphe Approximation regulirer Funktionen.

Wir konnen nun die Ergebnisse iiber Approximierbarkeit von Funktionen
in vorgegebenen Bereichen durch Funktionen umfassender Bereiche erweitern,
und zwar wollen wir zulassen, daBl die approximierenden Funktionen Pole
aufweisen.

Dann gilt:

Satz 13 (2. Approximationssatz): Set B Teilbereich des in der nichi-
geschlossenen Riemannschen Fliche R gelegenen Bereichs 8:8 ( B C R. Dann ist
jede in B regulire und eindeutige Funktion f(z) im Innern von B gleichmdfig
durch in B meromorphe und eindeutige Funktionen approximierbar, die jeweils
hochstens endlich viele Pole auf dem Rande von B aufweisen.

Beweis: Wir schopfen B durch eine Folge von ausgezeichneten Polygon-
bereichen B, normal aus. Der Satz ist bewiesen, wenn gezeigt ist, dabB es zu
jedem £>> O stets eine in B meromorphe und eindeutige Funktion g, () mit
hochstens endlich vielen Polstellen auf dem Rande von % gibt, so daBin B,_,
gilt

17 (&) —g,) | <e.
In 8B, gilt nun

10 = g7 [ 10 4G2 at.

™
Rd B,
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Dabei ist 4 ({, z) eine auf R erklirte Elementarfunktion mit den in Satz 12
angegebenen Eigenschaften. Wir approximieren das Integral durch eine Rie-
mannsche Summe, so daf in B, _, gilt:

1@ — g D) 1) A2 Gy — C)|< 5

2wt

hierin sind p({,) Punkte auf dem Rande von 8,. Die Funktionen

@y (Z) _____ f(: ) A (C,,u Z) (Cu—i-l C )

* werden sodann durch in B meromorphe und eindeutige Funktionen approxi-
miert. Dies erfolgt auf verschiedene Weise, je nachdem auf welchem Rand-
kontinuum von B, der Punkt p(Z,) liegt.

%, besitzt moglicherweise Randkontinua, die in 8 — %, beranden. Es sei
€y, ... €, ein maximales System solcher Randkurven, und (551, . ©,, seien
dle von ihnen berandeten Gebiete (die also Teilgebiete von B — B, sind). Die
iibrigen Randkurven von %, seien mit €f, ..., €} bezeichnet. SchlieBlich sei
B, der Polygonbereich, der aus B, dadurch entsteht, daf die Gebiete @, ...,
®,, nebst Rindern zu B, hinzugefiigt werden. Liegt nun p({,) auf einem €7,
so ist

0 = g 16) ACwd) Cui—8)

eine in B, regulire Funktion. %, ist relativ zu % einfach zusammenhiingend,
also kann ¢, (z) durch in % regulire und eindeutige Funktionen gleichmiBig
im Innern von %, approximiert werden. Wir setzen noch

9() = 2" 9,0,

dabei ist summiert iiber alle y, fiir die p ({,) auf einem € liegt. Dann kénnen
wir also eine in B regulire und eindeutige. Funktion % (z) withlen, so daB in
B,_, gilt:

lo() —R() | < -

Liegt p(C,) auf einem €;, so wird ¢,(z) ahnlich wie im Beweise von Satz 5
nach Art der Rungeschen Polverschiebung approximiert durch eine in % mero-
morphe und eindeutige Funktion, die eine einzige Polstelle auf dem Rande von
% hat: ©, gehore zum Rand von ®,. Im Innern von &, liegt mindestens ein
Randpunkt von %, denn sonst beséBe B, Randkontinua, die schon in 8 — B,
berandeten, was der Eigenschaft von B, als Element einer B normal aus-
schopfenden Bereichsfolge widerspriche. Wir greifen einen solchen Randpunkt
p von % heraus und verbinden ihn mit p ({,) innerhalb ®, durch ein Kurven-
stiick J,, das, bis eventuell auf P, keine Verzweigungspunkte und unendlich
. 31*
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fernen Punkte enthilt. Ist nun p selbst nicht Verzweigungspunkt oder unend-
lich ferner Punkt, so kann ¢, (z) genau wie im Beweise von Satz 5 approximiert
werden durch eine Funktion £,(z), die in p eine Polstelle aufweist und sonst
in B regulir und eindeutig ist; wir wihlen k,(z) so, daB in B, _, gilt

| 0u (@) — R, (&) | <5

dabei sei n die Anzahl der p (C), die auf einem €, liegen. Eine solche Funktion
h,(z) existiert auch dann, wenn p ein unendlich ferner Nichtverzweigungs-
punkt ist, da wir diesen Fall durch eine lineare Transformation, die p ins End-
liche und keinen Punkt von J, ins Unendliche abbildet, auf den soeben behan-
delten zuriickfithren kénnen. Ist schlieBlich p Verzweigungspunkt, so wird
¢,(z) zundchst wieder genau wie im Beweise von Satz 5 nach Art der Runge-
schen Polverschiebung approximiert durch eine Funktion %} (z), die eine
einzige Polstelle p* in der Nachbarschaft von p besitzt und sonst in & regular
und eindeutig ist. Es sei in B,_,:

|0, () — B2 () | < o= -

Sodann bilden wir die Riemannsche Fliache % auf eine weitere Riemannsche
Fliche so ab, daB j in einen gewohnlichen endlichen Punkt iibergeht. (Die
Moglichkeit einer solchen Abbildung wird weiter unten nachgewiesen.) Wir
denken uns p* so dicht bei p gewihlt daf bei dieser Abbildung auch p* und
alle Punkte auf J, zwischen p* und p in gewohnliche endliche Punkte iiber-
gehen. Nach der Abbildung kann wiederum das Polverschiebungsverfahren
aus dem Beweis zu Satz 5 angewandt werden: Wir ersetzen k% (z) durch eine
Funktion %, (z), die allein in p eine Polstelle hat und sonst in B eindeutig und
regulér ist, so daB in B, _, gilt:

€
| K% (2) — R, (2) |<8—n-
In jedem Falle gilt alsoin B, _;:

|9, (&) — b, (3) | <5

Setzen wir nun:

$@) = 5mr 3" FC) AC 2 G —8)

und
H(@)=2"h,(),
wo iiber alle u summiert ist, fiir die p (§,) auf einem @, liegt, so haben wir in
B, _.: ‘
W@ —HE@ | <5
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2@+ 0@ = 5 D) A3 G5

2l
und in B, _, gilt:

f@—(@+v0)| <5,

(6@ +9@)— (& +H@)| <5,
sogiltin B,_;:
[f(2)— (k) + H @) | <=

‘Wir setzen:
g,(2) =h(z) + H(z).

g,(2) ist in B meromorph und eindeutig und besitzt lediglich hochstens
endlich viele Pole auf dem Rande von 8. g, (z) ist also eine gesuchte Funktion.

Es bleibt noch die Méglichkeit der im Beweise benutzten Abbildung nach-
zuweisen.

Hilfssatz 2: Eine nichtgeschlossene Riemannsche Fliche R kann so auf
eine Riemannsche Fliche R’ analytisch abgebildet werden, daf ein vorgegebener
Verzweigungspunkt p in einen gewshnlichen endlichen Punkt iibergeht.

Beweis: p kann als Punkt im Endlichen angenommen werden, eventuell ist
noch eine lineare Transformation auszufiihren. Die Verzweigungsordnung von
R in p sei v— 1> 0. Wir konstruieren zunichst eine in R eindeutige und mero-
morphe Funktion, die in p genau in (v—1). Ordnung verzweigt ist und dort
endlich bleibt. Eine solche Funktion f (z) gewinnen wir auf folgende Weise:
Wir legen in einer Umgebung von p eine v-fach gewundene Kreisscheibe &
mit p als Mittelpunkt fest. In & wiihlen wir v schlichte Kreisscheiben &;,..., &,,
die alle der gleichen Kreisscheibe ®* in der schlichten Ebene iiberlagert sind.
Im Innern jedes &, wird weiter je ein Punkt p(2) = 5 (C,) festgelegt, jedoch
so, daB nicht zwei dieser Punkte einander iiberlagert sind. Wir bilden dann

/(z) :A(Clyz)"{_A(cz’z) + '”+A(th)a

wobei A (¢, z) eine R zugeordnete Elementarfunktion ist. f(z) hat die ge-
wiinschte Eigenschaft. In einer Umgebung von b ist

f@) = 2? ¢ [(z —~ zo)%]j
=

(b sei dem Punkt z = z, der schlichten Ebene iiberlagert).

a
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Sei nun, j, der kleinste Index == 0 mod v in der angegebenen Entwicklung
von f (2), fir den C; == 0 ist, ein solches j, existiert, da f (z) in p die Verzwei-
gungsordnung v — 1 hat. Es sei etwa

Jo=Fk-v+pn 0<lp<v
Wir bilden
dk
Sl @ =1 @)
In einer Umgebung von p ist

I

f® (z) =dy+dy (s —320)" + -+, dy F0.

Wir betrachten die durch f® (z) vermittelte Abbildung. % gehe in eine Rie-
mannsche Fliche R* iiber und p in p*. Der Bildpunkt p* ist auf R* endlicher
Punkt und besitzt die Verzweigungsordnung p.— 1 <Zv—1. Ist noch p>1,
so wird das beschriebene Verfahren wiederholt. Nach endlich vielen Schritten
kommt man schlieBlich zu einer Bildfliche %', auf der der Bildpunkt von p
gewohnlicher endlicher Punkt ist. Damit ist der Hilfssatz und Satz 13 vollig
bewiesen.

Aus dem Beweise von Satz 13 ergibt sich, daB diejenigen Punkte auf dem
Rande von B, in denen die Funktionen einer Approximationsfolge Pole auf-
weisen konnen, nicht abhéingen von der approximierten Funktion. Vielmehr
gilt folgender

Zusatz zu Satz 13: Auf dem Rande von B lassen sich stets hichstens abzihl-
bar viele Punkte so festlegen, daf jede in B vorgegebene reguldre eindeutige Funk-
tion im Innern von B durch solche in B meromorphen eindeutigen Funktionen
gleichmdpig approximierbar ist, die hichstens in jeweils endlich vielen dieser
Punkte Pole aufweisen.

Satz 13 enthilt eine Aussage iiber die Moglichkeit, verschiedene analytische
Funktionen gleichzeitig zu approximieren. Wir betrachten eine héchstens ab-
zéhlbare Menge nichtkonstanter analytischer Funktionen f, (z). Die Regu-
laritatsbereiche der f, (2) sind wohlbestimmte nichtgeschlossene Riemannsche
Flichen R,. Sind nun die R, zugleich in eine einzige Riemannsche Fliche R
punktfremd einbettbar, so besagt Satz 13: Es gibt eine Folge von in R ein-
deutigen meromorphen Funktionen g, (z), die jede Funktion f, (z) im Innern
ihres Regularitétsbereiches &, gleichméBig approximieren.

Aber auch wenn die &, nicht zugleich in eine umfassende Riemannsche
Fliche- R einbettbar sind, gilt eine entsprechende Aussage. Wir denken uns
jedes R, normal ausgeschopft durch je eine Folge @ifl") von Polygongebieten.
Sodann betten wir fiir jedes & die Polygongebiete ®{P, G, ..., B® in
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eine nichtgeschlossene Riemannsche Flache &, punktfremd ein; R, kann als
punktierte algebraische Fliche gewiihlt werden. Nach Satz 13 gibt es zu vor-
gegebenem ¢, >0 eine in R, eindeutige und meromorphe Funktion g, (z),
derart, daf}

| fo(2) —g,(2) | << g, in (&5};’_)_1, n=1,2,..., k.

Wir wihlen eine Folge positiver ¢, mit lim ¢, = 0 und bestimmen zu jedem &
wie angegeben eine Funktion g, (z). Die Funktionen g,(z) haben wiederum
die Eigenschaft, da8 sie jede Funktion f,(2) im Innern ihres Regularitéts-
bereiches %, gleichmaBig approximieren. Nur kann i. a. nicht ein gemeinsames
Existenzgebiet fiir die g, (z) angegeben werden.

Wir fassen dieses Ergebnis zusammen zu

Satz 14: Gegeben sei eine abzihlbare Menge analytischer Funktionen f, (z).
Dann gibt es eine Folge analytischer Funktionen g, (z), derart, daf jede Funktion
fn(2) im Innern ihres Regularititsgebietes durch die g, (z) gleichmdfig mero-
morph approximiert wird, wobel jeweils ein bestimmier Zweig jeder Funktion
&, (2) auszuwdihlen ist.

(Eingegangen am 10. August 1943.)



