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Beitriige zur Stérungstheorie der Spektralzerlegung?).

Von
ErvArRDp HEINZ in Gottingen.

Gegenstand der Storungstheorie ist die Untersuchung des Spektrums eines
selbstadjungierten Operators in Abhéngigkeit von einem Parameter. In ver-
schiedenen Gebieten der mathematischen Physik ist zur numerischen Behand-
lung von Eigenwertproblemen Stérungsrechnung verwendet worden. Diese
formalen Ansdtze wurden spdter von F. RELLICH einer strengen mathemati-
schen Begriindung unterzogen. Dabei stellte sich heraus, daf diejenigen Opera-
toren A4 (¢), die in einem festen Definitionsbereich selbstadjungiert sind und
reguldr von einem reellen Stérungsparameter abhingen, neben den beschrink-
ten Operatoren ausgezeichnete Eigenschaften besitzen. Aus diesem Grunde
werden auch in dieser Arbeit ausschliefllich solche Operatoren betrachtet.

Da das Spektrum von A4 (¢) durch die Spektralschar E; (¢) vollstdndig
charakterisiert ist, so liegt es nahe, diese in ihrer Abhéingigkeit von ¢ zu unter-
suchen. Im allgemeinen braucht E; (¢) nicht regulir von & abzuhéngen,
selbst wenn 4, in eine Leerstelle des Spektrums von 4 (0) fillt. Das erkennt
man etwa an dem Beispiel

A u=—u", w@0=0, w(l)—ew 1)=0.

Hier treten fiir ¢ < 0 nur positive Eigenwerte auf, also ist E, (¢) = 0 fiir
e=0. Fir 0 <e <1 gibt es jedoch einen Eigenwert y (¢) < 0. E,(¢) kann
also in diesem Falle nicht reguldr-analytisch von ¢ abhéngen, obwohl es sich
um ein regulidres Storungsproblem handelt (vgl. RELLicH [6]). An diesem
Beispiel erkennt man, daB hinsichtlich der Definitionsbereiche der Operatoren
A (¢) gewisse Einschrankungen gemacht werden miissen und jedenfalls Regu-
laritdt von A (g) allein nicht ausreicht.

In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, dal die Regularitidt von K, (e)

jedenfalls dann gesichert ist, wenn 4, in eine Leerstelle des Spektrums von
A (0) fallt und 4 (¢) in einem festen Definitionsbereich selbstadjungiert und
reguldr ist. Ein Spezialfall dieses Satzes ist von B. v. Sz. Nagy [12] bewiesen
worden. Er zeigte, daBB K, (¢) — E,, (¢) einen in einer Umgebung von ¢ = 0
reguliren Operator darstellt, falls 4, und u, beide Leerstellen des Spektrums
von A (0) sind. Als Grundlage fiir den Beweis dient ihm die Gleichung

E, () — B, (e)=— (2 ni)"lg(A (e) — 2)~ldz,

wobei ( eine das Intervall u, < 4 < 4, umschlieBende Kurve in der komplexen
z-Ebene bedeutet. Wenn sich das Spektrum von A4 (0) bei A = — oo und
A= + co hiuft, so ist eine Darstellung von E, (¢) in Form eines Integrals
iiber einen endlichen Weg in der komplexen Ebene nicht mehr mdglich.

1) Diese Arbeit wurde von der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultdt der
Universitidt Gottingen als Dissertation angenommen.
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Vielmehr wird in der vorliegenden Arbeit die Integraldarstellung
Ao 4+t 0
Ein@f=3%f—Qmi)"! [ (A)—2)~1fde

0 — 00
verwendet. Entwickelt man den Integranden in eine Reihe nach ¢ und inte-
griert nach z, so ergibt sich die gesuchte Reihenentwicklung von E;, ().
In entsprechender Weise wird der Operator 4 (¢)¢ fiir positiv-definites 4 (0)
und — 1 <p < 1 behandelt.

Die Hauptschwierigkeit des Beweises liegt in der Abschédtzung der Ent-
wicklungskoeffizienten. Da die hierfiir erforderlichen Ungleichungen auch
unabhingig von der Stérungstheorie von Interesse sind, so werden diese in
§ 1 gesondert behandelt. Eine Ungleichung sei herausgegriffen. Aus

Q| = ||Bz| und [@*=z|<[Az|

(B, A selbstadjungiert und positiv in Definitionsbereichen Dy bzw. D, die
ihrerseits enthalten sind im Definitionsbereich von @ bzw. seiner Adjungierten
@*) folgt die Abschétzung

Q= y)| =B =f [A'=y[| 1+ [2v—1]), 0=v<1

fir  aus Dp und y aus D ,. Gleichzeitig wird auch die Gleichung AS + SB =@
behandelt und bewiesen, dal unter geeigneten Voraussetzungen eine eindeutige
Losung 8 existiert, die sich in der Form

8 =[e—41Qe Bty
0

darstellen 1aBt. Dieser Gegenstand steht in gewissem Zusammenhang mit
Sitzen von I. ScHUR [9] iiber beschrinkte Bilinearformen. — Daneben erweist
sich auch der Begriff der monotonen Operatorfunktion als vorteilhaft. Funk-
tionen, welche sich hinsichtlich endlicher Hermitescher Matrizen monoton
verhalten, sind zuerst von K. LOWNER [3] untersucht worden. Durch An-
wendung eines von G. HErGLOTz [2] stammenden Satzes wird hier gezeigt,
daf die LownNERschen Resultate auch fiir die selbstadjungierten Operatoren
im unendlich-dimensionalen HiLBERTschen Raume giiltig bleiben. Mit diesen
Hilfsmitteln wird dann in § 2 die Regularitit von E; (¢) und 4 (¢)¢ nach-
gewiesen.

In § 3 wird schlieBlich die stetige, nicht-analytische Abhingigkeit der
Spektralschar behandelt. Dabei werden an Stelle von Operatoren, die stetig
von einem Parameter abhingen, allgemeiner Folgen A,, A,, ... gesetzt, die
gegen A konvergieren. Zunichst wird der Fall der gewshnlichen Konvergenz
untersucht, d. h. 4, f>~Af, n > oo fiir f aus D. Von D wird dabei verlangt,
daB es in den Definitionsbereichen von 4, und 4 enthalten ist und daB A4
in D wesentlich selbstadjungiert ist. Unter dieser Annahme wird bewiesen,

daB die Spektralschar von 4, gegen die von 4 konvergiert, also lim Eﬁf’ f=E,f,

n-—>
falls A, kein Punkteigenwert von A4 ist. Dieser Satz riihrt von RELLICH [4]
her und wurde von ihm durch Zuriickfithrung auf beschrinkte Operatoren
bewiesen. In der vorliegenden Arbeit wird ein neuer Beweis gegeben, der den
Umweg iiber'die Reziproke vermeidet und direkt von der Spektraldarstellung
der Operatoren 4, und A ausgeht. AnschlieBend wird die gleichmiBige
Konvergenz der 4, gegen A untersucht. Diese wird wie bei RELLICH [4]

definiert, also
(Ap— A) fl| < &, (|f]| +]|4f]) fiir f aus D und lim g, = 0.

n—» 00
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Wenn {E’ﬁ")} und {E;}die zu 4, bzw. 4 gehérigen Spektralscharen bedeuten und 4,

in eine Leerstelle des Spektrums von A fillt, so wird gezeigt, daB ESY gleich-
miBig gegen E; konvergiert, d. h.

lim [ES) — E,||=0  gilt.

n-—»oo
Dieser Satz ist ausgesprochen bei ReLLICH [4], jedoch umfafit der dort
und in [11], S. 473 gegebene Beweis nur den Spezialfall beschrinkter Opera-
toren 4, und 4 (Vgl hierzu die Bemerkung bei RELLICH [7], § 8). Uber die

Behauptung lim H EY - E, ||=0 hinaus wird in der vorliegenden Arbeit sogar

gezeigt, daf3 HE(”) E,,|| von derselben GroBenordnung ist wie &,.

§ 1. Ungleichungen fiir Operatoren.

Der zugrunde gelegte HiLBERTsche Raum werde mit § bezeichnet.
z, Y,2, 4,0, ... bedeuten Elemente und 4, B, R, 8, ... lineare Operatoren
in §. Das innere Produkt zweier Elemente x und y werde mit (z, y) be-

1
zeichnet. Ferner werde, wie iiblich, || z|| = (z, #)* gesetzt, und [[A|| sei die

obere Grenze des Ausdrucks H’Tl T‘H fiir x &= 0, falls 4 beschriinkt ist. Ist 4

in D, selbstadjungiert und f A dEA die Spektraldarstellung, so werde der

Operator .
S 14]dE;

mit | 4| bezeichnet. Gilt (v, A u) = a (u, u) fiir alle u aus D, mit einer festen
reellen Zahl a, so schreiben wir 4 = a. Den Untersuchungen dieses Para-
graphen schicken wir einige Hilfssdtze voraus.

Hilfssatz 1.
Es sei A in D, selbstadjungiert und A = a > 0. {E,} sei die zu A gehirige
linksstetige Spektralschar. Setzt man dann

AY = f AdE;,
so gelten fiir — 1 < g <1 die Darstellungen
Ae—1— 2°°S*”@fxe (42 + 2%)~1 do und Ae—1— S07L [xe(A+ 2)-2dz.
Bewets.
Aus der Gleichung
(A2 + 2~ 1= [ (A2 + 2?)~ 1 dE,
folgt ¢
r e dx " ear
face (A2+x2)—1dx—f[f A’+x’}dE‘"f}‘¢ [ 1+t"]dE*’

&y
wenn 0 < z; < =, < o vorausgesetzt wird, Wir erhalten also

\ 2 tedt
Ae—1— cosf;}wofxe (A“-{-xz)‘ldx—f(l cos%ne fl+t'> -14E,.

z 1;/ )
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Wegen

j‘o dr n
141t 2cosimy
0
folgt dann
22

lim [| de=1 = 227 [0 (424 a9=1d] — 0,

z,—>0 B p
Zy—> 00 1

was mit dem ersten Teil der Behauptung identisch ist. Analog folgt der zweite
Teil der Behauptung aus den Gleichungen

T3 oo Xa/ 2
_q1__ sinmp _o _ __ sinapg rdt ro—1
de=1_ SmL fxe (A + ) dx—f(l dae [ )e-1aE,
. Zy a 4/
und
tdt wo

WHF = sne
0

Bei der Ableitung von Ungleichungen fiir Operatoren werden Ausdriicke der
Form

t
g(Q)=th(t)QB(t)dt

eine wichtige Rolle spielen. Diese stehen mit Sitzen in Zusammenhang, die
I. Scaur?) aufgestellt hat, um die Beschrinktheit gewisser Bilinearformen
nachzuweisen. Wir beweisen zunéchst den

Hilfssatz 2.

Es seien A in D4 und B in Dy zwei selbstadjungierte Operatoren, und es gelte
AzZa>0 und B=b> 0. Q sei ein beschrinkter Operator und o eine Zahl
aus dem Intervall — 1 < g < 1.

Setzt man dann

=+ oo
(@ =" [|tp(4+ity1 QB+t dr

und
-+ o0

f}t|¢ (A +it)-1Q (B~ it)-1dt,

cosimo
7

p (@)=

-0

so stellen @ (Q) und w (Q) 2wei beschrinkte Operatoren dar, und es gelten die
Gleichungen

9 (4=1Q— @ B-Y) = Ae-1QB-1—4-1Q B!
p(A-1Q+ QB1)=Ae—1QB-14 A1 Q B,
Beweis.
Die Kom;ergenz der Integrale folgt unmittelbar aus
. . , O(|t]e—2), |[t|—> o
He (A +it) Q (B 4+ it)-1 :{
et 4+ 30 @ = Voqdn, 1 ~o.

%) 1. ScHUR: [9], insbes. Satz 6.
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Um die Funktionalgleichungen zu beweisen, beachten wir die fiir alle Punkte
235 25 der Resolventenmenge von A giiltige Identitit

A—z) 1= (A —2)'=(2a—7) (4 —2z)" 1 (4d—-2)"
Es ist dann
A+ (A7 Q- Q@B ) (B+if) =)~ (A7 — (A+it)~1) @ (B+it)~?
— A+ Q) (B~ — (B+in~Y)

=t 1[(A+it) "1 QB~1— A-1Q (B +it)~1].
Also wird

C(A+a)T AT Q@B ) (BT (A —it)" 1 (AT Q- QBT (B—it)~!
—2(A2+2)~1QB-1—24-1Q (B + 1.

Ersetzt man in der letzten Identitit B durch — B und multipliziert sie
mit — 1, so entsteht

(A+it)y 1 (A1Q+ Q@B YB—it) '+ (A—it) 1 (41 Q+ Q B~) (B+1i)!
=242+ )1 QBT+ 2471Q (B2 + )1, ’
Multiplikation dieser beiden Identitdten mit 39%7-’3 -t¢ und Integration

nach ¢ liefert unter Anwendung von Hilfssatz 1 die Gleichungen
PpATQ—-QB )=A4"1QB~1 - A"1 QB!
und
w(A"1Q+ Q@B 1)=4e—1Q B-1 4+ A-1@Q Be—1.
Hilfssatz 3.
Wenn A, B und Q die in Hilfssatz 2 angegebene Bedeutung haben, dann ist

|4=» QB-0=» 4 4-0=» @ B-+| < | 4-1Q + Q B|

| 4=+ @ B=0=»— 4=0=» @ B—+| = |2y — 1] |41 Q— @ B-1]|
fir 0sv<1.

Bewets.
Fiir jedes feste Paar «, y aus  und — 1 <p <1 gilt
+ o0
(@ (@ =, 9)] = 7L [t |(Q(B—in2a, (4—in1y) at

<@l - =L [|4e] (B —it-1a] [|(4 — ity y| dt

=[lQ) -2 | [ (B2 + )71 2, 2) dt
0

b [7te(<A2 + oty g af
0

= [|QIl - || B¥e—F || |4~ Ey]].

Ersetzt man darin @ durch 4—1 Q + @ B—1, ferner « durch BY ¥y und y

durch 4¥7¥¢ v, so erhilt man unter Beriicksichtigung von Hilfssatz 2 die
Ungleichung
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[(4e-1Q B-1B* ¥ u g 4-1Q Be-1 giTHey 4iTHey)
<[471Q+ @ B~ 1| ||ul|||v|| fiir alle » aus SDB‘E—%Q
und alle v aus D § 4.
Offenbar liegen A¢~1g und A='% in D, 4 4o, wenn g und h zwei beliebige
Elemente in § sind. Hieraus folgt
[((A_$+§'9 Q B_’:F"%Q + A-—-%—-%q QB_%"’%‘?) u, v)’
<[[471 @+ @B [luf [|ofl.
Beachtet man, daB D 4 — 4 und D 4 — 4, dicht in § liegen und setzt v =4 —1 0,
so resultiert die Ungleichung
4= @ B=0=9 4 4=0=9 @ B 5 | 4-1 @+ @ B

fir 0 <v < 1. Da sie fiir =0 und v =1 trivial ist, so folgt der erste Teil
der Behauptung. o

Um die zweite Ungleichung herzuleiten, beachten wir, daB nach dem
Caucuyschen Integralsatz fir — 1< g< 1 gilt

[+ 0-1QB+ty1dt—ic™ [ (A +it)1QB+if1ds
0 0

=i e Y 4 —it)-1Q (B—it)-ldt.
Daraus folgt 0

+ oo
9 (@ :%[Me (A +it)-1Q (B+it)-'dt

- —i“;—@fte (A +8)-1Q (B+t)-1dt.
0
Man erhilt so fiir #, y aus § die Ungleichung

(¢ @ =,9)| < 272 @) [ 6 (B+o-2w0)af | [t (a+n-2p. 9 at]f.
0 0
Diese geht unter Beriicksichtigung von Hilfssatz 1 iiber in

(@ @ w)| el -] B F ol [ 4}y .
Ganz analog wie oben folgt hieraus
|[4=* Q@ B-0—"—4-0-"Q B-*|| < |2yv—1| |41 Q— @ B~1|, w.z.b.w.
Mit diesen Hilfsmitteln gelingt es, das innere Produkt (Qx, y) in geeigneter

Weise abzuschitzen. Zunidchst haben wir

Satz 1.
Es seien 4 in D,y und B in Dy selbstadjungiert und A =0, B=0. Q set
in Dy 2 Dy linearer Operator mit Dgs 2 V. Auferdem gelte

P el =Bl fir alle f aus Dy
un
le*fll <141 fir alle f aus D.
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Dann besteht die Ungleichung

Qf o) = (1+[2v—1))||Bf||||41="g]
fiir | aus Dy und g aus Dy, falls 0 < v < 1 dst.
Beweis.

I. Wir setzen zunichst A >¢ >0 und B = ¢ >0 voraus. Dann sind
A—1 und B—! Hermitesch und beschrinkt. Fiir f aus D, und ¢ aus § wird

(A-1Qf,9)=(Qf, 4719 = (, @* 47 y),
(A= Qf 9=l llg] -
Setzt man g = A—1 @ f, so entsteht || 4= 1 Q f|| < ||f|| .
Wenn 7 eine positive Zahl bedeutet und [ Ad F; = B die Spektraldarstellung

also

[
von B ist, so ist der Operator @, = QF, beschrinkt, und es gilt || Q,|| < =.
Offenbar wird
1@, B~ =1 und |4=1Q,=1.

Nach Hilfssatz 3 folgt
4= @, B—1—» 4 A== @, B~*|[ <2
|[4=> Q, B—(1-" —4-0-» @, B~*|<2|2v—1],
also
A== Q, B~*|<1+|2v—1].
Fir z, y aus § wird
© (@B, AT ) = (L4 2 — 1)) 2| [y] -
Setzt man x = B*f und y= A1—*g, so entsteht
H@nfig)| = (A +[2v—1)) | B fl| ][4~ g]|.
Nun gilt fiir jedes f aus Dz die Ungleichung
lQf—@ufl =@ A—Fu)fl[<[[BU—Fy)f|=[(1—Fn Bf|.
Daraus folgt lim@,f=Qf und

n—> oo

(@, 9)] = lim |(@uf, )| = (L + 2y — 1) [|B f] 14"~ g]

fiir f aus Dp und g aus D.
II. Wir befreien uns von der Annahme 4 =¢>0 und B=c¢>0 und
setzen nur noch 4 = 0 und B = 0 voraus. Fiir ¢ > 0 gilt
1@l = [[(B+c)f]| und ||@*g[| < |[(4 +c)g],
wenn f in Dp und ¢ in D, liegt. Nach dem oben Bewiesenen wird also
[(RELDI= X+ |2y —1))[[(B+erf||[(4d+e)t=g|.

Offenbar gilt
lim (B+c¢)*f==B"f und lim(4 +¢)l-*g=Al-*g
c—0 c—0

(c>0) (¢>0)

fiir alle f aus Dp und g aus D,4. Daraus folgt die Behauptung.
Mathematische Annalen 123. 29
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Wenn @ Hermitesch ist und 4 = B gesetzt wird, so kann man Satz 1 ver-
gchirfen und einfacher beweisen, was spiter (S. 426) geschehen wird. Vorher
geben wir eine Erweiterung von Sétzen, die K. LowNER [3] iiber monotone
Matrixfunktionen aufgestellt hat. Zu diesem Zwecke mufl zunichst der
Beziehung 4 < B fiir unbeschrinkte Operatoren ein genauer Sinn beigelegt
werden. Dies fithrt zu der

Definition3)
Es seien A in® 4 und B in Dy selbstadjungiert und A = 0, B = 0. A% und B’l‘F

seien die positiven Quadratwurzeln von A und B. Wenn dann Dgk in D 3 ent-
halten ist und

HA“ir x| < || B z|| gilt fir alle x aus Dk, so schreiben wir

A<B.
Hilfssatz 4%).
Es seten A und B selbstadjungiert und A =c¢ >0, B=¢> 0. Dann sind
die beiden Aussagen
A<B wund B 141
dquivalent.

Beweis.
Aus 4 < B folgt

[4¥ 2, )| = (2, 4* )| = ||| || B g

—1 — 1
fiir x aus D, 4 und y aus Dpt. Setzt mannun z=A4 * wundy= B ? v, so
wird

(B o) = [ B oy s fla o]
Fiir v = B~ ¥ 4 erhiilt man schlieBlich
1B V<4t ul, also B-1<4-1,
Ist umgekehrt B—1 < 4—1, so folgt wieder
(@ By =B e )| = a7 a| |1yl
Mit = A% u und y = BY v wird
|(A’} u, v)| < ||u|| HBEL v|l fir u aus D44 und v aus DVt . .

L, (u) = (v, A’%u) ist also ein fiir alle u aus D 44 erklirtes lineares, beschrinktes
Funktional. Da®,# in § dicht liegt, so 148t sich L, (») auf ganz $ mit derselben
Schranke || Bt v|| fortsetzen. Also gibt es ein Element v* aus § derart, daB
L, (u) = (v*, w) wird fiir alle » aus §. Insbesondere wird

(A317 u, v) = (u, v¥) fir w aus D43 .
v liegt also in D 4%, und es gilt
o . 4t o < [lu] || B o]

%) RELLICH [8].

4) ReLuIcH [8], Seite 363. Zur Bequemlichkeit des Lesers fithren wir den einfachen
Beweis noch einmal an.
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Da D44 in § dicht liegt, so gilt die letzte Ungleichung sogar fiir alle » aus §.
Setzt man u = A’}r v, 80 erhilt man schlieBlich

| 4* o] < ||B¥ | fiir alle » aus Dgh < Db,
also A4 < B, w.z. b.w,

Durch den letzten Hilfssatz wird die Frage nahegelegt, welche in 0 < 4 < o
stetigen Funktionen f (1) die Eigenschaft besitzen, daB aus 0 < 4 < B die
Beziehung 0 < f (4) < f (B) folgt. Wenn 4 und B endliche Hermitesche
Matrizen beliebig hoher Ordnung sind, so hat LOwNER [3] bewiesen, daB f ()
ins Komplexe zu einer Funktion f (z) fortgesetzt werden kann, die iiberall mit
Ausnahme der negativ-reellen Achse regulér-analytisch ist und in der oberen
Halbebene einen nicht-negativen Imaginérteil besitzt. Wir werden jetzt
zeigen, dafBl durch diese Bedingung die Monotonie sogar hinsichtlich positiver
selbstadjungierter Operatoren gesichert ist. Zundchst wird eine geeignete
Integraldarstellung benétigt.

Hilfssatz 5.

Es sei f(2) in der lings der negativ-reellen Achse aufgeschnittenen Ebene
regulir-analytisch und Im f (z) = 0 fir Imz> 0. Auferdem sei f (z) reelk fiir
positiv-reelle z. Dann ¢ibt es eine in 0 <t < oo monoton nicht-abnehmende
Funktion o (8) mit ¢ (o) < oo und zwei reelle Zahlen o, § mit o = O derart, daf

(o]

f(z)= —qua(t)—}—ocz-}—ﬂ
e

gilt fiir alle z aus dem Regularititsbereich von f (2).

Beweis.
Nach einem funktionentheoretischen Satz?) gilt fiir Im z > 0 die Darstellung
+ o
t 1
o= [LiE dem+aztp.

Dabei sind o und 8 zwei reelle Zahlen mit « = 0, und g (t) ist eine beschrankte,
monoton nicht-abnehmende Funktion. Weiter 148t sich zeigen, daB fiir alle
Stetlgkeltsstellen t=a,t=>5b von g (t) dle Gleichung

nf (B+1)do(t) = llm fIm [fx+iy))de
(tl>0)
gilt. Daraus folgt, daB o (¢) fiir £ >0 konstant ist. Setzt man also

ot)=—e(—1t fir t>0 und 0 (0) = — ¢ (0 +0),
go wird

(o)

o~ [Hdo@+az+p
0

zunichst fiir Im z >0, dann aber wegen f (z) = f (2) fiir alle z aus dem Regu-
laritdtsgebiet von f (z).

Hilfssatz 6.
Die Funktion f (z) erfiille die Voraussetzungen von Hilfssatz 5. Auferdem sei
f(A) =0 fira< i <oo. A sei ein in D4 selbstadjungierter Operator mit A = a

5) Hererotz [2], vgl. auch StoxE [10], Seite 573.

20*
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> 0, und es werde f (A) = [ [ (1) dE; gesetzt, wobei {E,} die zu A gehirige links-

a
stetige Spektralschar bedeutet.

Dann gibt es eine in 0 <t < co monoton nicht-abnehmende Funktion o (1)
mit o (o) < co und zwei reelle Zahlen o, f mit o = 0 derart, daf

If () ulfp = Of[t (u, u) — (& + 1) (u, (A + )" 1 u)] d o (¢)

+ o ||A§ ul2+ B (u, u)
fiir alle w aus D 3 wird.

Beweis.
Nach Hilfssatz 5 gilt fiir A > 0 die Darstellung

f(,1)=ft+,1 do(t)+al+p.

0
Fiir die Funktion G (¢, ) = Z + ! }estehen die Ungleichungen
1 1 a< A< oo
|Gt A <A+a ! und |Gt )| <t+a 1n{0§t<oo.

Hieraus folgt

ty oo

JG@#Ndo(t)—~ Gt A)do (@) fir ¢, > oo gleichméBig in a<A< 2, und
0 0

|0fth(t?A)da(t)|§ (A 4+ a=1) (o () — 0 (0)) .

Aus der letzten Ungleichung ergibt sich f (1) = O (1), A>o0. D % ist also in
Dyjayt enthalten.

Wenn {E,l} die zu A gehorige linksstetige Spektralschar bedeutet, so fo]gt
f [fG(t Ad(u, Eyu)] do(t) = f [fG(t ANdo(@)]d(u, E;u).

Da uin D, % liegt, also f Ad (u,E,u) <oo ist, so folgt durch Grenziiber-
a
gang (¢, ~> )
SISt Adw Eu)ldot)=[[[GE# A)da )] du,E,u).
0 @ a 0

Wir erhalten also

f[t(u,u)—(tw1)(u,(A+t)—1u)]da(t)+a|;A"qu2+ﬁ(u,u)
F z
= e u,Elu) do(t)+ « Ad(u,EAu +/3 duE,.u)

(=]

"/[,/ 2] da(t)+u+ﬂ]d<u,m) /r(zmu,bw)

a

= |1 () w2
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Satz 2.

Es sei f (2) in der limgs der megativ-reellen Achse aufgeschnittenen z-Ebene
regulir-analytisch und Imf () =0 fir Imz> 0. Auferdem sei f(A) stetig
und f (A) = 0 fiir 0 < A < co. Dann folgt aus

0< A < B die Bezichung 0 < f(4) < f(B).
Bewets.
I. Aus0<s4<Bfolgt c+t<Ad+c+t<B+c+tfirc>0t=0.
Wenn u ein Element aus ®p+ bedeutet, so wird nach Hilfssatz 6

I|f (B + c)"l' ul? =Oﬁt (w,u) — 2+ 1) (u,(B+c+t)~tu)]do(2)

1
+al(B+o) ul+ f(uu).
Wegen A < B liegt w auch in D 5. Also wird

If (A + o)F ul? =0f°°[t (u, ) — (2 + 1) (w, (A + ¢ + t)-1u)] do (¢)
oA+ o)t ulE+ B (u ).
Hieraus ergibt sich unter Anwendung von Hilfssatz 4 die Ungleichung
If B+ o) ulp—||f (4 + o) u?
- Of[(u, (At o+ )~ 1w)— (u, (B+ ¢+ t)-1u)] @+ 1) do (1)
+al|(B+o) ult—|A + o)} ulz = 0.

Aus ||f (4 + c)%u[[2= foof (A+c)d (u, B, u) folgt, wenn man bedenkt, daB
0
f(4) fir 0 < A4 < oo stetig ist und f (1) = O (1), 4 - oo, gilt,
tim £ (4 4 o) wl = £ ()} u?

(¢ >0)
und entsprechend

tim [[7 (B + o) ulft = [if (B ul
(0;0)
fiir alle v aus Dzt € D 5. Wir erhalten also
17 ()F ul| < ||f Btul| fiir « aus Dygi.

II. Jetzt sei u beliebig aus D;p3. Da f(B)% in Dp+ wesentlich selbst-
adjungiert ist, so gibt es eine Folge {u, } aus Dp$ mit u,, > u und f(B) u, > f (B)u,
n — co. Aus der Ungleichung

1A = wn) || 1 B (g — )| fiir myn = 1,2, ...
folgt daher lim ||f (A)% (U, — %) || =0. Da f(A)"’l’ abgeschlossen ist, so ist u

m,n—oo

auch in ®jy+ enthalten, und es wird lim f(A)% U, = f (A)‘L'u. Lassen wir
n—»oo

daher in der Ungleichung
It @ wa| <)t B g, n=1,2,...
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n gegen oo streben, so folgt schlieBlich die Behauptung. Als Anwendung
erhédlt man

Satz 3.

Es sei A in D4 und B in Dy selbstadjungiert und A =0, B=0. Ferner set Dy
in D, enthalten, und es gelte || Ax|| < || Bz|| fiir alle x aus D). Dann ist fiir
0<t=<1 auch Dy in D= enthalten, und es ist

|47 z||<|| B || fir 0<st<1 wundalle x aus Dy .

Beweis.

Aus den iiber 4 und B gemachten Voraussetzungen folgt 42 < B2. Sei nun
f(A)=4(0< 1< ) und f(z) die Funktion, die durch analytische Fort-
setzung von f (1) in die lings der negativ-reellen Achse aufgeschnittenen
z-Ebene entsteht, so sind die Bedingungen von Satz 2 fir 0 <7 <1 erfiillt,
und es wird 0 < A% < B*. Dies ist aber wegen A =0, B> 0 mit der Behaup-
tung dquivalent.

Mit Hilfe dieses Resultates konnen wir nun Satz 1 sogar ohne den Faktor
1+ |2 -~ 1] leicht beweisen, wenn darin @ als Hermitesch vorausgesetzt wird.
Es gilt

Satz 4.

Es sei A in D 4 selbstadjungiert und A = 0. Auferdem sei @ in D 4 Hermitesch
und ||Qx| < || Az|| fir x aus D4. Dann gilt die Ungleichung

[(Qz, y)|< ||47 z|| || A1~ y|| fiir «, yaus D4 und 0 < T < 1.

Beweis.

Es sei [ A dE, die Spektraldarstellung von 4. Ist n eine positive ganze
0
Zahl, so ist @, = E, @ E, Hermitesch und beschrinkt. Fiir « aus D 4 hat man
[1@nl2[[=[@n #l|< || En 42| < |4 z]].
Also gilt nach Satz 3 die Ungleichung

1@ z||<||4% 2| fir 0=7<1 und x aus D,r.
Weiter wird .
(@2 901 = 1@l o1l 11@u = vl < 147 o] 417 g

und lim (@, z, y) = (@ z, y) fiir x, y aus D4, woraus sich die Behauptung ergibt.

n—>00

Zum SchluB dieses Paragraphen soll gezeigt werden, wie man durch den Ansatz
8= f A (t) @ B(t)dt die Gleichung AS + SB = @ in einfacher Weise auf-

losen kann. Dies wird allerdings im folgenden nicht benutzt werden. Zu-
nichst beweisen wir den

Hilfssatz 7.
Es sei A ein beschrinkter Operator und } (4 + A*) < a. Setzt man dann

ed=1+ 3 L' Ak,
. k=1 k!
so gilt led]| < e2.
%) Wenn B~ 1 peschrankt ist, so folgt bereits aus a 8C D4 eine Ungleichung der Form

||Az|| < k||Bz||, da dann der Operator T'=A B~ " in ganz 9 erklirt ist und seine
Ad]ungierte T* dicht definiert ist, vgl. RELLICH [5]
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Beweis.
Mit § (4 + 4%) = A, und 5 (4 — 4*)= A, wird A=A, +i 4y, und 4, 4,

sind Hermitesch. Dann gilt fiir ganzes positives n und jedes f aus § die
Ungleichung
o

S H+20 4D+ f,f)s(1+ + ).

wobei m eine feste positive, von f unabhingige Zahl bedeutet. Fiir hinreichend
grofles » erhalten wir also
a m
S(02)(13).
1
| — (4, +id)\n a\n m\n
= He " P < (14 5) (1+ )"

Lassen wir n gegen oo streben, so folgt

e ]| = [jedr+ i) < 2,

H —(A1+’¢Ai)

1
H en (4;+i 45)

Folglich wird

HeA,+iA,

Es gilt nun

Satz 5.
Es seien A, B und Q beschrinkte Operatoren. Auferdem sei

1(A+A%=a, $(B+B*=b und a+b>0.
Dann hat die Gleichung AS + SB = @ genau einen beschrinkten Operator S
als Losung, und es gilt || S||< (a + b)~1|| Q|| Die Losung lifit sich in der Form
S= e 4t Qe Bl dt darstellen.
0

Beweis.
Nach Hilfssatz 7 ist
le=40@ e |Qf cmervt  fir 05t <o,

Also ist y (@) = [ e~ 4! Q e~ Bt d¢ sinnvoll und stellt einen beschréinkten Opera-
0
tor dar mit || y (Q)|| < (@ + b)~1]|Q||. Weiter wird

1(4Q+QB) = 4 1(Q)+ £ (@ B [[Ae~4 Q=P+ e~41 Q Be=H1ds

—[ Fl-e At Qe Bt = [~ e~ 41 Qe BYi= = Q.

Der Operator 8= y (@) ist also eine Losung von 48 + SB = @. Umgekehrt
folgt aus der Gleichung A4S + SB = @, wenn wir auf beide Seiten die Funk-
tion y anwenden,

x (@)= x(48+ 8B)=A4 x(S)+ x(8) B= 8.

Daraus ergibt sich, daB die Gleichung AS + SB = @ durch 8= y (@) ein-
deutig aufgelost wird.
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Als Spezialfall ergibt sich mit B=0, @ =1 eine Verallgemeinerung eines
Satzes von TorpLITZ?), ndmlich

Satz 6. .
Es sei A beschrinkt und } (A + A*) =z a > 0. Dann hat A eine in ganz

erklirte Reziproke, es ist || A—1||< a—1, und es gilt die Darstellung A=1= [e~4!dt.

0
Satz 6 wird falsch, wenn man die Ungleichung 1 (4 + 4*) = a > 0 durch die
schwichere 1 |A + A*| = a> 0 ersetzt. Dies erkennt man etwa an dem

Lo (1 —1
.—BelsplelA-—(_{_1 _1).

§ 2 Reguliire, selbstadjungierte Operatoren mit festem Definitionsbereich.

Wir betrachten jetzt Operatoren A (e), die in einem festen Definitions-
bereich 9 selbstadjungiert sind und regulir von einem reellen Parameter ¢
abhidngen, also 4 (e)u= Aqu+ed,u+--- fir v aus A. Es wird sich
herausstellen, dal gewissen Funktionen solcher Operatoren, die in der Spek-
traltheorie eine Rolle spielen, wie z. B. B, (¢),|4 ()| und 4 (e)e (—1 <p < 1),
ebenfalls diese Eigenschaft zukommt. Der Grund hierfir liegt darin, dafl die
Koeffizienten 4,, 4, ..., den in Hilfssatz 1 angegebenen Ungleichungen unter-
worfen sind. Da die Reziproke von A (¢) — z fiir komplexe z leicht in eine
NreumanNsche Reibe nach Potenzen von ¢ entwickelt werden kann, so liegt
es nahe, die oben erwihnten Funktionen von A4 (¢) durch Integration
von (4 (e) — z)~ ! nach z zu gewinnen. Das hat den Vorteil, daB die Entwick-
lungskoeffizienten der gesuchten Operatoren in geschlossener Form durch
Integrale dargestellt werden konnen, was bei direktem Potenzreihenansatz

z. B. im Falle des Operators 4 (e)’L nicht ohne weiteres moglich ist. Bei der
Durchfithrung der Rechnung stellt sich heraus, dal die Abschidtzungen fiir
|4, ul,» =1,2,... in der durch Hilfssatz 1 gelieferten Form nicht direkt
verwendbar sind. Vielmehr wird Satz 4 aus § 1 herangezogen. Dies geschieht
in Hilfssatz 2, wo fiir die Entwicklungskoeffizienten von (4 (e) + )1 geeignete
Abschétzungen hinsichtlich des reellen Parameters ¢ gewonnen werden. Das
Hauptergebnis dieses Paragraphen findet sich zusammengefalit in Satz 1,
aus dem durch Spezialisierungen die Regularitit der Operatoren 4 (e)¢ (Satz 2),
bzw. E;, (¢) (Satz 3) und |4 (¢)| (Satz 4) gefolgert wird.

Hilfssatz 1.

Es sei A (g) eine einparametrige Schar in U selbstadjungierter Operatoren,
und A (¢) u sei fiir jedes feste w aus W ein regulires Element in einer Umgebung
von £ = 0. Dann gibt es in W Hermitesche Operatoren A, A,, . . . und feste positive
Konstanten a, k, derart, daf

|4, u]|< a k(|| Ao u| +]||u]) fiir alle w aus A gil

und A (e)u=Aqgu+ 4, u+ -+ wirds).
7) HELLINGER-ToEPLITZ [1], Seite 1430. Zusatz bei der Korrektur am 26. 7. 1951.
In der Arbeit von J.v. NEUMANN, Eine Spektraltheorie fiir allgemeine Operatoren eines

unitéren Raumes, Math. Nachr. 4, 258—281 (1950/51), findet sich Satz 6 auf Seite 275.
) RELLICH [6], Seite 476.
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Hilfssatz 2.
Es sei Ay in Dy, selbstadjungiert, und das Spektrum sei in einer Umgebung
von A = O leer. Ferner sei A,, A,, ... eine Folge in D 4, Hermitescher Operatoren

mit |4, fl|[<akr|| Ao f|, n=1,2,...
Dann ist A () = Ag+ edy+ -+ fir |e|<k 1(1+a)~! in Dy, selbsi-
adjungiert. (A () + 18)~1 ist fiir reelle t beschrinkt, und es gilt die Entwicklunyg

(A (e) +it)~1 = (g + 3t)~1 + V’R () e.
Darin sind R, (¢) beschrankte Operatoren, die steng von t abhingen, und es besteht
die Unglezchung
(B, #) x, y)| < a bk (L+a)—1 | |de]* (g + i)~ | ||[4o|'~* (4o + 2t)~ L y]|
fiir —oo <t<owo, 0 < a1 und alle Elemente z, y aus 9.

Beweis.
Nach Voraussetzung existiert (4, + )~ fir — oo <t < oo und ist be-
schrénkt. Aus

[4n @] < a k|| Ao @]|= a k|| |4o| = |
folgt nach § 1, Satz 4 die Ungleichung
Ay )| S ake A o] || 4~ y|  farosaxl.

Setzt man x =|A4y[~*u, y=|4,["(1—* v, wobei u, v Elemente aus® 4, sind,
so liegen auch « und y in D4, und es folgt

([ Ao~ =2 Ay [ Ao, 0) | < a b ||u] [[o]],

also
a 1409 Ay g w2 a ke
un
< kle
4o 0= (4 ) — 4 ol u | < £ aeeb ul = 755 ]

fiiruaus D 4,. Die Operatoren| 4 —1—% 4, |4y[~*und|4,|~1~2) (4(e)—A4,)| Ao[*
lassen sich also durch AbschlieBen auf ganz § fortsetzen. Ferner gilt

. |45 (Ao +t)" 1 fl|< a kn|| Ay (4o + i)~ L f|| < @ kn|[f]]
Un

16 0 —40) (o + 071 [} = 3 ableb ] = 122201
fir f aus §. Aus der Identitit
A (e) + it = [1 4 (4 (e) — A) (Ao + 18)71] (g + ¢1)

folgt daher fiir |¢| <k~ ! (1 4+ a)~1 die Existenz und Beschrinktheit von
(A4 () + it)~ 1 sowie die Gleichung

(A(e)+it)t= (Ao + 1)1 [1+ (4 (e) — 4y) (4o +it)~1]7 L.

Da (A4 (¢) + 4t)=1f fiir alle f aus § ein Element in D4, darstellt, so ist 4 (e)
in D4, selbstadjungiert. Weiter hat man

(4 () +it) 1= (4y+ ity 1+ §1(_ 1) (Ao + i)~ [(A (&) — 4y) (Ao + i)~ 1]”
— (Ay+ i)+ g(_ 1) | Ayl == (gt it)= 1 [|Ap|- 1= (4 (6)— Ag) | Ao *x

X |Ao!" (Ao‘f‘7:t)n1|Ao|1_"‘]"”1 ['Aoi—‘(l—') (4 (5)—A0)IA01_’] IA(;I" (4o +it)~1
= (Ao + it)" 1+ | Aol (dg + 48)" L8 (¢, a; &) | Aol (Ap +18)~ 1
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mit .
St o;e) 2:'(—1)” [[AO[““"“)(A(a )IAol"“le[“ (Ag+it)y~ UAgL—=]*—1x

x [| 4o A= (4 () — Ag)|4o[1.

Die Reihe konvergiert fiir |e| <k~ (1 + a)~! und stellt einen beschrinkten
Operator dar. Entwickelt man jedes Glied nach ¢, so wird die durch Umord-
nung entstehende Potenzreihe durch den Ausdruck

y ake \v ake x>
r=2 = = Y v v—1 o9
v_l[nzlakﬂeﬂ] S (l_ke) T I1—(1+a)ke v:1ak (14 a) 4

majorisiert. Hieraus folgt

Stoe)=23 8, a)e mit |8, 0)]|<ek (1+a)y-1, v=1,2,....
y=1

Setzt man
[ Aol == (Ao + it)=1 8, (t, ) | Ao (4o + i) =1 = R, (1),
so ist R, (t) beschrinkt, und es gilt
(A(e) +it)"t=(4o+it)" 1+ Y R, () &

y=1
sowie die Abschitzung

(R, () z, y)|<ak (1+ay—1 |4 (Ao +it) 1| |||Ao]t—* (4o +it)~ 1y

fiirr alle Elemente z, y aus § und — 0o <t < oo, 0= a< 1. Fir =1 hat
man die Relation

| Ry (8) — e~ ™ { (A (&) + it)~1— (4o + it)—1~”21R, @ e}||~0, -0
v=1

gleichméBig in — oo < t < oo (fiir n = 1 ist die Summe durch Null zu ersetzen).
Daraus, sowie aus der Tatsache, daB (A4 (&) + i)~ ! und (4, + i)~ stetig
von t abhéngen, erschlieBt man schrittweise die Stetigkeit der Operatoren

R, (t), also lim ||R, (t)— R, (t,)||=0 fiir alle reellen Werte #, Damit ist

t—t,
Hilfssatz 2 vollstandlg bewiesen.

Im folgenden werden wir die Reihenentwicklung von (A4 (g)+¢t)—1 dazu
benutzen, um die Regularitit der eingangs erwihnten Funktionen von
A (¢) zu beweisen. Zu diesem Zweck wird eine geeignete Integraldarstellung
benotigt. Das ist das Ziel des folgenden Hilfssatzes.

Hilfssatz 3.

Es sei A in D, selbstadjungiert, und das Spekirum sei in einer Umgebung
von A =0 leer. {E,} bedeute die zu A gehorige linksstetige Spektralschar, und
es werde

|Ale= f |Ale dE, gesetzt. Dann gilt fiir jedes feste Element [ aus D 4 und
—1<o < 1 die (“’lewhung
+1
(1= 2Bg)|dlef="37€ lim [|tfe (4+ it)=1 far.
' l—>o00 —1

Beweis.
Aus

(A +ity 14 (4 —it)-1 = / o A B
1112
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folgt fir 0 < ¢, <t, < oo die Gleichung

t s
- . . 28%d A
/te [(A+u)—1+(A—n)—1]fdt=f[ f f—%].W-MFdEJ.
t, za 6l
Also wird

ty
[a—2myapr— im0 [reqa+in-te a—ig-1 fa
2 cos ) t’/lllseds 2
=/( —regre [ e lareag B,
=d

|2 L/14]

Daraus erhdlt man wegen

- $ds T
_/1+32=2008§—ng und /l;‘Ped(f’EAf)<°°
0

Aizd
die Gleichung .
ta
lim || (1 — 2 By)|Alef— 37 (o4 —ity~1 4 (4 +it)-1] fdt | =0,
ti—>0 ° T
t,l——:oo [ .

was mit der Behauptung identisch ist.
Wir sind jetzt in der Lage, das Hauptziel dieses Paragraphen zu beweisen,
némlich den

Satz 1.

Es seien die Voraussetzungen von Hilfssatz 2 erfiillll. Dann ist der Operator
B(e)=(1-—2E,(¢))|A (e) fiir |e|<k1(1+a)~! und —1<po<1 in
Do) selbstadjungiert. Es gibt eine Folge in Dpo) erklirter Hermitescher Ope-
ratoren. By, B,, ... mit | B, f||< a k(1 +a)*—1|| B(0)f|| (f aus Dp (o)) derart, daf
B(e)f=B@O)f+eByf+--- fir alle f aus Dp ) gilt.

Beweis. .

Da die Operatoren |4 (¢)] fiir |¢|< k~1 (1 + )~ den gleichen Definitions-
bereich besitzen und die Ungleichungen |||4 (¢)|f||< ¢ (¢)]||4 (0)|f||] und
14 ©O)|f]|< c(e)]||4 (&) f] fiir alle f aus D) 4(0) = D)4 erfiillt sind, so ist
nach § 1, Satz 3 auch® 4 ,)je =D 4 (o) e 0derD p(= D p (o) fiir| | <k~ 1 + @)~ L.
Bleibt noch die Regularitit von B (¢) zu beweisen. Nach Hilfssatz 2 und 3
gilt fiir jedes g aus H und f aus D () die Gleichung

+1
(0 B (o)) =1L lim [|efe(g, (4 (0) + i)~ )
! +1 -
=@ BO )+ im [e{ T o (0. B, 0) )} dt.
1—>°°_l v=1

Es sei 0 < ¢; < t;< 0. Dann hat man nach Hilfssatz 2, wenn darin o = 30 + }
gesetzt wird,
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I |tl°|(g,R M hHldt<ak (1+a)—1x

Ls|ts
1.1 .
X ,gqs‘f'“”"““m% Ayt f][]| 4o T (g ity g ae
Sk 0] A s i ant

x [ f [t[t’mAF fe (4, —l—zt)—lg{fzdt

Lslls

=akv(l+a)v-1.[ / Ite{]: |Ae+1 d (B, f, f}

Az_l_tﬂ
L=l st —
r + oo +1 .
AlTe 7
| [I of [ A aEmg 0} 2t
hsltists, —o

Ferner wird, da A = 0 nicht zum Spektrum von A (0) gehort,
/4]

ltle{ e a@mfpfar— [ jape] [ 352 @

Z’-}—ta
sttt —® |4l =d>0 /4|
2s8%ds
< /\1\2«{/1+8}d(mf,;> e IO
FIY 0

Durch eine dhnliche Rechnung ergibt sich

+ oo
o] [ a o) des ol
Ll <t —
Daraus folgt
+ oo
[ ltela. B, @ plats at @+ ap=2- ||| Ao f] 1g] -

Setzt man daher
B, g,/ = “’“*“@/itk @ B, () ) dt,

8o ist B, (g, f) eine fiir alle g aus  und f aus Dp g erklirte blhneare Form,
und es gllt

(9, B(e) f) = (9, B(0) f)+2€” (9, ) fiir|e|<k=1(1+a)" 1

Wegen (g, B(e) ) =(B(e) 9, f) = (f, B (e) 9) ist B, (9. f) = B, (f, ) fiir g, f
aus SDB(O)-
Daraus, sowie aus der Ungleichung

|B, (g, |<ak (1+a)y=1g||B©)f|

folgt®) die Existenz eines in Dp( o) Hermiteschen Operators B, mit B, (g, f) =
= (9, B,f) und ||B,f||<ak* (1 +a)— 1]|B (0) £l

) StoxnE [10], Seite 63.
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Es ergibt sich schlieBlich
" B(e)f=B©O)f+ X e B,f fir|e)]<k 1(1+a)"! und f aus Dp(q.
v=1

Durch Spezialisierungen ergeben sich unmittelbar folgende Satze.

Satz 2.
Es ser Ay tn Dy, selbstadjungiert und Ay=d > 0. Ferner sei 4y, 4,, . ..
eine Folge in D 4, Hermitescher Operatoren mit

|4, z|| < akn|| 4, || fiir alle z ausVy, -
Dann ist der Operator A (g) = Ag+ e A;+ -+ fir |e|]<k-t(1+a)~! in
D4, selbstadjungiert und es gilt A (¢) = d (g) > 0. Setzt man A (e)t = [ A2 d E, (¢),
0
wo {E, ()} die zu A (&) gehirige linksstetige Spektralschar bedeutet, so gilt fiir
—1 <o<L|e|<k-t(1+a)" ! und f aus D44 die Entwicklung
A f=Af+elyf+eCyf+-em.
Dabei sind Cy, (n =1,2,...)inD 48 Hermitesche Operatoren mit
|Chzl|< akr (1 + a)r— 1|4 x| fiir x aus®D 49.

Bewets.

Nach Hilfssatz 2 ist 4 (¢)in D4, selbstadjungiert fir |e| < k—1 (1 4+ a)~ 1.
Aus || 4, z|| < a k|| 4, z|| folgt nach § 1, Satz 4, wenn man darin y = 2 und
T = % setzt, )

[(Ayx, )| S akr||4y? x| = ak® (4, 2, x)
fir x aus D4,. Es ergibt sich

M@, z)= oz, 2)— 2[4, z, 2)] |e* = (1 — 3 akr|e]) (44 2, @)

n=1 n=1
1—(4a)kle 1—(1+a)kle)d
= —%|e] I—k|e| (@, )
fir |e] <k~'(1 4+ a)~! und alle z aus D4, = D4, also
A () = (1— glj—kal)sklle{)d >0,
Hieraus folgt E, (¢) = 0 und |4 (¢)| = 4 (¢), also
B(e)=(1—2E,(¢) |4 (e)e = A4 (e
fiir |[¢|</%~1(1 +a)~!'. Anwendung von Satz 1 liefert schlieBlich die Be-
hauptung.
Satz 3. k

Es sei Ay in D4, selbstadjungiert, und das Spektrum von Ay sei im Intervall
Ao—d <A< Ag+ d leer. Ay, 4,, . .. sei eine Folge in D 4, Hermitescher Opera-

toren mit
[4n 2||< a b (|| 4o x|+ 2]),

und es gelte A (e)u= Agu+ e A, u+ -+ fiir u aus Dy,.
Dann ist A (¢) fir |e|<k—1(1+a)~!in Dy, selbstadjungiert. Setzt man
a=1+d=1 (14 |4, und bedeutet {E, (¢)} die zu A (c) gehorige linksstetige
Spektralschar, so gilt fiir |¢| < k=1 (1 + a «)~ ! die Entwicklung

EAo (8) = Eh + EE(A? + 82 E(;E) B R
mit |EP|<staa(@a+1p—1k n=12....

(Ao Zz, Z) Z (
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Bewets.
I1.29) Offenbar ist 4 (&) inD 4, Hermitesch fiir |¢| < £—1. Wenn ¢ eine von 0
verschiedene reelle Zahl bedeutet, so ist

(4 (6) —Ag)( Ay + i)~ 1z||< :V:‘akVIsi" [ (Ao + i)~ L z||+ || 4o (g + i)~ 1 z||]

ak €

| Tl + D).

Fir |¢| <k~1(1 + a)~! und genugend groBes |¢| ist daher
S (8) = (Ao + i)~ 1 [1 + (A4 () — 4) (Ao + i)~ 1] 1

= (o-+ )71 [+ 3 (— 17 [(A4 () — 4g) (4o + i) 1]

ein in ganz 9 erklirter, beschrinkter Operator mit dem Wertebereich
Bswp = Da,, und es gilt die Gleichung

(A@E)+ityS@Ef=f fiir jedes f aus §.

Daraus folgt aber, daBl 4 (g) in D4, selbstadjungiert ist.

II. Man setze Dy= A, — 4y und D (¢) = 4 (¢) — A,. Dann wird || D, z|| = d|| ||
und D (¢) =Dy + ¢ D, + + -+ mit

Dy || < a k" (|| 4o 2| + | ]])
<ak (| D]+ (1 + |2 z]) = a k(1 +d= (1 +| )| Do
r=1,2,..))
fir x aus ®4,. Anwendung von Satz 1 auf den Operator D (¢) liefert fiir p = 0

die Behauptung.
Hieraus folgt unmittelbar

Satz 4.

Es sei A (€) in einem festen Definitionsbereich U selbstadjungiert, und A (¢)u
ser fiir jedes w aus W ein regulires Element tn einer Umgebung von ¢ = 0.
Auperdem sei A = 0 eine Leerstelle des Spektrums von A (0).
Dann ist auch |A (¢)| u fiir u aus A in einer Umgebung von ¢ = 0 ein regulires
Element.

Beweis.

Hilfssatz 1 und Satz 3 liefern die Regularitit von E, (¢). Da 4 (¢) u fiir
jedes feste u aus YU ein regulires Element in einer Umgebung von ¢ = 0 ist,
so folgt aus der Gleichung

|4 (e)]u=(1—2E,(c)) 4 () u

die Regularitit von |4 (¢)| » in einer Umgebung von & = 0.

§ 3. Stetige Abhiingigkeit der Spektralschar von einem Parameter.

Es soll jetzt noch untersucht werden, wie die Spektralschar sich verhilt,
wenn nur stetige Abhingigkeit von ¢ vorausgesetzt wird. Dabei treten an
Stelle von A (¢) Folgen von Operatoren. Fiir den Fall der gewohnlichen
Konvergenz haben wir den

10) Der Schritt 1 des Beweises findet sich bei B. v. Sz. Nagy [12], S. 353.
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Satz 11).

Es sei A in U selbstadjungiert, und A, sei kein Punkteigenwert von A. Ferner
set A™ eine Folge in A™ selbstadjungierter Operatoren und ® eine in N, A,
AR, . .. enthaltene Linearmannigfaltigkeit. Ist dann A in D wesentlich selbst-
adjungiert und gilt

Hm A™ f= 4 f fiir alle f aus D,
Nn—> 0
so wird lim BSY f = By, | fir f aus ©, wenn{E"}und{E,}die zu A™ bzw. A
n—>x0
gehirigen linksstetigen Spektralscharen bedeuten.
Beweis.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann A, = 0 vorausgesetzt werden.
Wegen der Selbstadjungiertheit von A®™ und 4 gilt

Am — fAdE‘") und A4 = fszl
Es sei nun m eine positive ganze Zahl und a < A < b ein den Punkt 1 =0
nicht enthaltendes Intervall. f sei ein Element aus §. Wir setzen

o = Min (|a},|5]), ,3=Max(|a1,1b|),‘zy=a+i51.,,,
ferner
(Eb_Ea)f=g und (El,_Ell,_l)fzgw v=12,...m).

Da 4 in D wesentlich selbstadjungiert ist, so kénnen wir zu jedem g, ein ¢, ausD.
8o bestimmen, daf die Ungleichungen

’ 1 , 1
|49, —Ag|l<5 wnd |lg—9g,)< 5
erfiillt sind. Dann hat man
A,

li’
Agv— / AdE g+ (Ag, — Agv)=lv9vt [ (A—24)dE, g, + (Ag, — Ag,)
v—1 v——l

=Ao+2Ag,—g)+Ag — Ay,)+f(/1 A)dE,g,.
v—l
Also wird

+ oo
la® — Ay gifl = [ T (A — Ay d (gs, B g — 15

m2

-

Fiir a > 0 folgt hiera,us
, 1
ldw— gz [ f -2 d @ B gl — L

”.

I

1+2 -
=z,uEs">gv||—e,,~,Tﬁ— b

Entsprechend erhilt man fiir a < 0 die Ungleichung
’ 142
|4 — ) g1 2 12][|1 — By g, - 2 —
Beide Ungleichungen kénnen zu

(4™ — 4) gl = | 4,| || (BP — By g, || - 2E2E _ E=x g

-

1) ReLuicH [4]. Wir geben fiir diesen Satz einen neuen Beweis.
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zusammengefalt werden und liefern

(B — B g, )| < |l (4®— 4y gy + L E2E L Bzt

m2

o

Hieraus folgt
m
(LR AT [ R AP

< | Zlam— g+ 2L L= g )

J

Wenn wir m so bestimmen, daf3

‘:?{ 14;nzﬂ+ ﬂV%“HgH}ga

ausfillt, und darauf N so wihlen, daB

m
% 2[A™ —A) gl < e wird fir n > N,
v=1

so folgt
[(B™ — By g||<2¢ also lim| (B® — Ey)g|=0.
n-—>oo

Wenn f ein beliebiges Element in § bedeutet, so setzen wir
fk=<Ek- El)f+(E_l—E’_k)f.
P2 %
Da A = 0 nicht Punkteigenwert von A4 ist, so gilt lim f, = f und
k— oo

| (B — Eo) f|<|[(BP — By) fyl| + 21|f — fil-
Wegen lim || (E” — E,) f,|| = 0 folgt schlieBlich
n—oo

lim||(ES” — By) f]|= 0, W. z. b. W.

Wenn A® gleichméBig gegen A konvergiert, also
(4@ — 4) fl| < & (If + ]| 47]) wnd lime, =0
n—00

gilt, so 148t sich in einem wichtigen Falle die gleichmiBige Konvergenz der
Ef{? gegen K, beweisen. Es gilt ndmlich

Satz 2.

Es seien A und B in D Hermitesch, und A sei in D wesentlich selbstadjungiert.
Auflerdem gelte die Ungleichung

[(B—A)z||<k(|z]+]4=|) firzousD .

Dann lassen sich A und B fiir k <1 zu zwei in % 2 D selbstadjungierten Opera-
toren fortsetzen. Die zu B und A gehorigen linksstetigen Spektralscharen seien
{F;} bzw. {E,}. Ist das Spektrum von A im Intervall 1,— d < A< Ay + d leer,
so hat -man

EQ+d 11414
| — B, < 1+ 1+ 140) )
2Vl -k +d= 11+ [A))
sobald E(L+d-t(14]2)<1 ist'?).

12) Dieser Satz enthalt offenbar den Satz 7 aus RELLICH [4].
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Beweis.

I. Nach Voraussetzung 1iBt sich 4 zu einem in U selbstadjungierten
Operator durch AbschlieBen fortsetzen. Ist x ein Element aus %, so gibt
es eine Folge {z,} aus ® mit

lim||z,— z||=0 und lim||4x,—A4z|=0.
n— oo Nn—> 00
Also wird
| B (z,— @) || < ||y — 2y || + 1+ K) ||Ad 2, — A 2] > 0, n,m > 0.

B 1iBt sich also durch AbschlieBen zu einem in 9 Hermiteschen Operator fort-
setzen. Die Tatsache, dafl B in % selbstadjungiert ist fiir ¥ < 1, wird genau so
bewiesen wie in § 2, Satz 3.

1I. Es seien {F;} und {E,} die zu B bzw. A gehorigen Spektralscharen.
Setzt man

+ oo + o
A'=A— 4= [ AdEjund B = B—4y= [ AdF;,
sogilt E; = E, und F, =Fy.

Aus |(B—A4)z||< k(|4 =|+]=])

folgt
[(B'—4') x| < & (|4 ]|+ (1+ | [|])

SR+ ) Ae] = K 4'a]
wenn man K = k(1 +d=1 (1 +]4,)) setzt.
Daraus ergibt sich

[ Bzl = 42| —[(4"— B) 2| = (1—K) |4,
also |[4'z||<(1—K)~1||B'z||und || B'z|| = (1 — K) d ||«

1

fir alle z aus %, sobald K < 1 wird. Hieraus folgt, daB die Operatoren
(4" + it)-1 und (B + )~ 1

fiir — oo < < o beschrénkt sind.
Aus ||(B'—4') x| < K ||| 4’| || folgt nach § 1, Satz 4, wenn darin 7=}
gesetzt wird,

(B —A) 2, y)| <K |[|4'F || ||| 4’|} y|| fiir 2, y aus A.

Weiter ergibt sich aus ||| 4’| y||< (1— K)~1||| B'| y|| unter Anwendung von § 1,
Satz 3 mit 7 = } die Ungleichung

1 —_ 1
. 4P yl<sa—K) ¥ |BFy|.
Wir erhalten also

(B —4)2,9)| s KA - B)H|afa) By
fir , y aus Y. Hilfssatz 3, § 2 mit g = 0 liefert

(Fo—Ep) f= (2 a)~* lim }ll[(A' + i)~ — (B + )1 fdt

= (@)=t lim f”(B'+ #)=1(B'— A") (A’ + it)~1fdt.

—>00 —]
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Daraus folgt fiir f, g aus 9 die Ungleichung

[(Fo— Eo) £, 9)| = (2 ﬂ)‘lJﬂ((B'——A') A"+ )=t f, (B'—it)~1g) dt

-— 00

s@mtKa—K T at @i ) B e— i)

<@ KA -B) 7l @i fjsag U B e i1 pat

Fir 0< ¢, < co und 0 < d, < d erhilt man

+& +t
[AHJA'!* (A’+it)“f|2dt=fLr/”ﬁ%d(Eﬁ’f)]d‘
—_ A

- tl 241
hL/]al

I—lé‘[_mfmmz]d Bl 1),

also_f Tat @ +iy-1flpd< ).

Ebenso wird

+ Il’" , .
TliB @ —itgraisx 0.

Es ergibt sich also
(B — Bt o) = 3K (1 — Ky ¥ 1] 9]
HF;,.,—E';“H < E(14d—? (l+|)-o|)) ,
2 (T—k (@ +d= (1 +]4)])
sobald E(L+d=1(1+|4)) <1 ist.

Hieraus folgt
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