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WeiL, A.
Math. Annalen, Bd. 128, S. 95--127 (1954).

Sur les critéres d’équivalence en géométrie algébrique.
Par
Axprit WEIL & Chicago.

En géométrie algébrique classique, les critéres d’équivalence linéaire et
d’équivalence algébrique, diis pour la plupart aux géométres italiens, jouent
un role important (cf. en particulier O. Zariskr, Algebraic Surfaces, pp. 88—89
et pp. 126—128). La géométrie moderne se devait de s’assimiler ces résultats
en leur donnant le degré de généralité qui est devenu nécessaire. C'est 13, en
partie du moins, ce qui va étre fait ici. D’autres résultats classiques, oil inter-
viennent les intégrales de 3° espéce, ne peuvent étre transcrits en termes ab-
straits que moyennant la théorie des variétés fibrées et seront traités ailleurs.

Tout le § I du présent mémoire, et le n° 19 du § IV, sont consacrés & des
résultats auxiliaires; les uns peuvent étre dits appartenir aux fondements de la
géométrie algébrique, mais, comme malheureusement les ouvrages qui pré-
tendent traiter de cette matiére sont loin de fournir & cet égard ce qu’on serait
en droit d’en attendre, il a fallu y consacrer une assez large place; d’autres
constituent des compléments & la théorie des variétés abéliennes. Le §1II
donne, sous diverses formes, le «premier critére d’équivalence», qui est indé-
pendant de la théorie des variétés abéliennes et est de nature essentiellement
élémentaire et méme triviale. Les résultats plus profonds sont contenus dans
les §§ ITI—IV; dans les démonstrations, on s’est inspiré, bien entendu, des
méthodes des géométres italiens.

Les sigles F' et VA renvoient respectivement & mes Foundations of Algebraic
Geometry (Amer. Math. Soc. Coll. vol. XXIX, New York 1946; p. ex. F-VIII,
renvoie au Chap. VIII, § 2 de ce volume), et & mes Variétés abéliennes (Act. Sc.
et Ind. n° 1064, Hermann et Ci®, Paris 1948).

1. Résultats préliminaires.

1. Nous aurons besoin de divers compléments a la théorie des variétés
abéliennes; en premier lieu nous généraliserons aux correspondances entre
deux courbes certains des résultats de VA, § VI.

Soient €, €y deux courbes (complétes, sans point multiple). Pour ¢ = 1, 2,
soient J, la jacobienne de C;, g, la fonction canonique sur C; (3 valeurs dans J;),
f; une fonction définie sur C;, & valeurs dans une variété abélienne 4, et A,
I'extension linéaire de f; & J,; soit X un diviseur sur 4; soient (avec les no-
tations de VA, n® 44—45) d;=d (4;, X), 9;= (A;)x- Soit F la fonction définie
sur C;x C, par F(PX Q)= f,(P)+ f,(@). Soit £k un corps de définition
pour toutes les variétés et fonctions ci-dessus, par rapport auquel X soit

-1
rationnel. Comme dans VA, n° 46, on voit que le cycle Z = F (X,) est défini
Math. Ann. 128. 7
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si u est générique sur 4 par rapport & k; Z est un diviseur sur C; x C,, c’est-
a-dire une correspondance entre C; et C,, & laquelle on peut appliquer les
définitions de VA, n®43; soit { la classe de cette correspondance, et soit {’
la classe de la correspondance Z’ entre C, et C; qu’on déduit de Z en échangeant
les deux facteurs du produit C; xC,. Dans ces conditions, il n’est que de
reproduire les raisonnements de VA, n°46, pour voir qued (Z) = d,, d' (Z) = d (Z')
= d,, et pour obtenir les relations:

S{@e[Z (M)]} = 0ow — f(M)] + by,
S{@[Z'(N)]} = o1 [u — o (N)] + by,

ou by, b, sont des points de J,, J, rationnels par rapport & k. Comme dans VA,
n° 46, on en conclut:

0=~ 0k, {'=— 04

2. Prenons en particulier 4 = J,, f,= ¢,, donc 4, = d;,; et prenons pour X
la variété @ définie (conformément & VA, n°4l) sur J,, variété que nous
noterons @,. Enfin, ¢ étant une correspondance arbitraire entre C; et C,,
identifiée comme dans VA, n° 43, avec un homomorphisme de J;, dans .J,,
prenons f;= £o @y, d’'ott 4; = & D’aprés VA, n° 48, ona g, = 0;,done { = — 4,
=—§;etona (= — g, dou

&= (5o,

On a aussi d'(Z) = d (4, ©,), done, d’aprés la prop. 21 de VA, n°47, et la
prop. 19 de VA, n° 41 (ou encore d’apres le th. 31 de VA, n° 61),

4(Z)= 5 0(E8) = 50 (E).

Comme Z est une correspondance positive, on a d'(Z) = 0; et d’ (Z) = 0 entraine
Z =0, done £=0. On a donc démontré le théoréme suivant, qui généralise
le théoréeme fondamental sur les correspondances sur une courbe:

Théoréme 1. Soit & une classe de correspondances entre deux courbes: on a
c (&8 =0;et,81E0,0na0(E'E >0.
Corollaire 1. Si & est comme ci-dessus, ¢ (5"5) = 0 entraine & = 0.

Corollaire 2. Soit A un homomorphisme de la jacobienne J d’une courbe C
dans une variété abélienne A; soit X un diviseur sur A. Alors A ne s’annule
qu’en un nombre fini de points de U'image Ay A de A par Ay dans J.

Il revient au méme de dire que, si B est la composante de 0 dans le noyau
de 'homomorphisme 1y de 4 dans J, et B’ la composante de 0 dans le noyau
de '’homomorphisme A iy de 4 dans 4, on a B’ = B. Sinon, en effet, il
v aurait une courbe contenue dans B’ et non dans B, courbe qu’'on pourrait
écrire f (C’), ou (' est une courbe abstraite (compléte sans point multiple)
et f une application de ¢’ dans 4. Soit u I'extension de f & la jacobienne J’
de ¢’; on aura alors Axpu=0 et A Axu = 0. En posant & = Ayu, on aura
&= pugx A d’aprés le n°1, done &&= 0, ce qui implique & =0 en vertu du
coroll. 1, d’ot contradiction.

Corollaire 3. Soient Jy, J, les jacobiennes de deux courbes C;, C,; soit &
une classe de correspondances entre C, et C,, c’est-a-dire un homomorphisme de J,
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dans J,. Alors & ne s’annule qu’'en un nombre fint de points de Uimage &' J,
de J, par & dans J;.

C'est 1a en effet le cas particulier du coroll. 1 qu’on obtient en y rem-
plagant C, J, A, X, A par Cy, Jy, J,, @,, & respectivement.

3. Pour la commodité du lecteur, nous donnerons aussi la démonstration
du résultat suivant, qui est connul):

Lemme 1. Soit V" une sous-variété d'un espace projectif PY. Soit L un
hyperplan de P~ , générique par rapport & un corps de définition k de V. Alors
le cycle V - L est sans composante de multiplicité > 1; st n = 2, ol n'a qu'une
seule composante W, et les points multiples de W sont les points de L qui sont
multiples sur V et ceux-la seulement.

Soit x un point de ¥V L, simple sur V; il résulte du critére de multi-
plicité 1 (F-VI,, th. 6) que, si L ne contient pas la variété linéaire tangente
a V en z, x est contenu dans une seule composante W de ¥V N L et est un point
simple de W, et que W a la multiplicité 1 dans V - L. Disons suivant l'usage
qu’un hyperplan est tangent & V en z 8’il contient la variété linéaire tangente
a V en z; nous allons montrer que L ne peut étre tangent & ¥ en aucun point
simple # de V. Supposons par exemple que x ne soit pas contenu dans ’hyper-
plan X, = 0 (en désignant par X,, .. ., Xy les coordonnées homogénes dans PY);
prenant celui-ci pour «hyperplan & l'infini», passons & l’espace affine S¥.
Dans cet espace, soit F (X) =0 (1 = u < m) un systéme d’équations pour V

N
a coefficients dans k; I'équation de L sera 3 u;X;,— v =0, olt (u,v) estun
i=1
systéme de N + 1 variables indépendantes sur k. La variété linéaire tangente
a4 V en x est définie par les équations 2 OF Jox; (X;— x;)=0; si L est
1

tangente & V en «, il y aura des quantités z, telles que u;= 32, (0 F,/0 z;),
"

et on aura v = Y w;x; Soit ¥ un point générique de V par rapport i k;

12
soient z, m variables indépendantes sur k (z); posons u,= %’ z,(0F Jox),

=)' uZ; (2, 2 u, v) est alors une spécialisation de (, z, u, ?) sur k; puisque
3
(w, v) a la dimension N + 1 sur £, (%, v) doit done avoir au moins cette di-
mension. Mais la matrice || 6 F, /0 Z; || est de rang N-n, et on peut donc
N—n
supposer les F, rangés dans un ordre tel que I'on ait 6 ¥ /0 7;= } ' w,, (0 F,/0;),
r=1
N—-n
avec w,, €k (z), quels soient y et ¢; on en déduit u,= 3't, (6 F,/0 %,), avec

v=1

i,=2) zw,,; on a alors k(u, v) = k (x, ¥), ce qui montre que k (%, v) a au plus

n

la dimension n + (N-n) = N sur k.

1) Cf. 0. Zariskr, Trans. Am. Soc. 50 (1941), pp. 48—70, et 56 (1944), pp. 130—140,
et aussi T. MaTsusaka, Kyoto Math. Mem. 26 (1950), pp. 51—62, et Y. Naxkai, ibid.,
pp. 185—187.

k.
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Soit d’autre part  un point contenu dans une seule composante W de V - L,
et simple sur W; et supposons que W ne soit pas une sous-variété multiple
de V; d’aprés ce qui précéde, W a alors la multiplicité 1 dans V- L; par suite,
d’apres le critére de multiplicité 1 (F-VI,, th. 6), x est simple sur V. Il nous
reste seulement & démontrer que, si n = 2, V - L, ou ce qui revient au méme
V N L, a une seule composante, non multiple sur V. Supposant par exemple V
non contenue dans X,= 0, passons & l’espace affine en prenant X, = 0 pour
hyperplan a1’infini; le th. 1 de F-V; montre que V N L n’est pas vide (dans 8V).
Soit 3 u;X;— v = 0 'équation de L; soit K =k (u, v); soient W une com-

1

posante de V N L dans 8¥, et « un point générique de W par rapport & K.
La prop. 2 de F-V; montre que = est générique sur V par rapport & k (u) et
n’est donc ni multiple sur ¥ ni contenu dans un hyperplan X,= 0 & moins
que V n’y soit contenue; il s’ensuit de méme que, dans I'espace projectif,
VNL n’a aucune composante dans 1’hyperplan X,= 0 puisque celui-ci ne
contient pas ¥V, donc qu'on obtient toutes les composantes de V N L dans
I'espace projectif en raisonnant dans 1’espace affine SV. Mais, toujours d’aprés
la prop. 2 de F-V,, V N\ L n’a d’autres composantes (dans S¥) que W et ses
conjuguées sur K; pour montrer que W est l'unique composante de V N L,
il suffira donc de démontrer que = a un lieu sur K, car ce lieu ne peut étre
autre alors que W. D’ailleurs, d’aprés ce qui précede, W a la multiplicité 1
dans V - L, et a done, d’aprés F-V,, prop. 14, 'ordre d’inséparabilité 1 sur K,
c’est-a-dire que K (x) est une extension séparable (au sens de N. BouRBAKI,
Alg., Chap. V, ou encore «séparablement engendrée» au sens de F-I) de K
=k (u,v). D’aprés F-I,, th. 5, tout revient donc & montrer que K = k (u, v)
est algébriquement fermé dans K (x)!); d’ailleurs, puisque v = 3 u,;, on a
K (2) = k (u, ). i

Soit K, la fermeture algébrique de K dans K (x); comme K (x) est sé-
parable sur K, il 'est a fortiori sur K, et est donc une extension réguliére de K,
(d’aprés F-I,, th. 5). Soient ¢, ¢’ deux variables indépendantes sur K (x)
= K,(z) =k (u, z); soit L =FkA{u,tt); alors L (z) = K,(z,t,t') est une ex-
tension réguliére de L,= K, (¢, t'), qui est algébrique sur L (v) = K (¢, ¢');
donc L, est la fermeture algébrique de L (v) dans L (x); de plus, comme
KCK,CL,, et que K est algébriquement fermé dans L (v) = K (,¢'), on ne
peut avoir L, = L (v) que si K = K, ; donc tout revient & montrer que L, = L (v).
Supposons les coordonnées rangées dans un ordre tel que k (x) soit algébrique
séparable sur k (zy,..., x,). Désignons par 7 l'automorphisme de L (x)
=k (u, z, t, t') qui laisse invariants tous les éléments de k (u, x) et qui échange ¢
et t’; désignons par ¢ ’automorphisme du méme corps qui laisse invariants
tous les éléments de & (u, , . . ., uy, 2, ¢, t') et transforme u, en u, + ¢; posons
y=v"=v+itz; et y=0v"=v+t2. On a L°= L, donc L (v)°= L°(2°)
= L (y); par suite, la fermeture algébrique de L (y) dans L (x) est M = Lf,
et de méme celle de L (y’) dans L (x) est M"= LT . On a, dans ces conditions:
L (2, v, 3, .. s @)=L (4, ¥, ..., %,) CM (Y, @3, ..., 2,) CL ().

1) Ce résultat, et la démonstration qu’on va en donner, sont empruntés en substance
8 O. ZArisk1, Trans. Am. Math. Soc. 50 (1941). lemma 5, p. 68—869.
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Posons K,= k (u); on déduit aisément de F-IV,, prop. 24, que K (z) est algé-
brique séparable sur K,(z, v, 2, . . ., &,). Au moyen de la théorie de Ga-
rois (N. BourBaki, Alg., Chap. V, § 10, n° 4, th. 1, cor. 1), on en conclut que
tout corps intermédiaire entre L (2, v, zs, ..., &,) et L (x) est de la forme
N (t,¢'), ou N est un corps intermédiaire entre Ky (x;, v, 2, . . ., ©,) et K ();
un tel corps est donc transformé en lui-méme par z. En particulier, le corps
M (y', x,, .. ., ;) a donc cette propriété, c’est-a-dire qu’on a
My, 2. ) =My, 25, ..., X,).

Si donc on pose M'= M™(z,, . . ., z,), on aura M C M'(y). On a d’autre part
L C M CL(z), donc, comme L (x) est une extension réguliére de L, il en est
de méme de M’. Comme d’ailleurs le corps L(y, ¥, %, . . ., x,) n'est autre
que L (4, ..., ,) et est donc une extension purement transcendante de L
de dimension n, y est transcendant sur L (¢, %, . . ., ,), donc aussi sur M’
qui en est une extension algébrique. Il s’ensuit que M’ (y) est une extension
réguliére de L (y); comme L (y) C M C M'(y), et que M est algébrique sur L (y),
on en conclut que M = L (y), done L, = L (v), ce qui achéve la démonstration.

4. La variété V et le corps k étant -comme dans le lemme 1, soient L, des

hyperplans définis respectivement par les équations } u,;X;= 0, pour
K

1=v<n-1, les v, étant (n — 1) (N + 1) variables indépendantes sur k;
soit M,= LyLy N...N L, donc en particulier My= PY ; M, est une variété
linéaire de dimension N — p, générique sur k, et on a M,= M, ;- L,. Soit
Vo=V, et définissons V, par récurrence par V,= V,_;- L, ; on vérifie immé-
diatement, par récurrence sur v et en vertu de l'associativité des intersections,
que V,= V- M, Dans ces conditions, 'application du lemme 1 donne, par
récurrence sur v, le résultat suivant:

Lemme 2. Soit V7 une sous-variété d'un espace projectif PY; soit M ume
variété linéaire de dimension N — v = N — n dans P¥, générique sur un corps
de définition k de V. Alors le cycle V - M est défint, et, pour 0 <v=<n —1,
tl se réduit @ une variété W de dimension n — v, dont les points multiples sont
les points de M qui sont multiples sur V et ceux-lo seulement.

Corollaire 1. Les hypothéses étant les mémes que dans le lemme 2, supposons
de plus que V™ n'ait pas de sous-variété multiple de dimensionn — 1. Alors W
n'a pas de sous-varidté multiple de dimension n — v — 1. En particulier, st
v=mn— 1, W est une courbe sans point multiple dont tous les points sont simples
sur V.

En effet, 'ensemble des points multiples de V est alors réunion de variétés
Z, de dimension < n — 2, algébriques sur k; et, d’aprés le lemme 2, 'ensemble
des points multiples de W est réunion des Z, M, d’oui le résultat annoncé
par application du lemme 2 aux Z,.

Corollaire 2. Soient V* une sous-variété d'un espace projectif PN, et Xt un
cycle sur V ; soit k un corps de définition de V par rapport auquel X soit rationnel;
sotent L, ..., L, des hyperplans génériques indépendants sur k; sotent M,
=Lin..nLegM, =L NL,N..NLpur0sp <v<r;soitV,=V-M,
pour 0 < v<r. Alors X,={X - M} p~ est défini et est un cycle sur V,; on a
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X,={X, M, }px={X,V} v, pour 0= u<v=r, et en particulier, pour
u=0 X ={X-V3p; enfin, si r=n—1ce X = (¢), ¢ étant une fonction
sur V, @ induit une fonction ¢, sur V,, et on a X, = (¢,), pour 0 < v<n—1.

En appliquant le lemme 2 & M, et & chacune des composantes de X, on
voit que X, est défini. Soit k, un corps de définition de I, contenant k;
soit « un point générique par rapport & k, d’'une composante Z de X,; si Z
était multiple sur V,, « le serait aussi, et serait donc multiple sur V d’apres
le lemme 2; le lieu U de x sur % serait donc multiple sur V. Mais U est contenu
dans une composante de X, et est donc de dimension < » — 1 puisque X est
un cycle sur ¥V et qu'une composante de X ne peut (par définition des cycles)
étre multiple sur V; d’apres le lemme 2, U N\ M, et par suite Z qui y est con-
tenu, sont alors de dimension < r — v — 1, ce qui est impossible puisque Z est
une composante de X, qui est de dimension » —». Donc X, est bien un cycle sur
V,. La relation X, = {X - M} p~ résulte immédiatement del’associativité des
intersections (F-VIIg, th. 10, cor.); cela donne en particulier V,= {V M, }p¥~.
Alors F-VII,, th. 18 (ii), appliqué & P¥, V,X, et M, montre quon a X,
={X, V,,}Vy. Enfin la derniére assertion résulte immédiatement de F-VIII,,
th. 4, cor. 1.

5. Le lemme 1 ne renseigne sur le cycle V - L que si L est générique sur
un corps de définition de V; mais cela ne nous suffira pas. Soit P’~ l'espace
projectif dual de PY; si w = (wy, . . ., wy) est un point de P'~, désignons par

L, V'hyperplan défini par }) w;X,;= 0 dans P¥; nous aurons besoin de con-
B

naitre des conditions suffisantes pour que V - L, soit une variété, et aussi
des conditions suffisantes pour que V - L, n’ait pas de composantes multiples.
Pour n =2, N =3, le théoréme classique de KRONECKER-CASTELNUOVO
fournit une réponse a la premiére question, en géométrie algébrique de ca-
ractéristique 0. Les résultats que nous obtiendrons seront moins précis, mais
suffisants pour notre objet.

Si V est définie sur le corps-k, il en est de méme de la plus petite variété
linéaire L, contenant V; en effet, si on définit ¥ par un idéal homogéne dans
k[X, ..., Xy], L, sera définie en égalant & 0 'ensemble des formes linéaires
appartenant & cet idéal. Le cycle VL, est défini ou non suivant que L,
ne contient pas ou contient L,, c’est-i-dire suivant que w n’est pas dans la
variété linéaire L duale de L, ou est dans L;. Comme L, est de dimensicn
=mn, Ly est de dimension < N — n — 1.

Lemme 3. Soit V™ une sous-variété d'un espace projectif P~ ; soit Wm une
sous-variété de Uespace projectif PN dual de PY; soit k un corps de définition
de Vet de W. Soit w= (wy, ... wy) un point génériqgue de W par rapport
@ k; soit L, Uhyperplan } w,X, =0 dans P¥. Alors, si m >N —n+ 1,

(3
le cycle V - L, est défint et est une variété; st m > N — n, il est défini et sans
composante multiple.

C’est trivial si n = 0 ou 1; nous procéderons par récurrence sur n. D’aprés
ce qu'on a vu plus haut, V- L, est en tout cas défini si m = N — n; soient
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alors Z,, . . ., Z, les composantes de V- L,;ona V-L, = 2 a,Z,; nous devons

montrer que m > N — n entraine a,= 1 pour tout g, et que m>N-n+1
entraine de plus r = 1. (est vrai pour m = N d’aprés le lemme 1; donc nous
pouvons supposer m < N. Soit H un hyperplan de P¥, générique par rapport
4k (w), donné par une équation 3} 2, X;= 0, ol z = (2, . . ., 2y) est un point
(2

de P'Y générique sur k (w). D’aprés le lemme 1, V- H est une variété V»-1;
le cycle V est rationnel sur K = k (z), donc V est définie sur K. D’aprés le
lemme 1, ZQ= Z,- H est une variété si n > 2, une somme de points distincts
si n=2. Mais L =L, - H est une variété linéaire, et on a H - (V-L,)

=H-V)-L,=V" Lw, puis { V- L,}p¥ = {V L}y d’aprés F-VII, th. 18, cor.;
donc on a, dans HV 2 an . Prenant (X, . .., X) comme coordonnées

v¢

homogenes dans H, soit ) w,X; = 0 1'équation de L dans H; soit W le lieu
i=1

du point de coordonnées homogénes (wy, . .., wy) par rapport & K dans un
espace projectif de dimension N — 1; soit m la dimension de W. L’hypothése
de récurrence, appliquée & V, W, L, montre que m > (N — 1) — (n — 1)
= N — n entraine a,= 1 pour tout g, et que m > N —n + 1 entraine de
plus = 1. Pour achever la démonstration, il suffira de faire voir que m = m.
Pour cela, soit w le point (0, w,, . .., wy) dans P'Y; comme 1’équation de L
peut s’écrire

N N
20 (2w, X)) —wy (Y 2,X,)=0
1=0 =0

les points z, w et w sont en ligne droite. Soit ' un point générique par rapport
3 K (w) de la droite joignant z et w; si w avait une dimension < m sur K, v’
aurait une dimension < m sur K. Comme w est une spécialisation de w’ sur
K (w), et a fortiori sur K, et a la dimension m sur K, w et w’ seraient alors
spécialisations génériques I'un de l'autre sur K, donc w' serait un point du
lieu W de w par rapport & K. La droite joignant z et w serait par suite con-
tenue dans W; mais cela ne peut étre car on a m < N, donc z n’est pas dans W.

Pour n =1, il n’est pas possible d’améliorer les inégalités du lemme 3;
le théoréme de KRONECKER-CASTELNUOVO rend vraisemblable qu’on pourrait
les améliorer pour n = 2 a condition d’exclure certaines variétés (variétés
réglées, variétés de SEGRE, peut-étre d’autres).

6. Si V est contenue dans une variété linéaire L, de dlmensmn N'< N,
on peut considérer L, comme un espace projectif de dimension N', et V comme
variété plongée dans ce dernier. Il s’ensuit que, dans les questions qui nous
occupent ici, on ne diminue pas la généralité en supposant que V n’est con-
tenue dans aucun hyperplan, ni donc dans aucune sous-variété linéaire de PV
autre que PY; cela entraine que V- L,, est défini quel que soit ’hyperplan L,
Nous ferons souvent cette hypothése dans ce qui suit.

On sait qu’'au moyen de la méthode des «formes associées» (ou «formes
de CHOW») on peut associer & tout cycle positif Z de dimension r dans I'espace
projectif P¥ une forme & r+ 1 séries d’indéterminées U@ (0<i< N,
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0 < g =), de degré d par rapport & chacune d’elles si d est le degré de Z;
3 la somme de deux cycles correspond le produit des formes associées; et, si
on prend les coefficients de la forme associée & Z comme coordonnées homo-
génes d’un point dans un espace projectif PY, les points de P¥ ainsi associés
aux cycles de dimension r et de degré d forment un «ensemble algébrique
fermé» By , ¢ dans PM (c’est-a-dire I'union de sous-variétés de PM en nombre
fini), ensemble qui est normalement algébrique sur le corps premier?); il
s’ensuit que les points de P¥ correspondant aux cycles positifs de dimension r
et de degré d dans PY qui ne sont pas des variétés (resp. qui ont au moins
une composante multiple) forment aussi un ensemble algébrique fermé 8’y . 4
(resp. 84, ¢) normalement algébrique sur le corps premier.

Soit alors V" une variété de degré d dans P¥, non contenue dans un hyper-
plan; soit F (U©, ..., U™) la forme associée & V. Soit w un point du dual
P'Y¥ de P¥; soit L, 'hyperplan de P¥ correspondant & w. Il résulte des dé-
finitions que la forme associée au cycle V- L, est F (w, U, ... U®~D),
forme qui n’est pas identiquement nulle puisque V- L, est défini, et dont
les coefficients sont les coordonnées homogénes d’'un point de 8y 1,4 Les
points w de P'Y tels que ce dernier point soit dans 8y ,_q g (resp. dans
B¥, n—1, ) forment par conséquent un ensemble algébrique fermé, normalement
algébrique sur le plus petit corps de définition de V; le lemme 3 montre alors
que ces composantes sont de dimension < N — n + 1 (resp. = N — n). Autre-
ment dit:

Lemme 4. Soit V* une sous-variété de U'espace projectif P~, non contenue
dans un hyperplan. Pour tout point w du dual P'Y de PV, soit L,, I hyperplan
S w,X;=0. Soit R (resp. R') U'ensemble des points w de P'N tels que le cycle

1

V- L, ne soit pas une variété (resp. ait une composante multiple). Alors R et
R’ sont des ensembles algébriques fermés dans P'Y, normalement algébriques sur
tout corps de définition de V; et les composantes de R (resp. de R') sont de di-
mension = N — n + 1 (resp. < N — n).

7. Les lemmes suivants sont destinés & rendre plus maniable la notion
de diviseurs «continument équivalent», ou, comme nous dirons plutét,
algébriquement équivalents. Je dois & Max RosENLICHT la démonstration
du lemme 5.

Lemme 5. Soient a, b (resp. o', b') deux points sur une courbe C (resp. C').
Alors il existe, sur la surface C x C', une courbe passant par les points a x o’ et
bxb'.

Soient €, C’ des courbes complétes sans points multiples, birationnellement
équlvalentes respectivement & C et & C’; on pourra écrire C = f (C), C'= f (C');
O’ et O étant complétes, il y aura des points @, b sur C, @/, b’ sur (" tels que

=f@),b=f®),a={f@), b =f@®); alors, si on construit sur ¢ x ¢’ une
eourbe passant par @ xa’ et b xd’, son image par (f, ') satisfera aux conditions

1) Rappelons qu’un ensemble algébrique fermé (“bunch of Varieties” dans la termino-
logie de F-VII) est dit algébrique sur k si toutes ses composantes le sont, et normalement
algébrique sur & si de plus celles-ci sont permutées entre elles par tout automorphisme de %
laissant invariants tous les éléments de k.
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du lemme. Il suffit donc de faire la démonstration dans le cas ou C, C' sont
complétes sans points multiples. En vertu du théoréme de RiemManN-RocH,
il existe alors sur C une fonction @ non constante, sans pole en dehors de a
et ne s’annulant pas en b; on peut en effet choisir une telle fonction parmi
celles qui ont en @ un pdle d’ordre N, dés que N est assez grand. En multi-
pliant @ par une constante, on peut supposer ¢ (b) = 1. Soit de méme ¢’
une fonction non constante sur C’, sans pdle en dehors de a’ et telle que
@' (b)) =1. Sur Cx (', soit p la fonction définie par

Y (M XM') = ¢ (M) - ¢" (M)
pour M Fa, M'&=a’; ona g (bxb’)=0. Soit D une composante passant
par bxb’ du diviseur (y), des zéros de w; on va montrer que D passe par
axa'. En effet, comme ¢’ n’est pas constante, v n’induit pas la constante 0
sur b x C’, donc on a D == b x("; par suite D coupe toute courbe P x (", quel
que soit P sur C, en un point au moins. Mais, si @'’ est un point de C' autre
que a’, ¢' y est définie et & co; la relation

pl= @=L (1 — g lg)-1

montre alors que y est définie et a la valeur coen a xa”, donc @ X a’’ ne peut
étre sur D. Par suite D) coupe a x (' au seul point a xa’, ce qui achéve la
démonstration.

Lemme 6. Soit P un point d'une variété (abstraite) W, définie sur un
corps k; soit M un point générique de W par rapport & k (P). Alors il existe
sur W une courbe passant par M et P, ayant en M un point simple; si de plus
P est simple sur W, il existe une telle courbe ayant en P un point simple.

Comme M a un représentant sur tout représentant de W, on peut passer
& un représentant de W sur lequel P ait un représentant; autrement dit, il
suffit de se placer dans le cas ol W est une variété affine. Soient % la dimen-
sion de W, S¥ l'espace affine ambiant; par une translation, on peut amener
P en 0; la nouvelle variété W ainsi déduite de I'ancienne sera définie sur
K =k (P). Soit L la variété lindaire de dimension N — n + 1 définie par

N

Du ; X;=0(1<i<n—1),les u;; étant N (n — 1) variables indépendantes
i=1

sur K; soit C une composante de W N L passant par 0; si 0 est simple sur W,
L est transversale & W en 0, donc C est unique, de dimension 1, et 0 est simple
sur C'; en tout cas C est de dimension d = 1, et est définie sur la cloture algé-
brique X' de K'= K (w); soit = (23, ..., Ty) un point générique de C par
rapport 4 K’. Comme z =+ 0, on peut supposer par exemple z, =+ 0, d’ol

N
U= — Y ug e, (1<i<n-—1).
r =2

Iy

Done K (u, ) est de dimension < (» — 1) (N — 1) sur K (), et par suite de
dimension < (» — 1) (N — 1)+ v sur K si » est la dimension de z sur K.
Comme d’autre part K (u, ) est de dimension d sur K (u), donc de dimension
d4+nm—1) N sur K, on aura (e —1) (N - 1)+v=d+ (»n— 1) N, done
v=d+n—1 Commed=1et »=mn onadoncd=1et»=n;autrement
dit, C' est une courbe, et z est générique sur W par rapport & K. Comme M
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est aussi générique sur W par rapport & K, il y a donc un isomorphisme o de
K’ (x) sur une extension de X (M) transformant x en M et laissant invariants
les éléments de X. La courbe C° satisfait aux conditions de ’énoncé.

8. Lemme 7. Sotent V une variété, W une variété compléte, et B un sous-
ensemble algébrigue fermé de V x W, algébrique (resp. normalement algébrique)
sur un corps commun de définition k de V et de W. Soit B, I'ensemble des points
M de V tels B (M x W) ait au moins une composante de dimension = r. Alors B,
est un sous-ensemble algébrique fermé de V, algébrigue (resp. normalement algé-
brique) sur k; et, st Z' est une variété de dimension m contenue dans By, il y a une
variété Z de dimension = m + r contenue dans B et ayant la projection Z' sur V.

Si on suppose le résultat établi pour B algébrique sur k, et que de plus B
soit normalement algébrique sur £, il est clair que B, sera invariant par tout
automorphisme de % laissant invariants les éléments de k. Il suffit donc de
faire la démonstration pour B algébrique sur k. Comme W est compléte,
Iensemble B’ des points de V projections sur V de points de B est algébrique
fermé dans V (d’aprés F-VII,, prop. 10 et 11); on procédera par récurrence
sur la plus grande des dimensions des composantes de B’; si celle-ci est 0,
le résultat est trivial; on 'admettra donc pour le cas ou toutes les composantes
de B ont sur V une projection de dimension < d, et tout revient alors & faire
la démonstration pour le cas ol B se réduit & une seule variété X ayant sur V
une projection X’ de dimension d; soit d + m la dimension de X. Pour » < m,
le résultat est vrai d’aprés F-VII,, prop. 8, 10 et 11; pour le démontrer dans
le cas » =Zm + 1, on va construire un sous-ensemble algébrique fermé B’
de X' algébrique sur k, ayant toutes ses composantes de dimension < d
et tel que B,,,; C B", donc B, C B’ pour tout r = m + 1; cela fait, I'application
de I’hypothése de récurrence & X N (B’ x W) suffira pour achever la démon-
stration. Pour construire B’/ il suffit de considérer séparément chaque re-
présentant de la variété (abstraite) V, donc de faire la démonstration pour le
cas ou V est une variété affine. Soient W, (1l < « < 4) les représentants
de W tels que X ait unreprésentant dans V x W, ; soit (z, y) un point générique de
X parrapport  k; soit (x, y,)sonreprésentant sur V x W, ;soit z = (¥, . . ., ¥4);
alors z est de dimension m sur k (z); quels que soient z,, . . ., z,, pris parmi
les coordonnées de z, il y aura un polynome P<k (X, Z, ... Z,] tel que
P (x,Z)+0et P (x, z) = 0;il y a alors, parmi les coefficients de P (X, Z)
considéré comme polynome en Z, . . ., Z,, & coefficients dans & [X], un coeffi-
cient F € k [X] tel que F (x) & 0; pour tout choix de m + 1 coordonnées parmi
les coordonnées de z, choisisons un tel polynome F, et soit @ le produit de tous
les polynomes F ainsi obtenus; on aura @ (z)= 0. Montrons qu’on peut
prendre pour B’ I'ensemble des points de X' satisfaisant & @ (X) = 0. En
effet, si «’ est dans By, 1, il y a par hypothése un point (2', ') de X ayant
au moins la dimension m + 1 sur k& (2’); y’ aura au moins un représentant y,
qui soit de dimension = m + 1 sur k (z'); z aura une spécialisation 2’ sur
(2, y,) » (2, y;) par rapport & k, et il y aura, parmi les coordonnées de z’,
m + 1 coordonnées algébriquement indépendantes sur k (2'); comme elles
doivent satisfaire & la relation correspondante P (z',2') = 0, «’ devra donc
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annuler tous les coefficients de P (X, Z) considéré comme polynome en Z,
done en particulier le polynome F appartenant au choix en question de m + 1
coordonnées de z, et par suite aussi le polynome @.

Corollaire 1. Sotent V" et W deux variétés, et Z*+7 une sous-variété de Vx W
ayant la projection V sur V; soit k un corps de définition commun pour V,
W et Z. Il existe alors un sous-ensemble algébrique fermé B de V, normalement
algébrique sur k, distinct de V, tel que Z N (M x W) n’ait que des composantes
de dimension r chaque fois que le point M de V n’est pas dans B.

D’aprés F-VII,, prop. 8, toute composante de Z N (M x W) a au moins
la dimension r quel que soit M sur V. Supposons d’abord W compléte; alors,
d’apres le lemme 7, il y a un sous-ensemble B de V, normalement algébrique
sur k, dont les points soient les points M de V tels que Z N (M x W) ait au
moins une composante de dimension = r + 1; si on avait B = V, alors, d’aprés
le lemme 7, il y aurait une sous-variété de Z de dimension = n + r 4 1, ce qui
n’est pas le cas; donc B =+ V. Si maintenant W est une variété affine, on
peut compléter ’espace ou elle se trouve plongée en un espace projectif, donc
considérer W comme partie ouverte d'une variété compléte W* (c’est-a-dire
comme complément sur W* d’un sous-ensemble algébrique fermé de W*);
le lieu par rapport & k sur ¥V x W* d’un point générique de Z par rapport a &
sera alors une sous-variété Z* de V x W*; appliquant & V, W* et Z* ce qui
précéde, on obtient B tel que Z* N (M x W*) n’ait que des composantes de
dimension 7 quand M n’est pas dans B; mais alors Z N (M x W) n’a a plus
forte raison que des composantes de dimension r. Enfin, si W est une variété
abstraite quelconque, soient W, ceux de ses représentants pour lesquels Z
a un représentant Z, sur V x W; pour chaque o, soit B, un sous-ensemble
algébrique fermé de V, normalement algébrique sur k, distinct de V, tel que
Z, N (M x W,) n’ait pas de composante de dimension > r quand M n’est pas
dans B,. Alors la réunion B des B, satisfait aux conditions du corollaire.

Corollaire 2. Soient V et W des variétés définies sur un corps k; soit Z un
cycle sur V x W, rationnel par rapport & k. Il existe un sous-ensemble algébrigque
fermé B de V, mormalement algébrique sur k, distinct de V, tel que le cycle
Z - (M x W) soit défini pour tout point M de V qui n’est pas dans B.

Par linéarité, et en remplagant k par &, on voit qu’il suffit de considérer
le cas ou Z est une variété. Si la projection Z’ de Z sur V n’est pas V,
Z- (M x W) est défini et égal & 0 chaque fois que M n’est pas dans Z’. Si
Z'= V, on est ramené au coroll. 1.

Corollaire 3. Sotent V™ et W des variétés, et X™ une sous-variété de Vx W
ayant la projection V sur V. Alors les sous-variétés de X de dimension n — 1
ayant sur V une projection de dimension < n — 1 sont en nombre fini; et, si k
est un corps de définition de V, W et X, la réunion de ces variétés est normalement
algébrique sur k.

En prenant des représentants de W, on se raméne au cas o W est une variété
affine; en complétant 'espace affine en un espace projectif, on se raméne au cas
olt W est compléte. Soit alors ¥ une sous-variété de X de dimension n—1 dont
la projection Y’ sur V ait une dimension < n — 1; d’aprés F-VII,, prop. 8,
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10 et 11, si M est un point de Y’, ¥ N (M x W) est non vide et a ses compo-
santes de dimension = 1; donc Y’ est contenu dans I'ensemble B’ des points
M de V tels que X N (M x W) ait au moins une composante de dimension
= 1. D’aprés le lemme 7, B’ est un sous-ensemble algébrique fermé de V,
normalement algébrique sur k; et on a B'== V, car d’aprés le méme lemme, si
on avait B'= V, il y aurait une sous-variété de X de dimension =n + 1.
11 s’ensuit que X N (B’ x W) est un sous-ensemble algébrique fermé de X,
distinct de X, normalement algébrique sur k; comme Y y est contenue, Y
est une composante de cet ensemble. Les ¥ sont donc bien en nombre fini;
la derniére assertion du lemme est évidente.

9. Le coroll. 3 ci-dessus est utile dans la théorie des correspondances bi-
rationnelles; le coroll. 2 est utile dans I'étude des familles algébriques de
cycles sur une variété. Dans cette derniére étude, nous conviendrons d’adopter
les notations suivantes. Soient V, W des variétés (abstraites) et Z un cycle
sur ¥V x W; une fois pour toutes, nous désignerons par Z (M) le cycle sur V
définipar Z (M) x M = Z - (V x M), chaque fois que M est un point simple de W
tel que Z - (V x M) soit défini. Le coroll. 2 du lemme 7 dit que Z (M) est
défini chaque fois que M n’est pas dans un certain sous-ensemble algébrique
fermé de W, distinct de W. Soient X une composante de Z, et X' sa pro-
jection sur W. Si Z - (V x M) est défini, X - (V x M) doit I'étre. Mais, d’apres
F-VII,, prop. 8, toute composante de X N (V x M) a au moins la dimension
dim (X) — dim (X’); si elle est simple sur V' x W, il faut, pour qu’elle soit
propre, qu’elle soit de dimension dim (X) — dim (W); on doit donc avoir
X'= W. Soit Z; le cycle ayant pour composantes celles des composantes de Z
qui ont la projection W sur W, avec les coefficients qu’elles ont respectivement
dans Z; Zy(M) est défini quand Z (M) est défini, et on a alors Zy(M) = Z (M).
Par suite, chaque fois qu’il s’agit de cycles de la forme Z (M), on peut sup-
poser, sans diminuer la généralité, que toutes les composantes de Z ont la
projection W sur W; cela implique, bien entendu, que la dimension de Z est
au moins égale & celle de W.

Lemme 8. Soient V et W dés variétés, W' une sous-variété simple de W,
et Z un cycle sur Vx W. Soient Z, les composantes de Z, a, leurs coefficients
dans Z; sotent Zj, toules les composantes propres distinctes de Z, N\ (V x W')
ayant la projection W’ sur W. Posons

Z'= Y i(Zy (VXW'), Zy; VW) ay, Zy, .

B
Alors Z' est un cycle sur Vx W'; si k est un corps de définition de V, W et W',
par rapport auquel Z soit rationnel, Z' est rationnel par rapport & k; et, chaque
fois que M est un point de W', simple sur W et sur W', tel que Z (M) soit défins,
Z' (M) est aussi défini et est égal a Z (M).

On notera que, dans cet énoncé, Z (M) et Z' (M) sont définis respectivement
par les relations

Z(M)xM = {Z- (VxM)}tyxw, Z' (M)xM ={Z" (VX M)}y

La rationalité de Z’ sur £ est une conséquence immédiate de F-VI,, th. 4.
Quant au reste, il suffit, par linéarité, de faire la démonstration quand Z



Critéres d’équivalence en géométrie algébrique. 107

est une variété. Si Z n’a pas la projection sur W, Z - (V x M) est 0 quand
il est défini; si une composante Z, de Z N\ (V x W') a la projection W' sur W,
W’ doit étre contenue dans la projection de Z sur W; mais alors F-VII,,
prop. 8, montre que Z, ne peut étre propre; donc en ce cas on a Z'= 0, et le
lemme est vérifié. Supposons donc que Z ait la projection W sur W; soient m,
m' et m + r les dimensions respectives de W, W’ et Z. Soit M un point de W',
simple sur W, tel que Z (M) soit défini; soit X une composante de Z - (V x M),
c’est-a-dire une composante de Z N\ (V x M) simple sur VxW; X a la di-
mension r. Soit 7' une composante de Z N\ (V x W’') contenant X; alors 7T
est simple sur V x W, et a donc (F-VI,, th. 1, cor. 1) une dimension s = m'+ r.
Si X’ est une composante de 7' N (V x M) contenant X, X' sera contenu dans
Z et dans VxM, donc on a X'= X; par suite X est une composante de
TN (VxM). Soit 1" la projection de 7' sur W; soit ¢ sa dimension; d’aprés
F-VII,, prop.8, la dimension de X est = s —¢; on a donc r = s — ¢, d'ou
t=>s—r=m'.Maisona T"C W ,donct<m/,dout=s—r=m'et T = W',
par conséquent, 7' est 'une des variétés Z,; si on suppose de plus que M:est
simple sur W', X sera simple sur V x W’ (F-IVg, th. 13, cor. 1) et sera com-
posante propre de T' N (V x M) sur V x W’'. Toute composante de Z - (V x M)
est done, dans ces conditions, composante propre de l'une des intersections
Zyn(V x M) sur Vx W’. Réciproquement, soit 7' 'une des Z,; T est simple
sur V x W, donc a sur ¥ une projection qui est simple sur V, et est donc simple
sur Vx W’ (F-IV,, th. 13, cor. 1), ce qui montre déja que Z’ est un cycle sur
V x W’. Soit encore M un point de W’, simple sur W et sur W’; soit X’ une
composante de 7' N (V x M), simple sur V x W’; comme 7', composante propre
de ZN(Vx W)sur Vx W,aladimension m’+ r, X' a au moins la dimension r;
de plus, toujours d’aprés F-IV,, th. 13, cor. 1, X' est simple sur V x W; donc
toute composante de Z N (V x M) contenant X' est simple sur V x W, done
propre si Z - (V x M) est défini, et par suite est alors de dimension . Si donc
on suppose M tel que Z - (V x M) soit défini, X’ en est une composante;
et on a montré en méme temps que, dans ce cas, {1+ (V X M)}y, w est défini.
En définitive, on a donec montré que, chaque fois que M est un point de W,
simple sur W et sur W', et que Z - (V X M) est défini sur Vx W, Z" (V x M)
est défini sur ¥V x W’, et que ces deux cycles ont mémes composantes; il ne
reste done plus qu’a vérifier que celles-ci ont méme coefficient dans les deux
cycles; c’est ce qui résulte immédiatement de I'application de F-VI,, th. 9,
AVXW, VxW', VxMetZ, compte tenu de ce qu'on a démontré plus haut.

10. Soit V» une variété (abstraite); soit r un entier < », qui, dans les
applications que nous aurons & faire de ceci par la suite, aura toujours la
valeur n — 1. On va désigner par 6,, ®,, ©;, ®, quatre ensembles de cycles
de dimension r sur V, définis comme suit. Soit W™ une variété (abstraite)
quelconque; soit Z™*r un cycle sur V x W; si M, N sont deux points simples
de W tels que Z (M) et Z (N) soient définis, considérons sur V le cycle X
=Z (N) -~ Z (M). Par &,, nous entendrons ’ensemble des cycles qu’on peut
obtenir ainsi sur ¥V, pour tous les choix de W, Z, M et N satisfaisant aux
conditions ci-dessus. Par &, (resp. ®;) nous entendrons l’ensemble des
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cycles X qu’on obtient ainsi lorsqu’on impose de plus & W d’étre une courbe
(resp. la jacobienne d'une courbe). Par &) nous entendrons le sous-groupe du
groupe additif des cycles de dimension r sur ¥ qui est engendré par les élémerits
de ®,.

Lemme 9. Awvec les notations ci-dessus, on a:

6,=6,= 6, = &F.

Montrons d’abord que &F est engendré par les éléments de ®,, ou autre-
ment dit que &, est contenu dans le groupe engendré par G,. En effet, les
notations étant comme ci-dessus, soit Z (N) — Z (M) un élément de &,; soit k&
un corps de définition de V et W, par rapport auquel Z soit rationnel; soit P
un point générique de W par rapport & k (M, N). D’aprés F-VII,, th. 12 (i),
Z (P) est défini; comme on a

Z(N)—Z(M)=(Z(N)—Z(P)—(Z (M) - Z (P)),

il suffira, pour justifier notre assertion, de faire voir que Z (M) — Z (P) est
dans ®,; car alors il s’ensuivra de méme que Z (N) — Z (P) est dans &,.
Or, d’apres le lemme 6 du n° 7, il y a sur W une courbe C passant par M et P
et ayant en M et P des points simples; d’aprés le lemme 8 du n® 9, il y a alors
sur ¥V xC un cycle Z’ tel que Z' (M) =Z (M), Z'(P) = Z (P). On a donc
bien Z (M) — Z'(P) € ®;. On va montrer maintenant que ®, est un groupe;
d’aprés ce qui précéde, il s’ensuivra que F = &, = &,. Soient done C, €' deux
courbes, Z7+1 un cycle sur V x C, Z'*+1 un cycle sur V xC’, M et N deux points
simples sur C et M’ et N’ deux points simples sur C' tels que Z (M), Z (N),
Z'(M'), Z'(N') soient définis; posons

X=Z(N)-Z (M), X'=2Z(N') -2 (M.

D’aprés le lemme 5 du n°7,il y aura sur €' xC’ une courbe D passant par
MxM et NxN'; D est birationnellement équivalente & une courbe com-
pléte I' sans point multiple, de sorte qu’on peut écrire D = f (I), f étant
une fonction définie sur I', & valeurs dans C'x C’; il y a alors deux points P,
Q sur I'" tels que f(P)=MxM', {(Q) = NxN'. Soit G la courbe dans
(CxC")yxI'" qui se déJuit du graphe de f dans I'x (C x (") par permutation
des deux facteurs I', C xC’; c’est une courbe sans point multiple qui passe
par M xM'x P et par NxN'x Q. Soit U =2ZxC" xI'"; soit U’ le cycle sur
VxCxC xI' qui se déduit du cycle Z'’xC xI" sur VxC' xCx I par per-
mutation des facteurs C, (" dans ce dernier produit. Il est immédiat que l'on
aZ(My=UMXxxM xP),Z(M')=U'(Mx M xP), et de méme pour Z (N),
Z'(N'); en posant T = U — U’, on aura donc:

X-X'=T(NXN'xQ)—T(MxM xP).

D’apres le lemme 8 du n° 9, il y a alors un cycle 7" sur V x G tel que les deux
termes du second membre soient égaux respectivement & 7'(N XN'x Q) et
T' (M xM' x P); on adonc bien X — X'¢ &,. Il reste & faire voir que &, C &,’.
Pour cela, soient C une courbe, Z*+! un cyecle sur V xC, et M, N deux points
simples de C tels que Z (M), Z (N) soient définis; posons X = Z (N) — Z (M).
En remplagant au besoin C par une courbe qui lui soit birationnellement.
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équivalente, on peut la supposer compléte et sans point multiple; soit g son
genre. Supposons d’abord ¢ = 0; soit J la jacobienne de C; soit f la fonction
canonique sur C, & valeurs dans J; soit £ un corps de définition pour V, C,
f et J, par rapport auquel Z soit rationnel. Soient My, ..., M, g points géné-

riques indépendants sur C' par rapport & k (M, N); soit z = Z f(M,); avec
i=1
les notations de VA, n°4, on a k(x) =k (M, ..., M,), (VA, n°37, th. 18).

g
Soit m = Y M,; ¢’est un diviseur sur C, rationnel sur k (z) (VA, n° 4, lemme 1).
i=1

OnaZ (M, =pry(Z-(VxM,], done

ZZ = pry[Z - (Vxm)];

i=1
le premier membre est donc un cycle rationnel sur k (z). D’aprés F-VII,,
th. 12 (iii), il y a alors un cycle Ur+¢ sur V x.J, rationnel sur k dont toutes

les composantes aient la projection J sur J et tel que U (x Z Z(M,). Smt
i=1
Zy= Z M =f+ x, et C'=f(C); }' détermine une correspondance
j=2

birationnelle partout biréguliére entre C et €', définiesurle corpsk (M,, . .., M)
(VA, n° 40). D’aprés le lemme 8 du n°9, il y a un cycle U’ sur V x " tel que
U'[f(P)]= U [f(P)] pour tout point P sur C pour lequel U [f' (P)] est
défini, et on peut (n°9) supposer que toutes les composantes de U’ ont la
projection €’ sur C’. En particulier, on a f'(M,)= x, donc

g
U1 ()1= 2 () + 27 (M);
e

comme M, est générique sur C par rapport & k (M,, ..., M), ceci implique,
d’aprés F-VII,, th. 12 (ii), que, si on identifie C' et C' au moyen de f’, U’ ne
g
differe de Z + (3} Z (M,)) xC que par des composantes dont la projection
i=2
sur C' n’est pas C; par suite, M étant tel, par hypothése, que Z (M) soit
défini, on a

g
UL (0] = 2 (M) + X 2 (),
i=
et de méme pour U'[f (N)], d’ou
X=Z(N)-ZM)=U'[f(N)] - U'[f(M)]

et enfin X = U [f(N)] — U [f(M)] pourvu que les deux termes du second
membre soient définis. Pour vérifier ce dernier point, observons que, d’aprés

VA, n°39, le point w=f(M)=f(M)+ V/ (M,) a, par rapport au corps
] ==

K =k (M), un lieu W de dimension g — 1. Supposons que U ait une compo-

sante U, telle que Uy (V x w) ne soit pas défini; soit @ xw un point générique,

par rapport a la cloture algébrique de K (w), d'une composante de Uy N (V xw)

de dimension > r; @ aura donc sur K (w) une dimension = r + 1, et le lieu
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de @ xw par rapport & K sera une sous-variété de U, de dimension = + g;
ce lieu n’est donc autre que U,, et par suite U, a la projection W sur J, con-
trairement & la définition de U. De méme U [f (V)] est défini, ce qui achéve
la démonstration de X € ®; dans le cas g 4= 0. Soit enfin g = 0; C est alors
la droite projective. Soi* 4 une courbe de genre 1, qu’on peut identifier avec
sa propre jacobienne. Soit f une fonction non constante sur A, & valeurs
dans la droite projective D; soit k& un corps de définition pour V, 4, f, par
rapport auquel Z soit rationnel. Soit I" le graphe de f dans 4 x C; soient P,
@ des points de 4 tels que f (P) = M, f (@) = N. Soit 7' le cycle sur Vx4 xC
qui se déduit de Z x 4 sur ¥ x C' x 4 par permutation des facteurs C' et 4; il est
immédiat qu'on a T (PxM)=Z (M), T (@xN)=2Z (N); de plus, d’apres
le lemme 8 dun°® 9, il y a un cycle 7" sur V x I"tel que 7"(Px M) = T (P x M)
et T"(@xN)=T (@xN), dot X =T"(@xN)—-T"(PxM). Comme on
peut identifier I" avec A au moyen de la projection de /" sur 4, qui est une
correspondance birationelle partout biréguliére entre I" et 4, ceci achéve la
démonstration.

11. Les notations étant celles du début du n° 10, on se bornera désormais
& considérer le cas ol V" est une variété compléte, sans sous-variété multiple
de dimension n — 1, et ou r = n — 1; d’aprés le lemme 9, &, est alors un sous-
groupe du groupe des diviseurs sur V; on dira que deux diviseurs sur V sont
algébriquement équivalents s’ils appartiennent & une méme classe suivant ®,.
On désignera d’autre part par ®, le groupe des diviseurs sur V de la forme (f),
ol f est une fonction sur V (autre que la constante 0 ou la constante oo);
on dit que deux diviseurs X, Y sur V sont linéairement équivalents si
X—Ye®,,ce quon écriraaussi X ~ Y. Si X =(f), on a X = (f)g — (Nee>
(f). étant défini pour tout ¢ par (f),xc = I"-(V xc), ou I" est le graphe de f
(cf. F-VIIL,); ceci montre qu’alors X € ®,, donc que &, C &,. Plus générale-
ment, il résulte de F-VIII,, th. 5, que si D est la droite projective, et Z un
diviseur sur V x D, on a Z (b) — Z (a) ~ 0 chaque fois que a, b sont des points
de D tels que Z (a), Z (b) soient.définis.

Soit Z un diviseur sur V x W; toute composante de Z qui a sur W une
projection W’ autre que W est nécessairement V x W’'. Comme au début
du n° 9, soit Z, le diviseur obtenu en supprimant, dans l'expression réduite
de Z, tous les termes correspondant & de telles composantes; soit Z, le diviseur
obtenu en supprimant, dans I'expression réduite de Z,, tous les termes de la
forme m - (V' x W), ou V' est une sous-variété de V. On aura donc Z,— Z,
= XX W, ou X est un diviseur sur V. Comme on a vu, on a Zy(M) = Z (M)
chaque fois que Z (M) est défini; et on a, chaque fois que Z, (M) est défini,
Zy(M) = Zy(M) — X. Par suite, chaque fois que Z (M), Z (N) sont définis,
on a Z(N)—Z,(M) =2 (N) — Z (M). Autrement dit, quand on considére
sur V un diviseur de la forme Z (N) — Z (M), on peut toujours supposer que
Z est un diviseur sur ¥V x W sans composantes de la forme VX W' ni V' x W;
un tel diviseur sera dit réduit. En particulier, si C est une courbe et Z un
diviseur réduit sur ¥ x C, il résulte de F-VII,, prop. 16, que Z (M) est défini
quel que soit M sur C; d’ailleurs, comme on I'a déjd remarqué, on ne restreint



Critéres d’équivalence en géométrie algébrique. 111

pas en ce cas la généralité en supposant que C est une courbe compléte sans
point multiple. Done:

Lemme 10. Tout diviseur algébriquement équivalent @ O sur V est de la
forme Z (N) — Z (M), ou Z est un diviseur réduit sur le produit V xC de V et
d’une courbe compléte C sans point multiple, et o M, N sont deux points de C.

II. Le premier critére d’équivalence.

Dans les §§ II—I11I, on désignera par V = V™ une sous-variété de l'espace
projectif P = P¥, non contenue dans un hyperplan, et sans sous-variété multiple
de dimension n — 1.

12. Théoréme 2. (i) Supposons n = 2; soient X un diviseur sur V, et k un
corps de définition de V par rapport auquel X soit rationnel; sott L un hyperplan
générique par rapport & k; soit W=V - -L; soit Y ={X -Lip={X-W}y-
Alors X ~ 0 sur V entraine Y ~ 0 sur W. (ii) St X, Y, W sont définis comme
dans (i), et st n = 3 ou bien st n = 2 et s'4l existe un entier m == 0 tel gue mX ~ 0,
alors Y ~ 0 sur W entraine X ~ 0 sur V. (iii) Sin = 2, il extste des courbes I';
sur V en mombre fini telles que, st X, Y, W sont comme dans (i), ¥ ~ 0 sur W

entraine que X satisfait o une relation X ~ 3 m,I;, les m; étant des entiers.
i

L’assertion (i) est contenue dans le coroll. 2 du lemme 2, n° 4. Supposons
donc réciproquement que Y ~ 0 sur W. Soient (uf, ..., uk), (uf,..., u¥)
2 N + 2 variables indépendantes sur k; soit ¢ une variable sur K = k (v’, v'’);
posons u,= u; — tu'] et:

LX) =Y u X, L' (X)= Y u! X;, L(X)=L'X)~tL"(X) = % uX,.

Comme le corps k (u, u',t) = k (u’, »", §) est de dimension 2 N + 3 sur k, les
u;, u; et ¢ sont 2 N 4- 3 variables indépendantes sur K. En particulier, on peut
supposer qu’on a pris.pour L (dans I’énoncé du th. 2) I'hyperplan L (X) = 0.
Posons R (X) = L' (X)/L'" (X); R est une fonction sur P ayant K =k (u', u"')
pour corps de définition, & valeurs dans la droite projective D, et définie en
tout point de P sauf sur la variété linéaire M de dimension N — 2 définie par
L'(X)=0, L" (X)=0. Comme V et les composantes de X sont algébriques
sur k et que W et les composantes de Y le sont sur & (u), le lemme 1 du n° 3
montre qu’'aucune de ces variétés ne peut étre contenue dans I’hyperplan
L' (X) = 0 qui est générique sur k (u), ni a fortiori dans M. Soit alors @ la
variété (non compléte) qu'on obtient en enlevant M de P; la fonction R est
partout définie sur @; soit ' son graphe dans @ xD; la projection de @’
sur @ est une correspondance birationnelle 7' partout biréguliére entre @’
et @), définie sur le corps K; soient L', V', W', X', Y’ les variétés et cycles
sur ¢’ qui correspondent & L, V, W, X, Y par la réciproque de 7. 1l est
immédiat (par exemple en vertu du critére de multiplicité 1) que, si z est le
point de D de coordonnées homogénes (2, z"’), @'- (@ xz) est la sous-variété
de @' & laquelle correspond par 7', dans @, la variété définie par
ZL(X)—-2"'L"(X)=0;
Math. Ann. 128. ’ 8
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en particulier, on a L'= " (@ xt). Comme 7T est biréguliere, on a:
W ={V"L}g, Y={X"L}y={X" W}y.
d’olt, d’aprés F-VII, th. 18 (ii):
W ={V"(@xt)}gxp Y ={X"(@X}gxp-

Par hypothése, on a ¥ = (¢) sur W, ¢ étant une fonction sur W qu’on
peut supposer définie sur le corps k (u) (F-VIILI;, th. 10, cor. 1) puisque les
cycles W ct Y sont rationnels sur k (u) et que par suite k (u) est un corps de
définition pour W (F-VII, prop. 14). On a donc Y'= (¢'), ou ¢’ est la fonction
goT sur W'; ¢' est définie sur le corps k (u, »', u”) = K (). Soit x un point
générique de W par rapport & k (u); le point correspondant de W’ est z’
=z xR (z); il est générique sur W’'=V"'- (@ xt) par rapport & K (t); d’apreés
F-VI,, th. 11, il est donc générique sur V' par rapport & K. Posons w = ¢ (x)
= ¢'(2'); on a wek (x) C K () = K (2'); il y a donc des fonctions y sur V
et ¢’ sur V', ayant K pour corps de définition, telles que w = o (x) = ¢’ (2');
posons X; = (y) et X{ = (y'); les cycles X;, X{ sont rationnels sur K. D’aprés
le lemme 1 du n°3 et le coroll. 1 du lemme 2 du n° 4, toute sous-variété de
W de dimension n — 2 est simple sur W et sur V; il en est donc de méme
pour W’ et V’'; par suite, d’aprés F-VIIL,, th. 4, cor. 1, on a {X;- W'}y, = (¢')
= Y’, done, d’aprés F-VII; th.18(ii), X -(@xt) =Y = X" (@x1), les
intersections étant prises ici dans @ x D. D’aprés F-VII, th. 12 (ii), il s’ensuit
que toutes les composantes du cycle X' — X{ ont des projections de dimension
0 sur D ou autrement dit sont contenues dans des variétés @ xz. Considérons
une composante quelconque Z du cycle X — X; sur V; elle est de dimension
n — 1 et ne peut donc étre contenue dans M, puisque, d’aprés le lemme 1,
VM est de dimension » — 2; sa transformée Z’ par 71 est donc une com-
posante de X’'— X1, donc contenue dans une variété @ xz; il s’ensuit que Z
est contenue dans un hyperplan 2’ L' (X) — 2"’ L' (X) = 0. Si on désigne par
o', u'" les points (ug, . . ., uy) et (ug, . .., uy) de l'espace projectif P’ dual de
P, ce dernier hyperplan correspond & un point v de la droite 4 joignant u’
et u’" dans P’; désignons-le par L,. On a donc montré que toute composante
Z de X — X, est une composante d'un cycle de la forme V- L, ou v est un
point de 4.

Appliquons le lemme 4 du n°6; N et N’ étant définis comme dans ce
lemme, les composantes de R sont de dimension = N —n+1=<N -1, et
celles de R’ de dimension = N — n = N — 2; et elles sont algébriques sur le
plus petit corps de définition k, de V. Comme la droite 4 est générique sur k
dans P’, le lemme 2 du n° 4 montre qu’elle est sans point commun avec R/,
sans point commun avec R 8i R n’a que des composantes de dimension < N — 2,
et a avec R des points communs en nombre fini si R a des composantes de
dimension N — 1. Nous distinguerons alors trois cas:

(a) Les composantes de N sont de dimension = N — 2; il en est néces-
sairement ainsi si # = 3. Alors, quel que soit v sur 4, V- L, est une variété;
done X — X, est combinaison linéaire de cycles V- L,. Mais tous les cycles
de la forme V- L,, ou v désigne un point quelconque de P’, sont linéairement
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équivalents les uns aux autres; en effet, si H (X) =0, H'(X) = 0 sont les
équations de deux hyperplans H, H' dans P, H — H' est le diviseur de la
fonction H (X)/H'(X) dans P, et V- H — V- H' est donc, d’aprés F-VIII,,
th. 4, cor.1, le diviseur de la fonction induite par celle-l3 sur V. Comme
X, ~ Osur V, il s’ensuit done qu'on a X ~m (V- L') sur V, L’ étant I'hyperplan
L' (X) = 0 et m étant un entier. Maisalorsonam - (V-L" L)~ Y ~Osur W,
ce qui est impossible d’aprés F-VIIL,, th. 2, & moins que m = 0. On a done
bien X ~ 0.

{(b) Supposons que R ait des composantes de dimension N — 1, ce qui
implique 7 = 2; soient v, les points d’intersection de R et A; soient Y, toutes
les composantes distinctes des cycles V- L, ; les v, et les Y, sont algébriques
sur ky(u', ). D’aprés ce qu'on a vu, X — X, est une combinaison linéaire
des Y, et de variétés V- L,; mais chacune de celles-ci est linéairement équi-
valente & I'un quelconque des cycles V- L, donc & une somme de variétés Y ,;

comme X; ~ 0, X est donc linéairement équivalent & une combinaison linédire
des Y,

Supposons choisis une fois pour toutes deux points a’, ¢’ de P’, génériques
indépendants par rapport & k,; soient b, les points d’intersection de R avec
la droite joignant a' et a'’; soient I'; toutes les composantes distinctes des
cycles V- L, . Soient encore %', '’ deux points génériques indépendants de P’
sur k (v, v, @/, a”). Il y a un isomorphisme ¢ de la cloture algébrique de
k (', u”) sur celle de & (%', #'’) qui laisse invariants les éléments de % et trans-
forme ', v’ en %', w'; il y a d’autre part un isomorphisme 7 de la cloture
algébrique de kq(u', ", w', @) sur celle de ky(a’, a”, W', u'') qui laisse in-
variants les éléments de la cloture algébrique de ky(u’, #'’) et transforme w/,

n

%' en a’, a’’. Comme X est linéairement équivalent & un cycle de la forme
2’ m,Y, son transformé par ¢, qui est X lui-méme, est linéairement équi-
e

valent & 3/ m,Y,%; on a donc 3 m,(Y,— ¥J) ~0. Comme les Y, sont algé-
[+

e
briques sur ko(u’, u”') et que les Y, le sont donc sur k, (@', u”’), le transformé
par 7 du premier membre de cette derniére relation est donc ~ 0; comme 7
laisse les Y§ invariants et transforme les Y, dans les I';, 3'm, Y7 est donc

linéairement équivalent & une combinaison linéaire des I;; 3( est donc linéai-
rement équivalent & cette combinaison linéaire. Cela démontre (iii).

(c) Les hypothéses étant celles de (b), supposons de plus qu'on ait m X ~ 0
avec m == 0, donc m X = (), 0 étant une fonction sur V ayant k& pour corps
de définition. Alors on a, de méme que plus haut, mX'= (6’), ou & est la
fonction 6 o T sur V', définie sur le corps K. Soit #’ la fonction induite par 6’
sur W'; elle est définie sur le corps K (t); x et a’ étant comme plus haut,
on aura 6 (z) = 6'(z') = ' (). De méme que plus haut, on peut appliquer
F-VIIL,, th. 4, cor. 1, qui donne:

(') ={m X" W}y=mY = (¢'™),
done %’ ¢'-™ est une constante sur W’; autrement dit, on a 7’(z’) ¢’ (z')~™
¢ K (t), c’est-a-dire 0 (2') ¢’ (x')~™= 1 (t), A étant une fonction sur D ayant K
8*
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pour corps de définition. Cela s’écrit aussi 0 (z) p (x)~™ = A [R (x)]. Dans
cette relation, 0, y et 1o R sont des fonctions sur V ayant K pour corps de
définition, et x est générique sur ¥ par rapport & K; on a donc § y~"= 1o R:
le second membre est d’ailleurs la fonction induite sur V par la fonction 4o R
définie dans P. 1l est immédiat que cette derniére a pour diviseur une com-
binaison linéaire d’hyperplans L, correspondant & des points v de A; donc
le diviseur de la fonction qu’elle induit sur V est combinaison linéaire de
cycles V- L,; autrement dit, le diviseur m (X — X,) de 0 p~™ sur V est une
telle combinaison linéaire. Mais, comme A n’a aucun point commun avec
R, les cycles V- L, sont sans composantes multiples; ils sont aussi deux
4 deux sans composante commune, car une telle composante serait contenue
dans VM qui est de dimension #» — 2; une combinaison linéaire de cycles
V. L, ne peut donc étre multiple de m, dans le groupe des diviseurs sur V,
que si tous les coefficients sont multiples de m. Autrement dit, X — X, est
lui-méme combinaison linéaire de cycles V- L,; comme dans le cas (a), on en
conclut que X ~ 0 sur V. Cela achéve la démonstration.

On notera en vue de ce qui suit qu’avec les notations ci-dessus les courbes
I'; construites dans le cas (b) sont algébriques sur k,(a’, a’').

13. Proposition 1. Soit ky le plus petit corps de définition de V™. Soit X
un diviseur sur V; soit k un corps contenant k, par rapport auquel X soit ra-
tionnel; soit L une variété linéaire de dimension N — n + 1 dans P, générique
par rapport a k; soit C la courbe V- L. Alors, si le diviseur {X - L} p={X - C}y
est ~ 0 sur C, il ya un diviseur X, sur V, & composantes algébriques sur k, tel
que X ~ X,

Nous pouvons supposer que L est intersection de n — 1 hyperplans L,
(1<v<n-—1) appartenant & des points w, du dual P’ de P, génériques
indépendants dans P’ sur le corps k; soit w, un point générique de P’ sur
k(wy,...,w,_y).

Soit k' le plus petit corps de définition commun de V et des compo-
santes de X ; c’est un corps de type fini sur k,, donc on peut écrire k' = k,(¢).
avec t = (t;,...,t,). Comme kDk,, la cloture algébrique % de k contient
celle &, de k,; mais % est corps de définition commun de V et des composantes
de X et contient donc k' = k,(t), et par suite aussi %,(f). Les hypothéses de
I’énoncé restent satisfaites si on y remplace & par %, (t); on peut donc supposer
qu'on a k = %,(t). Soit 7' le lieu du point ¢ par rapport & &, dans l'espace
affine 8™. D’aprés F-VIIg, th. 12 (iii), il y a un diviseur Z sur ¥ x 7', rationnel
sur k,, tel que X xt = Z - (V xt); avee les notations du § I, n° 8, cela s’écrit
X=27).

Soit M V'intersection des hyperplans L,, . . ., L, _,; ¢’est une variété linéaire
de dimension N — n + 2, générique sur k; d’aprés le coroll. 1 du lemme 2,
n°4, W= V-M est une surface sans courbe multiple, définie sur le corps
ko(w,, . .., w,_,); on va lui appliquer le th. 2 du n° 12. Compte tenu de
la remarque qui termine le n° 12, on voit qu'il y a sur W des courbes
I'; en nombre fini, algébriques sur ky(w,,... w,) et a fortiori sur K
=ko(w,, ..., w,), ayant les propriétés énoncées dans le th. 2 (iii). Posons
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Y ={X -M}p; daprés le coroll. 2 du lemme 2, n° 4, ¥ est un diviseur
sur W,et ona ¥V ={X-W}ypet {Y-L,,}p={X+L}p; comme par hypo-
thése le second membre de cette derniére relation est ~ 0 sur C, le th. 2 (iii)

permet de conclure que ¥ ~ Y’ m;I';, les m; étant des entiers.
i

Mais, comme wy, . .., w, sont des points génériques indépendants de P’
sur k = %, (t), ¢ est générique sur 7' par rapport & K; si done ¢’ est un point
générique de 7' sur K (2), il y a un isomorphisme ¢ de K (t) sur K (¢') laissant
invariants les éléments de K et transformant £ en ¢’. Alors ¢ laisse invariants
W, les I'; et Z, et transforme X =Z (t) en X°=Z (') et ¥ en Y= {X° W}y.
Onaalors Y° ~ 3 m;I'; ~ Y.

(]

Soit maintenant M, U'intersection des hyperplans Ly, ..., L,, done M, = P,
M, =M e M, =L Soit V,=V-M, donc Vo=V, V,_,=W,
V,.-1= C. Sion applique le lemme 2 du n° 4 et ses corollaires, et le th. 2 (ii),
on voit par récurrence sur v que, si X; est un diviseur sur V rationnel par
rapport & un corps de définition k, de V, et si w,, ..., w,_, sont génériques
indépendants dans P’ par rapport a &, alors X; -V, ~ 0 sur V, entrajne X; ~ 0
sur V pourvu que » < n — 2. Comme ¢, ¢’ sont génériques indépendants sur 7'
par rapport & K, w,, . . ., w, sont génériques indépendants dans P’ par rapport
& ko(t, t'); X est rationnel sur ko(f) et X°sur ko(#'); prenant k= k,(t, t'),
X, =X - X° 9y=n—2, on voit quon a X — X°~ 0 sur V puisque
Y — Y° ~0sur W. Il y adone sur ¥ une fonction ¢, définie sur le corps &, (¢, '),
telle que (@) = X — X°.

Soit & un point générique de V par rapport & k,(¢, t'); posons z = @ (z);
on a z€ky(t t', x); done il y a une fonction @ sur V x 7T x T, ayant k, pour
corps de définition, telle que z = @ (x, t, t'). D’aprés F-VIIIL,, th. 1, cor. 3, on a:

(D) - (Vxtxt)=(p)xtxt'= (X — X)xtxt;

puisque X =Z (¢), X°=Z (t'), on aura donc, en posant Z'=Z x T, et en
désignant par Z'’ le cycle qui se déduit du cycle Z’ sur V x 7' x T par la per-
mutation des deux derniers facteurs du produit Vx 7 x T':

(@) - (V xtxt) = (2 —2Z") - (V xtxt).

D’aprés F-VII;, th. 12 (i), il s’ensuit que (®) — Z'+ Z"” n’a que des com-
posantes dont la projection sur 7' x 7' est de dimension < 2 dim (7'), et est donc
de la forme V x U, ot U est un diviseur sur T' x 7T, rationnel sur k, puisqu’il
en est ainsi de (@), Z’ et Z"’. En vertu du lemme 7, cor. 2, du n° 8 et de F-1IV,,
prop. 3, il y a un point simple s sur 7', algébrique sur k,, tel que Z (s) et
U - (T x s) soient définis; comme ¢x s est un point générique de T x s sur k,,
ce point n’est donc dans aucune composante de U. On a

Z' (Vxtxs)=(ZxT) - (Vxtxs)=Z (t)xtxs=Xxtxs;

de méme, en échangeant les deux derniers facteurs de Vx 7T x T, on voit
qu'on a Z"- (Vxtxs) =Z (s) xtxs. Comme (VxU)-(Vxtxs)=0, on voit
done que (D)-(V xtxs) est défini et égal & [X — Z (s)]xtxs. D’aprés
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F-VIII,, th. 4, cor. 1, on en conclut que ce dernier cycle est le diviseur de la
fonction induite par @ sur V xtxs. On a donc X — Z (s) ~ 0 sur V; comme
Z (s) est rationnel sur k,, cela démontre la proposition.

Corollaire. Dans le th. 2 (iii), on peut prendre les courbes I'; algébriques sur le
plus petit corps de définition ky de V.

En effet, supposons les I'; choisies simplement de maniére & posséder la
propriété du th. 2 (iii). Soit & le groupe de diviseurs sur V engendré par les I';;
soit @' le sous-groupe de ® formé des U € ® qui sont linéairement équivalents
3 un diviseur rationnel sur k,. Comme & est un groupe abélien libre de type
fini, il en est de méme de &'; soit (U,) un systéme de générateurs de ®’;
pour chaque §, soit U} un diviseur ~ U; et rationnel sur k,. Avec les notations
du th. 2, Y ~ 0 entraine, d’apres le th. 2 (iii), une relation X ~ U avec U € O,
et aussi d’aprés la prop. 1, une relation X ~ X, avec X, rationnel sur ky;
donc on a U € @', de sorte que U et par suite X sont linéairement équivalents
4 une combinaison linéaire des U;. En remplagant les I'; par les composantes
des Uj}, on satisfera donc & la fois au th. 2 (iii) et au corollaire ci-dessus.

14. Théoréme 3. Soit k, le plus petit corps de définition de V. Il existe
sur V un ensemble fini de diviseurs D,, rationnels sur ko, ayant les propriétés
sutvantes: (a) 3 m,D,~ 0 entraine que m,= 0 quel que soit a; (b) soit X un

-
diviseur sur V; soit k un corps de définition de V par rapport auquel X sout
rationnel; sott L une variété linéaire de dimension N — n + 1, générique par
rapport a k; soit C'= V- L; alors, pour que le diviseur {X - L}p= {X - C}y
soit ~ 0 sur C, il faut et il suffit qu'il y ast des entiers m, tels que X ~ }' m,D,.
o

Soient Ly, ..., L, _; des hyperplans correspondant & des points génériques
indépendants w,, ..., w,_; de P’ sur ky; soient M,=L,~...N L, et
V,= V- M, En vertu du th. 2 (iii) et du coroll. de la prop. 1,il y asurV,_,
des courbes I';, algébriques sur ky(w;, ..., w,_,), ayant les propriétés du
th. 2 (iii); comme L,_; est un hyperplan générique sur ce méme corps, les
cycles {I';- L, _,}psont définis et sont des diviseurs sur la courbe V,, _,. Soit ®
le groupe des diviseurs sur ¥V, _, engendré par les I';; soit &, le sous-groupe
de ® formé des U € G tels que {U - L,_;}p~ Osur V, _,; soit ®, le sous-groupe
de ®, formé des U ¢ @, tels qu'’il existe un diviseur D sur V, rationnel sur %,
satisfaisant & {D - V,_,}yp ~ U; soit &, le sous-groupe de &, formé des U ¢ G,
qui sont ~ 0 sur V,._,. D’apreés le th. 2 (i), tout élément de & qui est ~ 0
sur V,_, appartient & &, et par suite & ®,, donc & &,. Puisque & est abélien
libre de type fini, il en est de méme de &, G,, &;. Si U € &, et mU € &,
m étant un entier == 0, le th. 2 (ii) montre que U ¢ ®;; autrement dit, le groupe
®,/®; n’a pas d’élément d’ordre fini. On sait que dans ces conditions on
peut écrire ®;= G;x®;, G étant un sous-groupe de &, convenablement
choisi; comme ®, D &,, on aura donec §,= Gz xG;, avec &3 =G, N\ G;; 61, G,
sont abéliens libres de type fini. Soit (U,) un systéme libre de générateurs
de ®;; pour chacun, d’aprés la définition de &3, on peut choisir un diviseur
D, sur V, rationnel sur %, tel que {D,'V,_,}y~ U, sur V, _,. On va montrer
que les D, ont les propriétés énoncées dans le th. 3. Soit D = 3’ m,D, une

-4
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combinaison linéaire des D,; comme dans la démonstration de la prop. 1,
on voit par récurrence sur v, pour 0 < » <7 — 2, au moyen du th. 2 (ii),
que, pour que D ~ O sur V, il faut et il suffit que {D-V,}y ~ 0 sur ¥, done
en définitive que {D -V, _,}p~0sur ¥, _,, ou autrement dit que U=, m,U,~0

o
sur V,_, c'est-d-dire U € ®;; comme 5N G;= {0}, U € @, entraine U = 0,
donc m,= 0 quel que soit «; les D, possédent donc bien la propriété (a).
Soient de nouveau D = 2 m,D,, U= 2 m,U,; posons D'={D-V,_,}y,

d’ou D'~ U;d’apres le th. 2 (i), on a{D' n_l}yn_2~ {U- Va-1bv,_o8ur Va_y;
par définition de &, le second membre est ~ 0 sur V,_,; d’aprés le coroll. 2
du lemme 2,n°4, le premier membre n’est autre que {D -V, _;}y = {D-M,_.}p;
on a done {D - M, _;}p~ 0 sur V,_,. Soit maintenant L une variété linéaire
de dimension N — n + 1, générique sur un corps de définition k de V et par
suite a fortiori sur k,; il y a alors un isomorphisme ¢ d'un corps de définition
K de M, _, contenant %, sur un corps de définition K’ de L contenant k, qui
laisse invariants tous les éléments de k, et transforme V,_, en L; o laisse
invariants les D, et transforme donc {D-M,_,}p en {D - L}p; comme le
premier de ces diviseurs est ~ 0 sur V,,_,, le second I'est sur C' = V- L; si donc
X est un diviseur, rationnel sur k, tel que X ~ D sur V, on aura {X - C}y~ 0
sur C' d’aprés le coroll. 2 du lemme 2, n° 4; cela démontre que la condition
dans (b) est suffisante. Soit réciproquement X un diviseur sur V, rationnel
par rapport & k, tel que {X - C}y~ 0 sur C; d’aprés la prop. 1, il y aura un
diviseur X, rationnel par rapport & %,, tel que X ~ X, sur V, d’out {X,- C}p~ 0
d’aprés le coroll. 2 du lemme 2, n°4. Posons X, = {X,- M }p={X, V, }v
pour 0 < v <n —1; l'isomorphisme ¢!, appliqué & {X,- C},~ 0, montre
quon a X, ;~0 sur V,_,; le th. 2 (iii), appliqué & V,_,, X, _,, montre alors
quilya Ue® tel queX, o~ U sur V,_,; d’aprés le th. 2 (i) on a U € &,,
et par suite U € ®, par définition de ®,; comme G,= &4 x ®,;, on peut écrire
U=U+U", avec U'€c G, U" €¢®,; comme alors U”'~0 sur V,_, on a
U~U~X,_,sur V,_, Par définition des D,, il y a donc une combinaison
linéaire D = 3 m,D, des D, telle que X, _,~ {D:V,_,}p, done, en posant
o

Yo=Xy—Det Y,={Y,V,}yp, Y,_,~0sur V,_,. Comme précédemment,
on voit, au moyen du th. 2 (iii) et par récurrence sur » pour 0 < v < n — 2,
que Y, ~ 0 sur V, entraine Y~ 0 sur V. On a donc bien Y ~ 0 sur V, c’est-
a-dire X~ D ou encore X ~ D, ce qui achéve la démonstration.

III. Le second critére d’équivalence (forme provisoire)

15. Soit ¢ une fonction définie sur V, & valeurs ddns une variété abélienne

4; d’aprés VA, n° 15, th. 6, ¢ est définie en tout point simple de V. Soit X

un diviseur sur V; soit & un corps de définition pour V, A et ¢, par rapport

auquel X soit rationnel. Soit L une variété linéaire de dimension N — n +- 1

dans P, générique par rapport & k; soit C = V- L; C est une courbe sans point

multiple, ne passant par aucun point multiple de V, de sorte que @ est définie
N

en tout point de C. Soit L définie par les équations 3, u;; X;=0(1<i<n - 1),
i=0
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ou les u;; sont (n — 1) (N + 1) variables indépendantes sur k; alors Y = {X-L} p
est un cycle de dimension 0 sur V, ou encore un diviseur sur C, rationnel sur
k(u);si Y =)y, les y, étant des points de C, @ est défini en chacun des y,;

v

soit w = 3} @ (y,), ¢’est-d-dire, avec les notations de VA, n° 16, w = S [¢ (Y)];
— P\Y, @

d’aprés VA, n° 7, th. 1, w est rationnel sur k (u); si donc u est considéré comme
point générique sur k de I'espace affine S¥ & M = (n — 1) (N + 1) dimensions,
on peut écrire w = y (u), ou y est une application de cet espace dans 4 ayant &
pour corps de définition. Mais une telle fonction est nécessairement constante
(VA, n° 19, th. 8, cor.); sa valeur constante est alors rationnelle sur k, c’est-
a-dire qu'on a k (w) = k. Soit alors L' une variété linéaire de dimension

N
N-n+1 dans P, définie par 3 uj; X;=0 (1<i=<n—1), telle que
i=0

Y'= {X - L'} p soit défini et que les composants de Y’ soient simples sur V;
on va montrer qu'alors S [@ (Y”)] est encore égal & w. En effet, soit x
générique sur L par rapport & k (u); soit £ le lieu de x X u sur k dans P x 8¥;
on vérifie facilement que 2 - (P xu') = L' x %/, d’ou
Y'xw'= (X L)yxu' = (X xS8M) - (L'xu) = (X xSM) . [Q-(Pxu)]

Mais il est facile de voir aussi que @ = (X x 8M) - Q est défini; de F-VII,,
th. 10, cor., on conclut alors que Y’ xu'= & - (P xu’) et en particulier, pour
w'=1u, que YXu=06-(Pxu). Il résulte alors de F-VII,, th. 13, que Y’
est I'unique spécialisation de Y par rapport & k sur u - u’; par suite, S [¢ (Y')]
est une spécialisation de w = S [ @ (Y)] sur k et n’est donc autre que w puisque
k (w) = k. 1l s'ensuit en particulier que, si V, X et ¢ sont donnés, w est in-
dépendant du choix de k et de L; une fois pour toutes, nous conviendrons,
dans ce qui suit, de désigner par w = @ (X) le point w= S{¢(¥Y)] de 4
construit comme il a été dit. Nous pouvons résumer comme suit les résultats
qu’on vient d’obtenir:

Théoréme 4. Soient X un diviseur sur V, et ¢ une application de V dans
une variété abélienne A. Alors il existe un point @ (X) de A et un seul tel que
Von ait @ (X) = S [ (Y)] pour tout cycle Y de la forme ¥ = {X - L} p, ou L
est une variété linéaire de dimension N — n + 1 dans P ‘telle que tous les com-
posants de Y soient simples sur V. De plus, si k est un corps de définition de V,
A et @ par rapport auquel X soit rationnel, ¢ (X) est rationnel sur k.

Convenons désormais de dire que toute courbe C sur ¥ dela forme C = V- L,
ou L est une variété linéaire de dimension N — n + 1 dans P telle que V- L
soit une courbe sans point multiple dont tous les points soient simples sur V, est
une courbe typique de V. Alors nous pouvons énoncer le corollaire suivant du th. 4:

Corollaire 1. Soient X, A et ¢ comme dans le th. 4; soit C' une courbe typique
de V telle que X - C soit défini sur V. Alors on a ¢ (X)= S [¢ (X 0)]; et,
i X -OC~0surC,onayp(X)=0.

Soit en effet O = V- L, L étant une variété linéaire de dimension N — n + 1;
il résulte de F-VII;, th. 18, cor., que {X-L}p est défini et égal & {X - C}y;
et @ est définie sur C (VA, n° 15, th. 6). La derniére assertion résulte alors de
VA, n° 23, th. 10.
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Corollaire 2. Les hypothéses et notations étant celles du th. 4, X ~ 0 sur V
entraine @ (X) = 0; et Uapplication X - @ (X) détermine un homomorphisme
du groupe des classes de diviseurs sur V au sens de I'équivalence linéaire dans
le groupe additif des points de A.

En effet, prenons L générique par rapport & un corps k ayant les pro-
priétés énoncées dans le th. 4, et soit ¢ = V- L; le coroll. 2 du lemme 2, n° 4,
montre que, si X ~ 0, toutes les hypotheéses du coroll. 1 du th. 4 sont satis-
faites, donc qu’on a @ (X) = 0. Le reste est immédiat.

16. Théoréme 5. Soit ¢ une application de V dans une variété abélienne A.
Soient W une variété (abstraite) et Z un diviseur sur Vx W. Alors il existe
une application v de W dans A telle que Uon ait y (M) = @ [Z (M)] chague
fois que M est un point ssmple de W et que Z (M) est défini; et, si k est un corps
de définition pour V, A, ¢ et W, par rapport auquel Z soit rationnel, c’est un
corps de définition pour .

Le corps k étant pris comme ci-dessus, le point z = @ [Z (M)] sur 4 est
rationnel sur &k (M); si en particulier on prend M générique sur W par rapport
4 k, il y aura donc une application y de W dans A, définie sur le corps %,
telle que y (M) = @ [Z (M)]. Alors, si M’ est simple sur W, y (M’) est défini;
nous avons & faire voir que y (M') = @ [Z (M')] lorsque Z (M’) est défini.
En procédant par linéarité, et remplagant au besoin k par k, on voit qu'il
suffit de considérer le cas ol Z est une variété. Soit L une variété linéaire
de dimension N — = + 1 dans P, définie par } u;; X;=0 (1 <i<n— 1),

7
ou les u;; sont (n — 1) (N + 1) variables indépendantes sur k& (M, M’). Soit
C = V- L; C est une courbe définie sur le corps k (u) (cf. F-VII,, prop. 14),
et on voit, au moyen de F-V,, prop. 2, qu'un point générique de C par rapport
& k (u) est générique sur V par rapport & k; il s’ensuit qu’un point générique
de C'x W par rapport & k (u) est générique sur V x W par rapport & k et ne
peut donc étre dans Z. Par suite (F-VII;, prop. 16), le cycle

T={Z - (CxW)yxw
est défini. En vertu de F-VII,, th. 10, cor., on a donc:
T - (VxM')=[Z-(VxXM)]-(CxW)=[Z(M)xM']-(CxW)
=[Z(M')-ClxM';

dans cette relation, le dernier membre est défini d’apres le coroll. 2 du lemme 2,
n° 4, et cela entraine que les troisiéme et deuxiéme membres le sont aussi.
Cela peut s’écrire T' (M) = Z (M') - C;onauraen particulier 7' (M) = Z (M)-C.
Mais, par définition de p, on a

¢ Z(M)]=S{plZz M) C]}.
On a done ¢ [Z (M')] = S{e [T (M")]}, et de méme pour M. Mais il résulte
de F-VII,, th. 13, que 7 (M’) est 'unique spécialisation de 7' (M) sur M -~ M’
par rapport & k (u); donc @ [Z (M’)] est la spécialisation de yp (M) = p [Z (M)]
sur M~ M' par rapport & k (), et a fortiori par rapport & k; c’est ce qu'il
fallait démontrer.
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Corollaire. Soit ¢ une application dans une variéié abélienne A d'une
courbe compléte I' sans point multiple. Sotent W une variété et Z un diviseur sur
I'x W. Alors il existe une application yp de W dans A telle que 'on ait
w (M) = S{p [Z (M)]} pour tout point simple M de W tel que Z (M) soit défini;
et, si k est un corps de définition pour I', A, @ et W, par rapport auquel Z soit
rationnel, ¢’est un corps de définition pour .

En effet, c’est 13 un cas particulier du th. 5 si on tient compte du fait
que toute courbe compléte sans point multiple peut étre plongée dans un
espace projectif. Il n’y aurait aucune difficulté & démontrer le corollaire
directement sans plonger I" dans un espace projectif, en suivant pas & pas la
démonstration du th. 5.

17. Aprés ces préliminaires, nous pouvons aborder la démonstration du
second critére d’équivalence. Une premiére forme, incompléte et provisoire,
en est la suivante:

Proposition 2. Soient D, des diviseurs sur V ayant les propriétés énoncées
dans le th. 3. Soit X un diviseur algébriqguement équivalent & 0 sur V, tel que
Von ait @ (X) = 0 pour toule application @.de V dans une variété abélienne.
Alors il y a des entiers m =+ 0 et m, tels que mX ~ 3’ m,D,.

o

D’aprés le lemme 10 du n°1l, on peut écrire X =Z (N)—-Z (M), Z
étant un diviseur réduit sur le produit ¥V x I"de V et d'une courbe compléte I
sans point multiple, et M, N étant deux points de I'. Soient J la jacobienne
de I, et f Papplication canonique de I" dans J. Soit k un corps de définition
de V, I', J et f, par rapport auquel Z, M et N soient rationnels. Soit L une
variété linéaire de dimension N — n + 1 dans P, générique par rapport a k;
soit ¢ = V- L. Comme dans la démonstration du th. 5, on voit que 7 =
Z - (CxTI) est défini et que V'on a Z (M) -C = T (M), ou T (M) est défini
comme d’habitude par T' (M) x M = {T - (V X M)}y, r; mais ce dernier cycle
s’écrit aussi {7 - (C x M)}¢x r, comme il résulte de F-VII, th. 18, cor., et du
fait que tout point de C est simple sur C et sur V. Si donc @ est une appli-
cation de V dans une variété abélienne, on aura

¢ (X)=S{e[T (@) —-T (M)}

Soit maintenant x un point de C; soit W le lieu de x par rapport & k;
si W était de dimension < n — 2, L n’aurait aucun point commun avec W;
done W est de dimension » — 1 ou n. Soit P un point générique de I" par
rapport & k (x); comme toute composante de Z est algébrique sur k, une telle
composante ne peut contenir z x P sans contenir le lieu W x I" de z x P sur £,
ce qui n’est pas puisque Z est supposé réduit; donc aucune composante de Z
ne contient x x I'; par suite, aucune composante de 7' n’est de la forme = x I.
D’aprés F-VII,, th. 18, cor., on en conclut que 'on a, quel que soit 2 sur C,
{Z - (exI}yxr={T - (xxI}gxr Posons {T-(xx)}oxr= xxT*(x) pour
tout x sur C; posons aussi {Z - (y x ')}y« r= y XZ*(y) pour tout y sur V tel
que le premier membre soit défini. On aura done Z*(x) = T*(z) pour tout z
sur C.
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Mais, d’apres le coroll. du th. 5, n° 16, il y a une application ¢ de ¥ dansJ,
définie sur k, telle que @ (y) = S {f [Z*(y)]} pour tout point simple y de V
tel que Z*(y) soit défini. On va appliquer I'hypothése de notre proposition
a cette fonction @. D’aprés ce qui précéde, on a, pour tout x sur O, ¢ (x)
= S{f [T*(x)]}. Désignons par 7 la classe de 7' considéré comme diviseur
sur C'x I', c¢’est-a-dire comme correspondance entre C' et I" ou encore (VA,
n° 43) comme homomorphisme dans J de la jacobienne J, de C. Le th. 22
de VA, n° 43, montre que l'extension linéaire & J de la fonction induite par ¢
sur C n’est autre que 7, et que, si g est I'application canonique de C dans J,
on a

Sle m)]=8{[T* )]} = 7.8 [g (m)]

quel que soit le diviseur m de degré O sur C. Le méme théoréme montre
qu'on a, pour m = 7' (N) — T (M):

Slgm)] =S N - M)]=[f(N) - (M),

dou @ (X)=r17[f(N)—f(M)] d’aprés l'expression obtenue plus haut
pour p. L’hypothése de notre proposition donne done v 7' [f (N) — f (M)] = 0.
D’aprés le coroll. 3 du th. 1, n°® 2, cela entraine qu’'il y a m <0 tel que
m T [f (N) — f(M)] =0, ¢’est-a-dire m S[g (m)] = 0, donc m m ~ 0 sur C d’apres
VA, n° 38, th. 19. Cela s’écrit m [Z (N) — Z (M)]-C ~ 0, d’ou la conclusion
en vertu du th. 3. :

18. Il résulte en méme temps de la démonstration ci-dessus que, si Z
est tel que ¢ [Z (N) — Z (M)] = 0 quels que soient M, N sur I, la fonction
77 of est constante sur I, donc que 7 7" qui en est 'extension linéaire
est 0, d’oit 7= 1'= 0 d’aprés le coroll. 1 du th. 1, n°2, puis Z (N) — Z (M)
~ )'m,D,. Mais on a un résultat plus précis:

a

Théoréme 6. Soient W une variété et Z un dimseur sur V x W. Supposons
que, pour toute application @ de V dans une variété abélienne, I'application
v de W dans celle-ci définie comme dans le th. 5 soit constante. Alors on a
Z(M)~ Z (N) chaque fois que Z (M), Z (N) sont définis.

Soit K un corps de définition de W; soit P générique sur W par rapport
a K (M, N); il suffira de démontrer que Z (M) ~ Z (P), car alors on aura
de méme Z (N) ~ Z (P). Au moyen des lemmes 6 (n°7) et 8 (n°9), on voit
alors qu’il suffit de faire la démonstration dans le cas ot W est une courbe I;
raisonnant comme a la fin du n° 11, on voit qu’on peut supposer I compléte
et sans point multiple, et Z réduit. Ce qui précéde montre alors qu’avec les
hypothéses du th. 6 tout diviseur de la forme Z (N) — Z (M) est linéairement

équivalent & un diviseur }' m,D,. Soit k un corps de définition pour V et I,
o

par rapport auquel Z et les D, soient rationnels; soient P, ¢, R trois points

génériques indépendants de I par rapport & k. On a une relation Z (P) —

—Z (R) ~ ) m,D,; sion lui applique 'isomorphisme de k (P, R) sur k (@, R)
o

qui laisse invariants les éléments de k (R) et transforme P en @, on obtient

Z(Q)—Z(R)~ ) m,D,; donconaZ(P)~Z(Q). Soit g la fonction sur V,
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ayant k (P, ) pour corps de définition, telle que (9) = Z (P) — Z (Q); soit
x un point générique de V par rapport & k (P, @); soit k la fonction sur V x I’
ayant k (P) pour corps de définition et telle que h (x X Q) = g (z). D’apres
F-VIII,, th. 1, cor. 4, on a (h) - (VX Q) = Z (P) — Z (@), donc, d’aprés F-VII,,
th. 12 (ii), () = Z (P)x " — Z + V xa, ou a est un diviseur sur I, rationnel
par rapport & k (P); en remplagant au besoin & (x X @) par k (xx @) 1 (Q),
ou A est une fonction définie sur I', on peut supposer de plus que M, N ne
sont pas des composants de a. Alors % induit sur ¥V x M une fonction %, telle
que (hy) = [Z (P) — Z (M)]x M, d’ou il s’ensuit que Z (P) ~Z (M) sur V;
de méme Z (P) ~ Z (N). Donc Z (M) ~ Z (N).

Corollaire 1. Soient W une variété, Z un diviseur sur V. x W, et C une courbe
typique sur V. Supposons qu’il existe un corps de définition k de V et W, par
rapport auquel Z soit rationnel, tel que Z (M) - C soit défini et ~ O sur C quel
que soit M générique sur W par rapport & k. Alors on a Z (N) ~Z (N') sur V
chaque fois que N, N’ sont des points de W tels que Z (N), Z (N') sotent définis.

Soit @ une application de V dans une variété abélienne; d’apres le coroll. 1
du th. 4, n° 15, on a ¢ [Z (M)] = O pour tout M générique sur V par rapport
a k, donc y (M) = 0 si p est la fonction définie au moyen du th. 5; en prenant
M générique par rapport & un corps de définition de yp qui contienne k, cela
implique ¢ = 0, d’ou1 la conclusion en vertu du th. 6.

Corollaire 2. Soit k un corps de définition de V; soit X un diviseur sur V,
satisfaisant a une relation mX ~ X, ow m est un entier == 0 et X, un diviseur
rationnel sur k. Alors il y a un diviseur X, rationnel sur f tel que X ~ X;.

Soit K le plus petit corps de définition commun des composantes de X
qui contienne k; K est de type fini sur k et peut donc s’écrire comme K = £ (t)
avec t = (ty, ..., ty). Soit W le lieu de ¢ sur k; d’aprés F-VII,, th. 12 (iii),
il existe un diviseur Z sur V x W, rationnel par rapport & k, tel que X = Z (¢);
on va montrer que Z a la propriété énoncée dans le th. 6 du n° 18. Soit ¢
une application de ¥ dans une variété abélienne 4 ; soit ¥’ un corps de défi-
nition de 4 et @ contenant k; d’aprés le th. 5 du n° 16, il y a une application yp
de W dans A, définie sur k', telle que v.(u) = @ [Z (v)] pour tout point w
sur W pour lequel Z (u) est défini. D’apreés le th. 4 dun® 15, le point a = p (X,)
est rationnel par rapport & k'; d’aprés le coroll. 2 de ce théoréme, on a
m vy (t) = a. Mais, d’aprés VA, n° 49, prop. 24, les points w de 4 qui satisfont &
m w = a, qui sont les projections sur 4 de l'intersection de 4 xa et du graphe
de m J 4, sont en nombre fini et algébriques sur %’; donc y (t) est algébrique
sur k' et par suite rationnel sur k&’ puisque &’ est un corps de définition de y;
p est donc une fonction constante. D’aprés le th. 6 du n° 18, on a donc
Z (t) ~ Z (u) chaque fois que Z (u) est défini. Mais, d’aprés le coroll. 2 du lemme
7, n° 8, et F-IV,, prop. 3, on peut choisir un point » sur W, algébrique sur k,
tel que Z (u) soit défini; pour un tel point, posons X;= Z (u); on aura bien
X~X,.

IV. Le second critére d’équivalence (forme définitive).

19. Nous commencerons par quelques résultats généraux, indépendants
du contenu des §§ IT et III ci-dessus.
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Proposition 3. 8¢ X est un diviseur algébriquement équivalent & 0 sur une
variété abélienne A, on a X = 0.

Cette derniére relation a le sens défini dans VA, n® 57, p. 107. L’hypothése,
d’apres le lemme 9 du n° 10, équivaut & dire qu’'on a

X=Z®w —Zu)=mprylZ-(4xv)—~27Z- -(4xu)],

Z étant un diviseur sur le produit 4 xJ de 4 et d’une jacobienne J, et u, v
étant des points de J tels que Z (u), Z (v) soient définis. Il est immédiat
qu’on a alors, quel que soit ¢ sur 4,

Xi— X =pry[T-(4x0)],
T étant le diviseur sur 4 xJ défini par )
T=2¢ wy—Zg,—wy— Zo,~y+ Lo, - uy»

ol Z ., désigne comme d’habitude (VA, n°11) le transformé de Z par la
translation sur 4 xJ qui ameéne (0,0) en (t, w). Mais alors, d’aprés VA, n°57,
th. 30, coroll. 2, on a T' ~ 0 sur 4 xJ, et par suite X;,— X ~ 0 sur A d’aprés
F-VIIL, th. 4, coroll. 1; ¢ étant arbitraire, cela démontre la proposition.

Corollaire 1. St X est un diviseur sur une variété abélienne A, et s’il existe
un entier m == 0 tel que mX ¢ &, sur 4, on a X =0.

En effet, d’aprés la prop. 3, on a mX = 0, c’est-a-dire (d’aprés VA, n° 57,
th. 30, coroll. 1) 4,, x = 0 pour tout homomorphisme A d’une jacobienne dans 4,
ou autrement dit (d’aprés VA, n°45) m Ax= 0, donc enfin 1x =0 d’apres
VA, n° 49, prop. 24; comme il en est ainsi quel que soit 4, le coroll. 1 du th. 30,
VA, n° 57, montre qu'on a bien X = 0.

Réciproquement, on peut montrer que, si 4 est une variété abélienne donnée,
il existe un entier m =+ 0 (qu'on peut méme prendre de la forme p*, ol p est
la caractéristique, donc égal a1 si celle-ci est 0) tel que X =0 entraine m X €&,,.
D’aprés la prop. 3, les relations X =0, X ¢ &, sont donc équivalentes en
géométrie algébrique de caractéristique 0. Il en est de méme, quelle que soit
la caractéristique, sur toute variété jacobienne, en vertu de la prop. 3 ci-dessus
et de VA, n°62, th. 32, coroll. 2. Il serait fort intéressant de savoir si ce
résultat reste valable sur toute variété abélienne.

Proposition 4. Soient U une variété (abstraite) et A une variété abélienne;
soit Z un diviseur sur U x 4 ; pour a € A, désignons par Z, le transformé de Z
par la transformation birationnelle de U X A en soi-méme que transforme M x u
en M x (u + a) quels que sotent M sur U et u sur A. On a alors, quels que sotent
u, v sur A:

Zyso—2ly—2,+7Z ~0.
Soient M, N des points simples de U tels que les cycles
Z - (MxA)=MxS8, Z-(NxA)=NxT

soient définis; comme alors S et T sont algébriquement équivalents sur 4,
on a 8= T d’aprés la prop. 3. Il est immédiat de plus qu’'on a alors -

Z, (MxA)=Mx8,,
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ou S, désigne comme d’habitude le transformé de § par la translation sur 4
qui améne 0 en u. Posons dans ces conditions

X=2,-Z-Ux(T,— 1)
On aura, d’apreés ce qu’on vient de voir:
pralX-(MxA)]=8,- 8= (Ty—T)= (8 = T),— (8= 1)

Le dernier membre est ~ 0 puisque § — 7 = 0. Il en sera ainsi en particulier
si on prend pour M un point générique de U par rapport & k (u, N), k étant
un corps de définition pour U et 4 par rapport auquel Z soit rationnel. Po-
sons K = k (u, N); il y aura donc sur 4 une fonction ¢, ayant K (M) pour
corps de définition, telle que X - (M x 4) = M X (). Soit x un point générique
de A par rapport & K (M); posons z = ¢ (x); on aura z € K (M, z), et il y aura
donc une fonction y sur U x4, ayant K pour corps de définition, telle que
2=y (M, z). Dapres F-VIII,, th. 1, coroll. 3, on aura dans ces conditions

X (MxA)=(p)- (MxA).

Comme X et () sont rationnels sur K, et M générique par rapport & K, cela
entraine (F-VIIg, th. 12 (ii)) que toute composante W de X — (p) a sur U
une projection W's= U; comme on a alors W C W' x A4, et que, si Ux4 est
de dimension d, W est de dimension d — 1 tandis que W’ x 4 est de dimension
< d, il s’ensuit qu'on a W=W’'x4, et par conséquent X — () = BRx 4,
ou R est un diviseur sur U, donc en définitive:

Zy—Z~Ux(T,—T)+RxA.

Appliquons & cette relation la transformation birationnelle de U x 4 qui trans-
forme tout point P xw en P x (w + v); celle-ci transforme Z, en Z,, . ,,Z enZ,,
UxT,en UxT,,,, UxT en UxT,, et laisse R x4 invariant. On a donc:

Zu+17""Zv~ (Zu_’ Z) ~ UX[Tui-v- Tv—' (Tu"' T)]a

ce qui achéve la démonstration en vertu de VA, n° 57, th. 30, coroll. 2, et de
F-VIIL,, th. 1, coroll. 4.

Corollaire 1. Les hypothéses et notations étant celles de la prop. 4, soient m;

des entiers, u; des points de A, et posons m = 3 m;, u = 3 m;u;; on a alors:
@ B

2 mZy~Zyt (m— 1) 7.
7

En effet, la prop. 4 peut s’interpréter en disant que la correspondance
entre u et la classe (par rapport a 1’équivalence linéaire ~ sur U x 4) du di-
viseur Z, — Z est un homomorphisme du groupe additif des points de 4 dans
le groupe additif des classes de diviseurs sur U x A. Avec les notations du
corollaire, on a donc bien

Z,—Z ~Z m;(Zy,— Z).
K]

De plus, U, 4 et Z étant comme il est dit dans la prop. 4, les notations.
générales introduites au n°9 nous imposent de désigner par Z (u) le diviseur
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sur U défini par Z - (U xu) = Z (u) X u chaque fois que u est tel que le premier
membre ait un sens; mais, lorsqu’il en est ainsi, il est immédiat qu'on a aussi:

Z_, (Ux0) =% (u) x0.

Il résulte alors immédiatement de la prop.4 et de son coroll. 1, combinés
avec F-VIIL,, th. 4, coroll. 1, qu'on a ce qui suit:
Corollaire 2. Les hypothéses et notations étant celles de la prop. 4 et du
coroll. 1, on a
Z(w+v)—Z(u)~Z @) +2%(0)~0,

2 miZ (w) ~Z (w) + (m - 1) Z (0),

pourvy que tous les cycles figurant dans ces relations soient définis.

Corollaire 3. Soient X un diviseur sur U, et m un entier = 0, tels qu’'on ait
mX ¢ &, sur U. Alors il y a sur U un diviseur X' tel que X — X'€ &, et que
mX'~ 0. .

En effet, d’aprés le lemme 9 du n° 10, on peut écrire m X = Z (v) — Z (u),
ol Z est un diviseur sur le produit U xJ de U et d’une jacobienne J et ol u,
v sont tels que Z (u), Z (v) soient définis. Soit w € J tel que mw = v — u;
d’apres le coroll. 2, on satisfera aux conditions imposées en prenant

X=X—-Z({t+w+Z(@),
¢t étant un point de J tel que le second membre soit défini.

20. Revenons maintenant a I'étude de la variété V» plongée dans I'espace
projectif PY et satisfaisant aux hypothéses énoncées au début du § IT.

Avant de donner les énoncés définitifs que nous avons en vue, nous dé-
montrerons encore un résultat provisoire:

Proposition 5. Soient k un corps de définition de V, et X un diviseur sur V,
rationnel par rapport & k, algébriguement équivalent @ 0. Supposons que, pour
toute variété linéaire L de dimension N — n + 1, générique sur k, {X - L}p soit
un diviseur ~Qsur C = V - L. Alorsil y a un entier m == 0 tel que m X ~ O sur V.

On observera que, si {X - L}p~ 0 sur la courbe V - L pour une variété
linéaire L générique sur k, il en sera de méme pour toute autre variété linéaire
générique sur k, comme on le verrait facilement au moyen d’'un automorphisme
convenable du domaine universel ; mais, comme nous avons en vue un résultat
encore plus précis, nous n’'aurons pas besoin de cette remarque. D’apreés
le lemme 9 du n° 10, notre hypothése sur X permet d’écrire X sous la forme
X =7 (v) — Z (u), ou Z est un diviseur sur le produit V x.J de V et d’une
jacobienne J, et ou u, v sont des points de J tels que Z (u), Z (v) soient définis.
Soit K un corps de définition de J, contenant k et par rapport auquel Z soit
rationnel; prenons L générique par rapport & K (u,v). Comme dans la dé-
monstration du th. 5 du n° 16, on voit qu’il y a sur C un point z qui est géné-
rique sur V par rapport a K (u, v); alors, si # X u était contenu dans une com-
posante de Z, son lieu ¥V xu par rapport & K (u, v) serait contenu dans cette
composante, et Z (u) ne serait pas défini. Donc aucune composante de Z
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ne peut contenir C x %, ni de méme C' x v, ni & plus forte raison C' xJ. Soit ¢ un
point de J tel que C x¢ ne soit contenu dans aucune composante de Z; alors
Z - (Oxt) sera défini sur V xJ (F-VII; prop. 16), et on aura, par asso-
ciativité (F-VIIg, th. 10 (v)):

(Vxt)y-[Z-(CxJ)]=[Vxi)-Z]-(CxJ)=[Z () O] xt.
Si on pose 7 = Z - (C xJ), on aura, d’aprés F-VII, th. 18, coroll.:

{T' (Vxlyxg= {T' (CXt)}CxJ;
done, en désignant par T (t) xt le cycle défini par le second membre de cette
derniére relation, 7' (!) = Z (t) - C, notre calcul montrant que Z (t) et T (t)
sont définis chaque fois que C' x ¢ n’est contenu dans aucune composante de Z.

Soient J la jacobienne de C' et g 'application canonique de ¢ dans J;
soit K’ un corps de définition pour L, O, J et g, contenant K (u, v). Si w
est générique sur J par rapport & K’', aucune composante de Z ne contient
C Xw, sans quoi elle contiendrait un point générique de C'xw par rapport
& K'(w), et par suite le lieu C xJ de ce point par rapport & la cloture algé-
brique de K’ qui est un corps de définition pour cette composante. Comme
S [g (T (w))] est rationnel sur K'(w), il y a une application f de J dans J,
définie sur K’', telle que f (w) = S [¢g (T (w))]. D’aprés F-VII,, th. 13, chaque
fois que T (t) est défini, c’est 1'unique spécialisation de 7' (w) sur w--t par
rapport & K’', ce qui implique que 7' () a méme degré que 7 (w), donc que
Z (). C—Z(w) - Cest de degré 0, et aussi que f (£) = S [g (7' (t))] puisque f est
définie en ¢t (VA, n° 15, th. 6). Autrement dit, chaque fois que C x¢ n’est
contenu dans aucune composante de Z, on a:

F@)=8{g[Z @ Cl}.
Mais, d’aprés VA, n° 20, th. 9, f,(w) = f («) — f (0) est un homomorphisme
de J dans J¢ ; soit N le noyau de cet homomorphisme. D’aprés VA, n° 25,
th. 11, N admet un sous-groupe B d’indice fini m qui est une sous-variété
abélienne de J. Comme par hypothése on a {X - C}y ~ 0 sur C, on a
f @) — f(u) =0 (VA, n° 38, th. 19), done, en posant a = v — %, a € N et par
suite ma € B. D’aprés le coroll. 2 de la prop. 4, n° 19, on a

mX ~Z (w+ ma) — Z (w),

w étant comme ci-dessus, et tout revient & faire voir que le second membre
est ~ 0. En vertu du lemme 8, n°9, il y a un diviseur Z’ sur V x B tel que.
pour tout point b de B tel que Z (w + b) soit défini, Z'(b) soit défini et égal
a Z (w + b); en particulier, on aura Z'(0) = Z (w), Z' (ma) =Z (w + ma).
Prenons b générique sur B par rapport & un corps de définition K’ de B
contenant K'(w); si Cx(w + b) était contenu dans une composante de Z,
celle-ci contiendrait un point générique de C x (w + b) par rapport & K’ (b),
donc le lieu C x B, de ce point par rapport & la cloture algébrique de K" (b),
donc aussi C X w, ce qui n’est pas le cas. Il s’ensuit donc qu’on a:

S{g[Z’®)-Cl}=S{glZ(w+Db)-Cl}=f(w+b)=f(w)
puisque b est dans le noyau de 'homomorphisme f; cela s’écrit aussi
8{g[2'(b)- C]} = 8 {9[Z'(0)- C]}.
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Comme on a vu que Z’(b) - C, Z'(0) - C ont méme degré, le th. 19 de VA,
n° 38, montre que dans ces conditions ces diviseurs sont linéairement équi-
valents sur C. Le diviseur Z’'— Z’(0) x B satisfait donc aux hypothéses du
coroll. 1 du th. 6, n° 18; en vertu de ce corollaire, on a donc Z’'(b') ~ Z'(b"')
chaque fois que &', b"’ sont des points de B tels que les deux membres soient
définis; en prenant b’'= ma, b’ = 0, on obtient bien Z'(ma) — Z' (0) ~ 0.
Corollaire. St les D, sont des diviseurs sur V ayant les propriétés énoncées
dans le th. 3 (n°14), 3 m, D, ne peut étre algébriqguement équivalent & O que

o
st les m, sont tous nuls.
En effet, si X =3 m,D, est algébriquement équivalent & 0, on peut

a
appliquer & X la prop. 5; il y aura donc un entier m = 0 tel que 3 mm, D, ~ 0,
d’ou mm, = 0 pour tout «.
21. Nous pouvons maintenant énoncer sous leur forme définitive les cri-
téres d’équivalence que nous avions en vue. .

Théoréme 7. Soit X un diviseur algébriquement équivalent & 0 sur V, tel
que Uon ait @ (X) = 0 pour toute application ¢ de V dans une variété abélienne.
Alors il y a un entier m = 0 tel que mX ~ 0.

En effet, d’aprés la prop. 2, on a alors une relation mX ~ 3’ m,D,. Mais

a
alors ) m, D, est algébriquement équivalent & 0, donc est 0 d’aprés le coroll.
de la prop. 5.

Corollaire 1. Soit C une courbe typique sur V; soit X un diviseur algébri-
quement équivalent & O sur V. Alors, st X - C est définz et est ~ 0 sur C, il y a un
entier m = 0 tel que mX ~ 0.

En effet, X satisfait alors aux hypothéses du th. 7.

Corollaire 2. Soit L une variété lindaire de dimension N — n + 1, générique
sur le plus petit corps de définition de V; soit C = V - L. Soit X un diviseur
sur V. Alors, 8'il y a un entier m == 0 tel que m X soit algébriqguement équivalent
a0surV,etsi X-C estdéfinietest ~0surC,ona X ~0surV.

En effet, d’aprés le coroll. 1 appliqué & m X, il y a alors un entier m'<= 0
tel que mm'X ~ 0. D’aprés le coroll. 2 du th. 6, n° 18, il y a donc un diviseur
X,, & composantes algébriques sur le plus petit corps de définition de V, tel
que X ~ X,. Mais alors {X, L}p, ou autrement dit {X, C}y, est défini;
comme on a X ~ Xysur Vet X-C~0sur C,ona Xy C~0sur C daprés
F-VIII,, th. 4, coroll. 1. On peut alors appliquer & X, le th. 3 du n° 14, ce qui
montre qu’on a une relation X,~ 3 n,D,. Mais alors on a mm'} n,D,~ 0,
donc tous les n, sont nuls.

( Eingegangen am 16. November 1953.)
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