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Universelle versus relative Einhiillende:

Eine geometrische Untersuchung

von Quotienten von universellen Einhiillenden
halbeinfacher Lie-Algebren*

Wolfgang Soergel

Department of Mathematics, Harvard University, One Oxford Street,
Cambridge, MA 02138, USA

1. Leitfaden
1.1. Uberblick

Sei G eine zusammenhéngende halbeinfache algebraische Gruppe iiber einem
algebraisch abgeschlossenen Grundkoérper € der Charakteristik char€C=0. Sei g
ihre Lie-Algebra, U(g) deren universelle Einhiillende, Z deren Zentrum. Wohlbe-
kannt ist das folgende

Theorem (Duflo). Die minimalen primitiven Ideale in W(g) sind genau die von
maximalen Idealen in Z erzeugten ldeale.

Des weiteren zerfallt U(g) unter der adjungierten G-Operation in isotypische
Komponenten, U(g)= @ . ;U(g)s, und es gilt das folgende

Theorem (Kostant). Fiir jeden einfachen G-Modul E ist Y(g)g ein freier Z-Modul
vom Rang dimgE°.

Ich werde mit Hilfe von relativen Einhiillenden Algebren analoge Theoreme
fiir gewisse Quotienten von W(g) herleiten. Sei dazu PCG eine Parabolische,
A=P/(P,P), ihre Lie-Algebren seien p—a. So ist X =G/(P, P) ein G x A-Raum
unter der Operation (g,a)- g,(P, P)=gg,a(P, P). Ich bezeichne die Bilder der
universellen Einhiillenden U(g) [bzw. U(g x a)] unter der Operatordarstellung

Ug) o U(gx a)->T'(X,Dy)

mit R [bzw. R,]. Sie liegen sogar schon in I'=I'(X, 9,)*. Auf die dankenswerte
Anregung von [BB2], Probleme 2, 3 hin interessiere ich mich fiir die Relationen
zwischen den drei Ringen R C R, C I', insbesondere auch zwischen deren primitiven
Spektren.

Ist speziell P ¢ine Borel’sche, so ist A kanonisch isomorph zu jedem maximalen
Torus HCP, und ich schreibe LieH=h=a. Es bezeichne S(h) [bzw. S(a)] die
symmetrische Algebra iiber ) [bzw. a]. Unsere drei Ringe haben dann nach
Sapovalov [Sa1], Theorem 1, bewiesen in [Sa2], die Form 1(g) =R C W(g) ® ;S(h)
=R,=T. Auf andere Weise wird das auch in [BB2], Proposition 8 gezeigt. Ich
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betrachte fiir allgemeines P unser I' als die natiirliche Verallgemeinerung von
U(q)®;S(H). Es gilt namlich fiir I stets ein ,,Theorem von Duflo® (Corollar 15 aus
4.4), das heiBt, (ker A)I' ist ein primitives Ideal von I fiir alle A€ a*, und I' wird als
S(a)— G-Modul durch ein Analogon zum Theorem von Kostant beschrieben
(Corollar 12 aus 4.2).

Es bezeichne Z das Zentrum von R. An gewissen ,,guten® Stellen y € SpecZ
(und die generische Stelle ist gut!) stehen die drei Ringe RCR,CI lokal in
derselben Beziehung wie im Fall einer Borel’schen P, d.h. R, ®;S(a)= I, und man
erhdlt auch fiir R, ein ,,Theorem von Duflo* und ein ,,Theorem von Kostant“
(Theorem 21 aus 5.4). Aber auch an den ,;schlechten” Stellen geht noch so viel
Information von I' auf R iiber, daB wir das primitive Spektrum PrimR von R
beschreiben kénnen (Abschnitte 1.4 und 6.2).

Die Frage, welche Stellen gut bzw. schlecht sind, zerlege ich in zwei Teilfragen:

A) Fiir welche 1€ a* ist lokal (R,),=1,?

B) Fiir welche y e SpecZ ist lokal R, ®2S(a)=(R,),?

Die erste Frage steht in enger Beziehung zu Kostant’s Problem. Ich behandle
sie in Abschnitt 1.2. Die zweite Frage wird beantwortet durch ein geometrisches
hinreichendes Kriterium an y (Abschnitt 1.3).

Ich méchte schlieBlich noch ganz herzlich Jens Carsten Jantzen danken, dessen Tiir weit offen
stand, wann immer er in seinem Zimmer war — und das nicht nur im wortlichen Sinn!

1.2. Zu Frage A)

Was kann ich iiber die Inklusion R,CI" aussagen? Ist P eine Borelsche, so ist
R,=T. Wie das Beispiel 8.2 zeigt, ist das im allgemeinen falsch. Aber nicht zu sehr:
Sei S=S(a) und K=Quot(S) der zugehodrige Quotientenkdrper. So ist R, ®sK
=TI ®gK nach Proposition 2 aus 2.2, und es gibt sogar s€ S, s+0 mit sI' CR,
(Corollar 3 aus 2.2). Ich zeige noch genauer: I ist der ,,ganze AbschluB* von R, in
R,®sK (Theorem 13 aus 4.3).

Die Frage, ob R, =T, ist eine Art ,Kostant’s Problem iiber dem Grundring S“
(Corollar 8 aus 3.5) und hingt eng zusammen einerseits mit Kostant’s Problem
(iber @) fiir eindimensional von p induzierte g-Moduln, andererseits — vermutlich
— mit der Geometrie der Dixmier-Schichten.

Ich zeige in diesem Zusammenhang:

1. Ist die Impulsabbildung T*(G/P)— Gp* C g* birational mit normalem Bild,
so ist R,=TI (Theorem 30 aus 7.2).

2. Genau dann ist bei 1€ a* lokal (R,), =TI}, wenn die kanonische Abbildung
U(g) >Endc(U(8) @) T 4 5)° " surjektiv ist (Theorem 29 aus 7.1).

Es bezeichnet hier, YAea*, €, den eindimensionalen p-Modul € mit v-a
=Mv)a Yvep, VaeC. Ich definiere é € a* durch C;= A™(a/p).

Es scheint mir ein sehr interessantes Problem zu sein, die A € a* geometrisch zu
charakterisieren, fiir die (R,),=1I; ist. Das wird wohl darauf hinauslaufen, die
assoziierte Graduierte von R, beziiglich der ,,Basis-Filtrierung“ (vgl. Abschn. 4.1)
zu berechnen, was mir nicht gelingen will.

Grundlage fiir die zweite Aussage oben ist unter anderem eine ,tangentiale®
Beschreibung der globalen Schnitte einer homogenen Garbe von getwisteten
Differentialoperatoren im Geiste von [GK, 8]. Das fiihre ich fiir einen beliebigen
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homogenen Raum einer beliebigen algebraischen Gruppe in den Abschn. 3.1-3.4
durch.

1.3. Zu Frage B)

Was kann ich iiber die Beziehung von R zu R, aussagen? Es bezeichne Z(Ring) sein
Zentrum. Man erhilt Z:= Z(R)=im Z(!(g))=RNS nach Abschn. 5.1. Ist P eine
Borel’sche, so ist R®;S=R,. Wie das Beispiel 8.1 zeigt, ist das im allgemeinen
falsch. Aber nicht zu sehr: Man betrachte die Multiplikationm: R®;S—R,. So ist
kerm das Ideal der S-Torsionselemente (Corollar 20 aus 5.3), und ist S flach (als
Z-Modul) an einer Stelle yeSpecZ, so ist die Abbildung m, zwischen den
Lokalisierungen ein Isomorphismus (Theorem 17 aus 5.3). Das folgende Dia-
gramm (erkldrt in 5.1) zeigt, wie geometrisch dieses Kriterium ist.

A —_ A+06

SpecmaxS =a* — b* = Specmax S(b)

ﬁl ln

Specmaxz =m(a*) ——— h*/(W-)=Spec, Z .

1.4. Uber die primitiven Spektren

Ich kann die primitiven Spektren Prim R und Prim R, sehr explizit beschreiben (6.2
und 6.1). Zum Beispiel sind die minimalen primitiven Ideale von R genau die
Ideale, die als Annullatoren der U(g) ® 4, C,, fiir A € a*, auftreten (Corollar 27 aus
6.2). Zum Beweis dieser Aussagen muf} ich einen Umweg {iber I' machen.

Die Beziehung von Prim R zu Prim R, wird beschrieben durch ein kommutati-
ves Diagramm (5.2): R

PrimR «———— PrimR,
0| Joe

Specmaxz —— Specmaxs .
Hier sind 6, 6, die zentralen Charaktere, und (Rn) ist surjektiv nach Corollar 28
aus 6.2. Ist fiir y € Spec,,, Z mein m, ein Isomorphismus (vgl. 1.3), so erhalte ich ein
kartesisches Teildiagramm (vgl. Abschn. 6.3)

071 () 6,1 '(w)
l !

) — #7'W.
Was die Bezichung von PrimI" zu Prim R, angeht, wage ich die
Vermutung: Durch PrimI’ “2% PrimR, wird eine Bijektion erkldrt.

In den meisten Fillen ist das trivial nach 1.2. Im allgemeinen weiB ich noch
nicht einmal, ob so eine Abbildung erklirt wird. Ein nichttrivialer Spezialfall wird
in Beispiel 8.2 behandelt.
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2. Algebraische Beschreibung von R, R, und I
2.1. Die Kerne der Operatordarstellungen

In[BB1, 1.5 und 1.6], wird fiir eine glatte, n-dimensionale C-Varietidt X und einen
abgeschlossenen Punkt x € X der I'(X, 2x)-Modul H(X, 0y) untersucht. Mit den
dortigen Aussagen erkennt man ohne Miihe, dal H%(X, @) auch isomorph ist zu
dem Modul der globalen Schnitte der Wolkenkratzergarbe 2,/2ym,.

Man nehme nun speziell X=G/(P,P) wic in der Einleitung und x=é
=e(P,P)e X. Die Wolkenkratzergarbe 9,/%,m, sowie ihre globalen Schnitte
bezeichne ich mit M.

Proposition 1. i) M ist treuer I'-Modul.

ii) R=U(g)/AnnM, R,=U(g X a)/Ann M.

iii) M=U(g)®yg,S als (g x a)=U(g)®S-Modul, wenn ich darauf S durch
verschobene Rechtsmultiplikation (Notiert: *) operieren lasse, d.h. a*(u®s)
=u®(a—d(a)s Yaca.

Beweis. i) ist [BB1, Lemma 1.6], ii) folgt trivial. iii) errechnet sich aus [BBI1,
Proposition 3.5], auf folgende Weise: Man betrachte 1:P—Gx A mit i(p)
=(p,p~ '), setze Q =1(P)=Stabg, 4(¢) und q=LieQ=di(p)Cg x a. Nach anfing-
lich zitierter Proposition 3.5 bestimmt die Wahl eines Basisvektors
ve A™(g x a/q) einen Isomorphismus

M=U(gxa) !% A™X(g x a/q).

Ich kiirze A™(gxa/q)=A4™" ab, und erhalte zunichst nach PBW einen
Isomorphismus S(a)—W(p X a) @y 4™ mit 5+ s@v.
Welche p-Modul-Struktur erbt S(a)? Sei yep, und y sein Bild in a. Es ist

Ws®@v)=(y, — ) (s®1) + ys@v
=s®di(y)v+ ys@u.

Nun kommutiert das Diagramm

q End(g x a/q)

p—— End(g/[»,p])

wo die senkrechten Pfeile Isomorphismen sind, und p operiert auf A™**(g/[p, p])
und 4™*(g/p) durch denselben Charakter 4. Damit wird y(s®v)=(j+ 6(y))s®v.
Der zusammengesetzte Isomorphismus S(a)—S(a)—U(p x a) @y, 4™, wo unter
der ersten Abbildung ar—(a+ d(a)) Ya € q, erhilt folglich die U(p)-Modulstruktor
[vorne links erkldrt mit p—a, U(p)—S(a)!], und auch die S(a)-Modulstruktur,
sofern ich vorne links ae a durch Multiplikation mit (a—d(a)) operieren lasse.
Induziere ich weiter nach g x a, ergibt sich iii) der Proposition. q.e.d.

2.2. R,CT ist fast eine Gleichheit
Man setze Nx=N @K fiir jeden S-Modul N. Mit den Ideen aus [BB1] zeige ich:
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Proposition 2. (R, = I =End (M )sxend!-,

Beweis. T ist ein G-Untermodul von I'(Zy), den globalen Schnitten des G-equiva-
rianten Ox-Moduls 2. Insbesondere besteht I" aus g-endlichen Vektoren fiir die
adjungierte g-Operation. Indem wir fiir die zweite Inklusion Proposition 1,i)
verwenden, wird (R,) C [k CEndg (M g)*x ~ "4, Ich zeige Gleichheit des vordersten
und hintersten Ringes. Man betrachte dazu pu:pgx—K, gegeben durch
pay (J+0(y)€ES.

Nach Proposition 1, iii) ist M g = U(gx) @y ) K, als gg-Modul, und es reicht zu
zeigen, dal

W(gx)—Endg (u(gx) u(® , K”)gx —endl.
PK

surjektiv ist. Das folgt hinwiederum aus [Jal, 6.9 (10), S. 89], sobald wir erkannt
haben, daB p dominant ist. Man wihle §Cp eine Cartan’sche. Nun nimmt u auf
hChg Cpyals einzigen komplexen (€ C) Wert die Null an. Damit nimmt x erst recht
auf den H, als einzigen ganzzahligen Wert die Null an und ist folglich
dominant. q.e.d.

Corollar 3. Es gibt s€S, s=o, so daff sI'CR,.
Beweis. Das folgt aus der Proposition durch folgende

Bemerkung. T ist endlich erzeugter R-Modul. [BB1, Beweis von Lemma 4.5.]
Es ist sogar I'=Endg(M)®~**". Um das — und einiges mehr — zu zeigen,
brauche ich etwas allgemeine Theorie.

3. Tangentiale Beschreibung
von getwisteten Differentialoperatoren auf homogenen Réiumen

3.1. Definitionen

Sei ganz allgemein G eine algebraische Gruppe und X ein homogener G-Raum.
Eine ,homogene getwistete Garbe von Differentialoperatoren” auf X (kurz:
homogene tdo) im Sinne von [HMSW7, Appendix A, ist eine getwistete Garbe von
Differentialoperatoren Oy o 2 auf X, samt einer algebraischen G-Operation auf
9 (wobei 2 liber die Linksmultiplikation als @ x-Modul aufgefaBt wird) und einem
Algebrenhomomorphismus o : M(g)— I'(X, 2), so daB folgende Vertréglichkeitsbe-
dingungen gelten:

1. a) Oy +— 9 ist G-dquivariant. b) Die Multiplikation in 2 ist G-dquivariant.

2. Die Operation von g auf 2 durch D — [a(£), D], V¢ € g, ist die Ableitung der
G-Operation auf 9.

3. « ist G-dquivariant. (G operiert liber Ad auf U(g)!)

Sei xeX, B=Stabg(x), b=LieB. Wie in [HMSW] parametrisiere ich die
homogenen tdo’s durch 4 € (b*)? als 2,. Es wird 9,= 2y und (2,)°**~ 2 _, _4 Wo
0 der Charakter von A™*(g/b) ist [HMSW]. Insbesondere ist 2, auch als
Ox-Modul iiber die Rechtsmultiplikation mit einer algebraischen G-Operation
versehen, die dieselbe Verschiebung von Schnitten in 9, und dieselbe g-Operation
liefert wie die algebraische G-Operation aus den Strukturdaten von 2,.
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3.2. Zusammenhang mit induzierten Darstellungen
Uber a wird M =2,/%,m,_ein U(g)-Modul.
Proposition 4. Es ist M =U(g) ® )T, + 5-

Beweis. Zunichst will ich zeigen: C, Qupy9)=D,/m,Z; als
U(g)-Rechtsmoduln. [C, ist eigentlich U(b)-Linksmodul. Aber End(C,)=C
=End(Cy)°**!]

Ich muB dazu die Definition von 2, rekapitulieren [HMSW7]. Sei
U° =0, ®cU(g) die iibliche Garbe von Schiefpolynomringen, g°= 0y ®gCU°
die ibliche Untergarbe von Lie-Algebren. Durch die kurze exakte Sequenz
b° ¢, g°— Ty erklire ich die Garbe von Idealen b°. Sie ist G-dquivariant, und hat
den geometrischen Halm b in x. Ein Ae(b*)® definiert eine G-dquivariante
Abbildung g, :b° >0, und weiter ¢, : b —U°, s+ s— 0 ,(s). Das von im ¢ erzeugte
Ideal J, cU° 148t sich schon als (im ¢,) U(g) beschreiben. Denn im ¢, kommutiert
mit Oy nach Definition, und ist stabil unter ad(g), da ¢, G-dquivariant ist. Nun ist
9,=U°/J,, folglich

D,/ 2;)=0x ® U(g) / (mx ® U(g)+(img,) 11(9))
C [

=U(g)/<¢—AU)IEeb) U(g)
=C, ® U(g).
u(b)

Nun wollte ich aber eine Aussage iiber Linksmoduln machen. Ich erinnere mich an
9,>29°"_, und erhalte ein kommutatives Diagramm

U(g) (2, End(2,/9,m,)

! ! [

()P ——— (D _ ;)™ Endg(2_,_s/m. 2 _;_5)

von Ringhomomorphismen. Hier ist U(g)—2(g)°*? der prinzipale Antiautomor-
phismus, und alle senkrechten Pfeile sind Isomorphismen. Es ist also 2,/2,m,
isomorph zu €_ ; _ ; ® ) X(g), aufgefaldt als U(g)-Linksmodul {iber den prinzipa-
len Antiautomorphismus, also 2,/2,;m,=U(g) @y C,+5 ge.d.

3.3. Zwei b-Operationen auf M

M=9,/9,m, ist als geometrischer Halm der G-dquivarianten Garbe 2, in x ein
Stabg(x)= B-Modul. Die abgeleitete b-Operation notiere ich &Llm, Y& € b,
meM. Anderseits ist M ein U(g)-Modul, also auch ein U(b)-Modul. Diese
Operation notiere ich &-m.

Um die Beziehung dieser Operationen anzugeben, nehme ich m=u- 1€ M, mit
ueU(g). Es wird

ELu-N)=(Cu—ud)-T+u-(ELT)
=(u—uf)-T
da die Multiplikation U(g)® M —M B-dquivariant ist, und 1 B-stabil ist.
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Andererseits gilt
Ew-D=(CEu—ul)-T+ué-1
=(Cu—ud)-T+u-(A+0)(¢)-1
=(u—ul) - T+((2+) (&) -u-1

nach Proposition 4. Zusammenfassend unterscheiden sich die beiden Operationen
also nur um den Skalar (1 +0) (&) e C,es gilt £ Lm— & - m=((A+ ) (&) - m. Insbeson-
dere liefern sie dieselbe b-Operation auf Endg(M).

3.4. Tangentiale Beschreibung der globalen Schnitte

Sei von nun an G zusammenhidngend. Ich bezeichne fiir jeden g-Modul N mit
N6~ den maximalen Untermodul, auf dem die g-Operation sich zu einer
algebraischen G-Operation integrieren ldBt. Sicher ist stets N¢ ™' C N8~ **! ynd
fiir G halbeinfach und einfach zusammenhiingend ist sogar N¢~2l&- = N8 ~endl: gt
andererseits G unipotent, so ist N¢~ ¢ = N8~ der maximale Untermodul, auf
dem g lokal nilpotent operiert. (Man integriert die g-Operation dann vermittels
log:G—g.)
Spezieller gilt das folgende

Lemma 5. Sei B eine algebraische Gruppe, b=LieB, und seien V,W rationale
B-Moduln. So ist Homg(V, W)*~ "4 cHomg(V, W) stabil unter der abstrakten
B-Operation, und wird sogar ein rationaler B-Modul. Die beiden Operationen von b
auf diesem Modul stimmen iiberein. Ist B zusammenhdngend, so gilt genauer:

HomC(V, W)B—alg. =Hom¢(V, W)b—endl. X

Beweis. Im Falle dim V' < co ist nichts zu zeigen. Im allgemeinen ist
Hom(V, W)= 1(1_r_n Hom(V,, W)

als abstrakter B-Modul und als b-Modul, wo V; die endlichdimensionalen
B-stabilen Teilrdume von V durchliuft. (Ich kiirze hier und im folgenden Homg
mit Hom ab.)

Sei HCHom(V, W) ein Teilraum. Es ist dim H < oo genau dann, wenn es eine
feste Schranke ne N gibt, so dal dim p(H) < n fiir alle Projektionen p: Hom(V, W)
—-Hom(V;, W). Insbesondere ist also dimCBH < oo, falls H stabil ist unter b und
dim H < c0. Es folgt dann auch, daB fiir geeignetes V; die kanonische Projektion
CBH in Hom(V,, W) einbettet. Damit habe ich alle Aussagen des Lemmas auf den
trivialen Fall dim V < oo zuriickgefithrt. q.e.d.

Sei nun wieder BC G wie vorhin. Sei N sowohl g-Modul als auch ein abstrakter
B-Modul [wie z. B. End¢(M)!]. Ich definiere

N§~#&={ve N°~*'* | Die beiden B-Operationen stimmen auf v iiberein} .
Ich zeige nun:

Theorem 6. I'(X,2,)=End¢(M)§ .
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Bemerkung. Ist B zusammenhingend, so ist Endg(M)S ™ = Endg(M)% -, Ist
zusitzlich G reduktiv und umfaBt B einen maximalen Torus von G, so gilt weiter:
Endg(M)¢ 2% =End¢(M)* """, Das alles folgt aus obigem Lemma 5 und
Abschn. 3.3. Uber gemeinsam mit Borho erzielte Resultate in der Richtung des
obigen Theorems hat J.-L. Brylinski diesen Juni in Paris vorgetragen.

Beweis. Ich fasse die notigen Behauptungen in folgendem kommutativen Dia-
gramm zusammen:

I'(x,2;) 3D~ oyg)=("'D)(D)

l >{(p: G— M |¢ regulir, p(gh)=h"'¢(g) Vge G, he B}

Endc(M)§ ™51 ¢ (g)=(" ' /)(T).

Ich zeige, daB alle drei Pfeile Injektionen darstellen, und daB3 D +— ¢, sogar eine
Bijektion ist. Es folgt dann leicht die Bijektivitit aller drei Abbildungen. Zunéchst
ist G zusammenhéngend, also X irreduzibel, mithin M ein treuer I'(X, 9,;)-Modul
nach [BB1, 1.6], und das liefert uns eine Inklusion I'(X, 2,) ¢ Endg(M). Nun ist
I'(X,9,) ein G-Modul und die Inklusion ist B-dquivariant, somit erhalte ich
I'(X,2;) & Endg(M)5 ™%

M=9,/%,m, ist der geometrische Halm in x der dquivarianten Garbe 2,
(aufgefaBBt als @©y-Modul {iber die Rechtsmultiplikation!), somit ist D+ ¢, ein
Isomorphismus aus allgemeinen Griinden. Was die Abbildung f ¢, angeht,
rechnet man zundchst nach, daB

o gh=(r""g"HNH (D
=h7'- (g7 N)(h-1)
=h"Y(g7'f)(D)
=h"Y,g)) VgeG,heB

(man verwendet fiir die zweite Gleichung, daB beide B-Operationen auf f
iibereinstimmen)

Was die Injektivitit von f+ ¢, angeht, bemerke ich zunichst, dal mein
Diagramm aus G-dquivarianten Morphismen besteht, wo G rechts durch die
linksregulidre Darstellung operiert. Jetzt gilt ¢,=0 = (uf)(1)=(ue,)(e)
=0 VYuel(g). Wire f +0, so gibe es u e U(g) von minimalem Grad mit f'(u-1)+0.
Es wire aber dann (if)(T)=f(u- 1) 0, wie man leicht erkennt indem man (i)
ausschreibt, und dieser Widerspruch vollendet den Beweis des Satzes. q.e.d.

3.5. Anwendungen

Ich gehe jetzt wieder zu den urspriinglichen Notationen zuriick, die nur fiir 3.1 bis
3.4 auBler Kraft gesetzt waren, und formuliere zwei niitzliche Corollare von
Theorem 6.

Corollar 7. Sei Aca*. Es ist I'(G/P, D,)=End(U(g) ® ) C; .+ .
Beweis. Mit Proposition 4 und Theorem 6. g.e.d.
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Corollar 8. I'=I'(X, 2)*=Endg(M)s ™,

Beweis. Ich kiirze die rechte Seite mit End ab. I'CEnd ist evident. Da Q
zusammenhéngend ist, bleibt nur zu zeigen, daB sich die Operation von g xa
rechts integrieren 14B8t. Aber die Operation von a ist trivial, und 148t sich somit
integrieren, ferner 1403t sich die Operation von q=1(p) integrieren nach obigem
Lemma, folglich 148t sich die Operation von p x a nach P x 4 integrieren. Aber
P x A umfaBt einen maximalen Torus von Gx 4! q.ed.

4. Kohomologische Methoden
4.1. Die Basisfiltrierung

Sei fiir den Moment S eine beliebige endlich erzeugte kommutative C-Algebra,
und Y eine glatte C-Varietit. In seinem Vortrag in Warschau [Bei] fiihrt Beilinson
den Begriff einer ,,S-tdo auf Y* ein. So ein Objekt ist eine S® Oy-Algebra, die lokal
(im Zariski-Sinn!) isomorph ist zu S® 2y. Eine S-tdo ist aufzufassen als eine von
Spec,...S parametrisierte Familie von tdo’s (Garben von “twisted differential
operators”) auf Y. Die Automorphismen der S-tdo S® 2y werden, immer nach
[Bei], gegeben durch die geschlossenen S-wertigen 1-Formen auf Y. Insbesondere
ist die Filtrierung S® 24D ...S®Z3DS®Z3DS® 0y stabil unter diesen Auto-
morphismen, und sie operieren durch die Identitit auf den Subquotienten
SQZY/S®Dy ' =S®(Dy/Dy ).

Es folgt, daB ich auf jeder S-tdo 2 eine “basic filtration” durch gewisse (i)
erklaren kann, so daBl fir jede lokale Trivialisierung 2|, ~S®2, gilt:
Dias)=S® DY, Es folgt ferner fiir die assoziierte Graduierte gry,,%2 von 2
beziiglich dieser ,,Basisfiltrierung*:

Lemma 9. gr,, 2 ist kanonisch isomorph zu S@p, O 1.y.

Hier bezeichnet p: T*Y —>Y die kanonische Projektion.

4.2. Die Kohomologie der relativen Einhiillenden

Es sei nun wieder S=S(a). Betrachten wir das A-Hauptfaserbiindel pr:X
=G/(P,P)»G/P=Y. Es ist lokal trivial sogar in der Zariski-Topologie. Sei
U =pr,(Py)* die ,relative Einhiillende* im Sinne von [BB2]. Nach Definition ist
I'=I(Y,%), und nach [BB2] ist % eine S-tdo auf Y. Fir alle lea* ist
9,=%/(ker )%, und es wird M(1):= M/(ker A * M)=D,/D ;m,=U(3) Q) C; + 5-

Nach Lemma 9 ist gr,,% = S®p, Or«. Nach dem Satz von Elkik (vgl. [BB1,
1.4]) verschwinden die hoheren Kohomologiegruppen dieser Garbe. Es folgt
sofort:

Proposition 10. H*(Y,%)=0, Vv=1.
Die Filtrierung %, (i) von % induziert eine Filtrierung I;,(i) von I'. Ich setze
R(T*Y)=R(T*G/P))=I(T*Y,Orsy).

Mit den obigen Uberlegungen folgt fiir die assoziierte graduierte Algebra gry, I’
sofort:
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Proposition 11. gr,, . ['=S®R(T*Y). Insbesondere ist dieser Ring normal.
Ich hatte ein ,,Theorem von Kostant® fiir I' versprochen.
Corollar 12. Als S-G-Modul ist unkanonisch I' = S®R(T*Y).
Beweis. Es reicht zu zeigen, daB die kurzen exakten Sequenzen
Foas(i—1) & Do) Toasi)/ Toasi—1)
spalten als Sequenzen von S-G-Moduln. Es reicht, eine Spaltungsabbildung auf
R(T*Y)CS@R(T*Y) = Luli)/ Tiai—1)

zu erkldren, die G-dquivariant ist. Das ist mdglich, da G als halbeinfach
vorausgesetzt war. q.e.d.

Bemerkung. R(T*Y)ist endlich erzeugt als C-Algebra. Das kann man z. B. daraus
folgern, daB8 die Impulsabbildung T*Y —g* eigentlich ist. Da es eine dichte
G-Bahn in T*Y gibt, sind ferner die G-Multiplizitidten in R(T*Y) endlich (alles
nach [BB1]).

4.3. T als ganzer Abschluf

Theorem 13. I'={ye(R,)k|Die von R, und y erzeugte Unteralgebra R, {y} ist
endlich erzeugter R,-Bimodul}.

Beweis. C) nach Corollar 3.
D) Ich zeige sogar: I'={y e I}|I'{y} ist endlich erzeugter I'-Bimodul}.

Ich kiirze dazu I, (i) = I'* ab, und erhalte eine Filtrierung I}} auf I mit assoziierter
Graduierter gry, [y =(8ry.])x- Nach Proposition 11 ist gry, I’ ganz abgeschlossen
in gry, I'x. Ich fithre nun einen Beweis durch Widerspruch und wihle nun y € I, wie
oben, von minimal moglichem Grad, so daB ye I} aber y ¢ I'. Ich finde t € S, t %0,
sodaBty"eI’ Yn=0.Seia(y)e I/ ! das Symbol von y. Es ist auch to(y)" € gry,. [,
Vn=0. Somit ist o(y)=o(y,) fir geeignetes y, e I'" (gry, I ist normal!). Es hiitte
(» —y,) echt kleineren Grad. Nun ist aber I'{y—y,} =T'{y}. Es gibt kein Entkom-
men mehr vom Widerspruch. g.ed.

4.4. Ein Theorem von Duflo fir I'

Proposition 14, Fiir alle Aea* ist (kerA)I" . I' = I'(G/P,%{(kexr %) eine kurze
exakte Sequenz.

Beweis. Man betrachte den Koszul-Komplex
..o A2a®@S-a®S—>S—S/ker A—-0.
Tensoriere ich ihn iiber S mit %, erhalte ich eine exakte Sequenz von Garben

o A2aQU > aQU - U — U /(ker 1)U —0.



Universelle versus relative Einhiillende 187

Die hoheren Kohomologiegruppen aller dieser Garben verschwinden. Das ist
wohlbekannt fiir 2, =% /(ker 1)%, und folgt fiir die (A’‘a®%) aus Proposition 10.
Somit erhalte ich eine exakte Sequenz von globalen Schnitten

..o A2a@>a@T —>T'—>I(G/P,%/(ker A)%)—0
die meine Proposition beinhaltet. q.e.d.

Nach Proposition 11 und Lemma 2.6.4 in [Di] hat jedes primitive Ideal von I'
einen zentralen Charakter 1€ a*. Das kleinste primitive Ideal zu einem festen
zentralen Charakter 1 wird beschrieben durch das folgende

Corollar 15. (kerA)I'=Ann M(A) ist vollprim.

Beweis. Nach der vorhergehenden Proposition ist I'/(kerA)['=I'(G/P,2,) null-
teilerfrei als Ring von Differentialoperatoren. Es ist ferner M(1)=2,/2,m, ein
trever I'(G/P,9,)-Modul. q.e.d.

5. Beziehung von R zu R,
5.1. Beziehung der Zentren

Ich wihle nun hCbCp eine Cartansche in einer Borelschen in meiner Paraboli-
schen. Sei gebh* der Charakter von A™*(g/b)*. Ich definiere auf h* zwei
Operationen der Weylgruppe W, mit Fixpunkten O und (—g), notiert wuund w - g,
mit Quotienten h*/W und h*/(W-). Es ist kanonisch Spec,,,, Z =bh*/(W-). Da U(g)
halbeinfacher ad(g)-Modul ist, liefert die kanonische Surjektion U(g)—R eine
Surjektion der Zentren Z — Z. Analog erhalte ich eine Surjektion Z®S(a)— Z(R,).

Proposition 16. i) Z(R,)=S.
ii) Wir haben ein kommutatives Diagramm wie unten.
iii) 7 ist endlich und dominant, vom Grad |W,|, wo W,={we W|w-a*=a*}.

Im folgenden Diagramm ist # durch die Inklusion Z = Z(R)C Z(R,) = S erklirt,
der untere horizontale Pfeil durch die kanonische Surjektion Z—Z.

A— A4+ 6

Specmaxs= a*——— b* = Specmaxs(b)
ﬂ:l ln
Specmaxzz 7'1.'(0*) - I)*/(VV )= Specmaxz .
Beweis. R, operiert ja treu auf dem in Proposition 1 sehr explizit beschriebenen
Modul M. Seize Z. Esist n¥(z) =: t =z +u, mit u, € U(g)n, wo nCb das Nilradikal

bezeichnet. Wir erhalten Yu e(g), Vse S die folgenden Gleichheiten von Elemen-
ten aus M. [Es ist ® iiber U(p) aufzufassen!]:

Z(u®s)=uz®s
=ut@s
=u®is
=Tyt)* (u®s).
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Hier bezeichnet te S das Bild von ¢ unter U(h)—S(a) und T;:S—S ist definiert
durch Ty(v)=v+d(v) Vvea. Das beweist i) und ii). iii) ist elementare algebraische
Geometrie, sobald man weiB}, daB kein nichttriviales w e W ganz a* + ¢ fixiert. Das
ist klar, da ¢ reguldr ist. q.ed.

5.2. Notationen zu primitiven Idealen
Man betrachte das folgende Diagramm:

H b*  —— Db*xa* (A

I | l

I(x) Prim(g) —©° _ PrimU(g x a) I(4, A)

ol Lo

/(W) e——@OH*(W-)) x a*

Die horizontalen Pfeile oben und unten sind einfach die Projektionen. I(x) [bzw.
I(u, 7)] sind die Annullatoren der einfachen Moduln mit den hochsten Gewichten
u [bzw. (u, )] bzgl. b. Darin liegt als Teildiagramm:

A a* 0 o* A

[ ! !

I(A+6) PrimR 22> PrimR, I(A+6,4)

el lﬂa

n(a¥) —2— q*

wo rechts oben a* ¢ h* xa* iiber A+—(1+0,4) eingebettet wird, was die
Einbettungen links oben und rechts unten festlegt. Die Einbettung auf den
primitiven Spektren kommt von den kanonischen Quotientenabbildungen. Es ist
I(A+8) [bzw. I(A+ 6, A)] der Annullator in R [bzw. R_] des einfachen Quotienten
von M(%), Viea*.

Es bezeichne fiir jeden Ring Max(Ring) C Prim(Ring) seine maximalen Ideale.
In unserem obigen Diagramm liegt nochmal wieder als Teildiagramm

MaxR —®2__ MaxR,

| I
n(a¥) d a*.

In diesem letzten Diagramm sind 6 (bzw. 8,) bijektiv, und ich schreibe ihre
Umkehrabbildungen y +— I ,.(x) [bzw. A +— J . ()]

Es bezeichne T C a* die (dichte!) Menge der ,,am wenigsten ganzen“ Gewichte
aus a*, d.h. T={lea*Ch*|KA, ") €Z fiir eine Wurzel o von G = o ist Wurzel aus
dem halbeinfachen Levifaktor von P}. Sei A€ T, x=1(1) sein Bild in Spec,,,,Z. So
ist I (x) =Anng M(A) =I(A+96), Jpon(4)=Anng M(4)=1I(A+96,4). Denn fiir Ae T
ist M(/) einfacher R-Modul nach [Ja2, 1.17, S. 35] und sein Annullator ist das
maximale Ideal zum entsprechenden zentralen Charakter nach [Jai, 5.21, S. 70].
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5.3. Beziehung von R zu R,

Theorem 17. Es sei yeSpecZ. Ist S, ein freier Z,-Modul, so ist sein Rang |W,| und
Rl ®Zx Sl = (R ®ZS)X = (Ra)x'

Bemerkung. Die Bedingung an yeSpec,,,Z ist gleichbedeutend mit:
a* -2 Spec,,,, Z ist flach an allen 4 €7~ !(y). Insbesondere ist sie in den glatten x
stets erfiillt. [Ha, III, Ex. 9.3.a.]

Beweis. Die Aussage iiber den Rang folgt aus Proposition 16. Das Theorem folgt
sofort aus

Proposition 18. Sei 0+seZ, so daff S[s™'] frei ist iiber Z[s~']. So ist (R®3S)
[s7'1=R.[s7']

Beweis. Es bezeichne T Ca* die Menge der am wenigsten ganzen Gewichte, und
T,={A€e T|s(#(A)) *0}. Ich zeige zunichst das folgende

Lemma 19.
N Inax(@A)=0CR und [\ Jp.()=0CR,.
AeTs

AeTs

Beweis (Lemma). Es reicht, das Letztere zu zeigen. Es ist nun aber

Anny, M= () AnnM(4)

AeTs

= () Jmasld)
AeTs
da T,C a* Zariski-dicht, und da Induktion von Idealen [bei uns wird das Nullideal
von S(a)=S nach U(gxa) induziert!] mit beliebigen Schnitten
vertauscht. q.e.d. (Lemma)

Seinun s,,s,, ...,s, Basis von S; iiber Z, (mit n=|W,|!). Sei Ae T,, y=7(1) und
seien A=4,,1,, ..., 4, die verschicdenen Elemente von #~!(x). So ist die Familie
{4;:8,~C}}-, linear unabhangig. Folglich ist die Matrix [A(s;)] nicht singular.
Denn gilt eine Relation Y ;a,A{s;) =0 Vje € mit gewissen q;e C, so folgt

(Xi:ail,-) (;zjsj) = gx(zj) ~Zi:ail,{sj)=0 VzeZ,

also ist }; a;4; Null auf S, also a;=0 Vi.

Mein Ziel ist es ja, die Injektivitidt von m: R,®3z S,—(R,), zu zeigen. Nun ist
aber R;®3z S(a)=R;-5;®...®R;-s,. Seivs; + ... +v,s, nullin (R,),. So operiert
es durch Null auf M(1) VAeT, folglich ist v A(s;)+...+0,A(s,) € [ nax(R(A),
VAeT, und mit der Invertierbarkeit meiner Matrix oben folgt
V15 eis Ua€ Naet, Imad(@(A)=0. qed.

Corollar 20. Der Kernvonm: R ® 3S— R, besteht genau aus den S-Torsionselemen-
ten.

Beweis. R, hat keine S-Torsion, daher ker(m)>. Kennt man das vorhergehende
Theorem auch nur fiir eine Stelle x, folgt miihelos ker(m)C. q.e.d.
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5.4. Lokale Theoreme von Duflo und Kostant in R

Theorem 21. Sei y € Spec,,,,Z. Ist S, ein freier Z,-Modul und gilt (R,),=T,, so ist
unkanonisch R, = Z, ®¢R(T*(G/P)) als Z -G-Modul, und ker xR, ist das minimale
primitive Ideal von R,. Es ist sogar vollprim.

Bemerkung. Fir generische y gilt also unser Theorem.

Beweis. Es ist Rz gb Sl=(Ra)x=rx=Sx % R(T*(G/P))

die erste Gleichung nach Theorem 17, die zweite nach Voraussetzung, die dritte
nach Corollar 12. Ich nehme die isotypischen Komponenten zu einem endlich-
dimensionalen einfachen G-Modul E und erhalte R} ®; S, =S, ®cR(T*(G/P))".
Nun sind die G-Multiplizititen in R(T*(G/P)) endlich, und das folgende Lemma
beschlieBt den Beweis der ersten Aussage.

Was die zweite Aussage angeht, reicht es zu zeigen, daB ker xR, vollprim ist. Sei
A€ a*mit fi(4) =y. So st (ker 1) I, vollprim in I, nach Corollar 15. Aber nach obiger
Gleichungskette in Verbindung mit der ersten Aussage schneidet dies Ideal R, in
kerzR,. qed.

Das folgende Lemma ist wohlbekannt.

Lemma 22. Sei A noetherscher lokaler Ring, A C B eine endliche Ringerweiterung, B
ein freier A-Modul. Sei M ein A-Modul. Ist M ® 4B freier B-Modul von endlichem
Rang, so ist M freier A-Modul vom selben Rang.

Beweis. Als A-Untermodul von M ® , B ist M endlich erzeugt. Da B treuflach ist
iiber A, folgt aus ,M® ,B ist B-flach“ auch ,M ist A-flach“. Damit ist M
frei. q.e.d.

6. Die primitiven Ideale von R und R,
6.1. Die primitiven Ideale von R,

Ich bestimme die kleinsten Ideale in den Fasern von 0, : PrimR,—a*.

Theorem 23. |/(ker )R, = R,n(ker)I"=Ann M(4) ist primitiv, VA€ a*.

Beweis. Alle Aussagen bis auf die erste Gleichheit folgen sofort aus Corollar 15.
Von der ersten Gleichheit ist C evident. Ich zeige D. Dazu brauche ich die folgende
nichtkommutative Version des Lemmas von Artin-Rees (vgl. auch [CH, 11.4 und
11.7]):

Lemma 24. Sei A ein linksnoetherscher Ring, M C N noethersche A-Moduln, 1 CA
ein von endlich vielen zentralen Elementen erzeugtes Ideal. So gibt es n, so daf

IM>(MAI'N).

Beweis (Lemma). Der Ring GA= @,5, 1" ist als Quotient eines Polynomrings
iiber A linksnoethersch, und @,5,I'N ist noetherscher GA-Modul
@,29(I"NnM) ist als Untermodul auch endlich erzeugt, sagen wir, von
@335 (’NnM). Es folgt, daB IMD(MnI"N). q.e.d.(Lemma)
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Jetzt sind ja R, C I noethersche R,-Moduln nach Corollar 3. Folglich ist fiir n
hinreichend groB (R,nkerAl')"CR,n(kerA)"I"C(ker)R,, was die ausstehende
Inklusion zeigt. q.e.d.

6.2. Die primitiven Ideale von R
Das Analogon fiir R ist das folgende
Theorem 25.
]/(W= ﬁ(/l()lx(ker/l)FmR Vy €Speca Z -

Beweis. Es bezeichne (| = ;= , (kerA)I'nR.

Ich zeige C. Als Schnitt der vollprimen Ideale (ker )’ "R (vgl. Corollar 15) ist
() semiprim. Sicher ist (kery)RC (. Es folgt |/(kery)R C (.

Der entscheidende Punkt im Beweis der anderen Inklusion D ist das folgende

Lemma 26. |/(kery)RD(kery)'NR VYyeSpec,,,Z.

Beweis (Lemma). Nach der Bemerkung zu Corollar 3 ist I' endlich erzeugter
R-Modul. Das Lemma folgt nun mithelos aus dem vorhergehenden Artin-Rees-
Lemma 24. q.e.d.(Lemma)

Nun ist mit etwas algebraischer Geometrie

(kerx)S)( I1 kerl)”

"(A)=x

fiir N> 0. Folglich ist, u. U. mit noch gréBerem N, (kery)'nR> *. Nach dem
Lemma ist somit |/(kery)R > (", also |/(kery) RD ). q.ed.

Corollar 27. Die minimalen Ideale aus Prim R sind genau die Ann M(2), fiir A€ a*.
Corollar 28. (Rn):PrimR,—PrimR ist surjektiv.

Beweis. Nach Theorem 23 und Corollar 27 ist RN surjektiv auf den minimalen
primitiven Idealen. Aber fiir jedes minimale IePrim(R,) ist R/(RNI)
~R/I. qed.

6.3. Uber die Beziehung der beiden primitiven Spektren

Vergessen wir fiir den Moment mal alle alten Notationen, bis auf den Grundkor-
per €, und nehmen zwei beliebige €C-Algebren Z C 4, so dal3 Z zentral in A ist. Fiir
jedes y: Z—C definiere ich Prim*(4)={I e PrimA|InZ =kery}. Seien nun Ho-
momorphismen Z—Z %> C von kommutativen C-Algebren gegeben, und be-
zeichne y ihre Komposition. So ist aus trivialen Griinden

Prim* A <=~ Prim? (A ® Z)
VA

eine Bijektion. Indem wir uns wieder an unsere alten Notationen erinnern,
erhalten wir das folgende kommutative Diagramm von Mengen, in dem das linke
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Viereck kartesisch ist:

PrimR «——=  Prim(R ®,5) PrimR,

Lo e

SpeCpaZ ¢+————a*

Ist # flach bei Aea*, so ist nach Theorem 17 (R® ;S(a));=(R,);, somit ist die
Inklusion oben rechts eine Bijektion der Fasern iiber A.

7. Uber das Verhiltnis von R, zu I’
7.1. Zusammenhang mit Kostant’s Problem

Sei Aea*. So ist I'/(ker )T =I'(G/P,2;)=Endc(U(g) ®y(,)Tr+5)° ", die erste
Gleichheit nach Proposition 14, die zweite nach Corollar 7. Ich zeige nun:

Theorem 29. Sei Lea*. Esist(R,), =TI, genau dann, wenn die kanonische Abbildung
U(g) > Endg(U(8) @ yp) €+ 5)2 ™" eine Surjektion ist.

Beweis. Nach den Vorbemerkungen ist diese kanonische Abbildung surjektiv
genau dann, wenn (R)—TI/(kerA)I" surjektiv ist, genau dann, wenn (R,),
— I, /(ker A)I surjektiv ist. Ich zerlege beide Seiten in ihre isotopischen Kompo-
nenten unter G. Diese sind endlich erzeugte S;-Moduln nach Corollar 12, und das
Lemma von Nakayama beendet den Beweis. q.e.d.

7.2. Zusammenhang mit der Geometrie der Impulsabbildung

Die Ringe RCR,CT und I'/(ker ))I" sind Ringe von Differentialoperatoren. Die
Grade bezeichne ich mit einem oberen Index.

Theorem 30. Es gebe A€ a*, so daff R"—(I'/(kerA)I')" surjektiv ist fiir alle n. So ist
R,=T.

Bemerkung. Die Bedingung des Theorems ist z. B. stets erfiillt, wenn die Abbildun-
gen W'(g)—>I'(G/P,2¢;p)" surjektiv sind fiir alle n. Dafiir geben [BB1] ein
geometrisches hinreichendes Kriterium: Die Impulsabbildung T*(G/P)— Gp* Cg*
muB birational mit normalem Bild sein. Das ist z. B. im Falle G=SL(n, T) stets
richtig [BB1].

Beweis. Ich zeige durch Induktion: R**!=I"*! Aber ye I"*! hat nach Voraus-
setzung die Form y=r+sy, mitre R"*!, seker . Es muB dann y, e I sein. Nach
Induktionsannahme war aber I"=R]. q.e.d.

8. Beispiele
8.1. Der Fall G=SL(n+1,C), G/P=CIP" der komplex projektive Raum

Sein= 1. Die Gruppe G=SL(n+ 1, C) operiert auf €** ! in kanonischer Weise. Ich
bezeichne die Standardbasis von €**! mit {e,, ..., e, }. Ich betrachte in G die
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Parabolische P={ge G|g(Ce,)=Ce,} und erhalte (P, P)=Stabg(e,). So wird
kanonisch X =G/(P, P)=C"*!—{0}. Identifiziere ich 4 mit C* iiber den ersten
Eintrag in der Diagonale, so geht die Operation von 4 auf X in die Multiplikation
mit ze C* auf C**'—{0} uber. Es wird I'(25)=C{x,,0;}1= die Weyl-Algebra,
und I'(24)*=I'=C{x;0;}};2, die Unteralgebra aller Ausdriicke ,,vom gleichen
Grad in X und 0“. Es wird RCI' das Erzeugnis aller {x;0;};s; und
{x;0;—X;410i41}i=1- Es wird a=Q(x,0,+ ... +X,1,0,+,)CI. Insbesondere ist
R,=T, was aber nach Theorem 30 sowieso schon klar war. Ich wihle b die
Cartansche aller Diagonalmatrizen in g, dariiber b die Borelsche aller oberen
Dreiecksmatrizen aus g=sl(n+ 1, €). Ich definiere ¢;ebh* durch ¢(Matrix)=i-ter
Eintrag in der Diagonale. Die {¢;}7X ! erzeugen h*,und die a;=¢;—¢;, , flir 1<i<n
bilden die Basis des Wurzelsystems von g, die zu b gehort. {«,,...,,} sind die
Basiswurzeln zu P. Die Abb. 1 zeigt a*Ch* bzw. n(a*)Ch*/(W.) fiir n=2 als
gestrichelte Linie mit Knoten an den ganzen Gewichten. Um die verschobene
W-Operation zu veranschaulichen, habe ich das Wurzelsystem um (— ) verscho-
ben eingezeichnet. Ich identifiziere h*/(W-) mit der um (—g) verschobenen
positiven Weyl-Kammer. Obwohl mein reelles Bild den komplexen Sachverhalt
nur unzulinglich darstellen kann, hoffe ich dennoch, daB3 es dessen Verstindnis
erleichtert.

-p

Abb. 1

Die zugehorigen Rechnungen folgen. Ich fiihre sie fiir beliebiges n durch. Ich
bezeichne mit s5;=s, € W die Spiegelung an «,, und t(w)= {« Basiswurzel|w(x) ist
keine Wurzel aus b}. Zunichst schligt man [Bou, Planche I], auf und erhilt:

20=ne;+(n—2)e,+ ... +(—n)e, .,
O0=—ne +e+ ... +641-

(Man beachte, daB 6=2¢(Untersystem zu {a,,...,a,})—20!) Es wird weiter
a*=Caoch*. Ich zeige nun:

Behauptung. Fir n>2 sind (s, ... s,-5,)¢ =(¢ +9) die einzigen unter der (unver-
schobenen!) Weylgruppenoperation konjugierten Elemente von g+ Cd. Es ist

sy ... 8 ={a,}.

Beweis. Ich identifiziere die Weylgruppe mit der symmetrischen Gruppe durch
S+ 120> w, € W, wobei w,(e;) =&, Seiennuna, be C,a+bundoe ¥, , ,,sodaB
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w,(20+2ad)=2¢+ 2bJ, also ausgeschrieben

n+1 n+1

W, ((n—-2an)sl + Y (n—2i+2+ 2a)e,-> =(n—2bn)e, + Y (n—2i+2+2b)g;.

i=2 i=2
Da auf beiden Seiten die Summe der Koeffizienten null ist, ist das (obwohl die ¢;
keine Basis von h* bilden!) gleichbedeutend zu:

n—2ig+2+42a=n—2bn a(ig)=1
n—2an=n—20(1)+2+2b
n—2i+2+2a=n—-20()+24+2b i#%1,i,
oder, etwas kiirzer geschrieben:
ip—(1+a)=bn
an=0o(1)—(1+b)
o(i)—i=b—a i£1,i,.

Danz=2folgt(b—a)e Z. Sei 0.B.d.A. b>a. Wireiy=1, so wire o(i)>i Vi=2.Da
das unmoglich ist, muB i, +1 sein, und a(i)>i Vizi, Somit ist io=(n+1), a(i)
=(i+1)firi$n+1. Esfolgt b=a+1, und man erkennt, dall a=0, b=1 mit dem
eben bestimmten o die einzige Losung unseres Gleichungssystems ist. Nebenbei ist
W,=35; ... S, und t(w,)={«,}, wie man sofort sicht.

Behauptung. Die Elemente von ¢ + €3 mit nicht-trivialer Isotropiegruppe (beziig-

. . . . io+1 .
lich der unverschobenen W-Operation!) sind genau die ¢ + (l°+ >5 mit 2<i,
<n+1. n+1

Beweis. Ich muB3 meine obigen Gleichungen 16sen fiir b= a, aber mit nichttrivia-
lem o. Man sieht, daB ¢ genau die Transposition von i, und 1 sein muB, und 19st
ohne Schwierigkeiten die erste Gleichung (die mit der zweiten libereinstimmt, falls
b=al).

Ich zitiere noch aus [Bou, Planche I, (VIII)], daB Z(é/n+1) die ganzen
Elemente von a*=(C4 sind, und habe damit mein Bild ,hergeleitet”.

Mit Theorem 23 kénnen wir uns nun unschwer ein Bild von Prim R, machen
(vgl. [BJ], 4.5,d)). Die Fasern 6, '(4) von 6,:PrimR,—a* enthalten nur das
maximale Ideal J,,,(4) fiir 2 nicht ganz regulr, zusatzlich noch das fast maximale
Ideal zur t-Invariante {«,} fiir dominante reguldre ganze A, und zusétzlich noch
das fast-maximale Ideal zur t-Invariante {«,} fiir nicht-dominante regulire ganze
A. Durch die Surjektion Prim R,—PrimR aus Corollar 28 ist dann auch PrimR
beschrieben. Die Abb. 2 zeigt 6, : PrimR,—a* bzw. 6: Prim R—n(a*).

L]

. L]
[ ] [ ] (] L]
7 7 \X
x; a ] oy e
—e—— 7
. . . e e
Abb. 2 0 d NUPogl B

FO)=F(-6) *~
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Insbesondere hat 6~ *(%(0)) drei Elemente (davon zwei minimale!), 8, (0) aber
nur zwei. Nach 6.3 kann dann m:R®;S—R, kein Isomorphismus sein. Am
SchluB werde ich zeigen, daB n(a*) glatt ist auBerhalb von 7#(0) = 7(— ).

Nach Theorem 17 ist m, ein Isomorphismus fiir y e n(a*), y =+ #(0)=7(—9).
Wenn ich hingegen am singuldren Punkt 7(0) lokalisiere, ist m;): (R ®28)x0)
—(Ry)xo) kein Isomorphismus und tdtet die beiden iiberfliissigen minimalen
primitiven Ideale in dem linken Ring.

Um zu zeigen, daBl 7(0)=7(—05) die einzige singuldre Stelle von #(a*)
=Specy,Z ist, stiitze ich mich auf zwei Lemmata.

Lemma 31. Sei n: X—Y ein Morphismus von C-Varietditen (=: Schemata von
endlichem Typ iiber C). Sei n endlich, bijektiv auf’ den abgeschlossenen Punkten und
have injektives Tangential in jedem abgeschlossenen Punkt. So ist © ein Isomorphis-
mus.

Beweis. Es reicht, fiir alle xe X abgeschlossen die Bijektivitit von n*:0y .,
-0y, zu zeigen. n ist dominant, somit ist #* injektiv. n ist bijektiv und endlich,
somit ist = * surjektiv nach dem Lemma von Nakayama fiir den endlich erzeugten
—-m,/m,. eine Surjektion, mithin m, =0y ,-m,,, nach dem Lemma von Na-
kayama fiir den endlich erzeugten Oy .-Modul m,. Es folgt C= 0y ,/m,,0x .,
somit ist 7 * surjwktiv nach dem Lemma von Nakayama fiir den endlich erzeugten
Oy, nxy-Modul Oy ,. qed.

Lemma 32. Seiim C-Vektorraum V ein Wurzelsystem R gegeben mit Weylgruppe W.
Man betrachte n: V—V/W. Sei ve V. Es ist ker(dn),= Y, g ovw)=0 Cot-

Beweis. Dank Luna’s Scheibensatz diirfen wir uns auf den Fall v =0 beschrinken.
Es gilt also (dr), =0 zu zeigen. Das ist gleichbedeutend dazu, daB es keine linearen
W-invarianten Funktionen (#0!) auf V gibt, d. h. daB (V*)¥ =0. q.e.d.

Ich will zeigen, daB n(a*) glatt ist auBerhalb von #(0)=7(— d).

Zunichst liegt nach den Rechnungen vom Anfang jedes A € a* auf hochstens
einer Spiegelebene, und a* steht auf keiner Spiegelebene senkrecht. Nach
Lemma 32 hat folglich 7 : a*—n(a*) injektives Tangential in jedem abgeschlosse-
nen Punkt. Nach Lemma 31ist 7 : a* — {0, — 6} - n(a*) — {#(0)} ein Isomorphismus,
insbesondere ist also n(a*) glatt auBerhalb von #(0)=7(—§).

8.2. Der Fall G=Sp(2n,C), G/P=CIP*"~! der komplex projektive Raum

Ich betrachte nun G=Sp(2n, €)CSL(2n, C)=G (allen von 8.1 {ibernommenen
Notationen setze ich einen Hdt auf!), und nehme P=GnP. Es wird kanonisch
X=X,A=A4,I=r, a=A.

Ich wihle die Cartansche h=C"¢, g

(s oo M) > diag(hy, ooy Ay — Ay, ooy —4y)

erhalte h* ~@C">IR" und benutze die Notationen von [Bou, Planche III]. Zur
Parabolischen P gehoren alle Basiswurzeln auBer a;.
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Die Abb.3 zeigt a*Ch* bzw. n(a*)Ch*/(W-) fiir n=2. Sie ist analog zu
interpretieren wie Abb. 1.

Die zugehorigen Rechnungen folgen. Ich fiihre sie fiir beliebiges n durch. Mit
den Formeln aus [Bou] priift man nach, daB gilt:

0= —2¢+2¢(Untersystem erzeugt von a,, ...,a,)= —2ne;, W,={e,s,,,},

und (6/2) ist der Fixpunkt von (s,,, - )in a*. Die ganzen Elemente von a* sind genau
die (a/2n)d, aeZ. Ferner ist bd reguldr genau dann, wenn (2n)b=+1,2,...,(2n—1).
Denn 2¢ 4 2bd =(2n—4nb)e, +(2n—2)e, +(2n—4)e3 + ... + 2¢, liegt auf einer (un-
verschobenen!) Wand genau dann, wenn ein Koeffizient rechts null ist, oder zwei
bis auf’s Vorzeichen iibereinstimmen. Es ist 7(s,, )= {a,}. Wie im ersten Beispiel
kénnen wir uns unschwer (vgl. [BJ, 4.5,d)]) ein Bild von PrimR, und PrimR
machen. Die Abb. 4 zeigt 6, : Prim R,—a* bzw. : PrimR—m(a*). Auch wenn es
nicht so aussieht, sind doch a* und n(a*) als Varietdten beide isomorph zu C.

7 7 7
a, ay oy 0y ay o
—-—0 6 . o——==0 3 - e @O0 —
Abb. 4 B #l0)=7(-6)

Fasse ich 8.1 und 8.2 zusammen, so erkenne ich, daB in unserem Fall
(R,n):PrimI'>Prim R, eine Bijektion ist. In den Fasern mit zwei Elementen iiber
a* kann man das maximale Ideal in PrimI" bzw. PrimR, ndmlich als das
Radikalideal endlicher Codimension beschreiben.

Ich wihle eine Basis y, € a, setze (y, + d(y,)/2)=y € S und erhalte S=C[y]. Ich
will ein kommutatives Diagramm herleiten, in dem die waagerechten Pfeile
Isomorphismen sind:

a* —— Specmaxc[y]

ﬁl l

7'[(0*) — Specmaxq:[yz]
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Mit Proposition 18 folgt dann ndmlich: R® ;S =R,. Dazu faktorisiere ich :h*
—bh*/(W-)in h* =5 bh*/(s,,, - )—+b*/(W ) und erhalte darm a*- 7, (a*)—>n(a*). Ich
zeige nur noch, daB n,(a*)—>n(a*) ein Isomorphismus ist. Das folgt aus Lemma 31
und Lemma 32. [Um zu sehen, daf} das Tangential dieser Abbildung in 7,(—d/2)
injektiv ist, bendtigt man nochmals den Scheibensatz!]

Ich zeige nun, daB R, +I'. Fiir sp(4, €) ist das schon klar mit Theorem 29, da
U(g)—>EndgM(5/2)* "4 keine Surjektion ist nach [Jo]. Ich will das nun
allgemeiner in anderer Weise zeigen. Dazu fasse ich g=sp(2n, C) auf als die
Fixpunkte der Involution 7 auf §=sl(2n, C),

s(e o)-(Ce 2)-(0 )@ 2NE )
C D ¢ —4) \-1 0 c o)J\1 o)
Ich erinnere daran, daB alle Notationen zu sl durch einen Hdt ausgezeichnet
werden! Es ist 7(§*)=(H*), und & & —4,,, fiir 1<i<n. Bezeichnet w,e W das
Element der Weylgruppe zur Permutation i< n+i, so ist also 7(A)= —w,(4).
7 operiert auf 2(§), also auf Z, also auf Spec,,,,Z, iiber unseren Isomorphismus

dann auch auf h*/(W - ). Mit etwas Miihe erkennt man, daB fiir diese Operation von
1 das folgende Diagramm

A b ——hY(W)
Ul !
(~2-20) B b*/()

kommutiert. Ich definiere weiter die Involution 7:S—S durch y+— (—y). Das
induziert mir 7: a* —a* mit 7(1)=(—A—0) VAlea*. Ich setze nun meine 7 zu einer
Involution 7 auf (3 x a) zusammen. Ich zeige, daB 7 eine Involution auf R,
induziert, d. h. daB der Kern der kanonischen Surjektion (§ x a)— R, stabil ist
unter 7.

Zunichst gebe ich einige Beziehungen der Symbole mit und ohne Hit an. Die
Inklusion b ¢ § liefert eine Surjektion h* ¢, h* unter der - ¢, &, ,— —e¢; fiir
1=i<n. Schrinke ich diese Surjektion auf a* ein, erhalte ich den Isomorphismus
d*=a* vom Anfang. Unter diesem geht 6= —(2n—1)8 +&,+ ... +4,, in
0= —2neg, Uber, und ich kann é und a* unbeschadet ohne Hut herumstehen lassen.
Ich bezeichne mit I, (u, 1) das maximale Ideal in U(§ x a) zum selben zentralen
Charakter wie I{,4), Vueh*, Aea*. Es ist also Jm,x(l) I,.(A+4,2). Nun ist
nach Lemma 19 der Kern von U(§ x a)— R, genau () ;¢ o Jmax(4) und das Ergebnis
der folgenden Gleichungskette zeigt, daB dieser Kern stabil ist unter t:

W max(D) = W maxlA +, 2)), @
= T —A—6—28, —2—6), )
=lnu(— 4 —4-0), )
=Jmar(—4—0). @

Hier sind (1) und (4) klar, (2) folgt, da wir wissen wie t auf Z und S operiert, und (3)
gilt, da (—A—0—-20)eW-(—4) Viea* Denn das ist gleichbedeutend zu
(—ad—56—9)e W(—ad+0) VYaeC, und um das zu zeigen gebe ich we W an, so
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daB Wwo =24, W(—20—2¢)=26. Es ist ja
S=—Qn—1)6,+&+ ... +6,,
20=02n—1)8, +(2n—3)8,+ ... —(2n—1)é,,

und man sieht, dal w=w, mit o(1)=1, o(i)=2n+2—i fiir 2<i<2n, obige
Forderungen erfiillt.

Aber warum ist nun R, # I'? In unserem Falle ist ja I' = R, und darauf operiert
7. R, ist stabil unter 7, und es ist R,=R ®qy,2;C[y]=R® Ry, wie wir frither
gesehen haben. Das ist nun auch die Eigenraumzerlegung von R, beziiglich 7. In
R}, den Operatoren vom Grad <1, hat t also nur den eindimensionalen (—1)-
Eigenraum Cy. In I'! ist dieser Eigenraum aber groBer, enthélt er doch das Bild des
(—1)-Eigenraums von t in §. Also ist R, =+1T.
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