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DISQUISITIONES GENERALES DE CON GRUENTIIS.

ANALYSIS RESIDUORUM CAPUT OCTAVUM.

330.

Quae in Sectionibus praecedentibus de congruentiis sunt tradita, simplicis-
simos tantum casus attinent methodisque particularibus plerumque sunt eruta. In
hac Sectione periculum faciemus congruentiarum theoriam, quantum quidem ad-
huc licet, ad altiora principia reducere, simili fere modo ut aequationum theoria
considerari solet, quacum insignis intercedit analogia, uti iam saepius observa-
vimus. Quoniam igitur omnes congruentiae algebraicae unicam incognitam in-
volventes ad hanc formam reduci possunt

X=0

ubi X est functio algebraica incognitae @, nullas fractiones involvens, huiusmodi
functiones imprimis erunt considerandae.

331.
Si P, Q sint functiones indeterminatae @ huius formae
A+Be+Cora+Da*+. ..
HAIz +~Kga-++La*+. ..

(quales abhinc semper per functiones simpliciter designamus) et in utraque coéffi-
cientes similium ipsius # potestatum secundum quemcunque modulum sint con-
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grui, functiones secundum hunc modulum congruae dicentur. Perspicuum autem est,
functiones congruas, si pro indeterminata valores aequales aut congrui accipian-
tur, valores congruos nancisci. Quae in Capp. 1. et 0. de numeris demonstravi-
mus, plerumque etiam de functionibus sunt tenenda; ita si P= P, Q = Q/,
R= R’etc., patet, fore P4-Q+R+-etc. =P+ Q'+ R+ etc.; P—Q=P'—Q;
PQ = P'Q; PQR etc. = P'Q'R’etc. Demonstratmnes facillimae, possuntque
simili modo adornari ut Cap. 1™°.

Si PQ = R, functionem Q per % designabimus apposito modulo, dice-
musque, Q esse quotientem, si R per P secundum hunc modulum dividatur.
Manifestum autem est, loco ipsius Q omnes functiones ipsi congruas accipi posse,
quas omnes tamquam wunicum valorem spectabimus. Infra vero ostendemus, qui-
bus casibus talis quotiens plures valores (i. e. incongruos) nancisci possit.

332,
Si modulus sit numerus primus et divisor @ unicum tantum terminum in-
volvat Ha", cuius coéfficiens H per modulum non dividitur, i. e. si modo H

non sit = 0, quotiens plures valores habere nequit. Si enim esset QA4 =P
et QB = P, foret QA—B)= 0. Iam sit
. 4+ Hal 4 I/ etc.

ita ut H per p non dividatur, et
A—B = La'4+Ma""'+ etc.

ita ut L per p non dividatur (hanc autem formam A-—B habebit, quia suppo-
nimus A non = B). Foretque Q(A—B)= HLa""4etc. =0. Q. E. A,
quia HI, non = 0.
Facile iam regulae dantur functionem P per Q, siquidem fieri potest, di-

videndi; sit

P = aa*+ba*™ +ca®T - ete. +ka*

Q = ma* fna* T qa* i+ ete. 4 ta”
ita ut a, &, m, ¢ per modulum non dividantur, debetque esse o non < g, x non

< . Divisio autem simili modo institui potest, ut in calculo logistico communi,
modo semper pro quotiente numerus integer accipiatur; scilicet quotiens semper
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hane formam’habebit ;’;4, quod secundum modulum determinari debet. Iam si
postquam #—--p——oa—1-1 termini sunt inventi, residuum remaneat, quod
erit formae

At Bt 1 L Cg*

neque omnes coéfficientes 4, B, C.. sint =0, P per Q dividi nequit.
Ceterum patet, divisionem etiam a terminis, qni maximas dimensiones ha-
bent, ka*, tz° incipi potuisse; operatio facilitabitur, si Q ad formam redigatur

mat(1+qe—+raza—+ ete.)
unde fiet posito mvy =1
po P ___ v Pra®
Q =1 + gz ete.

tunc vero divisio per methodos communes perfici potest.

333.
TreorEMA. Si 2 = a fuerit radix congruentiae & = 0, ¢ per z—a dividi
poterit secundum congruentiae modulum.
Demonstratio. Si enim dividi non posset, foret ¢ = (x—a)&'4-b, ita ut
b per modulum dividi non posset. Iam si # ponatur = a, £ fiet =0 (hyp.), quare
(x—a)g~+b=10; sed tunc etiam (2—a)¢'=0, quare b necessario erit == 0.

334.

ProsrLeMa. Datis binis functionibus, earum communem divisorem (maximae di-
mensionis) invenire secundum modulum datum.

Solutio. Sint functiones A4, B. Habeat A totidem aut plures dimensio-
nes quam B; dividatur A per B, si fieri potest sine residuo, B erit divisor com-
munis quaesitus. Si residuum maneat C, hoc inferiorem dimensionem habebit
quam B. Sit itaque

A=aB+C, B=bC+D, C=cD+E, etc.

itaut A4, B, C, D, a, b, cetc. sint f;mctiones, ‘et dimensiones functionum
4, B, C, D ete. constituant seriem decrescentem. Iam si tandem aliqua divisio
succedat, ex. gr. D==dE, ultimus divisor erit divisor communis quaesitus; si
vero nulla succedat, tandem ad residuum pervenietur, quod nullam dimensionem
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habeat i. e. ad numerum; hoc autem casu functiones A4, B communem divisorem
non habent.

Demonstr. Si divisor E functionem praecedentem sine residuo dividat,
omnes antecendentes dividere facile perspicitur; quare E erit divisor communis
functionum A4, B. Q. E.Pr. Si autem daretur divisor maioris dimensionis, puta
E’, hic propter C= A—aB etiam C similique argumento etiam D etc. adeo-
que E divideret, functio maioris dimensionis functionem minoris. Q. E. A. Q. E.
Scd. Hinc etiam patet, si divisor communis ullius. dimensionis datur, ad resi-
duum nullius dimensionis perveniri non posse; alias enim functio nullius dimen-
sionis per functionem alicuius dimensionis divideretur. Q. E. A.

335.
TueoreMa. Si A, B sint functiones inter se primae secundum modulum p;
A autem dimensionis o, B dimensionis 6; inveniri poterunt functiones P, Q, di-
mensionum quae sunt respective <6, <o, ita ut

PA+ QB = 1 (mod. p)
Demonstr. Hoc enim casu erit
A=aB+C, B=bC+D,etc.c K=kL+M

ita ut dimensiones functionum A4, B, C, D, .. K, L, M continuo decrescant et
M nullam dimensionem habeat. Jam formentur series

a, &, d', d",...a"
1, b, ¥, &, ...+
ita ut
d=ba-t1

= cd+a a"=da+d etc
Vb=c¢b+1 ¥V

db4-b. D" =eb" 4 etc.

(il

eritque
A—aB=+0C, bA—dB=—D, ¥A—d'B=-+E, etc.

uti sine negotio perspicitur; hinc tandem
V4 —a®B=+M

Iam sit 7= p, eritque ponendo P = pb Y, Q= —pa®
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PA+QB=1
Porro vero manifestum est,
Dimens. ipsius B -+ Dim. ipsius ¢ esse = Dim. 4
Dim. C 4+ Dim. b = Dim. B
ete.
Dim. L + Dim.% = Dim. K.

Quare
Dim.ZL -+ Sum. Dim.a, b, . . 4 = Dim. A

Patet vero dimensionem ipsius a® adeoque etiam

Dim. ipsius Q esse — Sum. Dim. @, b, ¢, .. 1. e. = a—Dim. L

itemque
Dim. ipsius P = 6—Dim. L Q. E. D.

336.
Hinc autem sequitur, si M est divisor communis maximae dimensionis

functionum A, B, semper poni posse
AP4+BQ=M

Exempla praecedentis theorematis brevitatis gratia omitto, sed lectores non
negligent, per ea facilitatem huius generis problemata tractandi sibi comparare.
Ceterum operae pretium erit admonere, theorema praecedens etiam de functioni-
bus absolute sumtis valere, quarum quidem coéfficientes sint numeri rationales.
Hoc ex demonstrationis modo per se elucebit. Nobis autem ei rei immorari non
licet. Similia lector etiam non admonitus in sequentibus observabit.

Si A nec cum B nec cum C divisorem ullius dimensionis communem ha-
beat, etiam cum producto B C nullum habebit divisorem communem. Sit enim

PA4+-QB=1, erit PAC+QBC="C

lam si A cum BC divisorem M communem haberet, hic etiam ipsam C divi-
deret contra hyp. Hinc generaliter si functio 4 ad B, C, D etc. prima, etiam
ad omnium productum erit prima.

Si A4, B, C, Detc. nullum divisorem habeant omnibus communem, fieri potest
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PA+QB+RC+SD 4 ete. = 1

Sit divisor maximae dimensionis inter A et B, M; inter M et C, M'’; inter
M’ et D, M” etc.: patet, ultimum huius seriei terminum fore nullius dimensionis
(hyp.). Quare poni poterit

aA+bB=M, mM4-cC=M,6 w'M+dD = M’ etc.

unde substitutionibus factis theorematis veritas apparet.

337.

TreeoreMa. 8@ A, B, C etc. sint functiones inter se primae (quarum binae
quaeque nullum habeant divisorem communem) secundum modulum p, et functio M
erit divisibilis.

Demonstr. Poni enim potest PA-+ QB =1, quare erit

b’y Mp__ M

Ze+zP=43
Iam quum C ad AB prima, erit etiam M per ABC divisibilis similique ratio-
cinio per ABCD etc.

338.

Si congruentia £ = 0 habeat radices # = a, # = b, ¥ = c etc., & per
productum ex (z—a), (x—b), (x—c)etc. dividi poterit; cum enim a, b, ¢, etc.
supponantur incongrui, functiones #—a, #—b, #—c etc. erunt primae inter
se, et quum ¢ per singulas dividatur. etiam per productum ex omnibus dividetur.
Hinc patet, radicam multitudinem congruentiae dimensionem superare non posse:
quae est demonstratio huius theorematis, quam polliciti sumus.

Sed simul hinc perspicitur, quomodo congruentiarum solutio partem tan-
tummodo constituat multo altioris disquisitionis, scilicet de resolutione functionum
in factores. Manifestum est, congruentiam ¢ = 0 nullas habere radices reales,
si £ nullos factores unius dimensionis habeat: at hinc nihil obstat, quominus £
in factores duarum, trium pluriumve dimensionum resolvi possit, unde radices
quasi #maginariae illi attribui possint. Revera, si simili licentia, quam recentio-
res mathematici usurparunt, uti talesque quantitates imaginarias introducere vo-

28
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luissemus, omnes nostras disqiiisitiones sequentes incomparabiliter contrahere li-
cuisset; sed nihilominus maluimus omnia ex primis principiis deducere *).

339.
Functiones secundum modulum determinatum primae vocantur, quae per
nullas fanctiones inferiorum dimensionum secundum hunc modulum dividi possunt.
Ita omnes functiones unius dimensionis erunt primae, functiones autem dua-
rum dimensionum aut erunt primae aut ex binis unius dimensionis compositae:
quare £ erit functio prima duarum dimensionum, si congruentia £ = 0 nullas
radices reales admittit. Ex. gr. ze#-+2--1 pro modulo 5 est prima, quia

zx+z4+1 = (2— 2)*— 3 (mod. 5)

et 3 non-residuum quadraticum numeri 5.

Hae vero functiones primae prae omnibus attentionem nostram desiderant.
Quamyvis enim aliae quam primi gradus ad inveniendas radices reales inservire non
possint, amplior earum consideratio tum ob insignes ipsarum proprietates tum ob
alias egregias veritates ex his deducendas sese commendat.

340.

TreorEMA. Functio quaecunque aut est prima aut ex functionibus primis com-
posita; posteriorique casu unico tantum modo e Sunctionibus primis componi potest.

Demonstr. Nisi enim functio proposita 4 sit prima, per aliam inferioris
dimensionis B dividetur. Si B non est functio prima, per aliam C inferioris
gradus dividetur, itaque pergendo putet, tandem ad functionem primam deveniri,
quoniam alias haec series foret infinita, quod, quoniam dimensiones perpetuo de-
crescunt, absurdum est. Jam si ultima functio prima sit L, haec omnes antece-
dentes metietur. Quare 4 = LA  eritque A  inferioris dimensionis quam A.
Quod iterum fiet 4'= I A" etc., patet, tandem ad functionem primam perveniri,
adeoque 4 erit = producto e functionibus primis L, L, L"etc. Q. E. Pr.

Tam si etiam esset 4 = M M'M" etc. neque omnes L, L', I etc. eaedem
cum omnibus M, M', M" etc., eliciantur eae, quae utrique seriei communes

*) Alia forsan occasione de hac re opinionem nostram fusius explicabimus. -
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sunt. Remaneantque A, N, X". ;p, ., p', ... eritque p ad A X, )" ete. prima,
quare etiam ad productum ANL’ etc.; tamen esse debet

2= Q. E. A

AV = pplp. . e,

341,

Primum caput harum investigationum in eo consistet, ut functionum pri-
marum cuiusvis dimensionis multitudinem deterniinemus. Quoniam enim pro
modulo determinato numerus omnium functionum diversarum (incongruarum) cu-
iuslibet gradus est definitus, ex his vero aliae sunt ex primis inferiorum graduum
compositae, aliae primae, etiam harum numerus finitus erit. Rigorosa huius rei
evolutio satis est lubrica; a casibus simplicioribus incipiemus.

Posito modulo = p, numerus omnium functionum diversarum 2%

gradus

huius formae
2"+ A2+ Ba" - Ca" 3 ete.

erit p”; coéfficientium enim A, B, C etc. numerus est n: et quum quivis inde-
pendenter a reliquis possit esse =0, 1, 2, 3 .. (p—1)(mod.p), ex combinatio-
num theoria -sequitur, p” combinationes diversas haberi; quae fgitur omnium
functionum diversarum huius gradus complexum definiunt.

Ita functiones unius dimensionis erunt p, scilicet #, 241, 42 usque ad
#-+p—1; functiones duarum dimensionum pp etc.

i 342.

Iam supra monuimus, omnes functiones primi gradus pro primis habendas
esse; siigitur, quod ad propositum nostrum sufficit, ad eas functiones nos re-
stringamus, quarum terminus summus habet coéflicientem 1, erunt p functiones
primi gradus seu unius dimensionis.

Functiones secundi gradus omnes aut e binis primi gradus erunt compositae

aut primae. Jam ex combinationum theoria constat, p res diversas admissis repe-
221 odis diversis combinari posse, quare totidem functiones erunt

titionibus —
.. .. . . . . . p.p+1
e binis primis unius dimensionis compositae, adeoque pp—* lp' — =4(pp—p

functiones primae duarum dimensionum.
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Simili modo e functionibus omnibus tertii gradus, quarum numerus est p°,
excludendae sunt eae, quae e ternis primis unius dimensionis componuntur, qua-
rum numerus est 12}:!:21_13:‘:_3, insuperque eae, quae e functione prima unius
aliaque duarum dimensionum componuntur, quarum numerus est p.4+(pp—p);
quibus deletis restabunt 4+(p*—p); tot igitur sunt primae trium dimensionum.
Flucet hoc modo semper continuari posse.

343.

Ut autem hae operationes facilius absolvantur simulque ad evolutionem le-
gis generalis via sternatur, rem generaliter considerabimus. Brevitatis gratia de-
signamus per (1) multitudinem functionum primarum unius dimensionis, per (2)
pumerum functionum primarum duaram dimensionum, sic porro per (1%) multi-
tudinem functionum e binis primis unius dimensionis compositarum etc. etc., ge-
neraliter per (1“26 37...) multitudinem functionum omnium, quae e functioni-
bus primis compositae sunt, scilicet ex o unius, 6 duarum, Y trium etc. di-
mensionum, quarum itaque dimensio erit a—-26-+37y -+ etc. Tum per praece-
dentia theoriamque combinationum elucet, fore

(1%28374%, . ) = (1%)(2%)(37) (4%) .
(1%) = - (1)+1 (1) <,+s () Fa—t

1 a

seu generaliter

(a) (@+1.(a)+2.(a)+3...(a)+a—1
(a> .2 . -3 . 4 . . . 4

Denique manifestum est, si omnes modi diversi numerum » e numeris 1,2,3, .
per additionem componendi colligantur, qui designentur per o.1-4+6.24 7.3+
etc., summam omnium harum expressionum (1%2°37..) aequalem fore multitu-

dini omnium functionum # dimensionum, i. e. = p”. Ita
= (1)
pp = (1%)+(2)
v P = (1)1 2403
pr=(1N4(1*. 2)+(1.3) (294 (4)
ete.

Perspicuum est, in expressione p® praeter quantitates (1), (2), (3) etc. etiam hanc
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ingredi (n), unde patet, quomodo omnes quantitates per praecedentes sint deter-
minandae. Ita invenitur

(1)=p 4) = 4 (p*—pp) (7) = +(p" —p)
(2) =+pp—p)  (5) = +(p*—p) (8) = +(p°—p"
B8)=+(p"—p  (6) =+(p"—p*—pp+p) etc

344 — 346.
Observatur ex hoc seriei initio, summum terminum expressionis (n) esse
_;_ p", ad quem, si z est primus, accedit ——-%p; at si # est compositus, lex mi-
nus elucet. Si vero attentius rem consideramus, videmus esse

=(1) P° = 5(5)4(1]
pp = 2(2)+(1) P° = 6(6)+4-3(3)+2(2)+(1)
PP =303)+(1) pr="1014(1)
Pr=a()+22)41)  pP=8(8)+4(4)+2(2)+(1) etc.

ubi lex progressionis est manifesta; scilicet si omnes numeri xz divisores sint
a, 6, 7, 0 etc., erit :

p* = aa)+8(8)+7(y)4-0(0)+ etc.

Huius observationis generalitatem iam demonstrare accingimur.

Ostendimus summam omnium talium expressionum (1%)(28)(37)... si sem-
per a+426-+437- ..=mn, exhaurire omnes functiones n» dimensionum adeoque
esse — p”. Hinc patet, —— —. Si

3 . .
(l_lz)(l)(l_fm)(z)(i_’x,)( ) .. evolvatur in seriem 1+Ax+Bx® .. = P,

erit
A=p, B=p C=7p® etc.
dP (1) 2(2)2* 3(3)z®
21_:’?1":5 - 1——3;+ 1—-z’+ 1——:3 :

. . pz zd P
[hinc substituendo —pz P10 Fa,

nitas theorematis veritas sponte elucet.]

et evolvendo singulas fractiones in series infi-
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347.
Theorema hoc etiam alio modo exprimi potest. Scilicet si numeri # divi-
sores omnes sint #, 1, 6, &', 8", 8” etc., theorema in eo consistit, ut sit

p* = n(n)—+ (1) 6(6)+06'(0")+ ete.

Tam patet, productum ex (n} functionibus primis, quae sunt » dimensio-
num, habere z(n) dimensiones et sic de reliquis, quare

Productum ex omnibus functionibus primis dimensionis unius, dimensionum
n, O, & etc. habebit p* dimensiones.

Facile nunc est ex hoc theoremate valorem expressionis (z) ipsum deducere;
sed brevitatis gratia analysin, quae non est difficilis, supprimimus. Sit itaque
n = a*bcl etc., itaut a, b, ¢ etc. sint numeri primi diversi, eritque

n(n) —-_—p"——Ep%—{—Epa_b-—-EpaTc etc.

ubi Ep—‘;‘%- significat complexum omnium expressionum huic p%n-—- similium, si
quantitates @, b, ¢.. quomodocunque inter se permutentur. Ita pro z = 36
erit 36(36) = p** —p"*—p®+p°.

Unam adhuc observationem adiicere liceat. Si » est formae a* et a pri-
mus, erit n(n) = p"— p@n‘, quare, quum (r) necessario sit integer, erit quic-

quid sit p,
= p'ZT (mod. 7)
quare, si p ad a primus erit,
p”_z" = 1 (mod. n)
etpro a =1
P =1 (mod. a)

Memorabile est, haec theoremata tam diversis modis erui posse.

348.
Prosiewa. Data aequatione

2" Aa" - Ba™ - Ca™ - ete. M = 0
cuius radices sunt ® = a, x = b, ¥ — ¢ ete. s invenire aequationem, cuius radices

sint 2 =a", x = b, ¥ = ¢ etc.
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Solutio prima. Quaerantur per theorema notum summae radicum aequatio-
nis propositae, earum quadratorum, cuborum etc. usque ad potestatem smtt™,
Hine igitur habentur etiam summae radicum aequationis quaesitae nec non qua-
dratorum ete. scilicet 24", 4™ etc., unde per idem theorema coéfficientes de-
terminari possunt.

Ad praxin quidem haec solutio est facilior; sed ad institutum nostrum nec
non ad ostendendum, coéfficientes aequationis quaesitae fore integros, si aequa-
tionis propositae coéfficientes fuerint integri, quae sequitur magis est accomodata.

Solutio secunda. Sit 6 radix prima aequationis 2° =1, fiatque productum ex

2"+ Ax™ ™t - Ba™* 4 ete.
2"+ A6 - BOB2™ - ete.
2"+ 4602+ Bb 2™ | etc.

etc.
2" A §7—1 pm—1 + BHF—2 ym—2 —+ ete.

S

Huius itaque producti radices erunt

a, ba, Gba etc.
b, 0b, 00b etc.
¢, B¢, 06c ete.

i. e. productum aequale erit huic
(@ —da") (@ —b")(@"—C") .
adeoque huius formae
"+ A" ™) L B'y" ") etc.
Tam si pro 2 scribatur @, erit

2" A" B'a" T+ ete. = (#—a")(@—b") (2 —c") ..
adeoque

2" A" - Ba™ 4 ete. = 0

aequatio quaesita. Quod vero hic A4', B’ etc. sint non solum rationales sed etiam
integri, facile ex theoria aequationis & = 1 deducitur.
Quoniam hac operatione in sequentibus saepe utemur, per (P, p*) indica-

*



224 NACHLASS. ANALYSIS RESIDUORUM.

bimus fanctionem, qua cifrae aequali posita aequatio proveniens habeat radices,
quae sunt potestates T radicum aequationis P = 0.

Si P= Q secundum modulum quemcunque, erit etiam (P, p*) = (Q, p*)
secandum eundem modulum.

349.
Taeorema, Coéfficiens termint 2" in (P, p°) congruus est secundum modulum
T cofficienti termini x™ in P~, siquidem T est numerus primus (quod pro hoc casu

-

est tertia solutio problematis praecedentis).
Demonstr. Ex capite sexto sequitur, producti

(@ Aa™ "+ ete) (@™ Ab2™ 't ete) . ..
coéfficientem quemcunque habere hanc formam, postquam pro 6° substituta est
unitas,
E+4+ (1464004 etc. 671 F

Quodsi iam 6 consideretur tamquam radix prima aequationis 2 = 1, totum
productum abibit in E; si vero ponatur 6§ == 1, totum productum abibit in
P® = E+-1F, quare erit coéfficiens termini #*° in P* congruus secundum mo-
dulum = coéfficienti termini #™ in E, i. e. coéfficienti termini 2” in (P, p%).

350.
TeEOREMA. Si T est numerus primus, erit

(P, p°) = P (mod.~)
Demonstr. Sit coéficiens termini 2” in (P, p°) = N’, in P vero eiusdem

termini coéfficiens = N. Tunc posito
P=g" 4 Aa™ "+ etc. 4+~ Na" -+ etc.
erit
PP= 2™ A2 ete. + N 2™ + ete. (mod. )
adeoque (§. praec.) N'= N~ (mod.); quare, quum N°== N, erit N'=N. Q.E.D.
Hinc etiam patet, esse (P, p*) = (P,p*) et (P, p") = (P, ¢°"), unde generaliter

(P, g% = (P, p*) (mod. <)
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351.

THEOREMA.  Datur valor numeri v minor quam p™, ita ut functio £’—1 per
functionem propositam P m dimensionum, cuius pars infima indeterminatam x non
imwvolvit, secundum modulum p dividi possit.

Dem. Dividatur per P series functionum 1, #, 2z . .. usque ad 2 —,
simulac dimensionem m superant, et quoniam nulla per P sine residuo dividi
poterit, omnia residua ad hanc formam redigi poterunt

Ad™ L By N

ita ut omnes coéfficientes sint positivi et < p. Sed patet, quum nunquam omnes
possint esse = 0, p™—1 tantummodo functiones dari, guarum alicui singulae
aequales esse debent, quare quum usque ad potestatem ipsius #, cuius exponens
est p™— 1, p™ residua habeantur, necessario duo ad minimum eadem esse de-
bent. Prodeat igitur idem residuum, si 2 et 2*1¥ per P dividantur, ita ut
a-+v<p™ Quare 2*T¥—z® per P dividi poterit. Hinc quoniam (hyp.)
adeoque etiam #? functio est ad P prima, etiam #'—1 per P dividi poterit.
Q. E. D.

Coroll. Si &'—1 per P dividatur, etiam 2™—1 per P dividi poterit,
denotante £ numerum quemcunque integrum.

352.

Traeorems. Manentibus denominationibus ut in §. praec., si P fuerit functio
prima et &' infima potestas, quae unitate mulctata per P dividi possit, erit v aut
= p™— 1 aut pars aliquota huius numeri, excepto unico casu, ubi P = .

Dem. Quoniam P est functio prima = dimensionum, dabuntur p™—1
functiones diversae pauciorum quam # dimensionum (exclusa scilicet ab omnium
numero functione 0), quae omnes ad P erunt primae. Iam quum 2’ suppona-
tur esse infima potestas, quae per P divisa unitatem relinquit, palam est, si omnes
inferiores potestates ab 1, #, .. usque ad #'~' per P dividantur, v residua di-
versa prodire, quae per A generaliter designentur. Iam si haec exhauriant om-
nia quae sunt possibilia, theorema erit demonstratum; sin vero quaedam nondum
sint in eorum numero, sit quodcunque eorum B; iam perspicuum est, functionem
Ba* per P divisam residuum B dare et generaliter esse Ba*t* = Ba* (mod. P);

sed omnes functiones ab B usque ad Bz*~' diversa inter se et ab residuis 4
- 29
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dabunt residua; si scilicet esset B2’ = B« (mod. P), foret etiam 1 =2°(mod P),
et 8§<Cv contra hyp.; si vero esset Bz =a"(mod. P), foret B=a*t""*mod. P)
adeoque B unum ex residuis 4 contra hyp. . Quare patet haberi adhuc v nova
residua. Simili modo ulterius progredi licebit (omnino ut supra §..) apparebitque
numerum omnium residuorum possibilium p™—1 esse aut =v, aut == 2v,
aut = 3v, aut generaliter multiplum numeri v. Q. E. D,

353.

Ex theoremate praec. et Coroll. §. 351 sequitur, quamvis functionem pri-
mam # dimensionum metiri functionem ## '—1 secundum modulum p. Om-
nes itaque functiones unius dimensionis excepta unica, quae est =, metientur
2#'—1, quod est theorema FErMaTianum; omnes autem functiones primae se-
cundi gradus i. e. formae 22—+ A2+ B metientur functionem a##~'—1 etc. Iam
sint numeri # divisores omnes =, §, &', &"ete.. 1, patetque, p"—1 etiam per p°—1
PP —1, p¥—1 ete. p—1 dividi posse, quare functio 2" ~'—1 per omnes JSunctio-
nes primas dimensionum n, 3, ¥, 8" etc. usque ad functiones primas unius dimensio-
nis (exclusa functione x) dividi poterit, quare etiam (quum omnes hae functiones
sint absolute adeoque etiam inter se primae) per productum ex omnibus. Sed idem
hoc productum habet p”"—1 dimensiones (§. 347.) (ob deficientiam unius func-
tionis #); quare patet, koc productum ipsum ipsi a¥ —'—1 (mod. p) congruum esse
debere.

354.
TreoREMA.  Si functio 2'—1 per functionem P dividitur, erit

(P, ¢™F) = (P, ¢)

denotantibus k, t numeros quoscunque integros.
Dem.  Sit
P = g™ 4 Aa™ '} Ba™*}- etc.
notum est, si

\ ma® 4 (m—1) 42" *+ ete.
2™+ Aa™ "+ ete.

in seriem infinitam formae

m.;--;-az—;-y- 8 + v+ ete.
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evolvatur, fore a summam radicum aequationis P = 0, 8 summam guadrato-
rum etc. Unde sine labore deducitur, potestatum v--1, v 2 ete.™ summam
congruam esse summae radicum, quadratorum etc. Hinc vero nisi modulus est
aequalis aut inferior numero dimensionum functionis P, sequitur esse

(P, o™ =P, (PP =P %), (P, o) = (P, ¢*) etc.
Istum autem casum infra considerabimus.

355.
THEOREMA. 87 in serie

(P, 0% (P, p) (P, p%), (P, ¢°) ete.

post terminum ™ sequentes primis deinceps sunt congrui, x'—1 per P dividi pote-
rit, siquidem P nullum factorem pluries contineat. '
Dem. Posito 2L = Q, erit Q functio ad P prima. Sit

dz
Q__ 4 B C
= ;+E+E+ ete.
tum post terminum %T, sequetur (hyp.)
A B C
7w gmt =t ete

Quare erit
Aaz¥-* 4+ Bz"* + ete.

¥ —1

Q
P

i

unde patet, functionem 2’—1 per P dividi posse. Q. E. D.

356.

Taeorema. 80 P sit functio ipsius x prima m dimensionum et X functio ip-
sorum =z, ¥, aPP, oF°. . 2P, in quam omnes hae quantitates aequaliter ingredian-
tur, i.e. quae eadem maneat, quomodocunque eae inter se permutentur, functio X per
P divisa dabit residuum, quod erit numerus.

Dem. Sit residuum

= Aa" '+ By .. +N=¢

omnes coéfficientes A, B, C . .. usque ad N exclusive erunt = 0. Hoc ita de-

monstratur. Quum X—¢ per P dividatur, etiam XP—¢? per P dividi pote-
29%
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- xit. Sed facile perspicitur, X? esse id, quod fit X, si pro 2 ponatur a”, pro
2P, aP? etc. .. etpro 2¥"”, 2P seu quod idem est z. Hinc patet, esse X¥ = X
(mod. P); quare, quum X? =% et X=~{(mod. P), erit etiam & = £{mod.P)
sen

£2— ¢ = 0(mod. P)

At &—¢ secundum modulum p congruum est producto ex &, &1, &+ 2,.
usque ad £-p—1, qui factores omnes ad P primi erunt, nisi £ sit simpliciter
numerus. Quare etiam £”—¢ alio modo per P divisibilis non erit. Q. E. D.

Huiusmodi functiones sunt summa omnium, summa quadratorum, cuborum
etc., summa productorum e binis, ternis etc. Quis vero sit ille numerus, per § sq.
determinabimus.

357.
TrroREMA.  Sif functio prima § praec.

P = a"™— Aa™ '+ Ba"™*— Ca™ 3+ etc.

erit residuum, si summa quantitatum =z, o etc. 2" per P dividatur, = A, si
summa productorum e binis, = B, si summa productorum e ternis, = C etc.

Dem. Sint functiones illae X, ¥, Zetc. earumque residua ordine suo nu-
meri ‘4, B, C'etc. Iam facile intelligitur, esse , 2P, PP etc. radices aequa-
tionis

XL YV Z 2™ L ete. = 0
Quare erit ponendo z =
" — X" - Yo" — Za™ 3 etc. = 0
Sed functiones X—A4', Y— B, Z— C’etc. per P dividi possunt, quare etiam
functio
2" — A" Ba"— C'a™ 3 ete.
Hoc autem aliter fieri nequit, nisi sit 4'= A4, B =B, ("= Cetec. Q. E. D.

Ceterum notum est, quaecunque alia functio sit X ipsorum @, 2? etc. [in

quam omnes hae quantitates aequaliter ingrediantur,] eam semper ex his deduct
posse. Ita erit



DISQUISITIONES GENERALES DE CONGRUENTIIS. 229

£+ &P+ PP +etec. = AA—2B(mod. P)etc. etc.

Exempl. Sit p=15 et P=a’+22-}3, erit functio 2-+2° per P
divisa = — 2, 2°= 3 etc. etc.

358. 359.

Treorema. Sit P functio prima et x° infima potestas ipsius @, quae per P
divisa dat residuum 1; porro sit P = (P, p"), erit n alicur numeri p potestati se-
cundum v congruus.

Dem. Supra ostendimus, si P sit

= "} Aa™ 4 Ba"*+ete.
fore
2 A" B P ete. —(z—a) p—at) .. —a?")
per P divisibilem. Simili modo sequeretur esse
F Az B2 ete. — (z—a”) (3—a&?) . . g—a")
per P divisibilem. Quoniam autem hi factores inter se sunt primi, necessario

singuli singulis secandum 2P, p congrui esse debent. Quare z—a" debet esse
=z—af ie p*=mn(mod.v). Q.E. D.¥

De inventione divisorum primorum functionis 2”— t undum modulum pri

360,
Si v per modulum p seu per aliquam eius potestatem est divisibilis, sit
v = pf\, eritque

P—1 = (" — l)?k (mod. p).

Unde manifestum est, eum tantummodo casum considerari oportere, ubi v per p
non dividitur.

%) Si (P, p%) = (P, pb) (mod. p) erit a=p*s (mod.+).
Demonstratio. Sit 2P+ Azt 4 Bz? 4. . = I erit (I, p%) = (I, p’)(mod. P); est autem
(@M, 0% = (2 — ) (z—2%) (2—2?) . . (—z®" ), (I, 1)Y= (z—2) (s—2¥) (s — 2PP) . . (z—2™" )

unde patet propositio.

Productum ex I, (I, p?), (1L, p?) ete. (IL, p*) est = (z*—1)™(mod. P); est enim

(z3—2) (z—2%) (z—2%) . . . (z—2") = (3—2P) z—2*) (z—2%P) . . (3—2*P) = ete. =2¥—1

In serie P, (P,p%), (P,p?) ete. . .. (P,0*) omnes divisores primi functionis 2*—1 ocecurrunt, et quidem

yuisque m vicibus. Inde patet, productum ex omnibus esse = (z*—1)™.
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Si p™=1(mod.v) et quidem m quam minimus, tam patet A N per
2*—1 dividi posse. Quamobrem 2z'—1 alios divisores habere nequit quam
2% —1—1. At haecce expressio habet divisores primos m dimensionum aliosque,
quorum dimensionum numerus est divisor numeri m. Tales igitur etiam &"— 1
habebit. Quot autem cuiusvis generis habeat, per exemplum declaramus, unde
facile lex generalis deduci poterit.

Sit v=—163 et p =13, erit m = 6. Quare 2*—1 secundum modu-
lum 13 factores primos habebit sex, trium, duarum dimensionum uniusque. Iam
palam est, productum ex factoribus unius dimensionis fore divisorem communem
(maximae dimensionis) functionum #%—1 et 2'"—1 i e. 2*—1; quare tres
erunt factores primi unius dimensionis. Productum ex omnibus factoribus pri-
mis duarum dimensionum uniusque erit divisor communis fanctionum 2%—1 et
2'%—1 i.e. 2*'—1;quare erunt 212—3 sive 9 factores duarum dimensionum. Pro-
ductum ex factoribus primis trium dimensionum uniusque erit divisor communis
functionum 2%—1 et 2*% —3 i. e. 2 divisores
trium dimensionum. Tandem reliqui erunt sex dimensionum, quorum igitur nu-

63—6—18—3

merus = —— —— i e. 6.

Facile per attentam huius rei ponderationem sequens regula generalis de-

—1 i.e. a’—1; quare erunt

ducitur:

Sit & divisor ipsius m, sint omnes numeri & divisores ipso & minores &, 8", 8"
etc. Sint divisores communes maximi ipsius v cum ps——l, pal—- 1, p””—l etc. re-
spective p, @', w’ etc., sit ;“,, %, u—,’f, etc. = N, X', X" etc. habebitque 2*— 1 % ties
tot divisores primos & dimensionum, quot infra numerum . sunt numers per nullum
numerorum X, X", \" etc. divisibiles.

361.
TaeoreMA. S0 functio X indeterminatae x per aliam ¢ dividi possit et X si
pro @ scribatur a*, transeat in X', X' per (£,p%) dividi poterit.
Dem. Sit X =£v transeantque £, v in £, v, si pro & scribatur 2",
Patet, fore X'=£v. At £ per (£ p%) dividi potest. Quare etiam X. Q.E.D.

362.
His principiis positis facili negotio divisores primos functionis 2*—1 deter-
minare possumus. Supponimus, omnes eos divisores, qui etiam functionem ali-
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quam 2Y—1 dividunt, existente v<{v, iam inventos esse, reliquosque investi-
gare proponi. Hi autem omnes in hac expressione comprehendi possunt (P, g%,
si P sit unus ex ipsis et pro & omnes numeri minores quam v ad ipsumque primi
substituantur.

In Cap. vi ostendimus, quomodo radices primae aequationis #' == 1 ita in
classes discerpi possint, ut, omnibus per alicuius potestates expressis, eadem in
classes distributio habeatur, quaecunque radix prima pro hac basi accipiatur; pe-
riodos huiusmodi radicum complexus vocavimus. Iam patet, functiones @, 2%, P
' etc., designantibus «, B, 7 etc. omnes numeros ad v primos, simili modo in pe-
riodos resolvi posse, quamque periodum maiorem rursus in minores donec tandem
ad periodos formae &%, 2™, 2P . . 2#""" perveniatur. Hoc ita facto patet

1° Quoniam periodus quaeque ex huiusmodi periodis minimis 2 #*7- etc.
composita est, si per quamcunque functionem primam 7 dimensionum dividatur,
residuum fore numerum.

2°.  Quum omnes periodi termini semper ad hanc formam reduci queant
'z'“'““bpcy v, ubi %,a,b,c.. sunt numeri determinati, pro a, G,y .. autem
omnes valores substitui possunt; patet, periodum in se ipsam mutari, si pro # sub-
stituatur «* et % sit formae a*b%¢’.. (mod.v), unde facile perspicitur omnes
functiones P, (P, p") etc., designante % huiusmodi numerum, si periodus per eas
dividatur, idem residuum dare.

3°.  Quare periodus subducto tali residuo per productum ex omnibus func-

tionibus (P, ") dividi poterit.

363.
Summa rei in hoe vertitur, ut haec residua determinentur. Primo quaera-
tur residuum, quod periodus maxima per productum ex omnibus functionibus pri-
mis idoneis dabit. Si hoc productum sit

= o’ — A2+ ete.

erit residuum hoc = A. Huius autem producti forma facile invenitur et ex Cap.v1
sequitur esse 4 =0, siv per quadratum dividi possit, contra esse 4 ant = -1
aut = —1, prout multitudo factorum primorum numeri v sit par aut impar.
Tam resolvatur haec periodus maxima in periodos inferiores repraesenten-
turque periodi cuiusvis termini per 2" ita ut k in quavis periodo sit numerus
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determinatus, pro diversis vero variabilis, = et « autem in quavis periodo varia-
biles, eos autem valores, quos in aliqua periodo habent, etiam in reliquis adi-
pisci possint. Supponatur aliquantisper aliqua functio prima P pro basi sitque
residuum , quod perlodl SaP Za/‘f’ “ etc. per eam divisae praebent respective
A, A etc., erit Za?f "__ A per productum ex omnibus functionibus (P,p") divi-
sibilis, S###"“— A4 per productum ex omnibus functionibus (P, 64 ete. ete.
At facile liquet, quantitates A, A’ etc. esse radices congruentiae datae. Scilicet
sint. periodi radicum aequationis &' =1 periodis praecedentibus corresponden-
tes radices aequationis Q = 0, erunt A, A’ etc. radices congruentiae Q == 0.
Namgque erit

A-} A+ etc. = summae periodorum,
AA A A4 ete.

(il

summae quadratorum periodorum

etc. ete. Calculus enim prorsus similis erit ei, quem Cap. vI exposuimus, si pro
o substituatur @, quoniam etiam hic poni potest pro 2" unitas, uti illic pro p".

Inventis radicibus 4, 4’ etc. aliqua pro residuo periodi Za#™* eligatur et
inde reliquarum residua simili modo uti Cap.vi ordinentur. Namgque illud etiam
hic arbitrio relinquitur, quum functio P sit prorsus hactenus indeterminata.
Calculus sequens omnino analogus est ei, quem Cap.vi pertractavimus, singula
exponere nimis prolixum nobis foret. Tandem postquam ad Sa2?" perventum est,
rei summa perfecta est. Namque posito

P=a"Fax™ ' +ba™*+ etc.

erit —a = Z2?", eodem modo coéfficiens secundus reliquarum functionum (P, o)
habebitur, unde reliqui ipsius P determinari possunt. Saepius evenire potest,
ut ad congruentias identicas perveniatur, ex quibus nihil derivari posse videtur.
Quomeodo huic difficultati obveniri possit, infra monstrabitur.

364.
Omnia haec per exemplum multo clariora fient. Resolvenda proponitur
functio #'°—1 secundum modulum 17 in factores. FErit m — 4 et quoniam
productum ex omnibus functionibus elementaribus

22—z —1

3 7 3 4 3
=g = v r—r4a—ae+1
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Quare duo tantummodo erunt factores primi quatuor dimensionum P et P'. Iam
2, xx, &, &', 2%, 2", 2%, 2" in has duas periodos distribuantur

S = 2 fagrtat +af, SNV = R e N
Sit secundum alteram functionem P, P’

o [
T2 =4, a7V = A.

eritque
A4+4=1
AA =32 438 L 3051 500
AA =M1 3017 L S 11" L3 81
quare
AA4 AA =327 L3277 4S8 L o085 =1 4 _4=_7

Hinc A et A erunt radices congruentiae
zx—2x+4 = 0 (mod. 17)
quae sunt 6, 12. Hinc P dividet

L+t tert+x—6
eritque
=2 — 62— 200 — 12241

P’ autem erit = (P,p") eritque

=2 —128—200—62-41

365.

Sufficit nobis hic possibilitatem solutionum harum monstravisse. Multa
artificia, quibus hae operationes sublevari possunt, praeterimus brevitatis gratia.
At consequentias quasdam pergraves praetermittere non possumus.

Per praecedentia demonstratum est, omnes aequationes auxiliares pro solu-
tione aequationis #' = 1, siin congruentias convertantur, habere radices possi-
biles, quando periodus

& 30
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: R iR A

nondum est disiuncta. Subsistamus in casu, ubi v est numerus primus; erit =
divisor ipsius v—1. Hic itaque congruentiae auxiliares, si numerus periodorum,
quae per illas inveniuntur, est pars aliquota numeri "—;;4 habebunt rad%t_zis rea-
les. Siitaque ”——;—7—% est par i. e. si m est divisor numeri »_.2_._1 seusi pr =1
(mod.v) seusi p est residuum quadraticum numeri primi v, aequatio quadratica,
per quam radices in duas periodos dividuntur, habebit radices reales secundum
modulum p. At in Cap. vi monstravimus hanc aequationem posito v = 4n+-1
semper esse #z—+2—+n = 0. Quare habetur insigne

TerorEMA.  S7 numerus primus p est residuum quadraticum numeri primi
4n--1, congruentia

2x~+xJn = 0 (mod. p)

habebit radices reales, adeoque etiam congruentia

sgrtieTidn=10 seu (224+1PFv=0

. e. v erit residuum quadraticum numers p.

366.

Haec igitur est tertia theorematis fundamentalis Capitis v completa de-
monstratio, eo magis attentione digna, quod principia, e quibus est petita, ab iis
quibus ad priores usi sumus, prorsus sunt diversa. At ex eodem hoc fonte, sed
via opposita quartam deducamus. Scilicet sit v numerus primus formae 4n--1,
p alius primus quicunque, sitque —v residuum quadraticum numeri primi p,
demonstrabimus, p fore residuum quadraticum numeri v.

Sit p™ minima potestas numeri p, quae sit = I (mod.v). Divisores ele-
. . ¥—1 . . .
mentares functionis ——, secundum p habebunt m dimensiones, quare omnium
. Vo1 . .
numerus ert = —-. lam quoniam —-vRp, congruentia

2x~+2J-n= 0 (mod.p)

erit resolubilis; sint radices 4, 4. Distribuantur functiones &, zz, .. 2" in
binas classes per ¢, £ designandas, erit
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(HE = At At (1+otaat .. +a7)
iilz AA -+ )\(1 +etxat .. _{__wv—-—i)

quare

t—§—8)—(—A)—4)

per quemvis divisorem elementarem functionis 5;3_—?:—' erit divisibilis. Hinc autem
quivis horum divisorum elementarium aut £—A et £—A4,, ant £—A' et
g — A dividet. Hinc patet (quoniam A non = A, si pro « ponatur #?, £ et
¢ non immutari. Sienim ¢ in & et vice versa transiret, {— A et {— A’ per
eandem functionem primam dividerentur. Q. E. A. Hinc denique sequitur,
“—E—i per m dividi seu pv—Tl—-I per v. Quare p erit residuum quadraticum ip-

sius v. Q. E. D.
Facile autem est omnes theorematis fundamentalis casus ex utroque theore-

mate derivare.

367.

Quamvis ad casum, ubi v est numerus primus, hic nos restrinxerimus, ta-
men etiam, si v sit compositus, theoremata analoga haud magno negotio determi-
nari possunt, quod fusius exponere brevitatis gratia nunc non licet.

Manifestum est, similes observationes etiam de maiori periodorum multitu-
dine formari posse. Ita si L;i per 3 dividitur i. e. si p est residuum cubicum
numeri primi v, aequatio, per quam radices aequationis &' = 1 in tres periodos
distribuuntur quamque in Cap. vi a priori determinandam docuimus, solubilis erit
secundum modulum p et vice versa. Ita ex. gr. congruentia #*+ a2 —22—1 =0
secundum modulum primum quemcunque, qui est formae 7z-1, resolvi potest,
si vero aliam formam habeat, non poterit.

Non difficile nobis foret hoc Caput multis aliis observationibus locupletare,
nisi limites, intra quos restringi oportet, vetarent. Iis qui ulterius progredi amant,
haec principia viam saltem addigitare poterunt.

368.
Congruentiam aliquam X = 0 radices seu generalius divisores aequales

habere dicimus, si per functionis alicuius potestatem dividi possit.
30%
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Num congruentia proposita divisores aequales habeat,'eodem modo diiudi-
catur, uti in aequationum theoria. Ponamus

X=¢"P
patet fore
= = mPEFLT)

quare 3= per £"! dividetur. Generaliter sit

dz
X = A°BbC° etc.

ubi 4, B, Cetc. denotant functiones primas diversas, erit

iax ad4d | bdB , cdC

dz — X(m+ﬂdx+0dx+ etc')
unde patet, nisi aliquis numerorum a, b, c etc. per modulum dividatur, %—‘f per
A" B! C*etc. dividi posse, non autem per A% B’ C°etc. Hinc sequitur

. . ax . . . ) . ..
TreorEMA. 8P functionum X et E divisor communis maximae dimensionis

sit &, omnes factores primos, quos £ habet, etiam X habebit et quidem quemvis toties
~+ 1 vice quoties &; si igitur X et ‘—:g sint functiones inter se primae, X nullos
Jactores aequales habebit.

369.
Exemplum I. Quaeritur an functio

r4-32'— 6 +30—4 .. . (X)

secundum modulum 17 divisores aequales habeat. -Erit

axX I 4% 3

1 = 2@ — 52" —axa+3
Hinc invenitur, functiones X et %i—g inter se esse primas, quare X divisores ae-
quales non habet.

Exemplum IT. Sit

X=2+64"—32— 4200+ 22— 3 (mod. 13)
erit
ax __ ., 2 - .
iz = S —22°4-4vx+ 52+ 2

i ; d . -
maxima vero functionum X, 71—"5 communis mensura = Sxx-+72-+7 seu mul-
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tiplicata per 8: aza-+42--4; at quum hic divisor sit = (#-2)°, functio X
per (z-+2)* dividi poterit quotiensque (qui.est zz-11) nullam amplius divi-
sorem duplicem involvit.

370. 371.

Siex §.§. praecc. functio X ita est exhibita .A“Bb Cletc., itaut 4, B, C
etc. inter se sint primae et numeri a, b, cetc. inaequales, resolutio efiam ulte-
rius extendi potest. Sit itaque X functio, quae nullos amplius divisores aequa~-
les involvit. Supra vidimus, #’—a esse productum ex omnibus functionibus
primis unius dimensionis. Sit ¢ divisor communis maximae dimensionis functio-
num X et 2P—a. erit £ productum ex omnibus divisoribus ipsius X unius di-
mensionis, et —? huiusmodi divisores non amplius habebit. Quodsi autem inve-
niatur, functiones X et #?—x esse inter se primas, X nullum divisorem unius
dimensionis habebit adeoque congruentia X = 0 radices reales non habebit.
Porro quoniam #””—x est productum ex omnibus functionibus primis duarum
dimensionum uniusque, divisor communis maximae dimensionis functionum ###—z
et %, ¢ involvet omnes divisores ipsius X, qui sunt duarum dimensionum.
Hinc ulterius progrediendo perspicitur, X hoc modo in factores £, ¢, ¢ ete. re-
solvi, qui continent respective omnes divisores unius, duarum, trium etc. dimen-
sionum.

372.

Si autem productum ex pluribus functionibus primis eiusdem dimensionis
datum est, éingulae functiones tentando erui debebunt. Magnam analogiam ha-
bet hoc problema cum eo, quod numerorum compositorum factores quaerere iu-
bet. Hic vero jam a priori determinatur, an functio proposita in factores adhuc
discerpi possit. Quum et hic factorum omnium possibilium multitudo sit finita,
simili subsidio ut supra uti possumus. Sed huic rei inhaerere nolumus, nam
calculator exercitatus principia probe assecutus, quando opus est, facile artificia
particularia reperiet.

Progredimur ad alind caput, scilicet ad considerationem congruentiarum, si
modulus non est numerus primus, uti hactenus semper supposuimus. Praesertim
vero hic ille casus attentione dignus est, ubi modulus est numeri primi potestas,
tum per se tum quod ad aliqua dubia removenda (§.§. . .) necessarius sit.
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373.
Prouema, 8% functio X secundum modulum p in factores inter se primos
o s

g, ¢, & etc. sit resoluta, X secundum modulum pp in similes factores E, =, T etc.

resolvere ita, ut sit

erit
EV = X—p3+(pb+Lo)ptppoo

Siigitur EVY esse debet = X(mod.pp), necessario debet esse ¢dfw— 2
" per p divisibilis. Atcum ¢ et £ secundum modulum p sint functiones inter
se primae, ¢ et o ita determinari poterunt, ut haec conditio adimpleatur (§. 336),
et quidem insuper ita, ut dimensiones ipsarum ¢ et o sint respective unitate mi-
nores dimensionibus functionum ¢, ¢. Hinc erit X = EV¥(mod.pp). Patet,

14

simili modo ¥ rursus in factores E'Q discerpi posse, ita ut alter E’ sit = ¢’
(mod. p) et ita porro, unde tandem

X = E Z'E"etc. (mod.pp). Q. E. Fac.

374.
Facile hinc probari potest, functionem X etiam secundum modulos pept
etc. in factores resolvi posse. Generaliter sit

X = PQ(mod.p™) seu X = PQ-p™R
et functio P ad ipsam Q prima secundum modulum P; posito

P’ = P+ 4p™, Q = Q-+ Bp™
erit
P'Q = X—p"R—+(4 Q- BP)p"+ ABp*"
Hinc pro quovis modulo P’ (v existente >m et <2m— 1) erit

PR=X si R=AQ+BP(modp™
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Ex his perspicitur, si functio X aequales non habeat divisores secundum modu-
lum p, eam secundum modulum p* similiter in factores discerpi posse, uti secun-
dum modulum p. At si X divisores aequales habeat, res fit multo magis com~
plicata neque adeo ex principiis praecedentibus prorsus exhauriri potest. Quare
quum quae huc pertineant cuncta communicare non possimus, unicum casum tan-
tummodo considerabimus, qui plurimum occurrit cuiusque enodatio ad quaedam
in praecedentibus dubia solvenda requiritur. Hic est, si factores aequales unius
dimensionis tantum respiciantur. Hic proprie etiam ad congruentiarum radices
inveniendas adhiberi potest. Generaliter alia occasione hanc rem pertractabimus.

375.

Sit igitur X = X'(#—a)” (mod. p) et functio X’ ad #—a prima; de-
siderantur omnes divisores unius dimensionis huic #—a secundum modulum p
congrui ipsius X secundum modulos pp, p*etc. (Supponimus, functionem X
absolute per #—a dividi non posse; alias enim 2—a secundum modulum
quemcunque functionem X divideret). Si substituatur z-}-a¢ pro x, habebitur

Z =272"(mod.p) seu Z=Z"+pAd

Tam si Z secundum modulum pp per aliquem divisorem formae z--op dividi
potest, necessario 4 debet esse formae 2Z"-}pB. Nisi hoc sit, disquisitio iam
est finita. Ponamus igitur

Z =Z'2"4pZ"z(mod.pp) sew Z=Z2"+pZ"z+ppB

patetque, Z per z ac quemcunque alium divisorem huic secundum modulum p
congruum dividi posse; )

Ut attentio fixetur. ponemus m — 4, facile perspicietur, quemvis alium ca-
sum simili modo tractari posse. Iam si Z secundum modulum p*® per aliquem
divisorem formae 2z-}-ap dividi potest, erit

0= —oappZ"+ppB(modd. z-+ap, p°) seu oZ"= B(modd.z, p)

Iam tres casus esse possunt

1) si Z"= 0(modd. z, p) et B non =0, tunc patet, nullum ipsius «
valorem congruentiae satisfacere adeoque Z secundum modulum p* nullum di-
visorem formae z-}-ap habere. Quare disquisitio erit finita
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.-~ 2) sinec Z”" nec B= 0(modd.zp); tunc o unicum valorem habebit,
scilicet 2
o = % (modd.2, p).

Quare erit unicus divisor = z-ap(mod.pp) ipsius Z secundum modulum p?*;
eritque .
Z=V (z+ap)+pW

Tam ponatur divisor ipsius Z(mod.p®) z+-ap—+6pp eritque
0=

BEMERKUNGEN ZUR ANALYSIS RESIDUORUM.

Die beiden vorstehenden Abhandlungen sind einem umfangreichen Manuscripte entnommen, welches
den Titel Analysis Residuorum fithrt und vermuthlich aus dem Jahre 1797 oder 1798 stammt; durch eine
ganzliche Umarbeitung sind aus demselben spiter die Disquisitiones Arithmeticae entstanden. Der vollstin-
dige Titel des Caput sextum lautet:

Solutio congruentiae z™—1 = ¢ et aequationis z™—1 = 0; cum dilucidationibus super theoria po-
lygonorum regularium.

Der zweite Theil desselben (§§. 253—278) ist seinem wesentlichen Inhalte nach in die siebente Sec-
tion der Disqq. Arithm. ubergegangen.

Ausserdem ist noch zum Theil erhalten das Caput septimum. Variae quarundam investigationum
praecedentium applicationes (§§. 279—302). FEs zerfallt in folgende Unterabtheilungen :

De fractionum communium transmutationibus (§§. 279—2s1).

De fractionum communijum in decimales conversione (§§. 252—292).

De resolutione aequationis indeterminatae 2z = a + by (§§. 293—297).

De resolutione aequationis indeterminatae azz +byy = ¢ (§§. 295—301).

De investigatione divisorum numerorum (§. 302; die folgenden Bogen fehlen).

Dies alles ist fast wortlich in die sechste Section der Disqq. Arithm. aufgenommen.

Die beiden hier mitgetheilten Abschnitte behandeln die Gegenstande, welche, wie aus der Vorrede
und den Artikeln 11, 44, 61, 62, 63, 84 der Disqq. Arithm. hervorgeht, den Inhalt der achten Section
dieses Werkes bilden sollten. Es verdient indessen bemerkt zu werden, dass dieser Plan spiter wieder
abgedndert ist; es findet sich nemlich unter den Manuscripten ein Fragment mit der Ueberschrift Sectio
octava: Quarundam disquisitionum ad ecireuli sectionem pertinentium uberior consideratio. Dasselbe be-
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ginnt mit Art.367 und sollte also die Fortsetzung der Disqq. Arithm. bilden; die wenigen noch vorhande-
nen Artikel sind aber spiter ihrem Inhalte nach in die Abhandlung Summatio quarumdam seriernm singu-
larium tibergegangen, und deshalb wird dieses Fragment von der gegenwirtigen Ausgahe ausgeschlossen.

In dem vorstehenden Abdruck der beiden Theile der Analysis Residuorum ist der Text des Origi-
nals im Wesentlichen treu beibehzalten, obgleich dasselbe in formeller Beziehung nicht druckfertig zu men-
nen ist; in den folgenden Bemerkungen sind die wichtigsten Abinderungen bezeichnet, und zugleich einige
Erlduterungen hinzugefiigt. )

§. 237. Vergl. Disqq. Arithm. artt. 61, 62. ;

§. 289. Vergl. Disqq. Arithm. artt. 53, 54, 65.

§ 241. Wenn 2= 2" und vi& ist, so existirt zwar keine Zahl p von der angegebenen Art,
aber die ganze Untersuchung wird hierdurch nicht wesentlich geindert.

§. 251. Vermuthlich sollte die hier bemerkte Schwierigkeit durch die Einfithrung héherer Potenzen
von p als Moduln beseitigt werden. Vergl. §§. 363, 372, 373.

§. 332. Die Voraussetzung, dass der Modulus eine Primzahl ist, wird bis §. 372 incl. beibehalten.

§. 338. Das unvollstindige Citat kann auf Disqq. Arithm. art. 44 bezogen werden.

§§. 344—346. Von den beiden im Manuscript vorhandenen Beweisen ist hier der erste, welcher mit
den Worten iam demonstrare accingimur eingeleitet wird und sich auf eine nihere Untersuchung der Aus-
dricke (1% 26 37...) grundet, nach der eigenen Vorschrift des Verfassers ganz unterdrickt (¢ Tota prae
cedens demonstratio una cum altera theorematis praec., quam adiicere mens erat, supprimenda erit, quoniam
aliam infinities simpliciorem deteximus. Nititur ea huic fundamento’.); in dem obigen Abdruck ist ferner
der zweite Beweis dadurch abgekiirzt, dass die Entwicklung von ‘”%P statt derjenigen von %Q betrach-
tet wird, wodurch zugleich eine im Original enthaltene Beziehung aui? den unterdriickten ersten Beweis um-

gangen wird.
§. 34s. Der Ausdruck radix prima ist hier in derselben Bedeutung zu nehmen, wie der Ausdruck

radix propria in der Abhandlung Summatio quarumdam serierum singularium art. 11. — Bei der Behaup-
tung, dass die Coéfficienten 4’, B'... des entwickelten Productes ganze rationale Zahlen sind, wird auf
das sechste Capitel verwiesen, in welchem aber die Theorie der Gleichung #°—1 = ¢ nur fiir den Fall be-
handelt wird, dass © eine Primzahl ist; die Form des Beweises in §. 349 fihrt zundichst auf folgende Er-
ginzung. Wird das entwickelte Product in die (fur alle Wurzeln der Gleichung 6° = 1 geltende) Form

S =E+FO4 ...+ No—

gebracht, so sind die Coéfficienten E, F...N ganze rationale Functionen von z mit ganzen rationalen
Cobfficienten; da ferner das Product ungeandert bleibt, wenn 0 durch 6% ersetzt wird, wo % irgend eine
relative Primzahl zu © bedeutet, so gilt dasselbe von dem Ausdruck &, und hieraus ergibt sich ohne
Schwierigkeit, dass alle diejenigen in 8 enthaltenen Potenzen von 6, deren Exponenten s einen und den-
selben grossten gemeinschaftlichen Divisor mit < haben, auch identische Coéfficienten haben miissen; da
endlich eine jede Summe solcher Potenzen §° immer eme ganze Zahl ist, so leuchtet ein, dass der Aus-
druck S, und folglich auch das in Rede stehende Product eine ganze Function von z mit ganzen Coéffi-
cienten ist, was zu zeigen war. Ebenso geht aus dieser Betrachtung zugleich die Richtigkeit der Bemer-

kung am Schlusse des Paragraphen hervor. Andere Grunde lassen indessen vermuthen, dass dem Verfas-

ser schon damals das allgemeine Theorem uber die Transformation der symmetrischen Functionen (Demon-

stratio nova altera theorematis omnem functionem etc. art. 1) bekannt war, aus welchem sich die obigen

Satze als unmittelbare Folgerungen ergeben.

. §. 352. Das Zeichen B = S(mod. P) oder auch R = S (mod. P, p) bedeutet hier und im Folgen-
31



242 . BEMERKUNGEN ZUR ANALYSIS RESIDUORUM. .

den, dass die Differenz B— 8 pach dem Modul p den Divisor P hat. — Das unvollstindige Citat kann
anf Disqq. Arithm. art. 49 bezogen werden.

§. 354. Durch Multiplication mit z*—1 ergibt sich, dass die Summen gleich hoher Potenzen der Wurzeln
der beiden Gleichungen (P, P+ = 0,(P, p"} =0 einander congruent sind (mod. ), und hieraus folgt die
Congruenz (P,g**) = (P,p")(mod. p), sobald m<p ist (vergl. §. 244); ist aber m=p, so lisst sich der
Cotfficient der Potenz ¥ in einer Gleichung nicht mehr aus den gegebenen Potenzsummen ihrer Wurzeln
nach dem Modul p bestimmen, weil er in den hierzu dienenden Newrox’schen Formeln mit dem Factor p
behaftet ist. In der That darf man aus der Congruenz je zweier gleich hoher Potenzsummen der Wurzeln
der Gleichungen' 4 = 0, B = o allgemein nur folgern, dass 4 = %€, B = BE (mod.p) ist, wo € den
grossten gemeinschaftlichen Divisor der beiden Functionen 4, B nach dem Primzahl-Modulus p bezeich-
net, ¥ und B aber ganz unbestimmte Functionen sind. Es ist zu vermuthen, dass der Verfasser die All-
gemeingiiltigkeit des Satzes ans der Theorie der Transformation der symmetrischen Functionen und speciell
aus dem folgenden Satze abgeleitet hat: Ist in Bezug auf einen beliebigen Modulus p die Differenz
R (x)—S () theilbar durch die Function P (z), und sind @, 3, ¢... die Wurzeln der Gleichung P (z) = o,
so sind die Functionen

¢—R@)e—E@®)@—E()... md t—S@)@E—8E)e—S5).
einander nach dem Modul p congruent.

§. 355, Es wird in §. 368 gezeigt, dass P und —= dP keinen gemeinschaftlichen Divisor haben, wenn
P keinen Factor mehr als einmal enthalt.

§§. 358, 359, Die unter den Text gesetzte Note ist einem einzelnen Blatt entnommen, welches
wahrscheinlich den schon in der Handschrift gestrichenen §. 359 ersetzen sollte.

§. 360, Indem Ausdruck des Theorems ist eine Ungenauigkeit der Handschrift berichtigt.

§. 361. Hier bedeutet der Exponent ‘% in dem Zeichen (&, p‘i‘, jede positive ganze Zahl £’ von
der Beschaffenheit, dass A% = 1 (mod.v) wird, wo v die kleinste positive ganze Zahl ist, fur welche 27—1
durch § nach dem Modul p theilbar wird; hierbei ist vorauszusetzen, dass £ nicht durch  theilbar nach
dem Modul p, und ausserdem, dass % relative Primzahl zu v ist. Die Richtigkeit der Behauptung, dass
& durch (5 p%) theilbar ist (mod.p), ergibt sich aus §. 354.

§. 363, Die Schlussbemerkung bezieht sich vermuthlich auf die Einfihrung von Moduln, welche
Potenzen der Primzahl p sind; vergl. §§. 251, 372, 373.

§. 367. Die Wurzeln der Glexchung 2* - 2x—2x—1 = o sind die zweigliedrigen Perioden, in
welche die Wurzeln der Glexchung 1 = 0 zerfallen. Dasselbe Beispiel findet sich auch auf einem ein-
zelnen Blatt, wo das Hauptresultat der §§. 362, 363 \mter dem Titel ¢der goldene Lehrsatz’ ausgespro-
chen ist.

§. 371. Dieser Paragraph sollte ein Belspxel enthalten; doch ist dasselbe nicht ausgefiihrt.

R. Depexm.




