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ALLGEMEINE AUFLOSUNG DER AUFGABE

DIE THEILE EINER GEGEBNEN FLACHE

AUF EINER ANDERN GEGEBNEN FLACHE SO ABZUBILDEN
DASS DIE ABBILDUNG DEM ABGEBILDETEN

IN DEN KLEINSTEN THEILEN AHNLICH WIRD

VON

CARL FRIEDRICH GAUSS

ALS BEANTWORTUNG DER VON DER KONIGLICHEN SOCIETAT DER WISSENSCHAFTEN
IN COPENHAGEN FUR MDCCCXXI AUFGEGEBNEN PRISFRAGE.

‘Ab his via sternitur ad maiora.

Astronomische Abhandlungen herausgegeben von H. C. SCHUMACHER.
Drittes Heft. Altona 1825.




Vil



Der Verfasser dieser Abhandlung hat die zweimalige Wahl der Aufgabe, die
ihren Gegenstand ausmacht, als einen Beweis von der Wichtigkeit betrachten zu
miissen geglaubt, welche die konigliche Societit derselben beilegt, und ist da-
durch aufgemuntert worden, dieser seine schon vor lingerer Zeit gefundene Auf-
lssung vorzulegen, wovon ihn sonst die spéte von der Preisfrage erhaltene Kennt-
niss abgehalten haben wiirde. FEr bedauert, dass der letztere Umstand ihn ge-
n6thigt hat, sich fast nur auf das Wesentliche und auf die Andeutung einiger ni-
her liegenden Benutzungen fiir Kartenprojectionen und fiir die hshere Geodisie
zu beschrinken, da er ohne die Nihe des Schlusstermins gern die Entwicklung
einiger Nebenumstinde noch weiter verfolgt, und die vielseitigen Anwendungen
in der hoheren Geodisie ausfiihrlich bearbeitet haben wiirde, welches er sich nun
fiir eine andere Zeit und fiir einen andern Ort vorbehalten muss.
Im December 1822.
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. ALLGEMEINE AUFLOSUNG DER AUFGABE
DIE THEILE EINER GEGEBENEN FLACHE
AUF EINER ANDERN GEGEBENEN FLACHE SO ABZUBILDEN

DASS DIE ABBILDUNG DEM ABGEBILDETEN
IN DENX KLEINSTEN THEILEN AHNLICH WIRD.

1.

Die Natur einer krummen Fliche wird durch eine Gleichung zwischen den
sich auf jeden Punkt derselben beziehenden Coordivaten z,y, z bestimmt. Ver-
moge dieser Gleichung kann jede dieser drei veréinderlichen Grissen wie eine
Function der beiden andern betrachtet werden. Noch allgemeiner ist es, noch
Zzwel neue verinderliche Gréssen t, u einzufithren, und jede der =z, y, z als eine
Function von ¢ und » darzustellen, wodurch, wenigstens allgemein zu reden,
bestimmte Werthe von ¢ und # allemal einem bestimmten Punkte der Oberfliche
angehéren, und umgekehrt.

2.

In Beziehung auf eine zweite krumme Fliche sollen X, Y, Z, T, U #hn-

liche Bedeutungen haben, wie resp. &, y, 2, ¢, » in Beziehung auf die erstere.
) 3.

Die erste Fliche auf der zweiten abbilden heisst, ein Gesetz festsetzen, nach
welchem einem jeden Punkte der ersten Fliche ein bestimmter Punkt der zwei-
ten entsprechen soll. Dieses wird dadurch geschehen, dass 7' und U bestimm-
ten Functionen der zwel verdnderlichen Gréssen ¢ und « gleich gesetzt werden.

33



194 ALLGEMEINE AUFLOSUNG DER AUFGABE

Insofern die Abbildung gewissen Bedingungen Geniige leisten soll, werden diese
Functionen nicht mehr willkiirlich sein diirfen. Indem dadurch auch X, Y, Z
zu Functionen von ¢ und % werden, miissen diese Functionen, neben der Bedin-
gung, welche die Natur der zweiten Fliche vorschreibt, auch noch derjenigen
Geniige leisten, welche in der Abbildung erfiillt werden soll.

4.

Die Aufgabe der koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften schreibt vor,
dass die Abbildung dem Abgebildeten in den kleinsten Theilen #hnlich sein soll.
Es kommt zuvorderst darauf an, diese Bedingung analytisch auszudriicken.

Aus der Differentiation der Functionen von #,u, durch welche 2,y,2, X, Y, Z
ausgedriickt werden, mogen folgende Gleichungen hervorgehen:

dz = adt+ddu
dy = bdt +-bdu
dz = cdt 4-cdu
dX = Adt+Adu
dY = Bdt} B'du
dZ = Cdt+ Cdu

Die vorgeschriebene Bedingung erfordert, erstlich, dass alle von Einem
Punkte der ersten Fliche ausgehende und in ihr liegende unendlich kleine Linien
den ihnen entsprechenden Linien der zweiten Fliche proportional sind, und zwei-
tens, dass jene unter sich dieselben Winkel machen, wie diese.

Ein solches Linear-Element auf der ersten Fliche wird

= {(laa+bb~+cc)d P+ 2(ad+bb'+cc)dt.du—+(a'a 4 b6 cc')du?)
und das entsprechende auf der zweiten Fliche
= (444 BB+ CC)df+2(A4+ BB'+ CC)dt. du—+ (A'A+B B+ C'C)dwd).

Sollen beide, unabhingig von df und du, in einem bestimmten Verhiltniss zu
einander stehen, so miissen offenbar die drei Grossen

aa+bb+cc, ad+-bb+cc, da'+4bb+cc

respective den drei folgenden proportional sein:
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AA+BB+CC, AA4BB+CC, AA+BB4-CC
Wenn den Endpunk'ten eines zweiten Elements auf der ersten Fliche die Werthe
t,u und ¢4 06t, u+0u

entsprechen, so ist der Cosinus des Winkels, welchen dasselbe mit dem ersten
Elemente macht,

(adt+a'du)(adi+-aBu)+ (bdt+4-bAu)(bdf+4-0'8u)+ (cdt+ ddu)(cdt+eBu) -
\/((adt-l—a’du)‘-{—(bdt—}-b’du)’+(cdt+c'du}’) ((a8t+a'Bu)* -+ (B3t + &' u)® 4-(c3t 4 cBu)?)

und fir den Cosinus des Winkels zwischen den correspondirenden Elementen
auf der zweiten Fliche ergibt sich ein ganz #dhnlicher Ausdruck, wenn nur
a,beca b, c in A, B, C, A, B', C' verwandelt werden. Offenbar werden beide
Ausdriicke einander gleich, wenn die obige Proportionalitit Statt findet, und die
zweite Bedingung wird daher schon mit in der ersten begriffen, welches auch bei
einigem Nachdenken von selbst klar ist.

Der analytische Ausdruck der Bedingungunserer Aufgabe ist demnach, dass

AA+BB+CC _ AA'+BB'+CC' __ A4+ B'B'+C'C’
agc+ bb +ecc T ad + b +e T daF ¥V Féc

werden muss, welches eine endliche Function von ¢ und u sein wird, die wir
= mm setzen wollen. Es driickt dann m das Verhiltniss aus, in welchem die
Lineargrossen auf der ersten Fliche in ihrer Abbildung auf der zweiten vergrdssert
oder verkleinert werden (je nachdem m grosser oder kleiner ist als 1). Dieses
Verhiltniss wird, allgemein zu reden, nach den Stellen verschieden sein: in dem
speciellen Falle, wo m constant ist, wird eine vollkommene Aehnlichkeit auch
in den endlichen Theilen, und wenn iiberdiess m = 1 ist, wird eine vollkom-
mene Gleichheit Statt finden, und die eine Fliche sich auf die andere abwickeln
lassen.

Indem wir Kiirze halber
(aa+bb+cc)d+2(@a 4 bb+cc)dt. du—(aa' 4+ bb+cc)dw’ = »

setzen, bemerken wir, dass die Differentialgleichung w — 0 zwei Integrationen
zulassen wird. Indem man nemlich das Trinomium ® in zwei, in Bezichung auf
33%



196 ALLGEMEINE AUFLOSUNG DER AUFGABE

d? und dw lineare, Factoren zerlegt, muss entweder der eine oder der andere
Factor = 0 werden, welches zwei verschiedene Integrationen geben wird. Die
eine Integration wird der Gleichung

0 = (@aa+bb+cc)dt
+ {ad+bb+cc+i((@aa+-bb--cc)(@a - bH ¢ )—(ad 4 bb'+cc')) | du

entsprechen (wo ¢ Kiirze halber fiir \/— 1 geschrieben ist, indem man sich leicht
iiberzeugt, dass der irrationale Theil des Ausdrucks imaginir werden muss); die
andere einer ganz #hnlichen Gleichung, wenn nur ¢ mit —3 vertauscht wird.
Ist also das Integral der erstern Gleichung dieses:

p-+ig = Const.
wo p und ¢ reelle Functionen von ¢ und u bedeuten, so wird das andere Integral
p—1q = Const.
und die Natur der Sache wird es mit sich bringen, dass
(dp—+idq).(dp—idg) oder dp*+dg¢*
ein Factor von o, oder
o = n(dp*+dg)

werden muss, wo % eine endliche Function von ¢ und # sein wird.
‘Wir wollen nun das Trinomium, in welches

dX?1-dY*+dZ?

tibergeht, wenn fiir dX, dY, dZ ihre Werthe durch T, U, dT, dU substituirt
werden, durch Q bezeichnen, und annehmen, dass auf dihnliche Weise, wie vor-
her, die beiden Integrale der Gleichung Q& = 0 diese seien:

P—+41iQ = Const.
P—iQ = Const.
und
’ Q= NAP*+d@)

wo P, Q, N reelle Functionen von T und U bedeuten werden.
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Diese Integrationen lassen sich (die allgemeinen Schwierigkeiten des Inte-
grirens bei Seite gesetzt) offenbar vor der Auflssung unserer Hauptaufgabe aus-
fithren.

Wenn nun fiir T, U solche Functionen von ¢ « substituirt werden, wo-
bei die Bedingung unsrer Hauptaufgabe erfiillt wird, so geht 2 in mmo iiber,
und es wird

(@P+idQ).dP—idQ) _ mmn
@p+idg) . (dp—idg) — N

Man sieht aber leicht, dass der Zihler im ersten Theile dieser Gleichung durch
den Nenner nur dann theilbar sein kann, wenn

entweder d P4-i¢d Q durch dp+idg, und dP—id Q durch dp—:dyg,
oder dP-+idQ durch dp—¢dg, und dP—:¢d Q durch dp-}idg

theilbar ist. Im ersteren Falle wird demnach dP-id Q verschwinden, wenn
dp+idg = 0, oder P-}-iQ wird constant werden, wenn p-iq constant an-
genommen wird, d. i. P~+4¢Q wird bloss Function von p--iq sein, und eben
so P—14Q Function von p—ig. Im andern Falle wird P~ :Q Function von
p—igq, und P—iQ Function von p-iq sein. .Es ist leicht einzusehen, dass
diese Folgerungen auch umgekehrt gelten, nemlich dass, wenn fir P4:Q, P—iQ
Functionen von p-}-iq, p—1iq (entweder respective, oder verkehrt) angenommen
werden. die endliche Theilbarkeit des Q durch o, und sonach die oben erfor-
derlich gefundene Proportionalitéit Statt haben wird.
Man iiberzeugt sich iibrigens leicht, dass wenn z.B.

P+iQ = flp+ig)
P—iQ = f'(p—iq)

gesetzt werden, die Beschaffenheit der Function f’ schon durch die von f be-
dingt wird. 'Wenn nemlich unter den constanten Gréssen, welche letztere etwa
involviren mag, keine andere als reelle befindlich sind, so wird die andere f’
wit der f ganz identisch sein miissen, damit jedesmal reellen Werthen von p, ¢
reelle Werthe von P, Q “entsprechen; im entgegengesetzten Falle wird sich f’
von f mur dadurch unterscheiden, dass in den imaginiren Elementen von f statt
i iiberall das entgegengesetzte — ¢ gesetzt werden muss.
Man hat hiernéchst
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P=4flp+ig++f(p—ig
i@ = {flp+ig—1f(p—ig)
oder, was dasselbe ist, indem die Function f ganz willkiirlich angenommen wird
(nach Gefallen mit Inbegriff constanter imaginirer Elemente), wird P dem reel-
len und 7@Q (bei der zweiten Auflossung —:Q) dem imagindren Theile von
Sf{p+1iq) gleich gesetzt, und hieraus sodann vermittelst der Elimination 7' und
U in der Gestalt von Functionen von ¢ und » dargestellt werden. Hiedurch ist
die vorgegebene Aufgabe ganz allgemein und vollstindig aufgeldst.

6.
Wenn p'-}-ig eine beliebige bestimmte Function von p-}-ig vorstellt (in-
dem p, 4 reelle Functionen von p, ¢ sind), so sieht man leicht, dass auch

p+1i¢ = Const. und p'—ig == Const.

die Integrale der Differentialgleichung © == 0 darstellen; in der That werden
jene mit den obigen

p-+ig=Const. und p—iq = Const.

resp. ganz gleichbedeutend sein. Eben so werden die Integrale der Differential-
gleichung Q = 0

P'+iQ — Const. und P'—iQ = Const.
mit den obigen
P+3iQ = Const. und P—1:Q = Const.

ganz gleichbedeutend sein, wenn P’'--:Q" eine beliebige bestimmte Function
von P-4-iQ vorstellt (indem P’, Q' reelle Functionen von P, Q sind). Es
erhellet hieraus, dass in der allgemeinen Auflosung unsrer Aufgabe, welche wir
im vorhergehenden Artikel gegeben haben, auch p, ¢ die Stelle von p, ¢; und
P, Q' die Stelle von P, Q resp. vertreten kénnen. Wenn gleich die Allgemein-
heit der Auflésung durch eine solche Abéinderung nichts gewinnt, so kann doch
zuweilen fiir die Anwendung eine Form zu diesem, die andere zu jenem Zweck
bequemer sein.
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7.
Wenn die Functionen, welche aus der Differentiation der willkiirlichen
Functionen f, ' entspringen, durch ¢ und ¢’ resp. bezeichnet werden, so dass

d.fo = ¢v.dv, d.fv = ¢'v.dv, so wird in Folge ynsrer allgemeinen Auflésung
dP+idQ . dP—idQ , .
i = ee+ie), T, =el—ig

also

mmn

+ = 9(p+i9) .9 (p—ig) B

Das Vergrosserungsverhiltniss bestimmt sich daher durch die Formel

* 4+ dg? Q . ’ .
m= (LI s 9(ptig) 9 (p—ig)]

8.
Wir wollen nun noch unsre allgemeine Auflosung mit einigen Beispielen er-
ldutern, wodurch sowohl die Art der Anwendung, als die Beschaffenheit einiger
dabei noch in Betracht kommenden Umstéinde am besten ins Licht gesetzt wer-

den wird.
Es seien zuvorderst beide Flichen Ebnen, wo-wir

xr =1, y =u, z2=0
X=T Y=U Z=0

werden setzen konnen. Die Differentialgleichung
o =df4du’® =0
gibt hier die beiden Integrale
t—41u = Const., t—ziu = Const.

und eben so sind die beiden Integrale der Gleichung Q = d 7*+dU? =0, fol-

gende:
T+41iU = Const., T— iU = Const.

Die beiden allgemeinen Auflssungen der Aufgabe sind demnach:

L T+iU=f(t+iu), T—iU=f(t—1iu)
O THiU=flt—iu), T—iU=f(t+iu)-
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Dieses Resultat lisst sich auch so ausdriicken: Indem die Charakteristik f eine
beliebige Function bedeutet, hat man den reellen Theil von f(z-¢y) fir X,
und den imaginiren Theil, mit Weglassung des Factors ¢, entweder fiir ¥ oder
fir —Y anzunehmen.

Gebraucht man die Charakteristiken ¢, ¢’ in der Bedeutung des Art. 7
und setzt

pl@+tiy) = E+in. ¢'@—iy) = E—in

wo offenbar £ und 1 reelle Functionen von # und y sein werden, so hat man,
in der ersten Auflssung,

dX+idY = E+in)(de+idy)
dX—idY = E—in) (de—1idy)
und folglich
dX = Ede —ndy
dY = nde+-Edy
Macht man nun
€ = o.cosy, M = go.siny
do =ds.cosg, dy = ds.sing
dX =dS8.cosG, dY =d48.sinG

so dass ds ein Linearelement in der ersten Ebne, g dessen Neigung gegen die
Abscissenlinie, d§ das correspondirende’ Linearelement in der zweiten Ebne
und G dessen Neigung gegen die Abscissenlinie bedeutet, so geben die obigen
Gleichungen

dS.cos G = o.ds.cos(9+7)
d8.sin G = s.ds.sin (¢+7)

und folglich, wenn man. was erlaubt ist, s als positiv betrachtet,
dS =os.ds, G=yg-+}v

Man sieht also (in Uebereinstimmung mit Axrt. 7), dass o das Verhiltniss der Ver-
grosserung des Elements ds in der Darstellung d S vorstellt, und. wie gehérig,
von g unabhingig ist; und eben so zeigt die Unabhingigkeit des Winkels y von
g, dass alle von einem Punkte ausgehende Linearelemente in der ersten Ebne



DIE THEILE EINER GEGEBNEN FLACHE AUF EINER ANDERN ABZUBILDEN ETC. 201

durch Elemente in der zweiten Ebne dargestellt werden, die unter sich und, wie
wir hinzufiigen konnen, in demselben Sinn, dieselben Winkel bilden, wie jene.

Wihlt man fiir £ eine linearische Function. so dass fv — A~ Bv, wo
die constanten Coéfficienten von der Form sind

A=a+bi, B=c+ei
so wird ¢v =B = c+}et
also o = \/(cc+ee), y = Arc.tang~

Das Vergrosserungsverhiltniss ist folglich in allen Punkten constant, und die
Darstellung dem Dargestellten durchaus #hnlich,

Fiir jede andere Function f wird (wie man leicht beweisen kann) das Ver-
grosserungsverhiltniss nicht constant sein, und die Aehnlichkeit also nur in den
kleinsten Theilen Statt finden kdnnen.

Sind die Plitze, welche einer bestimmten Anzahl von gegebnen Punkten der
ersten Ebne in der Darstellung entsprechen sollen, vorgeschrieben, so kann
man leicht nach der gemeinen Interpolationsmethode die einfachste algebraische
Function f finden, wodurch diese Bedingung erfiillt wird. Bezeichnet man hem-
lich die Werthe von -y fiir die gegebnen Punkte durch a, b, ¢ u.s.w., und
die correspondirenden Werthe von X 7Y durch 4,B,C u.s.w., so wird man

P i D i o e
setzen miissen, welches eine algebraische Function von v ist, deren Ordnung um
eine Einheit kleiner ist, als die Anzahl der vorgegebnen Punkte. Fiir zwei Punkte,
wo die Function linearisch wird, findet folglich vollkommene Aehnlichkeit Statt.

Man kann von diesem Verfahren in der Geodisie eine niitzliche Anwendung
machen, um eine auf mittelmissige Messungen gegriindete Karte, die im kleinen
Detail gut, aber im Ganzen etwas verzerrt ist, in eine bessere zu verwandeln,
wenn man die richtige Lage einer Anzahl von Punkten kennt. Es versteht sich
jedoch, dass man bei einer solchen Umformung nicht viel iiber die Gegend hin-
ausgehen darf, welche letztere Punkte umfassen.

Wenn man die zweite Auflésung auf dieselbe Art durchfiihrt, so findet man,
dass der ganze Unterschied nur darin besteht, dass die Aehnlichkeit eine ver-
kehrte ist, indem alle Elemente in der Darstellung zwar eben so grosse Winkel
mit einander machen, wie im Dargestellten, aber in verkehrtem Sinn, so dass

34
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dort rechts liegt, was hier links ist. Dieser Unterschied ist aber kein wesentli-
cher, und verschwindet, wenn man in der einen Ebne diejenige Seite, welche
man vorher als obere betrachtete, zur untern macht. Diese letztre Bemerkung
lésst sich tibrigens allemal in Anwendung bringen, wenn die eine der beiden Fli-
chen eine Ebne ist, daher wir in den folgenden Beispielen dieser Art uns bloss
auf die erste Auflosung beschrinken kénnen.

9.
Wir wollen nun (als zweites Beispiel) die Darstellung der Fliche eines
geraden Kegels in der Ebne betrachten. Als Gleichung der erstern nehmen
wir an

ze+yy—kkzz =0
wo wir ferner
2 = ktcosu
y = ktsinu
z2 =1t

und wie vorhin X =T Y=U, Z =0 setzen
Die Differentialgleichung

o = (kk++1)dP+kkttdu® = 0
gibt hier die beiden Integrale
log tj—_z\/k—g_—;u = Const.

‘Wir haben demnach die Auflésung

X+iY = flogt—!—z\/“_l_l.u)
X —1iY = f'(logt ’\/kk+1‘”)

d.i. es wird, indem f eine willkiirliche Function bedeutet, fiir X der reelle
Theil von

f(logt—}-i\/k-:%.u)

und fiir Y der imaginiire, nach Weglassung des Factors ¢, angenommen.
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Setzt man fiir f z.B. eine Exponentialgrosse, nemlich
Jo=rhe

wo k constant ist und e die Basis der hyperbolischen Logarithmen bedeutet, so
hat man die einfachste Darstellung -~

X:htcos\/ui_];_—l.u, Y.—_-lttsin\/,?,f—]"_*-:—?u
Die Anwendung der Formeln des 7. Art. gibt hier
n = (kk-+-1)tt, N=1
und, da Qv = ¢'v = he’,
cp(logt-{-z\/kk_k1 u). o'(logt— z\/kk_i_1 u) = hhtt

folglich
_ h
M = JEEED
also constant. Macht man also noch
o \/(klc—}—l)

so wird die Darstellung eine vollkommne Abwicklung.

10.
Es sei drittens die Kugelfliche, deren Halbmesser == @, in der Ebne dar-
zustellen. Wir setzen hier

X — acost.sinu

y = asint.sinw
= acosu
wodurch wir erhalten
- o = aasinw’dt®*4 aads®

Die Differentialformel w = 0 gibt folglich
d t + z Sln u =0

und deren Integration
t+-ilogcotang $ u = Const.
34 %
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Es wird daher, wenn wir wiederum durch die Charakteristik f eine will-
kiirliche Funktion andeuten, X dem reellen und ¥ dem imaginéren Theile von

f{t-+1ilog cotang 4 w)

gleich gesetzt werden miissen. Wir wollen ein Paar specielle Fille dieser allge-
meinen Auflosung anfiihren.
Wihlt man fiir f eine linedire Function, indem man fo = kv setzt, so wird

X =Fkt, Y = klogcotang4u

Auf die Erde angewandt, ist dies, wenn man ¢ die geographische Linge, 90°—u
die Breite bedeuten ldsst, offenbar mit Mercarors Projection einerlei. Fiir das
Vergrosserungsverhiltniss geben hier die Formeln des 7. Artikels

%

m—= —
asmy

Nimmt man fiir f eine imaginiire Exponentialfunction, und zwar zuerst die
einfachste fo = ke, so wird

J(t-+ilogcotang u) — kelostemgtutit ktang tu(cos t-+4sint)
und
X = ktangtu.cost, Y = ktangiwu.sint
g gz

welches, wie man leicht sieht, die stereographische Polarprojection ist.

Setzt man allgemeiner fo = ke™®, so wird

X = ktang$u'.cosht, ¥ = ktang +u* . sink¢

Fiir das Vergrosserungsverhiltniss erhalten wir hier
n=aqaasinu’, N =1, o¢v= i ke™

und hieraus
__ \ktang ot
T gsinw

-

Man sieht, dass hier die Darstellung aller Punkte, fiirwelche % constant
ist, in Einen Kreis, und die Darstellung aller Punkte, fiir welche ¢ constant ist,
in Eine gerade Linie fillt, wie auch, dass die allen verschiedenen Werthen von
u angehorigen Kreise concentrisch sind. Dies gibt eine sehr zweckmiissige Kar-
tenprojection, wenn nur ein Theil der Kugelfiiche darzustellen ist, und man thut
dann am besten, A so zu wihlen, dass das Vergrésserungsverhiltniss fir die
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fussersten Werthe von u gleich gross wird, wodurch es gegen die Mitte zu seinen
kleinsten Werth erhdlt. Sind diese dussersten Werthe von # diese #° und o',
so wird man demnach setzen miissen:

A =— log sin »'—log sin o°
T logtang 3 u'—log tang £ «°

Die Blitter von Herrn Professor Harpine’s Sternkarten Nr. 19— 26 sind nach
dieser Projection gezeichnet.

1.

Man kann die allgemeine Auflgsung fiir das im vorhergehenden Artikel be-
handelte Beispiel noch in einer andern Form aufstellen, die wir ihrer Eleganz we-
gen hier noch beifiigen zu miissen glauben.

In Folge des im 6. Art. Vorgetragenen wird, da

tang 4 u (cos ¢ - isinz)
eine Function von
t—+ilogcotang +u
ist, und . o |
tang - (cost—4-isint) = S‘““W::_-l—czxrumt _ z::y

die allgemeine Auflosung auch durch

X—t——z’Y::f:i:y, X—-——z‘Y:f’:;‘:”

~

dargestellt werden konnen, d. i, X muss dem reellen und ¢Y dem imagindren
Theil von f212Y gleich gesetzt werden, indem f eine willkiirliche Function be-

a4z
zeichnet. Anstatt f z—i—;—"f ka.nn man, wie ‘man leicht sieht, auch eine will-
kiirliche Function von ZT** oder von “'® nehmen.
a-tx at+y
12. i

Wir wollen viertens die Darstellung der Oberfliche des Revolutions- Ellip-
soids in der Ebne betrachten. Es seien ¢ und b die beiden halben Hauptaxen
des Ellipsoids, so dass
& == agcostsinu

= asintsinu
2 == bcoswu ) .
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gesetzt werden kann. Hier wird also

o = aasin¥’d - (aacosw® -+ bb sin ) du’

und die Differentialformel » = 0 gibt, wenn wir Kiirze halber y(1—2) =¢

setzen (insofern die Revolutionshalbaxe b<Ca),

0 = d¢Fidw.\/(cotang u®+1—¢¢)
Setzt man hier
V(1—eg¢).tangu — tangw .

wo, bei der Anwendung auf das Erdsphiroid, 90°—w die geograplische Breite
und ¢ die Lénge vorstellen wird, so verwandelt sich diese Gleichung in

—_— 1—ce
0= dt+2dw' (1—eccosw®)sinw
deren Integration

l—scosw)%e

Const. = t-1log. {COtang%w-(i.;.acosw

)

S

gibt. Man hat daher, indem f eine willkiirliche Function bedeutet, fiir X den
reellen und fiir ¢Y den imagindren Theil von

Jf(t+ilog {cotang fw. (1;222:-:5;)?8})
zu nehmen. — Wihlt man fiir f eine lineéire Function, d. i. fv = kv, so wird

14-ccosw
1—ccosw

X = kt, Y = klogcotang +w—4kelog

welches eine der MErcaTorschen analoge Projection gibt.
Nimmt man hingegen fiir f eine imaginire Exponentialfunction fo = ke™,
so wird

1+ecos2)%sl
1—ecosw

X = k.tang ot (FEEE00E coshe, ¥ = ktangfuh ( .sink¢

{—g cosw

welches, wenn man A =1 setzt, eine der stereographischen Polarprojection ana-
loge, und allgemein, eine zur Darstellung eines Theils der Erdoberfliiche, inso-
fern man auf die Abplattung Riicksicht nehmen soll, sehr zweckmissige Pro-
jection gibt. ‘

Was iiber den andern Fall, wo b>>a ist, zu sagen ist, ldsst sich zwar
leicht aus dem vorhergehenden unmittelbar ableiten, wo, wenn man dieselben
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Bezeichnungen beibehslt, ¢ imagindr, aber ({{——2—32127”;)1‘e doch wieder reell wird.
Der Vollstindigkeit wegen wollen wir jedoch die Formeln fiir diesen Fall noch
besonders beiftigen, und gleich Anfangs Y/ (Z—z —1) = n setzen. Man hat dann

w durch die Gleichung  ~
\/(1-—{-—7}1’]) .tangu = tangw
zu bestimmen, und die Differentialgleichung

0 = dtTFidw. —— 111

(1+ 11 cos w*)sinew

wird das Infegral
Const. = ¢+ (log cotang w-}-1 Arc tang. 1 cos w)
geben, so dass X fiir den reellen und ¢Y fiir den imaginiren Theil von
S (41 (log cotang 4w~ Arc tang. v cos w) ) )

wird genommen werden miissen. Die Gegenstiicke der beiden obigen speciellen
Anwendungen ergeben sich hieraus von selbst. Nach der erstern wird

X=Fkt Y= klogcotang%w—{-nk;&retang.'qeosw

nach der andern . :

X = ktang 4 o e—n?\ Arctang. 7 cosw

Y= kta,ng—.};—wl.e

.COSAE

—nhArotang. n00sw in Nf

e

gesetzt werden miissen.

13.

Als letztes Beispiel wollen wir die allgemeine Darstellung der Oberfliche
des Umdrehungs-Ellipsoids auf der Kugelfliche betrachten. Fiir jenes wollen wir
die Bezeichnungen des vorhergehenden Artikels beibehalten, den Halbmesser dex
Kugelfliche = 4, und

X=AcosTsinU
Y: Asin TSinU %
Z = deosU
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setzen. Wenn man hier die allgemeine Auflosung des 5. Artikels zur Anwen-
dung bringt, so findet man, dass, indem f eine willkiirliche Function bedeutet,
T dem reellen und zlogcotang 4 U dem imaginiren Theile von

f(t+ilogfcotang w. (,+Z§§:5) )

gleich gesetzt werden muss *).
Die einfachste Auflosung wird sein, fv = v zu setzen, wodurch

1-4-ccosw\ie
(1—ecosw)2

T=t¢, tang{U = tangiw.

wird. Dies bietet eine fiir die hohere Geodisie tiberaus brauchbare Transformation
dar, von welcher Benutzung wir jedoch hier nur einiges und nur kurz andeuten
kénnen. Wenn nemlich auf der Oberfliche des Ellipsoids und der Kugel dieje-
nigen Punkte als einander correspondirend angesehen werden, die einerlei Linge
haben, und deren Breiten resp. 90°—w, 90°— U, vermoge der angefiihrten Glei-
chung zusammenhangen, so entspricht einem System von, verhéltnissmissig, klei-
nen Dreiecken (und das werden diejenigen immer sein, die zur wirklichen Mes-
sung dienen kénnen), die auf der Oberfliche des Sphiiroids durch kiirzeste Linien
_gebildet werden, auf der Kugelfliche ein System von Dreiecken, deren Winkel
den correspondirenden auf dem Sphiroid genau gleich sind, und deren Seiten von
grossten Kreisbogen so wenig abweichen, dass sie in den meisten Fillen, wo nicht
die allerdusserste Schirfe verlangt wird, als damit zusammenfallend betrachtet
werden kénnen, so wie auch da, wo die grosste Genauigkeit gefordert wird, die
Abweichung vom grossten Kreise leicht mit aller nsthigen Schiirfe durch einfache
Formeln sich berechnen ldsst. Man kann daher das ganze System, nachdem man
zuerst eine Dreiecksseite auf die Kugelfliche gehorig tibertragen hat, ganz so, als
wenn es auf dieser selbst lige, vermittelst der Winkel berechnen, néthigenfalls
mit der eben angedeuteten Modification, fiir alle Punkte des Systems die Werthe
von T und U bestimmen, und von letztern auf die correspondirenden Werthe
von w (am einfachsten vermittelst einer dusserst leicht zu construirenden Hiilfs-
tafel) zuriickgehen.

*) Wir ibergehen hier theils die zweite Auflssung des 5. Artikels, die sich von der obige!i nur
durch Vertauschung von — 7' gegen 4 7' unterscheiden und einer verkehrten Darstellung entsprechen
wurde, theils den Fall eines langlichen Ellipsoids, dessen Behandlung nach dem, was im vorigen Art.
vorgekommen, sich aus der des abgeplatteten von selbst ergibt.
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Insofern ein Dreiecksnetz sich doch immer nur iiber einen sehr missigen
Theil der Erdoberfliche erstreckt, ldsst sich der erwiihnte Zweck noch vollkomm-~
ner erreichen, wenn man die allgemeine Auflésung noch etwas generalisirt, und
nicht fu =v, sondern fv = v—-Const. annimmt. Offenbar wiirde hiedurch
gar nichts gewonnen, wenn man dieser Constante einen reellen Werth beilegte,
weil dadurch lediglich T und ¢ um diese Constante verschieden, also nur die
Anfangspunkte der Lingen ungleich werden wiirden. Allein ganz anders verhilt
es sich, wenn man der Constante einen imagindren Werth beilegt. Setzt man
dieselbe — —ilogk, so wird

1+ecosw)%e
1—ecosw

T=t¢t tang4{U = ktangiw.(

Um hier tiber den zweckmissigsten Werth von % entscheiden zu konnen,
miissen wir vor allen Dingen das Vergrosserungsverhiltniss bestimmen.
Es wird hier, in den Zeichen des 5. und 7. Artikels

n = qasiny’®
N = AA4sinU*?
ev =1 - -
Also
__AsinU __ AsinU A4 k(1—eecosw?) T

—_—

V(l—eegcosw®) = =

asinug ~ asinw ' a " cos $0* (1—¢ cos w)? -+ Lk sin 1w® (1 4 e cosw)?

welches Verhéltniss also bloss von der Breite abhiingt. Die méglich geringste
Abweichung von vollkommner Aehnlichkeit erhilt man, wenn man % so bestimmt,
dass m fir die dussersten Breiten gleich grosse Werthe erhilt, wodurch von selbst
m bei der mittlern Breite seinem gréssten oder kleinsten Werthe sehr nahe sein
wird. Bezeichnet man die dussersten Werthe von w durch #° und «/, so erhilt
man auf diese Weise

cost ® (1—ccosw®)  costw” (1—ccosw)

k o \/ (1——66 Ccos w°z)%+%e (1-—-55@05 w'z)'%'*-%e
sin 30" (1+4 ¢ cos w') __sing 0°° (14 ¢ cos w)°
(1—eccos w’z)%+é": (1—eecos w°2)%+%5

Um zu erfahren, bei welcher Breite m seinen grossten oder kleinsten Werth er-
“halt, haben wir
35
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dm geecosw.sinw.dw

—- == cotang U.du— cotangw . dw—+ —— ==
4T _(_l_zg_-___assinw.dw . (1—ee)dw
sinU ~ sinw  1—ezcosw®  (1—eecosw?)sinw
und hieraus
dm __ (1—ee)dw

(cos U — cos w)

m ~ sinw(t—eecosw®) "’
Hieraus erhellt, dass m da seinen grossten oder kleinsten Werth erhilt, wo
U= w wird; bezeichnet man den Werth von w an dieser Stelle durch W,
so wird

2

k= (i;:zz: Z)%E oder cos W = =%
e(1+%%)

woraus man W bestimmen kann, wenn £ nach der obigen Formel berechnet
ist. Fir die Ausiibung wird inzwischen auf die ganz genaue Gleichheit der
‘Werthe von 2 an den #ussersten Breiten wenig ankommen, und man kann sich
begniigen, fiir 90°— W ungefihr die mittlere Breite zu wihlen, und daraus #
abzuleiten. Den allgemeinen Zusammenhang zwischen U und w gibt dann die
Formel

(1—ecos W)(1-+ ccosw) % 3¢

tang U= tang fw §(1+ecos W) (1— ¢ cosw)

Zur wirklichen numerischen Berechnung ist es jedoch vortheilbafter, Reihen an-
zuwenden, denen man verschiedene Formen geben kann, bei deren Entwicklung
wir uns aber hier nicht aufhalten.

Da man iibrigens leicht sieht, dass fir w<<W, U>w, also cos U—cosw
und mithin auch g—z negativ; und fir w>W, U<w, mithin g—: positiv wird,
so ist klar, dass fiir w = U = W der Werth von = allemal ein Minimum wird,

und zwar

= 2y/(1—secos W?)

‘Wihlt man also den Halbmesser der Kugel 4 = m;%mﬁ)-, so ist die Dar-
stellung unendlich kleiner Theile des Ellipsoids bei der Breite 90°— W dem Utr-
bilde nicht bloss d#hnlich, sondern gleich, bei andern Breiten aber grosser.

Man kann den Logarithmen von 2 mit Vortheil in eine nach den Poten-
zen von cos U—cos W fortlaufende Reihe entwickeln, deren erste fiir die Aus-
iibung zureichende Glieder diese sind
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loghyp.m == log {%\/(iweecos w4 2(1 Ea) .{cos U—cos W)*

w
izl mi 5 .(cos U—cos W)*.

Wenn also z.B. die Dénische Monarchie innerhalb der Grenzen der Breite
® und 58° auf diese Weise auf die Kugelfliiche tibertragen und W = 34°3¢’
gesetzt wird, so wird bei der Abplattung 45 die Darstellung an den Grenzen,
linearisch gerechnet, nur um yy4ly5y vergrossert.
Wir miissen uns hier damit begniigen, nur eine kurze Andeutung von es-
ner Benutzungsart des Uebertragens der Figuren in der hthern Geodisie gegeben
zu haben, und eine angemessenere Ausfithrung fiir einen andern Ort versparen.

14.

Es bleibt uns noch #ibrig, einen in unsrer allgemeinen Auflésung vorkom-
menden Umstand hier etwas ausfiibrlicher zu betrachten. Wir haben im 5. Ar-
tikel gezeigt, dass allemal zwei Auflésungen statt finden, indem entweder P--iQ
einer Function von p-tig, und P—iQ einer Function von p—iq gleich wer-
den muss; oder P+i@Q einer Function von p—i¢g, und P-—3Q einer Function
von p-+iq. Wir wollen nun noch zeigen, dass allemal bei der einen Auflosung
die Theile in der Darstellung zugleich eine #hnliche Lage haben, wie im Darge-
stellten; bei der andern Auflssung hingegen verkehrt liegen; zugleich wollen wir
dasCriterium angeben, nach welchem dieses a priori unterschieden werden kann.

Zuvorderst bemerken wir, dass von vollkommner oder verkehrter Aehnlich-
keit nur insofern die Rede sein kann, als an jeder der beiden Flichen zwei Seiten
unterschieden werden, wovon die eine als die obere, die andere als die untere
betrachtet wird. Da dieses an sich etwas willkiirliches ist, so sind beide Aufis-
sungen gar nicht wesentlich verschieden, und eine verkehrte Aehnlichkeit wird
zur vollkommnen, sobald man bei der einen Fliche die vorher als obere betrach-
tete Seite zur untern macht. Bei unsrer Auflésung konnte daher diese Unterschei-
dung gar nicht vorkommen, da die Flichen bloss durch die Coordinaten ihrer
Punkte bestimmt wurden. Will man auf diesen Unterschied eingehen, so muss
zuvor die Natur der Flichen auf eine andere Art festgelegt werden, welche ihn
mit in sich fasst. Zu diesem Zweck wollen wir annehmen, dass die Natur der er-
sten Fliche durch die Gleichung ¢ = 0 bestimmt werde, wo ¢ eine gegebne
einférmige Function von 2, y, # ist. In allen Punkten der Fliche wird also der

35%
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. Werth von ¢ verschwinden, und in allen Punkten des Raumes, welche der Fliche
nicht angehdren, wird er nicht verschwinden. Bei einem Durchgange durch die
Fliche wird also, wenigstens allgemein zu reden, der Werth von ¢ aus dem Po-
sitiven ins Negative, bei dem entgegengesetzten aus dem Negativen ins Positive
iibergehen, oder auf der einen Seite der Fliche wird der Werth von ¢ positiv,
auf der andern negativ sein: die erstere wollen wir als die obere, die andere als
die untere betrachten. Ganz eben so soll es bei der zweiten Fliche gehalten wer-
den, indem ihre Natur durch die Gleichung ¥ = 0 bestimmt wird, wo ¥ eine
gegebne einformige Function der Coordinaten X, Y, Zist. Es gebe ferner die
Differentiation

dd = edx +gdy +r4dz
AV = Ed X+ GdY+HdAZ

wo e, g, h Functionen von &,y,z und E G, H Functionen von X, Y, Z
sein werden.

Da die Betrachtungen, durch welche wir zu dem vorgesetzten Ziele gelan-
gen miissen, obwohl an sich nicht schwierig, doch etwas ungewshnlicher Art sind,
so wollen wir uns bemiihen, ihnen die grosste Klarheit zu geben. Wir wollen
zwischen den beiden einander entsprechenden Darstellungen auf den Flichen,
deren Gleichungen ¢ = 0 und ¥ = 0 sind, sechs Zwischen-Darstellungen in
der Ebne annehmen, so dass acht verschiedene Darstellungen in Betracht kom-
men, nemlich

indem als correspondirend be-
trachtet werden die Punkte,
deren Coordinaten resp. =

1% das Urbild in der Fliche, deren Gleichung ¢ =0 .. @, ¥, 2
2% Darstellunginder Ebne . .. .. ... ... ....... 2,y 0
3° - ey e e e e t u, 0
45 B e e e P q 0
5% " e e e e e P, Q0
6° . b m me e e T, U, o
7° » o 3 e h s e e s e e e e X, Y0

8% Abbildung in der Fliche, deren Gleichung ¥ =0.. X, ¥, Z

Wir wollen nun diese verschiednen Darstellungen unter einander lediglich
in Beziehung auf die gegenseitige Lage der unendlich kleinen Linearelemente ver-
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gleichen, indem wir das Grossenverhiltniss ganz bei Seite setzen; als dhnlichlie-
gend werden also zwei Darstellungen betrachtet, wenn von zwei aus Einem
Punkte ausgehenden Linearelementen dem in der einen Darstellung rechts liegen-
den auch in der andern das rechts liegende entspricht: im entgegengesetzten Falle
werden sie verkehrtliegende heissen. Bei der Ebne, von Nro. 2—7 wird immer
die Seite, wo die positiven Werthe der dritten Coordinate liegen, als die obere
betrachtet; bei der ersten und letzten Fliche hingegen ist die Unterscheidung der
obern und untern Seite bloss von dem positiven oder negativen Werthe von
¢ und ¥ abhiingig, wie schon oben festgesetzt ist.

Hier ist nun zuvirderst klar, dass fiir jede Stelle der ersten Fliche, wo
man bei ungeéindertem # und y durch ein positives Increment von z auf deren
obere Seite kommt, die Darstellung in 2 mit der in 1 &hnlichliegend sein wird ;
dies wird also offenbar iiberall zutreffen, wo %2 positiv ist; und das Gegentheil
wird bei einem negativen % eintreten, wo die Darstellungen verkehrt liegend sein
werden.

Auf dieselbe Weise werden die Darstellungen in 7 und 8 #hnlich liegend
oder verkehrt liegend sein, jenachdem H positiv oder negativ ist.

Um die Darstellungen in 2 und 3 unter sich-zu vergleichen, sei in der er-
stern ds die Linge einer unendlich kleinen Linie von dem Punkte, dessen Coor-
dinaten , y, zu einem andern, dessen Coordinaten 2#-}-da, y-+dy sind, und
1 dessen Neigung gegen die Abscissenlinie wachsend in dem Sinn, in welchem
man von der Axe der @ zu der Axe der y iibergeht, also

dz = ds.cosl, dy = ds.sinl!

In der Darstellung 3 sei ds die Grosse der Linie, welche der ds entspricht, und
ihre Neigung zur Abscissenlinie, wie vorhin verstanden, A, so dass

dt = do.cosh, du = ds.sinA

Man hat also, in den Bezeichnungen des 4. Artikels

ds.cos! = do(acosA-{-a'sind)
ds.sinl! = do(bcosA4b'sin])

folglich
beosh -+ &'sinA
acosi + a’sink

tang | =
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Betrachtet man nun # und y als constant, und !/, A als veridnderlich, so gibt

die Differentiation

4
‘ds®

ar ab'—ba’ — (a¥—bd
X T (acosh T asmA) 4 (Boosh b sniE (ab—bd)

Man sieht also, dass jenachdem ab'—ba’ positiv oder negativ ist, / und A im-
mer zugleich wachsen, oder sich entgegengesetzt indern, und also im erstern
Fall die Darstellungen 2 und 3 dhnlich liegend, im andern verkehrt liegend sind.
Aus der Verbindung dieses Resultats mit dem vorhingefundenen ergibt sich,
dass die Darstellungen in 1 und 3 #hnlich liegend oder verkehrt liegend sind, je
nachdem ab';b“' positiv oder negativ ist.
Da auf der Fliche, deren Gleichung ¢ = 0 ist,

ede—+-gdy—+-hdz =0

also auch

(ea+tgb+4-he)dt+(ea'+gb+hc)du = 0

wird, wie auch immer das Verhiltniss von d¢ und du gew#hlt wird, so muss
offenbar identisch

ea+gbt+hec =10, ed+4gbi+id=0

werden, woraus folgt, dass e, g, % resp. den Grossen bc'—c¥, ca'—ac’, ab—ba’
proportional sind, also

be'—ed _ cd—acd __ ab—bd
e - g )

Man kann also, welchen dieser drei Ausdriicke man will, oder wenn man mit
der ihrer Natur nach positiven Grosse ee-}~gg-+hh multiplicirt, die sich erge-
bende symmetrische Grosse

ebé+-gca'+ hat—ech—gac—hba

als Criterium der dhnlichen oder verkehrten Lage der Theile in den Darstellun-
gen 1 und 3 anwenden.
Ganz eben so wird #hnliche oder verkehrte Lage der Theile in den Darstel-
lungen 6 und 8 von dem positiven oder negativen Werthe der Grosse
BC'—CB' __ CA'—AC' __ AB'—BA

—_—

E G - H
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oder wenn man lieber will, der symmetrischen
EBC+GCA+HAB—ECB'—GAC—HBA

abhangen.

Die Vergleichung der Darstellungen in 3 und 4 beruhet auf ganz dhnlichen
Griinden, wie die von 2 und 3, und die &hnliche oder verkehrte Lage der Theile
hingt von dem positiven oder negativen Zeichen der Grosse

d d d d
(a0 (@) — (@) (&)
ab; und eben so bestimmt das positive oder negative Zeichen von
dP, dQ apP, ,dQ
(g5 — (@) - (7
die #hnliche oder verkehrte Lage der Theile in den Darstellungen 5 und 6.

Was endlich die Vergleichung der Darstellungen 4 und 5 unter sich be-
trifft, so konnen wir uns auf die Analyse des 8. Artikels beziehen, ans welcher
erhellet, dass jene in den kleinsten Theilen #hnlich, oder verkehrt liegend sind,
je nachdem man die erste oder zweite Auflésung gewihlt, d.i. entweder

P+2Q =f(p+zq) und P——%Q =f’(p—zq)
oder

P+iQ=f(p—iq) und P—iQ = f(p-+ig)

gesetzt hat.

Aus diesem allen ziehen wir nunmehro den Schluss, dass man, wenn die
Darstellung auf der Fliche, deren Gleichung ¥ = 0 ist, dem Urbilde auf der
Fliche, deren Gleichung ¢ = 0 ist, in den kleinsten Theilen nicht bloss &hn-
lich, sondern auch #hnlich liegend sein soll, auf die Anzahl der negativen Grissen,
welche unter diesen vier Grossen vorkommen,

ab'—ba dp, Adg dp, dg dP, ,d@Q apr, 4@ AB'—BA'
7 3@ @& @@ &) T

Riicksicht nehmen muss; ist gar keine oder eine gerade Anzahl darunter, so wird
die erste; ist eine oder drei negative unter ihnen, so wird die zweite Auflésung
gewihlt werden miissen. Bei entgegengesetzter Wahl findet allemal eine ver-

kehrte Aehnlichkeit Statt.
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Uebrigens ldsst sich noch zeigen, dass, wenn obige vier Gréssen resp. mit
7, 8, 8, R bezeichnet werden, allemal

rV(ee+gg+hh)= +n RY(EE+GGY+HHy +N
s — S - =

wird, » und N in der Bedeutung des 5. Art. genommen; wir iibergehen jedoch
hier den nicht schwer zu findenden Beweis dieses Theorems, da dieses fiir un-
sern Zweck nicht weiter néthig ist.

[Randbemerkungen in Gavss Handexemplar ;)

[Art. 10 neben der letaten Gleichung zur Bestimmung von A] oder A = cosu®, wenn fur u — u*
der Minimalwerth [des Vergrosserungsverhiltnisses] Statt finden soll.

[Art. 12 neben der Gleichung, durch welche hier im Abdruck die Grosse w eingefiihrt wird] Das Zei-
chen w ist gegen meine Absicht im Druck gebraucht: es solite w sein.

[Art. 13 neben den Gleichungen, die sich auf die durch die Function fu = v —¢log% bestimmte Ab-
bildung beziehen, sind die entsprechenden Gleichungen fir die Function fo = av—7zlogk verzeichnet,
welche spiiter in der ersten Abhandlung der Untersuchungen tber Gegenstinde der hohern Geodasie aufge-
nommen wurden.]




