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UNTERSUCHUNGEN
UBER

GEGENSTANDE DER HOHERN GEODAESIE.

Bei den, zum Theil von mir selbst, zum Theil unter meiner Leitung, aus-
gefiihrten tiber das ganze Konigieich Hannover sich erstreckenden trigonometri-
schen Vermessungen sind, sowohl in Beziehung auf die Art, wie die Messungen
angestellt wurden, als noch mehr in Beziehung auf ihre nachherige mathemati-
sche Behandlung und ihre Verarbeitung zu Resultaten, Wege eingeschlagen, die
von den sonst gewdhnlichen abweichen. Mein frither gehegter Vorsatz, nach vol-
liger Beendigung der Messungen diese nebst allen von mir angewandten Verfah-
rungsarten in einem besondern Werke darzulegen, hat, aus Ursachen, deren
Auseinandersetzung nicht hieher gehort, bisher nicht zur Ausfithrung kommen
konnen, und ich wihle daber das Auskunftsmittel, das im theoretischen Theile
mir eigenthiimliche in einer Reihe von Abhandlungen bekannt zu machen, um so
lieber, weil ich auf diese Weise die Freiheit behalte, mit Ausfiihrlichkeit manche
Untersuchungen zu entwickeln, welche ein selbststindiges Interesse darbieten und
mit den iibrigen in enger Verwandtschaft stehen. auch wenn von denselben bei
meinen Messungen keine unmittelbare Anwendung gemacht ist. Dies gilt na-
mentlich von dem grdssten Theile des Inhalts der gegenwirtigen ersten Abhand-

lung.
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1.
Von der Aufgabe:

die Theile einer gegebenen Fliche auf einer andern gegebenen Fliche

so abzubilden, dass die Abbildung dem abgebildeten in den kleinsten

Theilen ghnlich wird )
habe ich im Jahre 1822 eine allgemeine Auflssung gegeben, welche Herr Con-
ferenzrath Scrumacuer im 3 Heft der Astronomischen Abhandlungen hat ab-
drucken lassen. Bei der Anwendung dieser Aufgabe auf die hohere Geodisie,
fiir welche sie eine vorziiglich ergiebige Hiilfsquelle wird, macht sich das Bediirf-
niss fithlbar, Abbildungen, welche unter der angegebenen Bedingung stehen,
durch eine besondere Benennung auszuzeichnen, und ich werde daher dieselben
conforme Abbildungen oder Ubertragungen nennen, indem ich diesem sonst va-
gen Beiworte eine mathematisch scharf bestimmte Bedeutung beilege.

In der angefiihrten Schrift ist die allgemeine Auflésung, welche eine will-
kiirliche Function einschliesst, auch auf mehrere bestimmte Flichen angewandt;
das letzte dort behandelte Beispiel betrifft die conforme Ubertragung der Ober-
flache des Umdrehungsellipsoids auf die Kugelfliche, und es ist [Art. 13] zugleich
eine solche Bestimmung der arbitriren Function angegeben, die zu einer sehr
brauchbaren Anwendung auf die hohere Geodisie benutzt werden kann.  Diese
Benutzung war a.a.O. nur kurz angedeutet, und eine ausfiihrlichere Entwicke-
lung vorbehalten. Ich werde jedoch anstatt dieser speciellen Auflosung eine et-
was abgefinderte und fiir die geoditischen Anwendungen noch viel mehr geeignete
Methode zur conformen Ubertragung der ellipsoidischen Fliche auf die Kugel—'
fliche in der gegenwirtigen Abhandlung entwickeln, und damit zugleich alles zu
einer solchen Benutzung erforderliche verbinden.

3

Die allgemeine Auflésung der Aufgabe, angewandt auf die ellipsoidische
und spharische Fliche, gibt folgende alle conformen Ubertragungen der einen
auf die andere umfassende Formel (1):

1—ecoszo\,}e )
-
14 ecosw

T—+-ilogcotg+ U = f(t+ilog)cotgtw.(

Es bezeichnen hier
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¢ die Excentricitit der Ellipse, durch deren Umdrehung um ihre kleine Achse
die ellipsoidische Fliche erzeugt wird;

t und 90°—w die Linge und Breite eines unbestimmten Punkts auf dieser
Fliche, mithin w den Winkel einer in diesem Punkte gegen die Fliche ge-
zogenen Normale mit der kleinen Achse;

T und 90°—U die Linge und Breite des entsprechenden Punkts auf der Ku-
gelfliche;

i die imagindre Einheit {/ —1:

f die Charakteristik fiir eine willkiirlich zu wihlende Function.

Die Logarithmen sind immer die hyperbolischen.

Durch m wird das Vergrosserungsverhéltniss bezelchnen werden, so verstanden,

dass jedes Linearelement anf der ellipsoidischen Fliche sich zu dem entsprechen-

den Linearelement auf der Kugelfliche verhdlt wie 1 zu m: dieses Verhiltniss
ist an jeder Stelle der einen und der andern Fliache ein bestimmtes, fiir verschie-
dene Stellen verdnderlich.

Die einfachste Auflésung erhilt man, indem man die willkiirliche Function
schlechthin ihrem Argumente gleich, oder

fo=mv -

setzt, und diese Ubergangsart ist in der That auch die geeignetste, wenn die
ganze Oberfliche des Ellipsoids auf die Kugelfliche tibertragen werden soll. Fir
die Anwendung auf geoditische Rechnungen, wo immer nur ein vergleichungs-
weise sehr kleiner Theil der Erdfliche in Betracht kommt, ist es aber, wie schon
a.a.0. bemerkt ist, viel vortheilhafter, der Function noch einen constanten und
zwar imagindren Theil beizufiigen, oder

Jo = v—ilogk

zu setzen. Es lassen sich dann der Halbmesser der Kugel und die Constante %
so bestimmen, dass die das Vergrosserungsverhilltniss ausdriickende Grosse =,
von deren geringer Ungleichheit innerhalb der Grenzen der dargestellten Fliche
die Bequemlichkeit der Anwendung auf geoditische Rechnungen vornehmlich ab-
hiingt, fiir den mittlern Parallelkreis = 1, und bis zu einigen Graden Entfer-
nung nach Norden und Stiden kaum merklich von 1 verschieden wird; die Ab-
weichung von dem Werthe | ist nemlich von der zweiten Ordnung in Beziehung
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auf den Abstand vom mittlern Paralleljsreise, und enthélt ausserdem noch die Ab-
plattung oder das Quadrat von ¢ als Factor.

Allein dieser Vortheil lidsst sich noch sehr vergrdssern, wenn man anstatt
jener Bestimmung der willkiirlichen Function eine etwas abgeiinderte, fiir die
Rechnung fast eben so bequeme wihlt, indem man nemlich unter Zuziehung ei-
ner zweiten Constante o,

Jfo=av—ilogk

setzt. Man hat dann in seiner Gewalt, durch zweckmissige Bestimmung der bei-
den Constanten zu bewirken, dass die Abweichung des Vergrdsserungsverhilt-
nisses m von dem Werthe 1, in Beziehung auf den Abstand vom mittlern Pa-
rallelkreise eine Grosse der dritten Ordnung wird, ungerechnet den auch hier
bleibenden Factor ee.

3.

Die Formel t gibt, bei dieser Bestimmung der Function f.
T=at.

2
3

—~~ N

1+ecosw>;ae

tang + U = ktangfw*(;—_—,

und fiir m findet man leicht, aus den in der mehrerwihnten Schrift entwickelten
Grundsitzen, den Ausdruck

___aAsinUy(1—eecos w?) 4
= vl N O

wenn durch @ die halbe grosse Achse des Ellipsoids und durch 4 der Halbmes-
ser der Kugel bezeichnet wird.
Die Differentiation der logarithmisch ausgedriickten Gleichung 3 ergibt

d _adw aeesinwdw
sinU ~  sinw 1— eecosw’
oder
daU a(t—ee)sin U .
T T/ 7 T . .........(3)
dw {1— eecosw*)sinw

Ebenso ergibt die Differentiation der Gleichung 4

eecosw.sinwdw
1—eecosw®

dlogm = cotg UdU— cotgwdw-
== cotg UqU — {1z edcoswdw

{1—eecosw’)sinw
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folglich, wenn man mit Hiilfe von 5 entweder dU oder dw eliminirt,

dlogm (t—ee)(acos U— cos w) (6)
dw —  (1—eecosw®)sinw s
dlogm cosw  acos U—cosw

g =ootglU— —— = ——— e ()

Daurch eine nochmalige Differentiation der Gleichung 7 erhilt man

ddlogm 1 cos U cosw sinw dw

av: _sinU2+ asin U? +asinU'(i—[_]

_|__cosUcosw__*_(1—eecosw)mwz2 "8)
smUz asin U? aa(t—ee)sinU? oo A

Il

Soll nun fiir eine bestimmte Breite (Normalbreite) der Werth von m der
Einheit gleich werden, fiir andere Breiten hingegen nur um Grossen der dritten
Ordnung von 1| abweichen, die Breitenunterschiede als Grossen erster Ordnung
betrachtet, so muss, wenn die Normalbreite auf dem Ellipsoid mit P, die ent-
sprechende auf der Kugel mit Q bezeichnet wird, fir w = 90°— P, U= 90— Q
in Gemaissheit der Gleichungen 4. 7, 8 sein:

- acos P /
‘4—mp—2). . . - . . . . . . . \9)
asin@Q=sinP . .. .. ... ... .. ... ... (10
sin Psin Q (1— eesin P*)cos P*
0 —= 1— —_
@ aa(t—ee)

oder, wenn man in letzterer Gleichung fiir sin Q seinen Werth aus 10 substituirt,

e = 142 P L (1)

1—ee

Durch diese Gleichung ist demnach a gegeben, sobald fiir P ein bestimm-
ter Werth gew#hlt ist; @ kann sodann durch Gleichung 10, und A durch Glei-
chung 9 bestimmt werden; endlich ergibt sich % durch die Substitution von
w=90"—P, U= 90°—Q in der allgemeinen Gleichung 3, nemlich

k__tang(45°+§1’)“ 1-—esinP).;ae (19)
T tang(45° 4+ £+ Q) '(1+esinP s -

4.
Die Berechnung der Constanten A, a, £ und der Normalbreite auf der
Kugel Q aus P und ¢ wird man, da alle diese Grossen wie Grundlagen fiir die
42
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Anwendung auf eine gewisse Zone zu betrachten sind, gern mit besonderer Sorg-
falt und Schiirfe auszufithren wiinschen, und es verdienen daher einige dazu dien-
liche Umformungen hier einen Platz: eine Umformung wird ohnehin nothwendig,
wenn man von einer bestimmten Normalbreite nicht auf dem Ellipsoid sondern
auf der Kugel, also von einem gegebenen Werthe von Q ausgehen, und daraus
die iibrigen Grossen berechnen will.

Fiihrt man drei Hiilfswinkel %, ¢, 1 ein, so dass

2
21

(=]

tang 4+ (P— Q) = tang4C.tang t 7 .
sin (2{—¢) = ecos2 Q

sing=e¢ . . ... .. .. ...... (19
tang( = tanggcosP® . . . . . . .. .. (14
tangn = sin{tangP . . . . . . . . . . . (15
so wird
o= _— (16)
sin Q = cos{sinP. (17)
cost cos Q = cos P (18)
sin 7 = tang( tang Q (19)
(20)
(21)

Die Gleichung 18 folgt leicht aus der Verbindung von 15 und 17; sodann
19 aus der Verbindung von 15, 17, 18; ferner 20 aus 17, 18, 19, endlich 21
aus 14 und 17.

Am schirfsten wird man rechnen, wenn man, in dem Falle wo P gege-
ben ist, sich der Formeln 14, 15, 20 bedient, um der Reihe nach {, 4, Q@ zu
bestimmen; fiir den Fall hingegen, wo @Q gegeben ist, vermittelst der Gleichun-
gen 21, 19, 20 die Werthe von C, 7, P ableitet: zur Controlle mag man dann
noch eine oder einige der iibrigen Gleichungen benutzen. Fiihrt man noch einen
vierten Hiilfswinkel 6 ein, nach der Formel

sinf=esinP . .. . . ... ... ... (22
so wird
cosp = cos{ cosmcosh . . . . . .. . .. (23
und die Formeln 9 und 12 erhalten folgende Gestalt:
A — acosP _ acosny __ acose __ acosg
T acosBcos@ T acos® T cosl® T j—eesin P
ko tang (45° 44 P)°

tang (15° + § Q) tang (45° + 1 9=
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5.

Ich begleite die Vorschriften dieser ganzen Abhandlung mit einer auf das
schirfste durchgefiihrten numerischen Anwendung, welche andern, die zur Ver-
arbeitung ihrer Messungen die hier vorgetragene Methode benutzen wollen, ent-
weder als Rechnungsmuster zur Construction der erforderlichen Hiilfstafeln, oder
auch schon unmittelbar als Hiilfsapparat fiir einen grossen Theil der gemaissigten
Zone dienen kann. In den meisten Fillen wird man ibrigens sich mit einer viel
geringern Schérfe begniigen konnen.

Als Normalbreite wihle ich 52°40°, welche ungefihr dem mittlern Paral-
lelkreise des Konigreichs Hannover entspricht; da es jedoch in einigen Beziehun-
gen vortheilhafter ist, wenn fiir die Normalbreite auf der Kugel, als wenn fiir
die auf dem Ellipsoid eine runde Zahl gew#hlt wird, so setze ich

Q = 52° 40" 0"
Die Rechnung fiithre ich nach den neuesten von BesserL aus den Gradmes-

sungen abgeleiteten Erddimensionen (Astronomische Nachrichten 19. Band S. 116),
wonach, die Toise zur Einheit angenommen,

loga = 6,5148235337
logcosg = 9,9985458202

Es folgt hieraus, mit Hiilfe der zehnzifrigen Logarithmen,

¢ = 4° 41" 9" 98262

loge = 8,9122052079
C = 1% 43 26" 80402
p =2 15 42 34083
P = 52 42 2,53251
loga = 0,0001966553
6 = 3%43" 34" 24669
logz = 0,0016708804
logAd = 6,5152074703

Nimmt man das franzosische gesetzliche Meter als Einheit an, so wird

log A = 6,8050274003

42%
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Wihlte man hingegen den zehnmillionsten Theil des Erdquadranten selbst, nach
obigen Dimensionen, zur Einheit, so wiirde sein
log A = 6,8049902365

6

Die Berechnung der Breite auf der Kugel aus der Breite auf dem Ellipsoid
kann figlich nach der Formel 3 gefithrt werden, wenn sie nur fiir wenige Fille
gefordert wird; fiir ausgedehntere Anwendungen hingegen wird der Gebrauch
einer Reihe vortheilhaft sein. zu deren Entwicklung hier die nsthigen Formeln
gegeben werden sollen.

Ich bezeichne eine unbestimmte Breite auf dem Ellipsoid, oder einen un-
bestimmten Werth von 90°—w, durch P-+-p, und die entsprechende Breite
auf der Kugel, oder den Werth von 90°— U durch Q-¢. Nach dem Tav-
rorschen Lehrsatze wird

q = g——g.p——,}.%%{.pp—l—~g.(‘;—jg.p"’—f‘r.%.p‘—{— u.s. w.
wo fiir die Differentialquotienten diejenigen bestimmten Werthe zu substituiren
sind, welchezu p = 0, oder zu w = 90°—P, U=90°—Q gehoren. Die suc-
cessive Entwicklung der unbestimmten Differentialquotienten ergibt

dU a(t—eg)sinlU

dw ~ (1—eecosw?)sinw

dddg = (1_f£’e;:25)‘fsgw, 1o (1— ee)cos U— cosw—ee(cosw® — 2 cosw sinw®)}
a*U a(1—eée)sin U 2 2 . 2

T = (l_eecoswz)zsinwg{aa(1~—-ee) (cos U*— sin U?)

—3a(1—ee)cos U(cosw—ee (cosw® — 2 cosw sinw?))
—+ 2 cosw® 4 sinw® — ee (4 cosw* — 2 sinw?)
—+ ¢*(2 cos w®— cos w* sin w® - 6 cos w*sinw*)}

Die beiden folgenden, welche ich gleichfalls entwickelt habe, setze ich um den
Raum zu schonen in ihrer unbestimmten Form nicht hieher.

Die Substitution von w = 90°— P, U = 90°— Q ergibt dann, wenn
zugleich
anstatt osin @ der Werth sin P (nach Gleichung 10), und
anstatt acosQ der Werth —0F_ — @sbeosP p 0 Gleichung 18, 16, 23)

costeosny — coso
substituirt, und zur Abkiirzung cos P = ¢, sin P=1=s geschrieben wird,




DER HOHERN GEODAESIE. ERSTE ABHANDLUNG. 269

dU __ coscw

dw — cos§

U 3eecosy

dw® T cos®® -

ET __ cecoso (30— 3ss+ee(12ccss+ 3 st

G = et (36€ +35%))

U eecosq 4 4
Tt = oop - CS(16—ee(49cc—1355)— €' (56 ccss+-295%))
asrU eecoso

T = cosl® —16cc+12s55+ee(49c*— 378ccss-9s%)

4 €*(628c* ss+174ces* —545%)4€5(268¢*s* 220 ccs®+ 33 5%))

Bei dieser Entwicklung von ¢ in eine Reihe nach p ist stillschweigend vor-
ausgesetzt, dass beide Grdssen in Theilen des dem Halbmesser gleichen Bogens
ausgedriickt sind: soll dagegen ¢ Secunden und p Grade bedeuten, so muss dem
ersten Gliede der Reihe der Factor 3600, dem zweiten der Factor 22°% — 207,
dem dritten der Factor 3600 (; 0) = {mwu.s.f. beigefiigt werden. Unter die-
ser Voraussetzung gibt die Anwendung der Formeln auf unser Beispiel folgende
Zahlenwerthe, welche ich in eine solche Form setze, dass weitgestreckte Decimal-

briiche vermieden werden:

—4135,396057. ()"

g = 359556769447 .2
+3041,386524. (2’

— 946,260563.( ;’”—0)3

2)

.a

0

O

997,04342 (LY
+ 3 . m)

welche Reihe, da p in der Anwendung nur wenige Einheiten betragen soll,
immer sehr schnell convergirt. Um fiir die Richtigkeit dieser Zahlen eine Be-
stitigung zu erhalten, habe ich die Rechnung fir p = —6 und fiir p = +6,
d. 1. fir

P+4p = 46° 42’ 2"53251 und fir
P4-p =158 42 2,53251

sowohl nach der Reihe, als nach der endlichen Formel 3 ausgefiihrt. Die
Reihe gibt
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Q-}-g = 46° 40’ 37769794
Q+g =58 39 44,09285

die endliche Formel hingegen

Q-+q = 46° 40" 37769794
Q--q = 58 39 44,09283

also so genau iibereinstimmend, wie zehnzifrige Logarithmen nur verstatten.

7.
Auf dhnliche Weise ldsst sich der Logarithm von m in eine Reihe ent-
wickeln, deren erste Glieder folgende sind:

sin 2 ¢* 3 sin 2
logm = -——@3—,.6819 2400;?66(“—{-—11 eess)p

+ 121330"3'—-93 P (200—333—-“(400 —920ccss—6st )
—e 33(1040 +22ccss+ 334))p5

Auch das folgende Glied habe ich (auf einem andern Wege) entwickelt, jedoch
nur nach dem Hauptbestandtheile des Coéfficienten, welcher von der Ordnung
ee ist, und dafiir gefunden:

+_sm2m;o —(2¢*—18ccss—15s%)p°

720cos
Der durch diese Reihe ausgedriickte Logarithm ist der hyperbolische, und
p wird, wie oben, in Theilen des Halbmessers ausgedriickt verstanden: verlangt
man den briggischen Logarithmen, indem man p Grade bedeuten lidsst, so muss
noch der Modulus als Factor hinzukommen und = Z fiir p geschrieben werden,
In dieser Gestalt wird fiir unser Beispiel

logm = — 0,0049612433
—0,0017329876

—0,002393772

—0,0124746
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Die Anwendung dieser Reihe auf die oben betrachteten einzelnen Fille gibt

fir p = —6, logm = —-0,000001050448
fir p = 46, logm = —0,000001096531

Die endliche Formel 4, welche man auch so schreiben kann

adcos(Q -+ g)y (1—eesin (P 4 p)*)
acos (P -+ p)

___ cosncos(Q+q)y (1—eesin{P + p)*)

- cosfcos (P +p)

m =

gibt, mit zehnzifrigen Logarithmen berechnet, bis auf die zehnte Zifer genau
dasselbe.

8.

Fir die umgekehrte Aufgabe, wo ¢ gegeben und p gesucht wird, ist die
Entwicklung in eine Reihe noch wesentlicher, da die endliche Formel 3 in die-
sem Falle nur auf indirectem Wege zum Ziele fithren konnte. Der TavLorsche
Lehrsatz gibt

d dd a
p=ip-9—sa2- 99+ sqps -4 — ws.f.
wo fiir die Differentialquotienten diejenigen bestimmten Werthe zu setzen sind,
welche zu ¢ =10 oder U=90°—Q, w=90°—P gehoren. Fiir die unbe-
stimmten Werthe der drei ersten Differentialquotienten ergeben sich folgende
Ausdriicke

dw __ (1—eecosw’)sinw
dU T a(t—ee)sinU
ddw __ (1—eecosw®)sinw

I = wali—esnT® (o (1—eejcos U— cosw—eecosw (cosw® — 2sinw?))

d% _ (1—eecosw®)sinw L2 2 . 9

W = (—eefsin T foa (1 — ee)*(cos U” 4~ 2sin U*)
—3a(1—ee)cos Ucosw(1— ee(cosw®— 2 sin w?))
~-cosw® — sinw® — ee(2 cosw* — 12 cosw®sinw® - 2 sin w*)
~+¢* (cos w®—11 cosw'sin w® 4~ 6 cos w® sin w*)}

Die beiden folgenden gleichfalls vollstéindig entwickelten Coéfficienten setze
ich um den Raum zu schonen, nicht hieher, da sie doch nur Zwischengrissen
sind, um zu den Endresultaten zu gelangen. Diese finden sich nach der Sub-
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stitution von 90°— P, 90°— Q anstatt w, U, und nach Anwendung der im
6. Art. angegebenen Umformung von acosU und asin U, indem zugleich zur
Abkiirzung ¢, s anstatt cos P, sin P geschrieben wird, wie folgt:

cosf
p= coscp'q

3ee
T 2cosot” 19

+———2cos;im f—cctss+ee(5cess—s')l g’

ee

% __cs{16+tee(41cc—T7ss)—e* (101 ccss— 61s%)] ¢
24 cos@* cosh q

ee

T Freos g oas @ ¢ 1,6“— 12ss+ee(41¢*—522¢ccss481s%)
—e*(538¢c'ss—1536ccs"+-1265% 4-€°(857¢*s* —1030ccs®+575%)] ¢
-+ u.s.f.

Die numerischen Werthe fiir unser Beispiel finden sich daraus in dhnlicher
Form wie oben, d.i. wenn p in Secunden, ¢ in Graden ausgedriickt wird,

)
)2
)

b

p = 3604437852122
1

=4
<

2
Z)a
=4

(
—3052,649780
3

(

+ 1002, 642506

N
lw olse
<

_

+4119,589282

0)

i)5 ws.f
00

-
<

(
(

— 431,181623

-

9.
Auf dhnliche Weise ist der hyperbolische Logarithm von m in folgende
nach Potenzen von ¢ fortschreitende Reihe entwickelt, wobei der Coéfficient von

¢°® nur nach seinem Haupttheile auf anderm Wege abgeleitet ist:
2¢e 3
3cosocosf” 59
ee
" 6cosofcos Bt

logm = —

cc(1—Teess)q*

+3ocos;i‘cos0"'z—{266—3ss+ee(2064_ 10ccss—-65%)
—e (39c*ss—8ces*4355)1 ¢°
ee . 1 4
+180cos<p‘cosﬂ‘ 25(26 ‘"180038*1584)q6
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Die Zahlenwerthe in unserm Beispiele (fiir den briggischen Logarithmen,

und ¢ in Graden ausgedriickt) sind
3

)
D
)
)

=

logm = —0,0049796163 94

<
<

-
Zle

H

e

—0,0023973954

-
<
<

6

e

—0,0016150307 6 (
(
(

—0,0125671

[

0

<

10.

Bei einer weitumfassenden Vermessung, wo die Ubertragung vom Sphi-
roid auf die Kugel oder umgekehrt fiir sehr viele Punkte vorkommt, wird man,
anstatt jedesmal auf die Formeln zuriickzukommen, lieber ein fiir allemal eine
ausgedehnte Tafel berechnen. Der Gebrauch einer solchen Tafel wird aber be-
quemer sein, wenn man ihr die Breite auf der Kugel Q-+¢ zum Argument gibt,
als wenn man die Breite auf dem Sphiroid dazu wihlen wollte, indem der
Ubergang von ersterer auf die andere viel hiufiger erfordert wird, als der umge-
kehrte. Fiir jeden Rechnungserfahrnen wird iibrigens die Bemerkung iiberfliissig
sein, dass man behuf Construction einer solchen Tafel nur eine missige Anzahl
von Gliedern direct berechnet, aus denen die iibrigen mit eben so grosser Schirfe
und sehr geringer Miihe durch ein angemessenes Interpolationsverfahren bestimmt
werden. Es werden also dafiir die im 8.und 9. Artikel mitgetheilten Reihen zur
Anwendung kommen, und gerade deswegen ist es vortheilhaft., dass nicht P,
sondern @ eine runde Zahl sei.

Ich fiige am Schluss dieser Abhandlung eine solche Tafel bei, welcher der
Normalwerth Q = 52°40’ (wie dem bisher betrachteten Beispiele) zum Grunde
liegt. und die durch zwolf Grade, von 46°40" bis 58°40°, fiir alle Werthe des
Arguments Q--¢ von Minute zu Minute fortschreitet. Sie gibt den zugehori-
gen Werth von P-p auf fiinf Decimalen der Secunde genau; ferner den brig-
gischen Logarithmen von m auf zehn Stellen, nemlich in Einheiten der zehnten
Decimale; endlich auch noch, in Secunden ausgedriickt, den Werth von — 2%%;
der Gebrauch dieser letzten Columne wird weiter unten erklirt werden. Ich
habe die Tafel deshalb mit so vielen Decimalen gegeben, damit sie auch fiir die
allerschéirfste Berechnung einer trigonometrischen Vermessung, nemlich fiir eine

43
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Durchfiihrung derselben mit zehnzifrigen Logarithmen, vollkommen zureiche.
Jeder, der diese Tafel zur Berechnung von Messungen innerhalb dieser Zone be-
nutzen will, wird, wenn eine geringere Schirfe ihm geniigt (und diess ist aller-
dings der gewshnlichste Fall) nach Gefallen einige der letzten Decimalen weglas-
sen. In welcher Form man iibrigens auch die Resulfate einer Messung darstellen
mag, so sollte diess, consequenter Weise, immer in einer Schiirfe geschehen, die
der Schiirfe der Messungen selbst entsprechend ist, so dass man aus den Zahlen
der Resultate immer riickwiirts die beobachteten Grissen eben so scharf wieder
finden kann, wie sie gemessen waren. Wihlt man also dazu ausschliesslich die
Lingen und Breiten, so wiirde trigonometrischen Messungen selbst von nur missi-
ger Schirfe, durchaus nicht ihr Recht widerfahren, wenn man die Resultate nur
in solcher Schirfe ansetzen wollte, wie Lingen und Breiten sich auf astronomi-
schem Wege bestimmen lassen: man wiirde dadurch nur einen falschen Maass-
stab fiir die Giite der Arbeit erhalten, und sich oft gerade der durchgreifendsten
Priifungen dieser Giite entiussern.

11.

Die Benutzung der hier betrachteten conformen Ubertragung der Ellip-
soidfliche auf die Kugelfliche zur Berechnung trigonometricher Messungen kann
auf mehr als Eine Art geschehen: in der gegenwirtigen Abhandlung wird nur von
der unmittelbaren Benutzung die Rede sein; andere abgeleitete Arten, sie zu je-
nem Zwecke zu benutzen, sollen einer zweiten Abhandlung vorbehalten bleiben.

Die unmittelbare Benutzung ist im Wesentlichen schon in der oben ange-
fihrten Schrift kurz angedeutet. Ein auf der Oberfliche des Ellipsoids durch
kiirzeste oder sogenannte geodaetische Linien gebildetes System von Dreiecken
wird auf der Oberfliche der Kugel durch ein Dreieckssystem dargestellt, worin
die Winkel den entsprechenden auf dem Sphaeroid genau gleich sind, die Seiten
hingegen, wenn sie nicht Meridianbégen sind, zwar nicht in aller Strenge Bogen
Grdsster Kreise werden, aber doch von solchen so wenig abweichen, dass sie in
den meisten Fillen als damit ganz zusammenfallend betrachtet werden diirfen,
oder dass wenigstens die Abweichung. da, wo die grosste Genauigkeit gefordert
wird, mit aller nothigen Schéirfe leicht berechnet werden kann, immer voraus-
gesetzt, dass
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erstens die Dreiecke sich nicht gar zu weit von dem Normal-Parallelkreise
entfernen, und

zweitens, dass sie yergleichungsweise, nemlich nach dem Verhiltnisse der
Seiten zu einem ganzen Erdquadranten, klein sind, wie bei wirklich
messbaren Dreiecken immer der Fall ist.

Dieses genaue Anschmiegen der auf die Kugelfliche tibertragenen Dreiecks-
seiten an Grosste Kreisbogen findet nun bei der in Obigem betrachteten conformen
Darstellung in noch viel hoherm Grade Statt, als bei der a.a. O. vorgeschlagenen.
Wo diese-[nach Art. 13] bei einem Abstande von 24 Grad von dem Normal-Paral-
lelkreise eine linearische Vergrosserung von 4455y €rgab, wiirde die neue Me-
thode nur eine Aenderung von sg4449¢ geben.

Man kann daher das ganze System, nachdem man zuvorderst eine Drei-
ecksseite auf die Kugelfliiche gehorig libertrageu hat, ganz so, als wenn es auf
dieser selbst lige, vermittelst der Winkel berechnen. néthigenfalls mit der eben
angedeuteten Modification, sodann fiir alle Punkte die Werthe der Breiten und
Léngen bestimmen, und von diesen vermittelst der oben gegebenen Formeln, oder
vielmehr was die Breiten betrifft, vermittelst einer solchen Hiilfstafel, wie hier
beigefiigt ist, auf die Breiten und Lingen auf der Ellipsoidfliche iibergehen.

12.

Es bleibt demnach hier noch iibrig, die Bestimmung der Abweichung einer
auf die Kugelfliche tibertragenen geodaetischen Linie von dem zwischen denselben
Endpunkten enthaltenen Grossten Kreisbogen zu entwickeln, wonach sich zu-
gleich in jedem Falle beurtheilen ldsst, ob die Beriicksichtigung dieser Abwei-
chung nothig werde. Man kann diese Aufgabe auf mehr als eine Art behandeln:
fir den gegenwirtigen Zweck, wo die Reduction immer nur eine sehr kleine
Grosse betragen kann, scheint folgende Methode die angemessenste zu sein.

Es sei L die in Rede stehende geodaetische Linie auf dem Ellipsoid in un-
bestimmter Ausdehnung betrachtet, M ihre conforme Darstellung auf der Ku-
gelfliche, F und G die Endpunkte eines bestimmten Stiickes von M, endlich
N ein durch diese beiden Punkte gefiihrter Grosster Kreis. Jeder Punkt in N
werde bestimmt durch seinen Abstand # von einem zunichst willkiirlich auf N
gewihlten Anfangspunkte; jeder Punkt von M durch seinen senkrechten Ab-
stand y von N und durch das dem Fusspunkte dieses Perpendikels zukommende
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#. Diese Coordinaten sind als in Theilen des Halbmessers ausgedriickt verstan-
den, und miissen demnach noch multiplicirt werden mit 4. wenn man sie nach’
ihrer Lineargrdsse, oder mit 206265", wenn man sie in Bogentheilen ausgedriickt
verlangt.

Ein Element von M wird durch

V (cosy*da®+dy?)

oder durch % do ausgedriickt, wenn man

dy
cosydz

= tang¢

setzt, wo mithin ¢ die Neigung des Elements gegen die Parallele mit N bedeu-
tet. Um die Vorstellung zu fixiren, mag man sich die # von der Rechten nach
der Linken, die y von unten nach oben wachsend denken, wodurch also der
Sinn positiver ¢ von selbst bestimmt ist.

Das wie oben mit m bezeichnete Vergrosserungsverhiltniss beim Uebertra-
gen der ellipsoidischen Fliche auf die Kugelfiiche kann hier wie eine Function
von 2 und y betrachtet werden: die Grosse des Elements von L, dem jenes Ele-
ment von M entspricht, wird

__ Acosy

— mcosd
sein, und wenn zur Abkiirzung

log tang (45°41y) = u

cos
=Y =n
m

gesetzt wird, wo mithin » gleichfalls Function von # und y, oder was auf Ei-
nes hinausliuft, von # und # sein wird, so hat man

du
tang¢ = -
und das Element von L
. An
TN

Die Natur der Linie M wird also durch die Bedingung bestimmt. dass zwi-
schen irgendwelchen bestimmten Grenzen das Integral f dw oder

Jny 1-|—dz
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ein Mipimum werden soll, wofiir nach den Regeln der Variationsrechnung sich
die Gleichung ergibt

ndu
dn dw? dz
in’ \/(1+3—;2)da;' == d'—"‘"“'—“"duz
Vit+35)
oder -
dn de .
Unter %Z ist der partielle Differentialquotient verstanden. Diese Formel ist

strenge und allgemeingiiltig. Fiir unsern Zweck aber, wo bloss das zwischen
F und G liegende Stiick der Curve M in Betracht kommt, in deren siimmtlichen
Punkten « und ¢ nur sehr kleine Werthe haben kénnen, diirfen wir 1 anstatt
cosd und tang¢ anstatt sin¢ schreiben, mithin

g—g.dm = d.ntang ¢

oder
ntang ¢y = %dw—}— Const.

setzen, zugleich aber auch in dieser Formel anstatt der Werthe, welche # und
g—,’: in der Linie M haben, diejenigen anwenden, welche in den correspondiren-
den Punkten der Linie N (fiir » = 0 oder y = 0) Statt finden, und folglich
mit den Werthen von — und ——.m(:n’g.u = ——mj:;y {ibereinstimmen.

Zur bequemern Ausfiihrung der weitern Entwicklungen sollen jetzt die Ab-
scissen von dem Punkte F' an gezihlt, oder in diesem Punkte # = 0, in G
hingegen @ — % gesetzt werden; ich setze ferner ”% =1, welches im Allge-
meinen zwar Function von # und y ist, hier aber bloss nach seinem in der Li-
nie N oder fiir y = 0 geltenden Werthe, also als Function von 2 allein be-
trachtet wird; endlich seien ¢° m® 1°, die bestimmten Werthe von b, m, ! in
dem Punkte ¥, und ¢, w, !’ die in dem Punkte . Die obige Formel wird

hienach

1,0
tang$ = "—’-t%gi-—-mf%dw

wo die Integration von z = 0 anfingt. Nehmen wir nun an, dass /und = in
folgende nach Potenzen von # fortschreitende Reihen
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! = 1'+A\o+Nzox-+ us w.
m = m’ (1 pr+tpgee us w)

entwickelt sind, so ergibt die Rechnung
tangy = (14-prt-prz+ w.s.w) tan“
— 12—+ par— (*N—}—w —$Ppp 43007 — usw.
und hieraus, weil » = ftang¢.da
u = (+ipre+tp2®+ us.w)tangd®
— 3 22— LA 100 8 — (e N A p— o Ppp 3 00 2 — ws.w.

wo keine Constante hinzuzufiigen ist, wejl fir # = 0 auch ¥ = 0 wird. Da
nun auch fir # =k, v = 0 wird, so folgt aus dieser Gleichung

tangd? = 1%+ (A — e "W hh+ (N —srhp) - wsw.

Wird in der Gleichung fiir ¢ auch anstatt @ der Werth %, und statt tangd’
der eben gefundene substituirt, so ergibt sich

tangy/ = — 1%k — (A7 1) hh — (N4 hp — 1 pp+4 1004 ws.w.
Da
! =14 \e~4-Nhh-+ us.w
m = m®(1+ph+whh+4 ws.w.)

so wird
GOV RV = $10h+ (A — 1 ) bk
, G (AN— g hp I Ppp—2 00 ws.w.
—($1° -}l')lz{/%: — $ I — (AN 1) RA

— Nt hp— 2 Cpp 5 100 2 wsow.

also in den beiden ersten Gliedern oder bis auf die Ordnung A% mit obigen Wer-
then von tang{’ tangd’ dbereinstimmend: diese bequemen Ausdriicke kinnen
daher als hinreichend scharfe Werthe dieser Tangenten, oder unter Hinzufiigung
des Factors 206265" als die Werthe der Winkel ¢° ¢’ selbst angenommen werden.

Die Linge der Linie L selbst, zwischen den Punkten auf dem Ellipsoid,
denen auf der Kugel die Punkte F, G entsprechen, ist das Integral
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cos ?l—
meosd !

von @ = 0 bis # =% ausgedehnt; es wird aber immer erlaubt sein, darin so-
wohl cosy als cos¢ =1 zu setzen, und fir m denjenigen Werth, welcher in

der Linie M oder fir y =0 gilt ‘wodurch also das Integral

= Af °(1+y..x+p.xz+ .S, W.)

= S (h—tphh+t(Gpp—tp)F— wsw)
wird. Es ist immer zureichend, den bis auf die Ordnung 4% damit iibereinstim-
menden Werth

Vm®m
dafiir anzunehmen.

13.
Die Bestimmung der Grossen 1° I’ geschieht auf folgende Weise. Es sei
y der Winkel, welchen an irgend einer Stelle des Grossten Kreisbogens N die-
ser in dem Sinne wachsender # mit dem Meridian in dem Sinne von Norden nach
Stiden genommen macht, den Winkel von diesem zu jenem in dem Sinne von der
Linken nach der Rechten gezdhlt; es sei ferner S die Breite an jener Stelle, T
die Linge von einem beliebigen Meridian an ostwirts gerechnet. Man hat dann

daselbst

dS = —cosy.de-+}siny.dy
___ sin g cosy,
dT = —cosédm~wssdy

und folglich den partiellen Differentialquotienten
dam __ - dm cosy dm
may — S a8 " c0s 8 md T
Da nun bei unserer conformen Uebertragung m von der Liénge unabhiingig

dm 0 ist, so wird

oder 1

l = siny. — dm

Bezeichnet man die Werthe von y in den Punkten F und G mit V° und
180°4 V" (so dass nach gewshnlichem Sprachgebrauche V° das Azimuth des
Grossten Kreisbogens F'G in F, und ¥V’ das Azimuth des Grossten Kreisbogens
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206265dm .

G F in G bedeutet); imgleichen die (immer negativen) Werthe von 5 AS

denselben Punkten mit —£°% — %, so wird

206265"1° = — 2 4%in V°
206265"" = -2k sin V’

Die im vorhergehenden Artikel gegebenen Ausdriicke fiir ¢°% ¢/, in Secun-
den verwandelt, werden daher, wenn man die von der Einheit hier nur unmerk-

s, m°

lich abweichenden Factoren v, \“/%’,' weglésst,

W= —LA2Asin VO —K sin V")
$ = —1r2K sin V' —E’sin V%)

Die dieser Abhandlung beigefiigte Tafel gibt in der letzten Columne unter
der Ueberschrift % die Werthe von %°, &' fiir die entsprechenden Werthe von S,
die in der ersten Columne unter der Ueberschrift Q-¢ aufzusuchen sind; da
k immer positiv ist, und sin ¥V sinV’' immer entgegengesetzte Zeichen haben,
so wird {° negativ, ¢’ positiv, wenn G' westlich von F liegt und umgekehrt:
bei der Berechnung erinnere man sich, dass in diesen Formeln % als in Theilen
des Halbmessers ausgedriickt verstanden wird, also der in irgend einem Léngen-
maasse gegebene Abstand der Punkte F, G zuvor mit dem in gleichem Maasse
ausgedriicktem Werthe von A zu dividiren ist.

Da in unserer conformen Ubertragung der Ellipsoidfiiche auf die Kugel-
fiiche ein Meridian auf jener wiederum durch einen Meridian auf dieser darge-
stellt wird, so ist klar, dass jedes Element von L dieselbe Neigung gegen den
Meridian hat wie das entsprechende Element von M, und dass folglich die Azi-
muthe der geodaetischen Linie in ihren beiden Endpunkten resp. V°~+-4° und
V'+ ¢ sein werden: sind aber umgekehrt diese gegeben, so werden sie auf die
Kugelfiiche reducirt durch Anbringung von —¢° —d'. und fiir die Berechnung
dieser stets fast ganz verschwindenden Reductionen ist es offenbar ganz gleich-
giiltig, wenn man in den obigen Formeln anstatt V° V' die Azimuthe auf dem
Ellipsoid anwendet.

14.
Um nach den gegebenen Vorschriften die Reductionen der Richtungen, be-
huf der Ubertragung vom Ellipsoid auf die Kugel oder umgekehrt, berechnen zu
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konnen, ist zwar eine gendherte Kenntniss der Grésse der Linien, der orientirten
Azimuthe, und der Breiten der Endpunkte erforderlich, was nur durch eine vor-
liufige Berechnung der Dreiecke zu erhalten ist: allein dieser Umstand ist durch-
aus unerheblich, da eine vorldufige schon die Ausfiihrung der Messungen Schritt
fiir Schritt begleitende Berechnung ohnehin in vielen Beziehungen rithlich, und
zur Centrirung der excentrisch gemessenen Winkel, so wie zur Bestimmung des
sphérischen oder sphiroidischen Excesses der Winkelsumme jedes Dreiecks sogar
nothwendig ist: ja fiir den ersten Zweck wird, bei der Geringfiigigkeit jener Re-~
ductionen, schon eine ganz rohe Anndherung immer zureichen, wihrend das
scharfe Centriren zuweilen, bei etwas betriichtlicher Excentricitit der Standpunkte
eine viel weiter getriebene Annsdherung erfordern kann. Ich habe die Vorschrif-
ten deshalb entwickelt, damit man, wern man jene Reductionen beriicksichtigen
will, alles zu ihrer schirfsten Berechnung nithige bereit finde, oder wenn man
sie micht beriicksichtigen will, leicht und bestimmt iibersehen kénne, wie wenig
man dadurch aufopfert. Bei dem ganzen Hannoverschen Dreieckssystem sind die
Reductionen durchgehends so #dusserst gering, dass ihre Beriicksichtigung als
ginzlich iberflissig erscheint, und in der ganzen Ausdehnung der Zone von zwolf
Breitengraden, fiir welche ich den Hiilfsapparat beifiige, bleiben sie noch unter-
halb derjenigen Bogensecundentheile, auf welche man sich bei den meisten Mes-
sungen in der Rechnung zu beschrinken pflegt. Um diess recht evident hervor-
treten zu lassen, fiige ich hier noch die numerische Rechnung fiir ein Paar Bei-
spiele bei.

In dem Hannoverschen Dreieckssystem kommen die grossten Reductionen
vor bei den Richtungen der Seiten des Dreiecks Brocken-Hohehagen-Inselsberg,
welches Dreieck zugleich das grosste und das von dem Normal-Parallelkreise am
entferntesten liegende ist: bei allen iibrigen Dreiecksseiten lberschreiten die Re-
ductionen nirgends zwei Tausendtheile der Secunde, und die meisten erreichen
nicht einmal den Werth 07001.

Es ist fiir diese Punkte

Breite |
‘ auf dem Ellipsoid |  auf der Kugel k
Brocken 51° 48 2" | 51% 46’ 3" | 07164
Hohehagen 51 28 31 51 26 35 0,303
Inselsberg | 50 51 9 | 50 49 16 0,687

44



282 DUNTERSUCHUNGEN UBER GEGENSTANDE

Die Logarithmen der Seiten des Dreiecks in Toisen sind

Hohéhagen -Inselsberg 4,6393865
Inselsberg-Brocken 4,7353929
Brocken-Hohehagen  4,5502669

Die Azimuthe sind

Standpunkt Brocken

Inselsberg 5% 42" 22"
Hohehagen 58 49 8

Standpunkt Hohehagen
Brocken 238 9 2
Inselshberg 324 23 1

Standpunkt Inselsberg
Hohehagen 144 55 51
Brocken 185 35 21

Man braucht hiebei zwischen Werthen auf dem Sphaeroid und denen auf
der Kugel nicht zu unterscheiden, da fiir die Logarithmen der Abstinde erst in
der achten oder neunten Decimale, fiir die Azimuthe erst in den Tausendtheilen
der Secunde Ungleichheit eintritt, und fiir unsern Zweck Logarithmen mit vier
Decimalen und Azimuthe in Minuten schon tiberfliissig genau sind. Die Rech-
nung nach obigen Formeln gibt hiermit folgende Reductionen, wie sie mit ihren
Zeichen zu den Azimuthen auf dem Sphaeroid addirt werden miissen, um die
Azimuthe anf der Kugel zu erhalten:

Brocken- Inselsberg ~+0"00055
Brocken - Hohehagen —+0,00196
Hohehagen-Brocken ~ —0,00238
Hohehagen -Inselsberg —0.00332
Inselsberg-Hohehagen -+ 0,00428
Inselsberg - Brocken —0,00083

Die Winkel des Dreiecks auf dem Sphaeroid (zwischen den geoditischen Li-
nien) empfangen also zur Reduction auf die Winkel des Kugeldreiecks (zwischen
Grossten Kreisbogen) die Aenderungen
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Brocken 4070014t
Hohehagen —0,00094
Inselsberg —0,00511

Ein zweites Beispiel entlehne ich aus der trigonometrischen Vermessung der
Schweiz*), wo das grosste Hauptdreieck zwischen den Punkten Chasseral, Suchet,
Berra eben an die Grenze der Ausdehnung unserer Hiilfstafel fillt. Wir haben
fiir diese Punkte

’ Breite. |

i auf dem Ellipsoid | auf der Kugel l k
Chasseral | 47° 8 17 I 47° 6 33" ! 6”137
Suchet | 46 46 23 46 44 57 6,948
Berra | 46 40 36 46 39 11 ’ 7,173

Die Logarithmen der Dreiecksseiten in Metern sind

Suchet-Berra 47474503
Berra-Chasseral 471337606
Chassseral- Suchet 4,7808768

Die Azimuthe

Standpunkt Chasseral
Suchet 48° 36’ 41"
Berra 349 21 54

Standpunkt Suchet
Chasseral 228 10 40
Berra 280 47 19

Standpunkt Berra
Suchet 101 18 40
Chasseral 169 27 22

Hieraus ergeben sich die Reductionen der Sphaeroid-Azimuthe auf die Ku-
gel- Azimuthe

*) Ergebnisse der trigonometrischen Vermessungen in der Schweiz, herausgegeben von J. Escumaxx.
Zurich 1540, 8.79. 99. 159, 190. 190,
417
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Chasseral-Suchet 0704536

Chasseral-Berra —0,00966
Suchet-Chasseral --0,06221
Suchet-Berra -+0,01014
Berra-Suchet —0,04717
Berra-Chasseral —0,06039

also auch hier ohne Einfluss auf die Rechnung, die in dem angefiihrten Werke
auf Zehntel der Secunde gefiihrt ist.

15.

Die in den Artt. 12 und 13 behandelte Aufgabe ist zwar durch die gegebe-
nen Vorschriften mit einer fiir die Anwendung tiberfliissig ausreichenden Genanig-
keit aufgeldset; indessen ist es doch der Miihe werth, und zur gleichmissigen
Vollendung einer in der Folge mitzutheilenden Untersuchung sogar nothwendig,
fiir einen speciellen Fall die Genauigkeit noch um eine Ordnung weiter zu trei-
ben: dieser specielle Fall steht unter der Bedingung, dass die Linie N in einem
zwischen F' und G liegenden Punkte H den Normalparallelkreis treffe. Es ist
in diesem Falle vortheilhafter, den Anfangspunkt der @, nicht wie oben in F,
sondern in H zu setzen, wodurch bewirkt wird, dass bei der Entwicklung von !/
und m in nach Potenzen von # fortschreitende Reihen in der erstern das erste
und zweite Glied, in der andern das zweite und dritte ausfallen, oder dass sie
folgende Form haben:

| =iext+-N*4 us.w.
m = 1 p2Ppa'+ us.ow

Fiir unsern Zweck wird von den Coéfficienten in diesen Reihen nur der eine
A erforderlich sein, wofiir sich aus der im 9 Art. fir logm gegebenen Formel
verbunden mit den Entwicklungen des 13 Art. leicht folgender Ausdruck ablei-
ten ldsst:

A = — 2eecos P sin P siny cosy®
cos o cos b

in welcher e, P, ¢, 6 ihre oben erklirten Bedeutungen behalten, und fiir y das
in dem Punkte H Statt findende Azimuth des Bogens IV zu setzen ist.
Werden obige Reihen bei der Integration der Gleichungen
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tangd ldz
d. - m

du = tangd¢.da

angewandt, so ergibt sich

tangd = A(1+pa’®+ p2* 4 ws.w.) —4ha® — LN —u s w.
u =B+ A@+4 pa' + 4+ ws. w)— At — 50 — ws.w.

Die durch die Integration eingefiihrten Constanten, U, B, lassen sich durch
die Bedingung bestimmen, dass # — 0 werden muss fiir die beiden Werthe von x,
welche den Punkten F, G' entsprechen. Es seien diese Werthe # = — 4 (h—0)
und 2= -4(h+36), wo & den Werth von 2 in dem mitten zwischen F und
G liegenden Punkte ausdriickt, und allgemein zu reden eine Grosse von dersel-
ben Ordnung wie % ist, oder von einer hohern, wenn H dieser Mitte sehr nahe
liegt. Man leitet hieraus leicht folgenden auf die Ordnung %* (einschl.) genauen
Ausdruck fiir % ab

of = MO ==Y 4 §(454-88)

192h

Substituirt man diesen in der Reihe fiir tang¢. und legt dann der Veriin-
derlichen # die bestimmten Werthe — 4(h—23), -+4(h~0) bei, so ergibt sich,
gleichfalls auf die dritte Ordnung genau,

tangd® = L Ah(hh—2h0-+360)
tang{ = — i Ah(hh— 243+ 388)

In dem speciellen Fall der in der Folge zu entwickelnden Untersuchung
kommt tibrigens zu der oben bezeichneten Bedingung noch der Umstand hinzu,
dass der Normalparallelkreis mitten inne liegt zwischen den beiden Parallelkrei-
sen, auf welchen sich die Punkte F, G befinden, und in Folge dieses Umstan-
des werden schon die abgekiirzten Ausdriicke

tangd® = A AA®
tang ' = — AR
auf die dritte Ordnung genau sein, wie sich leicht auf folgende Art zeigen lisst.

Bezeichnet man die Breite von F' mit Q-}-¢, die von G' mit Q-—g, so geben
die sphaerischen Dreiecke F, H, Pol und G, H, Pol die Gleichungen
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sin (Q-1-¢) = sinQ cos (b — &)+ cos@ sin§ (A—0) cosy,
sin(Q— ¢) = sinQ cos} (k) —cosQ sin}(h+4-0)cosy
und ihre Summe mit 2cos Q@ dividirt

tang Q. (cosg—cos$h.cos$8) = —cos{f sind d cosy

Da nun offenbar cosg—cos4h.cos$ 8 eine Grosse zweiter Ordnung ist. so
wird auch sin4dcosy, und 8cosy von dieser Ordnung sein, mithin, da A den
Factor cosy® implicirt, A2%& von der vierten, und L4388 von der fiinften Ord-
nung; hiedurch ist also die Weglassung dieser Glieder gerechtfertigt.

Das Endresultat dieser Entwickelung ist demnach, unter der angegebenen
Voraussetzung, in folgenden Formeln enthalten, wo anstatt der Tangenten von
¢, & die Bogen selbst geschrieben sind:

10 eecos P sin P siny cosy®A®
Y = 12cosp cosd

’ eecos P sin P siny cosy® A®
¢ =+

12 coso cosd

16.
Die Berechnung des Dreieckssystems auf der Kugel zerfillt in drei Haupt-
stiicke :
1) die Ausgleichung der Winkel nach allen den Bedingungsgleichungen, wel-
che die Beschaffenheit des Systems darbietet.
2) die Berechnung der simmtlichen Dreiecksseiten.
3) die Bestimmung der Léngen und Breiten der Dreieckspunkte, in Verbindung
mit der Orientirung der von jedem derselben ausgehenden Dreiecksseiten.
Die Verwandlung der Lingen und Breiten auf der Kugel in die wahren
Lingen und Breiten auf dem Sphaeroid geschieht dann fiir die Ldngen durch die
Division mit dem constanten Divisor a, fiir die Breiten vermittelst der hier bei-
gefiigten Hiilfstafel, oder einer andern auf #hnliche Weise besonders construirten,
wenn man einen andern Normal - Parallelkreis zo wihlen Ursache hat.
Mit Ubergehung der beiden ersten auf bekannten Griinden beruhenden Ge-
schifte fiige ich hier noch einiges in Beziehung auf das dritte bei, welches sich
auf die Auflésung der Aufgabe reducirt¥): aus der in Bogentheilen ausgedriickten

*} Da diese Aufgabe hier wie eine fir sich bestehende betrachtet wird, so konnen ohne Nachtheil ei-
nige Ruchstaben hier in anderer Bedeutung als oben gebraucht werden.
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Grdsse einer Dreiecksseite r, ithrem Azimuthe 7' an dem Anfangspunkte. und
der Breite dieses Anfangspunkts S, abzuleiten das Azimuth der Seite an dem an-
dern Endpunkte 7' 180° die Breite desselben 8’ und den Lingenunterschied
beider Punkte A. Da dies nichts weiter ist als die Aufljsung eines sphirischen
Dreiecks, so verdient diese Aufgabe nur deshalb hier einen Platz, weil die ge-
wohnlich gebrauchten Formeln hier einiger Umformung bediirfen, wenn man in
den Resultaten (nach der Bemerkung im 10 Art.) dieselbe Genauigkeit erreichen
will. in welcher r gegeben ist, ohne mehrzifrige Logarithmen zu Hiilfe zu neh-
men. Um unter den verschiedenen Aufldsungsarten nach jedesmaligem Bediirf-
niss wihlen zu konnen, setze ich zuvérderst diejenigen hieher, die auf den be-
kannten elementaren Formeln der sphérischen Trigonometrie beruhen.
Erste Methode
tangs = cosT tangr

__ tangT sins
tangk = (55
tang 8" = cos A tang (S —s)
in T = sin 7 cos &
e
Zweite Methode
___tang 8
tang R = COSJZ,' . -
¢ ___ tangld cos
tang I'= cos (R—r)
tang 8" = cos T"tang (R —7)
A — sinr sinT sinr sinZ7"’
SNk = ST T s
Dritte Methode
sin (43° 448" )smg—(T—-}-)\ = sin (45°+4(S+7) sind T
sin(45 -i—»;S’)cosg (T'41) = sin (45°+4(8—7))cos4 T
cos(45" ’) sin 4 (T"—X\) = cos(45°+4(8+41))sin 4 T
cos(456 S')cos+ (T’-——)& = cos (450-{»75 (8—7r))cos+ T

In Beziehung auf die Kiirze der Rechnung hat die dritte Methode einigen
Vorzug vor den beiden andern, wihrend diese im Allgemeinen die Resultate ein
wenig schiirfer geben konnen, namentlich A immer mit vollig geniigender Schirfe :
T’ wird aber, wenn es einem rechten Winkel nahe kommt, durch die erste Me-
thode vergleichungsweise nur ungenau bestimmt. Verlangt man aber alle drei
Resultate mit gleichmissiger und, aus dem Gesichtspunkte des 10 Art. betrach-

-
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tet, zureichender Schiirfe, so ist zu einer directen strengen Auflosung folgende
Umformung am vortheilhaftesten, wobei die beiden ersten Formeln dieselben blei-
ben wie in der ersten Methode.

Vierte Methode

tangs = cos T tangr

tangA = %E%f
tang? — sin T sinr tang (S —s)
sint = sin7 tang}rsins
sing = tangt tang4A cos(S—s)
S8 =8—s—s
T = T—t—=

Diese vierte Methode lasst fiir die Schirfe nichts zu wiinschen tibrig; aber
die unmittelbar in dieser Form gefiihrte Rechnung erfordert ein etwas beschwer-
liches Interpoliren bei Bestimmung der kleinen Bogen durch die Logarithmen der
Tangenten oder Sinus; man kann jedoch diesem Ubelstande leicht ausweichen,
indem man die trigonometrischen Functionen in Reihen entwickelt, wodurch man
in den Stand gesetzt wird, ohne Nachtheil fiir die Schiirfe, die Rechl.lungen ver-
mittelst der Logarithmen der Zahlen zu fithren. Es wird zureichend sein, von
dieser Verwandlung nur die Hauptmomente hieher zu setzen.

Es sei

rcos T —= §°
psin T = v

Es wird dann, wenn zur Abkiirzung die Grosse des Bogens von einer Secunde
in Theilen des Halbmessers oder der Bruch .= durch p bezeichnet und r wie
eine Grosse erster Ordnung betrachtet wird, bis auf Grossen fiinfter Ordnung

(ansschliesslich) genau

s = (14-5pprr—4pps’s’) = s"(1+4ppvv)
Setzt man dann ferner
vtang (S—s) = ¢°

v 30
cos(S—s) A

so wird
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t = t%1—4pprr —4ppt®t®)
A=21—14pps®s"—1ppt°s?

o= 4pvt’(1—Pypprr—4pps®s®—4ppt°¢°)
T = 4+pos’ (14 pprr—4pps®s®)

fir ¢t und A auf die fiinfte, fiir o und © auf die sechste Ordnung (ausschl.) genau.
Noch bequemer und eben so genau ist es, hiebei sogleich die Logarithmen zu
gebrauchen, wodurch die Formeln, wenn man zur Abkiirzung das Product der
Grosse i pp in den Modulus der briggischen Logarithmen mit g bezeichnet,
folgende Gestalt erhalten :

logs = logs®+4prr —aps®s®

logt = logt® —2prr —4pt%°

logh = logh®— 2315%s® —4 p2%¢°

logs = log4pvt®— prr—3ps®s®—3pt%°
logt = log4pvs®+5prr —6ps’s’

Diese fiinf Formeln in Verbindung mit den vorhergehenden fiir s° #°, \°
bilden eine fiinfte Auflosungsart, deren eigenthiimliches es ist, dass geniherte
Werthe der Grossen s, ¢4, A, 6, T durch kleine sehr leicht zu berechnende an den
Logarithmen anzubringende Correctionen zu scharfen erhoben werden. Die hie-
bei vorkommenden constanten Logarithmen sind

logp = 4,6855748668 (—10)
log4p = 4,3845448712  (—10)
logp = 7,9297527989  (—20)

oder wenn jene Correctionen sofort als Einheiten der siebenten Decimale erschei-
nen sollen

logp = 4,9297527989  (— 10)
von welchen Logarithmen jedoch hier nur die ersten Ziffern zor Anwendung
kommen.

17.
Viel einfacher lassen sich aber die Relationen zwischen den Grossen
r, S, S, T, T, L ausdriicken, wenn man von dem Mittel der beiden Breiten
45
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und der beiden Azimuthe ausgeht. Schreiben wir
+(8+8)=B, +(T+T)=A4, 8—-8=b T— T =a

so haben wir zuvérderst die Formeln
sinir sind = sin{A cosB
sing r cosA — cos{A sintb
costr sinta = sindA sinB
costr costa — cosihcostd

wonach man also, wenn A4, B, r als gegeben betrachtet werden, @ und A durch

die Formeln
sin A tang B tang }r = sinta

sindsingr .
cosB T sindh
und sodann b aus
cosd tangir 1
—esia  — tangib
oder
cos 4 singr =g
cosih sin}b

bestimmt. Anstatt dieser Formeln wird man aber, wegen der Kleinheit von
r, a, \, b, lieber die folgenden anwenden, welche viel bequemer, und bis auf die
fiinfte Ordnung (ausschl.) genau sind:
a® = rsin A4 tang B
o _ roind
T cosB
b = rcos A
loga = loga®+ prr —+4ipaa’®
logh = logh®—Lurr —3pd’)°
logb = log#® 44 pa®a®+pd°A°
wo, wie man sieht, die dritte Correction der Summe der ersten und der doppel-
ten zweiten gleich ist.

Fiir unsere Aufgabe geben zwar diese-Formeln keine directe Auflésung: in-
dessen kann man sie als Controlle oder als concentrirte tibersichtliche Inhaltswie-
derholung der directen Auflssung gebrauchen. Wer aber in numerischen Rech-
nungen einige Gewandtheit besitzt, wird sie auch leicht zu einer indirecten Auf-
lIssung benutzen konnen, und dieser, zumal wo anderer Zwecke wegen eine grob
geniherte schon vorangegangen ist, wegen ihrer Bequemlichkeit und Schérfe vor
allen andern Auflssungen den Vorzug geben.

<
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| 01y Pip lgm | % Q+g Pp logm | %
46° 40" | 46° 41" 2474900 | 10559 | 77141 47° 30" | 47° 313134250 | 6759 | 57313
41 42 24.88515 10472 7.101 31 32 31.46992 6694 5-279
42 43 25.02I12 10385 7.062, 32 33 31.59717 6630 5-245
43 44 25.15692 | 10299 7.024 33 34 31.72424 6566 5.21X
4“4 45 25.29255 10213 6.985 34 35 31.85113 6502 5.178
45 46 25.42799 10128 6.946 35 36 31.97785 6439 5-144
46 47 25.56327 | 10043 | 6.907 36 37 32.70440 | 6376 | 5.11X
47 48 25. 69837 9959 | 6.869 37 38 32.23077 6314 | 5.078
48 49 25.83330 9875 | 6.830 38 39 32.35696 | 6252 | 5.045
49 50 25.96803 9792 6.792 % 39 40 32.48299 6190 5.012
50 51 26. 10262 9709 | 6.754 20 41 32.60883 6129 | 4.979
51 52 26.23702 9626 6.716 41 42 32.73451 6068 4.946
52 53 26.37125 9544 | 6.678 42 43 32.86001 | 6008 | 4.913
53 54 26.50530 9462 | 6.640 43 44 32.98533 | 5948 | 4.8%0
54 55 26.63918 9381 6. 602 44 45 33.11048 5888 4.848
55 56 26.77288 9301 | 6.565 | 45 46 33.23546 5829 | 4.816
56 57 26.90b4x 9221 | 6.527 | 46 47 33.36026 | 5770 | 4.783
57 58 27.03977 9141 | 6.490 47 48 33.48488 | 5712 | 4.751
58 59 27.17295 9062 | 6.452 | 48 49 33.60934 | 5654 | 4.719
l 59 | 47 o 27.30595 8983 | 6.415 | 49 50 33.7336 | 5596 | 4.687
47 © T 27.43878 8904 | 6.378 | 50 51 33.85772 | 5339 | 4655
1 2 27-57144 8826 6.341 51 52 33.98165 5482 4. 624
2 3 27.70392 8749 | 6.304 52 53 34.10540 | 5426 | 4.502
3 4 27.83622 8672 6.267 53 54 34.22898 5370 4.560
4 5 27.96836 8595 | 6.230 54 |, 55 34-35239 | 5314 | 4.529
5 6 28. 10031 8519 6.194 55 56 34.47562 5259 4498
6 | 7 28.23200 | 8444 | 6.157 56 57 3459867 | 5204 | 4.466
7 8 28.36370 8369 | 6.121 | 57 58 34.72156 | 5149 | 4-435
8 9 28.49514 | 8204 | 6.084 | 58 59 34.84426 | 5005 | 4.404
9 10 28.62640 7 8219 6.048 59 48 o 34.96680 5042 4373

1

10 l 11 28.75748 8146 6.012 || 48° o 1 35.08916 4988 4-343
11 l 12 28.88839 8072 5.976 1 2 35.21I34 4935 4. 312
2 13 29.01913 7999 | 5.940 | 2 3 35-33335 | 4883 | 4.281
13 14 29. 14969 7927 | 5904 | 3 4 35-45519 | 4830 | 4.251
14 15 29.28007 7855 5.869 | 4 5 35.57685 4778 4. 221
15| 16 29. 41028 7783 | 5.833 | 5 6 35.69834 | 4727 | 4.190
16 17 29.54032 77¥2 5.798 6 7 35.81965 4676 4. 160
17 18 29. 67018 7641 5.762 7 8 35.94079 4623 4.130
18 19 29.79987 7570 | 5.727 8 9 36.06175 | 4575 | 4.100
19 20 29.92938 7501 5.692 ; 9 10 36.18254 4525 4.070
, 20 21 30.05872 7431 5.657 | 10 11 36.30316 4475 4.041
! 21 22 30.18788 7362 5.622 | 1 12 36. 42360 4426 4,011
[ 22 23 30.31687 7293 5.587 12 13 36.54387 4377 3-982
! 23 24 30.44569 7225 | 5.553 13 14 36.66396 | 4328 | 3.952
i 24 25 30.57433 7157 | 5.518 4 15 36.78388 | 4280 | 3.923
25 26 30. 70279 7090 5.483 15 16 36.90362 4232 3.894
! 26 27 30. 83108 7023 5.449 16 17 37.02319 4184 3. 865
27 28 30.95920 6956 5.415 17 18 37.14259 4137 3.836
| 28 29 31.08714 6890 5.381 18 19 37.26181 4090 3.807
‘ 29 30 31.21491 6825 5.346 ] 19 20 37.38086 4044 3.778
31 31.34250 | - 6759 5.313 20 2T 3749973 3998 3-749

T ————_——_——
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i
; Q+g Pip || 2 | e+ Prp |8 &
| 48920 | 4827 3779973 | 3998 | 37749 || 49° 10 | 49° xxagaamr | arra | 2'gse
5 23 22 37.61843 3952 3.721 I 12 43.33141 2082 2.431
! 22 23 37.73695 3997 3.692 | L 13 43-44123 2052 2.408
! 23 24 37.85530 | 3862 | 3.664 | 13 14 43.55088 | 2023 | 2.385
; 24 25 37.97348 | 3817 | 3.636 | 14 15 43.66036 | 1994 | 2.362
; 25 26 38.09148 | 3773 | 3.608 135 16 43.76967 | 1965 | 2.339
| 26 27 38.20931 3729 3.580 ‘ 16 17 43.87880 1937 2.317
i 27 28 38.32696 | 3685 | 3.552 . 17 18 43.98775 | 1908 | 2.294
28 29 38.44444 3641 3.524 | 18 19 44.09653 1880 2.272
I 29 30 38.56175 3598 3.496 I 19 20 44.20514 1853 2.250
i 30 31 38.67888 3556 3.469 20 2X 44.31358 1825 2.227
3T 32 38.79583 | 3314 | 3.441 21 22 44.42184 | 1798 | 2.205
32 33 33.91262 3472 3-414 22 23 44.52993 1771 2.183
i 33 34 39.02923 3430 | 3.387 23 24 44.63784 1745 | 2.162
! 34 35 39-14566 | 3389 | 3.360 24 25 44.74558 718 | 2.140
1 35 36 39.26192 3348 3.333 25 26 44.85315 1692 2.118
l 36 37 39.37801 3307 3.306 26 27 44.96054 1666 2.097
37 38 39.49392 3267 3.279 27 28 45.06777 1641 2.075
38 39 39.60966 3227 3.252 l 28 29 45.17431 1615 2.054
i 39 40 39.72522 3187 3.226 ! 29 30 45.28169 1590 2.033
- 40 41 39.84061 3148 3.199 30 31 45.38838 1566 2.012
I 41 42 39-95583 3109 3.173 31 32 4549491 1541 1.991
42 43 40.07087 3070 3.146 32 33 45.60126 1517 1.970
43 44 40.18574 3031 3.120 33 34 45-79744 1493 1.949
44 45 40.30043 2993 | 3-994 34 35 45.81345 1469 | 1.928
1 45 46 40.41495 2956 3.068 35 36 45.91928 1446 1. 908
i 46 47 40.52929 2918 3.042 36 37 46.02494 1422 1.887
i 47 48 40.64347 2881 3.017 37 38 46.13043 1399 1.867
{ 48 49 40.75746 | 2844 | 2.991 38 39 46.23574 | 1377 | 1.847
49 50 40.87129 2808 2.965 39 40 46.34088 1354 1.827
50 5I 40.98494 2772 2.940 40 41 46.44584 1332 1. 807
l 5T 52 4Y.09841 2736 2.915 41 42 46.55063 1310 1.787
| 52 53 4I.2I171 2700 2.88¢9 42 43 46.65525 1288 1.767
! 53 54 41.32484 | 2665 | 2.864 43 44 46.75970 | 1267 | 1.747
i 54 55 41.43780 2630 | 2.839 44 45 46.86397 1245 | 1.728
55 56 41.55058 2595 2.814 45 46 46.96807 1224 1.708
1 56 57 41.66318 2561 2.790 46 47 47.07199 1203 1. 689
i 57 58 41.77561 2527 | 2.765 47 48 47.17574 1183 1.670
! 58 59 42.88787 2493 | 2.740 48 49 47.27932 1163 | 1.65I
l 59 ! 49 O 41.99996 2460 | 2.716 i 39 | 50 47.38273 142 | 1.632
i
{ 49° © I 42.11187 2427 2.692 50 35X 47.48596 1 1123 1.613
L 1 2 42.22360 2394 2.667 51 52 47.58902 1103 1.594
i 2 3 42.33517 2362 | 2.643 52 53 47.69191 1084 | 1.575
3 4 42.44655 | 2329 | 2.619 53 54 47.79462 | 1064 | 1.556
4 5 42-55777 2297 2.595 54 55 47.89716 1045 1.538
5 6 42.66881 2266 2.572 55 56 47.99952 1027 1 1.520
6 7 42.77968 2234 2.548 56 57 48.10172 1008 1.501
7 8 42.89037 2203 | 2.524 57 58 48.20374 990 | 1.483
i 8 9 4300089 2172 | 2.501 | 58 59 48.30559 97% | 1.465
9 10 43. 11124 2142 | 2.477 59 50 © 48.40726 954 1.447
! 10 IT 43.22141 2112 2.454 l 50 o © 1 48.50876 936 1,429
i
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i |

|

f
T Prp  |18m| 2 || Qg Prp  |lEm| &
z 50° o | 350° 1’ 48"50876 936 | 1”429 50° 50" | 50° 51’ 53"36348 305 | 0”678 E
! 1 2 48.61009 919 I.412 5T 52 53.45618 297 0. 666 i
:f 2 3 48.71124 902 T.394 52 53 53.54870 289 0.654 i
i 3 4 48.81222 885 1.377 53 54 53.64I05 281 o.642 |
i 4 5 48.91303 | 868 | 1.359 54 55 53.73323 273 | ©0.630
i 5 6 49.01367 852 1. 342 55 56 53.82524 265 0. 618
| 6 7 49-11413 | 835 | I.325 56 57 53.91708 | 258 | o.606
i 7 8 49.21442 819 1.308 57 58 54.00874 251 0. 595
{ 8 9 49-3145¢ | 803 | .29t 58 59 54.10023 | 243 | 0.583
9 10 49.41448 787 1.274 59 5I O 54.19I55 236 0.572 5
10 II 49.51425 772 1.257 51 © 1 54.28270 229 o.561
Iz 12 49.61385 757 I.241 I 2 54.37367 223 0.550
t .12 13 49.71327 742 1.224 2 3 54.46447 216 0.539
[ 13 14 49-81253 727 1.208 3 4 54.55511 209 | ©.528 |
l 14 15 49.91161 712 1.191 4 5 54.64556 203 0.517
| 15 16 50.01051 697 1.175 5 6 54.73585 197 0. 506
! 16 17 §0.10925 683 1.159 6 7 54.82597 191 0.496
17 18 30.20781 669 1.143 7 8 54.91591 185 0.435
18 19 50.30619 655 | 1.127 8 9 55.00568 179 | ©-475
19 20 50.40441 641 1,112 9 10 55.09528 173 0. 465
20 21 §0.50245 628 I. 10 II 55.18471 167 0.454
21 22 50.60032 615 1.080 1 12 55.27397 162 0.444
22 23 50.69802 6o1 1.065 12 13 55.36305 156 0.435
23 24 50.79554 589 1.050 13 14 55.45196 151 0. 425
24 25 50.89290 | 576 | 1.034 14 | 7 15 55.54070 146 | 0.415
25 26 50.99007 563 1.019 13 16 55.62927 141 0. 405 z
26 27 51.08708 551 1.004 16 17 55.71767 136 0.396
27 28 51.18391 539 0.990 17 18 55.80590 131 0.387
28 29 51.28058 527 0.975 18 19 55.89395 127 0.377
29 30 51.37706 515 o.960 19 20 55.98183 122 0. 368
| 30 31 51.47338 503 | ©.946 20 21 56.06955 118 | 0.359 i
! 31 32 57.56952 492 0.931 2% 22 §6.15709 113 0. 350 i
5 32 33 51.66549 | 48 | ©0.917 22 23 56.24445 109 | ©0.342
33 34 51.76129 | 469 | ©0.903 23 24 56.33165 105 | ©0.333
34 35 51.85692 458 0.889 24 25 56.41867 101 0.324
35 36 51.95237 | 447 | ©-875 25 26 56.50553 97 | ©.316
36 37 52.04765 437 0.861 | 26 27 56.59221 93 0.308
37 38 52.14276 426 0.847 | 27 28 56.67872 89 0.299
38 39 52.23770 416 0.833 28 29 56.76506 86 0.291
39 40 52.33246 406 0,820 29 30 56.85123 82 0.283 t
40 41 52.42705 396 0.806 30 31 56.93722 79 0.275 I
41 42 5252147 386 | 0.793 31 32 §7.02305 75 | 0.267 l
42 43 52.61572 376 o.780 32 33 57.10870 72 0.260 |
43 44 52-70979 | 367 | ©0.767 33 34 57-19418 69 | o.252
44 45 52.80369 | 358 | 0.754 34 35 57-27950 66 | o.245
45 46 52.89742 348 0.741 35 36 57.36464 63 0.237 i
46 47 5299098 | 339 | 0.728 36 37 57-44960 6o | o.230 i
47 48 53.08436 | 331 | O.7I5 37 38 57.53440 57 | ©-223 !
48 49 53-17757 | 322 | ©-703 38 39 57-61903 55 | ©.216 |
49 50 53.27062 | 313 | 0.690 39 40 57.70348 52 | 0.209 !
50 5T 53.36348 | 305 | 0.678 40 41 57.78777 50 | o.202 !
!
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57778777
57.87188
57-95582
58.03959
58.12319
58. 20662
58.28988
58.37296
58.45588
58.53862

58.62120
58. 70360
58.78583
58.86789
58.94978
59.03150
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Q+q P+p l°im & Q+g P+p loim |
53° 20" | 53° 22" 5735616 15 | o'ogr 54° 10’ | 54° 12’ 8750704 | 169 | o"460
21 23 5.42329 16 0. 095 11 13 8.56579 175 0. 471
22 24 5.49025 17 0. 100 12 14 8. 62438 180 0. 481
23 25 5.55705 18 . 103 13 15 8.68279 186 0. 492
24 26 5.62367 20 0. 110 14 16 8. 74104 192 0. 502
25 27 5.69013 21 o. 11§ 15 17 8.79913 199 o. 513
26 28  5.75642 22 | o.120 16 18 8.85705 2Q5 0. 524
27 29 5.82254 24 0. 125 17 19 8.91480 212 0. 535
28 30 5.88849 26 0. 131 18 20 8.97238 218 0. 546
29 3T 5.95428 27 0. 136 19 21 9.02980 225 o. 557
30 32 6.01989 29 0. 142 20 22 9.08705 232 0. 569
31 33 6.08534 31 0. 147 21 23 9. 14413 239 o. 580
32 34 6. 15062 33 0. 153 22 24 9. 20105 246 0. 592
33 35 6.21573 34 | o159 23 25 9.25781 | 253 | o.boq
34 36  6.28068 36 0. 165 24 26 9.31439 261 0. 615
35 37 6:34345 38 | or7r | 25 27 9.37081 | 268 | o.627
36 38  6.41006 41 0. 178 26 28  9.42706 276 0. 639
37 39 6.47450 43 | ©o.184 27 29 9-48315 | 284 | o.652
38 40  6.53877 45 ©. 19T 28 30  9.53907 292 o. 664
39 41 6. 60288 47 o. 197 29 3 9.59483 300 0. 676
40 42 6. 66681 50 0. 204 30 32 9. 65042 309 0. 689
4z 43 6. 73058 53 | o.211 3T 33 9-70584 | 317 | o.701
42 44 6.79418 55 0. 218 32 34 9.76110 326 0.714
43 45 6.85762 58 | ©0.223 33 35 9-81619 | 335 | o.727
44 46 6.92088 61 0.232 34 -~ 36 9.87111 344 0. 740
45 47 6.98398 64 | o.240 | 35 37 9-92587 353 | ©.753
46 48  7.04691 67 o.247 36 38  9.98046 362 o. 766
47 49 7.10067 | 70 | o.255 | 37 39 10.03489 | 372 | o.78
48 50 7.17227 73 o.262 38 40 10.08915 381 0. 793
49 51 7.23470 76 | o0 | 39 41 1034325 | 391 | o.807 |
{
50 52 7.29696 79 0. 278 | 40 42 10.19718 401 o.820
51 53  7-35905 83 0. 286 I 41 43 10.25094 411 0.834
52 54 7.42098 86 0.294 42 44 10.30454 421 0.848
53 55 7.48273 9 | ©.303 | 43 45 10.35797 432 | 0.862
54 56 7.54432 94 0. 31X 44 46 10.41124 443 o.876
55 57 7.60575 98 | o.319 | 45 47 10.46434 | 453 | 0.890
56 58 7.66700 102 0.328 46 48 10.51727 464 0. 905
57 59 7.72809 | 106 | 0.337 | 47 49 10.57004 | 476 | o.919
58 54 © 7.78901 110 0. 345 I 48 50 10. 62265 487 ©0.934
59 T 7-34977 114 ©.354 49 51 10.67509 498 ©. 949
54 © 2 7.91036 119 0.363 I 50 52 10.72736 510 0.964
1 3 7.97078 | 123 | 0.373 51 53 10.77947 | 522 | ©.978
2 4 8.03103 128 | 0.382 | 52 54 10.83142 534 | ©0.994
3 5 8.o0911x 132 | o391 | 53 55 10.88320 | 546 | 1.009
4 6 8.15103 137 o.401 | 54 56 10.93481 559 I1.024
5 7  8.21079 142 0. 411 ] 55 57 10.98626 571 1.039
6 8 8.27037 147 O. 420 1 56 58 11.03754 584 1.055
7 9 8.32979 153 0.430 57 59 11.08866 597 1. 071
8 10 8.38904 158 0.440 | 58 55 O II.13961 611 1. 086
9 11 844812 163 o.450 59 I XXI. 19040 624 1. 102
10 12 8.50704 169 o.460 " 55 o 2 II.24I02 638 1. 118




Q+g Prp |PEM 2 | e+ Prp |1k

55° o | 55° 2/ 11”24102 638 | 1118 55° 50" | 55° 52’ 13"56267 | 1x598 | 27068
X 3 IX. 29148 651 I. 134 51 53 13.60493 1624 | 2.090
2 4 XI.34%77 665 I, 151 52 54 13.64703 1650 | 2.112
3 5 11.39190 68 | 1,167 53 55 13.68896 1676 | 2.134
4 6 11.44186 694 x. 184 54 56 ¥3.73074 1702 2. 157
5 7 II.49166 709 | 1.200 53 57 ¥3.77235 | 1728 | 2.179
6 8 xr.54129 723 L. 237 56 58 13.81379 1755 2. 202
7 9 II.59076 738 I. 234 57 59 13.85508 1782 2. 225
8 10 11, 64007 754 1. 251 58 56 o 13.89620 1810 2. 247
9 II ¥1. 68921 769 1. 268 59 I 13.93716 1837 | 2.270
10 12 11.73818 785 1. 285 56 o 2 ¥3.97795 1865 2. 293
Ix 13 1X. 78699 800 1. 302 1 3 I4.01859 1894 | 2.317
12 14 11. 83564 817 1. 320 2 4 14.05906 1922 2. 340
13 15 11.88412 833 | 1.337 3 5 14.09937 | 195I | 2.363
14 16 1I.93244 849 1. 355 4 6 14.13952 1980 2. 387
15 17 11.98059 866 1. 372 5 7 14.17950 2009 2. 411
16 18 12.02858 883 I. 390 6 8 14.21932 2039 2. 434
17 19 12.07640 900 I. 408 7 9 I14.25898 2069 2. 458
8 20 12.12406 917 1. 426 8 10 14.29848 2099 2. 482
19 21 12.17156 935 1. 445 9 II 14. 33782 2130 2. 506
20 22 12.21889 953 I.463 10 12 14.37699 2161 2. 531
21 23 12.26605 971 I. 481 1x 13 I4.41600 2192 2. 555
22 24 I2.31306 989 1. 500 12 14 14.45485 2223 2.579
23 25 12.35990 | 1008 | 1.519 13 15 Y4449354 | 2255 | 2.604
24 26 12.40657 1026 1.538 14 16 14.53206 2287 2. 629
25 27 12-45308 1045 1. 557 15 17 14-57%43 2319 2. 654
26 28 ¥2.49943 1064 1.576 16 18 14.60863 2352 2. 679
24 29 12.54561 1084 1. 595 17 19 14.64667 2385 2. 704
28 30 I2.359163 1104 | I.614 18 20 14. 68455 2418 2. 729
29 31 12.63749 1123 1. 633 19 21 I4. 72226 2452 | 2.754
30 32 12.68318 1144 1. 653 20 22 14.75982 2486 2. 780
31 33 12. 72870 1164 1. 673 21 23 14. 79721 2520 2. 803
32 34 12.77407 1185 1. 692 22 24 14.83444 2555 2. 831
33 35 12, 81927 120§ I. 712 23 25 I14. 87151 2589 2. 857
34 36 12. 86430 1226 1. 732 24 26 14.90842 2625 2. 883
35 37 ¥2,90918 1248 I. 752 25 27 I4.94517 2660 2. 909
36 38 12.95389 | 1269 | I.773 26 28 14.9817% 2696 | 2.935
37 39 12.99843 | 1291 | I.793 27 29 15.01818 | 2732 | 2.961
38 40 13.04282 1313 1. 813 28 30 15.05444 2768 2.988
39 41 13.08703 | 1336 | 1.834 29 3T 15.09054 | 2805 | 3.014
40 42 13.13109 | 1358 | 1.855 30 32 15.12648 | 2842 | 3.041
41 43 13.17498 1381 1. 875 31 33 15.16226 2880 3. 067
42 44 13.21871 1404 1. 896 32 34 15.19788 2917 3. 094
43 45 13.26228 1428 1. 917 33 35 I5.23334 2955 3. ¥21
44 46 13.30568 1451 1.939 |l 34 36 15.26863 2994 | 3.148
45 47 13.34892 | 1475 | L.960 | 35 37 15-30377 | 3033 | 3.176
46 48 13.39199 | 1499 | I.981 ; 36 38 15.33874 | 3072 | 3.203
47 49 13-43491 1524 | 2.003 37 39 15-37356 31 3. 230
48 50 13.47766 1548 2.024 | 38 40 15.40821 3151 3.258
49 §Y I3. 52024 1573 2.046 | 39 41 15.44270 3191 3. 286
50 52 13.56267 1598 2,068 i 40 I5. 47703 3231 3. 314
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Q+q Pip [T 2 | @+ Pip gm | x|
) 56° 40' | 56° 42" 15"47703 | 3231 | 37314 57° 30" | 57°32" 16798962 | 5719 | 47859
41 43 15.51120 | 3272 | 3.342 3T 33 17.01581 | 5778 | 4.893
42 44 15.5452% | 3313 | 3.370 32 34 17.04185 | 5839 | 4.927
43 45 15.57906 | 3355 | 3.398 33 35 17.0677% | 5899 | 4962
44 46 1561275 | 3396 | 3.426 34 36 17.09344 | 5960 | 4.996
45 47 15-64627 | 3439 | 3.455 35 37 17.119%0 | bo2xr | s5.030
46 48 15. 67964 3481 3. 483 36 38 17. 14441 | 6083 5. 065
! 47 49 15.71285 | 3524 | 3.512 37 39 17.16965 | 6146 | 5.100
i 48 50 15-74589 | 3567 | 3.541 38 40 17-19474 | 6208 | 5.335
’ 49 51 15.77878 | 361x | 3.570 39 41 17.21967 | 6271 | 5.170
50 52 15.81150 | 3654 | 3.599 40 42 17-24444 | 6335 | 5.205
51 53 15-84407 | 3699 | 3.628 41 43 17-26905 | 6399 | 5.240
52 54 15.87647 | 3743 | 3-657 42 44 17.29351 | 6463 | 5.275
; 53 55 15.90872 | 3788 | 3.686 ° 43 45 17.31780 | 6528 | 5.31x
54 56 15.94080 | 3834 | 3.716 44 46 17.34194 | 6593 | 5.346
55 57 15.97273 | 3879 | 3-746 45 47 17-36593 | 6659 | 5.382
56 58 16.00449 | 3925 | 3-775 46 48 17.38975 | 6725 | 5.418
57 59 16.03610 | 3972 | 3.805 47 49 17-41342 | 6792 | 5.454
| 58 | 57 o 16.06754 | 4019 | 3.835 48 50 17-43693 | 6859 | 5.490
i 59 1 16.09883 4066 3.865 49 51 17.46028 6926 5.526
; 57 © 2 16. 12995 4113 3.896 I 50 52 17.48348 6994 | 5563
! x 3 16.16092 | 4161 | 3.926 34 53 17.50652 | 7063 | 5.599
] 2 4 16.19172 4230 3.956 52 54 17.52940 7131 5. 636
{ 3 5 16.22237 | 4258 | 3.987 53 55 17.5521% | 7201 | 5.672
i 4 6 16.25286 | 4307 | 4.018 54 | - 56 17.57468 | 7270 | 5.709
| 5 7 16.28318 | 4357 | 4049 55 57 17-59799 | 7341 | 5-746
I 6 8 16.31335 4406 4. 080 56 58 17.61935 7411 5. 783
: 7 9 16.34336 | 4457 | 4111 57 59 17.64144 | 7482 | 5.820
t 8 10 16, 37320 4507 | 4142 58 58 o 17.66338 | 7554 | 3.858

9 11 16.40289 | 4558 | 4173 59 T 17.68516 | 7626 | 5.895 !

i

10 12 16. 43242 4609 | 4205 58 o 2 17.70678 7698 5-933 |
11 13 16. 46179 4661 4.236 1 3 17.72825 777% 5+ 970
12 14 16.49100 | 4713 | 4+268 ‘l 2 4 17.74956 | 7844 | 6.008
13 15 16.52005 | 4766 | 4-300 3 5 17.77072 | 7918 | 6.046
14 16 16.54895 | 4818 | 4.332 4 6 17.7917% | 7993 | 6.084
15 17 16.57768 4872 4 364 5 7 17.81255 8067 6. 122
16 18 16, 60625 4925 4+ 396 6 8 17.83324 8143 6. 160
17 19 16.63467 4979 | 4-428 7 9 17.85376 8218 6. 199
18 20 16. 66293 5034 | 4461 8 10 17.87414 8294 | 6.237
19 21 16. 69102 5089 | 4-493 9 11 17. 89435 8371 | 6.276

20 22 16, 71896 5144 | 4526 10 12 17.9I441 8448 6. 315 %

21 23 16.74674 | 5200 | 4359 | p24 13 17.93431 | 8526 | 6.354 !
22 24 16.77436 | 5256 | 4-592 12 14 17.95406 | 860 | 6.393
23 25 16. 80182 5312 4625 | 13 15 17.97365 8682 6. 432
24 26 16. 82913 5369 4. 658 14 16 17.99308 8761 6. 471

25 27 16. 85627 5426 4. 691 15 17 18.01236 8841 6. 51X !

26 28 16.88326 5484 | 4-724 16 18 18.03148 | 8921 6. 550 \

27 29 16, 91008 5542 4758 17 19 18.05045 goox 6. 590 l
28 30 16.93675 | 5600 | 4.792 18 20 18.06925 | 9082 | 6.630

29 31 16.96326 5659 4 825 | 19 21 18. 08791 9164 6. 670 ;
30 32 16.98962 5719 4-859 ] 20 22 18. 10641 9246 6. 710

.
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@+g P+p ogm & i Q+yg P+p logm | %

§8° 20’ | 58° 22’ 1810641 9246 6”710 i’ 58% 30" | 58° 32" 18728283 10092 | 77117
21 23 18.12475 9328 | 6.750 31 33 18.29962 | 10180 | 7.158
22 24 18.14293 9411 6. 790 32 34 18. 31625 10268 7. 200
23 25 18. 16097 9495 | 6.830 33 35 18.33272 | 10356 | 7.241
24 26 18. 17884 9578 6. 871 34 36 18. 34905 10445 7.283
25 27 18. 19656 9663 6. 912 35 37 18. 36521 10535 7. 325
26 28 18, 21412 9748 6. 952 36 38 18. 38123 10625 7. 367
27 29 18.23153 9833 | 6.993 37 39 18.39708 | 10715 | 7.409
28 30 18. 24879 9919 7.034 38 40 18. 41279 10806 7. 451
29 31 18. 26588 10006 7.075 39 41 18. 42833 10898 7. 484
30 32 18.28283 10092 7. 117 40 42 18. 44373 10990 ' 7.536
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