suUs

Werk

Titel: Wahrscheinlichkeitsrechnung und Geometrie

Jahr: 1873

Kollektion: Mathematica

Digitalisiert: Niedersachsische Staats- und Universitatsbibliothek Géttingen
Werk Id: PPN236005081

PURL: http://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?PPN236005081

OPAC: http://opac.sub.uni-goettingen.de/DB=1/PPN?PPN=236005081

LOG Id: LOG_0023
LOG Titel: Zweite Abhandlung 1846 Sept. 1
LOG Typ: chapter

Ubergeordnetes Werk
Werk Id: PPN235957348

PURL: http://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?PPN235957348
OPAC: http://opac.sub.uni-goettingen.de/DB=1/PPN?PPN=235957348

Terms and Conditions

NIEDERSACHSISCHE STAATS- UND
UNIVERSITATSBIBLIOTHEK GOTTINGEN

The Goettingen State and University Library provides access to digitized documents strictly for noncommercial educational,
research and private purposes and makes no warranty with regard to their use for other purposes. Some of our collections
are protected by copyright. Publication and/or broadcast in any form (including electronic) requires prior written permission

from the Goettingen State- and University Library.

Each copy of any part of this document must contain there Terms and Conditions. With the usage of the library's online
system to access or download a digitized document you accept the Terms and Conditions.

Reproductions of material on the web site may not be made for or donated to other repositories, nor may be further
reproduced without written permission from the Goettingen State- and University Library.

For reproduction requests and permissions, please contact us. If citing materials, please give proper attribution of the

source.

Contact

Niedersachsische Staats- und Universitatsbibliothek Gottingen
Georg-August-Universitat Gottingen

Platz der Gottinger Sieben 1

37073 Géttingen

Germany

Email: gdz@sub.uni-goettingen.de


mailto:gdz@sub.uni-goettingen.de

S0/

UNTERSUCHUNGEN

UBER

GEGENSTANDE DER HOHERN GEODAESIE

ZWEITE ABHANDLUNG

VON

CARL FRIEDRICH GATUSS

DER KONIGL. SOCIETAT UBERREICHT MDCCCXLVI SEPT. I.

Abhandlungen der Konigl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Géottingen. Band III.
Gottingen 1847. :




30%



UNTERSUCHUNGEN
UBER

GEGENSTANDE DER HOHERN GEODAESIE.

Die Aufgabe, aus der Grosse der Seite eines Dreiecks auf der Erdoberfliche,
dem Azimuthe an dem einen Endpunkte, und der geographischen Breite dieses
Endpunkts abzuleiten das Azimuth an dem andern Endpunkte, dessen Breite und
den Lingenunterschied beider Punkte, gehdrt zn den Hauptgeschiiften der hé-~
hern Geodisie. Fiir den Fall der Kugelfliche ist der Zusammenhang zwischen
jenen sechs Grossen am Schluss der ersten Abhandlung in der einfachsten und
zur schiirfsten Rechnung geeigneten Form aufgestellt, welche auch leicht zu ei-
ner bequemen Auflosung der Aufgabe selbst benutzt werden kann. Es wird da-
durch das Verlangen nach dem Besitz einer analogen unmittelbar fiir die Ellip-
soidfliche giiltigen Aunflosungsart erweckt, und der Zweck der gegenwiirtigen Ab-
handlung ist, eine solche zu entwickeln. Vorher soll jedoch erst die Auflssung
fiir den Fall der Kugelfiiche in ein noch helleres Licht gestellt werden. Des be-
quemern Zuriickweisens wegen lasse ich die Zahlenbezeichnung der Artikel sich
an die erste Abhandlung anschliessen.

18.
Um den Grad der Genauigkeit, welcher durch die Formeln des 17. Art.
erreicht wird, besser beurtheilen zu kénnen, werden noch die Glieder der niichst-
folgenden Ordnung entwickelt werden miissen; es ist jedoch wohl der Miihe
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werth, das Verfahren anzugeben, nach welchem diese Entwicklung beliebig weit
getrieben werden kann.

Ich erlaube mir an den dort gebrauchten Bezeichnungen einige Abénderun-
gen, theils des bequemern Drucks wegen, theils um den verschiedenen Bezeich-
nungen in den einzelnen Theilen der gegenwirtigen Abhandlung etwas mehr Sym-
metrie geben zu kénnen. Zunichst bedeute hier

r die Entfernung der beiden Punkte von einander, den Halbmesser der Kugel
als Einheit angenommen.
B+ 4b und B—4b die Breite am ersten und zweiten Endpunkte von r.
T-+4¢t und T—}¢-4180° das Azimuth des zweiten und ersten Endpunkts
resp. vom ersten und zweiten aus.
! den Laéngenunterschied.
Es wird angenommen, dass das Azimuth von Siiden nach Westen zu gezéhlt und
I als positiv betrachtet wird, wenn der zweite Punkt westlicher liegt als der erste.
Es soll ferner gesetzt werden

6 —=rcos T
T = rsin T'. tang B
)\ I rsin T

T cosB

welche Grossen dasselbe ausdriicken, was im 17. Art. mit 8°, a° \° bezeichnet
war, nemlich die bis auf die dritte Ordnung (ausschliesslich) genauen Werthe
von b, 2, /, und zwischen denen die Gleichung

rr—4-17 = 66-AL

Statt findet. Die Ordnungen werden hier immer so verstanden, dass » wie eine
Grosse erster Ordnung betrachtet wird.
Zur Abkiirzung wird noch geschrieben

2tang i r
7

=m
2singr
T — g
Zu der beabsichtigten Entwicklung gelangen wir am leichtesten durch Benutzung
der Umwandlung der Formel

2 == siny



DER HOHERN GEODAESIE. ZWEITE ABHANDLUNG. 305
in di? Reihe
logy = log @ tw @+ 15ty #* 4+ &5 2+ 3442+ w.s. w.
welche man leicht aus der bekannten
¥ = a{14$ur5 0 iy dS i d s
ableitet. Wendet man dieselbe zuvérderst an auf die Gleichung

tang B.sin 7. tang 4 r ::*sin i
oder
mT = sin¢

[T

indem man @ = fmt, y = $¢ setzt, so wird (I)

logt =log w-logm vy mmvi— - g m T - oytyfsly o m® o Hd o m - ws.w.

Eben so, aus der Anwendung auf die Gleichung

sin?' singr

— ainl
cos B = sin}l

oder
tnh = sinfl .
ergibt sich (II)

logl=1logh+-logn—~rn T S e ey ) N S e N T R A

Die dritte Anwendung wird gemacht auf die Gleichung

cos B tang 4/

= sind
e T sind-b

nachdem derselben vermoge der Substitutionen

17 nk
tang} ! = 2y (1~—%nnkl)
cosB 6
tang T~ A
folgende Gestalt gegeben ist
T —sinb

2y (i—1nnin)

Es ergibt sich dann (IIT)
47
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logb = log8 -+ logn +4nnkh- e n A - 3 n808 - b n® X3 - n.s.w.
+ o BB(nntLuf M e n®N - e X - us.w) ‘
+ e 0 (24 1SRk 4N - s w)
4 relse 00’ Al 4+ uw.s.w)
+ w540 6 (n°+ u.s.w)
-+ uws.w.

oder, indem man die Glieder gleicher Ordnung zusammenfasst ,

logh = log6-logn
+  J& nn (80434
4+ e w0 (118°4 3086AN +45)%)
4+ sestewo 20 (1916°+ 693G AN 945 BB L -9451°%)
+ sy (2497 654 114608°AN 420790 6*A*4- 1890066\
+1417520%)

—+ u.s.w.

Um die Gleichungen I, II, III in eine ganz entwickelte Gestalt zu bringen,
wird man in denselben noch substituiren

logm = trr+ 1o+ vdee s e N+ wsow.
mm = 1 -Lrr4-A%r* o1t wsow.
m* = 14-Lrr4 Zri4 us.w

m® = 1-4+Lrr<4 us.w.

u.s. w.
logn = — err— st — rsirre? —3erdsoer — Ws.w.

= 1—derr- gt — 35tee® + w. s W

nt=1—trr 4+ ot — wsw

w = 1—Lrr 4+ us.w

u.s. w.

Wir erhalten demnach fiir die Logarithmen von ¢,/, b, oder vielmehr fiir die
Unterschiede dieser Logarithmen von den gendherten Werthen logr, logk, log®d,
zusammengesetzte Reihen, welche fortschreiten

fiir log? nach den geraden Potenzen von t und », und deren Producten,
fiir log/ eben so nach A und r,
fiir logd nach 6, A und 7,
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und die beigebrachten Zahlen enthalten diese Entwicklung bis zu den Grossen
der achten Ordnung (einschl.), daher ¢ /, b selbst dadurch bis zu den Grdssen
der neunten Ordnung einschliesslich, oder der eilften Ordnung ausschliesslich

bestimmt werden.
Die Entwicklung von logbd kann auch auf eine andere Art, nemlich nach

den Potenzen von 6,  und r geschehen. Setzt man

— tang v
so wird

y =s5— 44+ 425— 1+ 31— usow
und hieraus
logy = logz — tzz -+ 432" — 2es 2+ 3@A £ — w.s. w.
Wendet man diese Reihe an auf die Gleichung

tang ¢

tang 3 2 b= tang B.tang T'

nachdem man derselben vermége der Substitutionen

-

T

tang B.tang T' =

m-

14—
O sl ==
tang 3¢ 2y (1—4mme)

folgende Gestalt gegeben hat

&m
2/ (1—Ltmm=r)

= tang b

so ergibt sich

logh = log8 +-logm—+Ltmm==~+ gpmit 4 54 m“*e—}—ﬂﬁ—gmsts—l— u. s. w.
— & 6‘6(mm+lm 7 4 gem®tt 4 L mtt 4 usw)
+ iy Bt Lmrt - Fpwit 4+ uwsow)
— e 6%(m 6—}--Mn'c'r—{--usw)

+ 38 00+ u.s.w.)

oder, indem man die Glieder gleicher Ordnung zusammenfasst,
47*
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logh = log 6 logm
— A mm (266 —317)
A ey (2685 — 60887t --451F)
— setsse M (50265 — 16386 t7 1890667 — 9451°)
- srodoroom (710265 —301206%ct 4 491406“c*—378006567°
+1417517%)
- — Uu.8.W.

Durch Substitution der oben gegebenen Werthe von logm, mm, m* u.s.w.
erhilt man hieraus die gesuchte Reihe, welche sich tibrigens auch aus der erstern
nach 6,1, r fortschreitenden unmittelbar ableiten lisst, indem man rr —60—=<
fiir A\ substituirt.

19.
Fiir unsern Zweck reicht es hin, die Formeln nur bis zur vierten Ordnung
(einschl.) genau aufzustellen, nemlich

logt = logt 4 (207 +77) 4 gsles (1477207777 117%)

log! = logh — 3t (rr —A\) — 55y (' + 107rrAL — 1))

logh == log8 — 34 (rr—B66 — 3AN) —gt55 (r*+ 107766+ 30 rrAh— 116
— 3066AL—451%)

Anstatt der letzten Formel kann man auch eine der folgenden gebrauchen:

logh == logB—+4% (277 — 268+ 377) 4 5glso (147" — 407788 - 6077774 26 B*
— 606617457

logh = log 6+ 4 (2AN+-11) — 54855 (1266AA— 1266 t7— 14 A —32hhzt-<%)

logh = log b+ 3% (2AA+77) — wslsw (1277 Ak — 127777 — 26 A* — 8AhtT—117%)

In allen diesen Formeln sind #, 8, A, T, b, , ¢ als in Theilen des Halbmessers
ausgedriickt und die Logarithmen als hyperbolische zu verstehen. Sollen dage-
gen jene sieben Grossen in Bogensecunden ausgedriickt und die Logarithmen die
briggischen sein, so erleiden die Formeln weiter keine Veriinderung, als dass der
gemeinschaftliche Zahlencoéfficient der Glieder zweiter Ordnung i in 4, und
der gemeinschaftliche Zahlencoéfficient der Glieder vierter Ordnung 5% in v
verwandelt werden muss, wo g, v die Producte der Gréssen ;pp und 4o
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in den Modulus der briggischen Logarithmen bezeichnen, p in der im Axt. 16
angegebenen Bedeutung genommen (und damit auch p). Man hat fiir diese con-
stanten Factoren

logp = 7.9297527989 (— 20)

logv = 4.9206912908 (—30)

Bis zu den Gliedern zweiter Ordnung stimmen diese Resultate mit den im

17. Art. gegebenen tiberein. Der Zweck der vorstehenden weitern Entwicklung
war nur, klar hervortreten zu lassen, dass selbst zur schirfsten. Rechnung die
Glieder zweiter Ordnung vollig zureichen: in der That kommt in dem ganzen Han-
noverschen Dreieckssysteme kein Fall vor, wo die Glieder vierter Ordnung den
Betrag von zwei Einheiten der zehnten Decimale erreichten, und nur ein Paar
Fille, wo sie Eine Einheit der zehnten Decimale iiberschreiten.

20.

Wenn unsere Formeln. welche nicht von der Breite und dem Azimuth an
dem einen Orte, sondern von dem Mittelwerthe dieser Grossen an den beiden
Ortern ausgehen, zur Auflésung der zu Aunfang dieser Abbhandlung anfgefithrten
Aufgabe benutzt werden sollen, so wird diess auf eine indirecte Art, oder richti-
ger durch stufenweise beliebig weit getriebene Anniiherung geschehen miissen.
Der Gang der Arbeit besteht darin, dass man von irgend einem geniiherten Werthe
von T ausgeht (wofiir man in Ermangelung aller anderweitigen Kenntniss oder
Schitzung zuerst das gegebene Azimuth an dem ersten Orte annehmen kann) und
daraus einen viel schiirfern ableitet; mit diesem dann dieselbe Rechnung wieder-
holt, und damit so lange fortfihrt, bis man zu stehenden Resultaten gelangt.
Man hat dabei zu beachten, dass bei den ersten Rechnungen nur 4 oder 5 Zifern
der Logarithmen beriicksichtigt zu werden brauchen, und dabei 6 und t anstatt
der corrigirten b und ¢ angewandt werden diirfen, daher man auch, bei diesen
ersten Rechnungen, sich um A und / noch nicht zu bekiimmern braucht. Die
Formeln sind so, wenn fiir den ersten Ort die Breite mit B° das Azimuth mit
T° bezeichnet wird, der Reihe nach folgende:

6 = rcosT

B = B"—4%6

T = rsin T tang B
T—= T'—1~
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Nachdem man dahin gelangt ist, dass bei dem Gebrauch von fiinfzifrigen Loga-
rithmen der Werth von T sich nicht mehr #ndert, berechnet man A nach der
Formel

A = rsin T'sec B

und fithrt dann eine neue Rechnung mit sieben Decimalen, wobei man die loga-
rithmischen Correctionen vermittelst der Formeln

logh = log 6 4 pAA+Lptt
logt = log T+ prr-4 Lptt

zuzieht und B = B°—4b, T — T°—}¢ setzt. Eine nochmalige Wiederholung
wird in der Regel dieselben, oder kaum merklich getinderte Resultate wiederge-
ben, und dann erst wird auch noch die Berechnung von ! nach der Formel

logl = logh — Lurr—-fpAd

beigefiigt. Um die Schnelligkeit der Anniherung (die hauptsichlich von der Klein-
heit von r abhingt), an einem Beispiele zu zeigen, setze ich die Hauptmomente
der Rechnung fiir den Ubergang von dem Dreieckspunkte Brocken zu dem Punkte
Inselsberg hieher. Es ist diess die grosste Dreiecksseite in dem Hannoverschen
Dreieckssystem, viel grosser, als sonst bei trigonometrischen Operationen vorzu-
kommen pflegen.

Bei der nach den Grundlagen der ersten Abhandlung bearbeiteten conformen
Darstellung auf der Kugelfliche ist die Breite des Brockens B°=51°46"3"6345;
das Azimuth der Seite Brocken-Inselsberg 7 — 5°42'21"7704; der Loga-
rithm dieser Seite in Toisen =— 4,7353929 oder in Theilen des Halbmessers
— 8,22018543, oder in Bogensecunden, wie bei unsern Formeln vorausgesetzt
ist, logr = 3,5346106. Setzt man zuerst T = 5°42’, so wird

6 — 3408"
B = 51°17"40"
T = 424"

und folglich ein genéherterer Werth

T = 5°38' 50"
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Die hiemit wiederholte Rechnung ergibt

6 = 3407" 9
B=151°17"39"7
T == 420" 55

T—=15%3851"5

Mit diesem Werthe von 7' wird nun die schiirfere Rechnung angefangen und da-
bei zugleich die logarithmische Correction mit zugezogen. Es findet sich. in Ein-
heiten der siebenten Decimale,

prr = 99.76
uAh =  2.47
ptt = 1.50
folglich
pAAA- Lt = 43
prr-4iptt = 4101
—fprr4fphh = —49
und

log6 = 3.5324974 .
logh = 3.5324977
b = 340779852
B=51°17"39" 6419
logT = 2.6238492
log? = 2.6238593
t = 420" 5904
T—= 538 51" 4752

ll

Eine nochmalige Wiederholung der Rechnung mit diesem Werthe von T bringt
bei b gar keine Anderung hervor, und ¢ verwandelt sichin 420"5898. Man er-
hilt daher

Breite des Punkts Inselsberg

B°—5 = 50° 49’ 15" 6493

Azimuth der Dreiecksseite Inselsberg-Brocken
T°—<180° == 185° 35’ 21” 1806
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Endlich findet sich

logh = 2.7315487
logl = 2.7315438
! = 538" 9442 — 0° 8’ 58”9442,

Die Bequemlichkeit dieses Verfahrens wird allerdings erst dann in ihrer vol-
len Grosse fihlbar, wenn man sich die Hiilfen des kleinen Mechanismus bei Hand-
habung derartiger Methoden zu eigen gemacht hat, wozu eine Anweisung hier
nicht an ihrem Platze sein wiirde. Ich begniige mich hier nur anzudeuten, dass,
was in obigem Beispiele wie eine viermalige Rechnung erscheint, nicht in der
Form von vier getrennten Rechnungen, sondern wie eine einzige geschrieben wer-
den soll, indem man bei jeder neuen ﬁberarbeitung nur die letzten Zifern er-
génzt oder verbessert. Jedenfalls braucht man immer nur die letzte Rechnung
aufzubewahren, und gerade darin besteht ein grosser Vortheil, zumal bei Mes-
sungen von bedeutendem Umfange, dass man dann den ganzen wesentlichen Kern
der Berechnung fiir alle Dreiecksseiten im méglich kleinsten Raume und in der
tibersichtlichsten zu beliebiger Priifung der Richtigkeit geeignetsten Form besitzt.

21.

Ich gehe jetzt zu der Hauptaufgabe selbst iiber, welche fiir die Ellipsoid-
fiidiche eine &hnliche Methode fordert, wie fiir die Kugelfiiche im Vorhergehenden
gegeben ist. Die Auflosung dieser allerdings etwas verwickelten Aufgabe soll
hier auf zweil ganz von einander verschiedenen Wegen abgeleitet werden. Da die
eine Ableitung, mit welcher der Anfang gemacht werden wird, sich auf diejenige
conforme Ubertragung der Ellipsoidfliiche auf die Kugelflsiche griindet, deren
Theorie in der ersten Abhandlung entwickelt ist, so kann die Auffindung dieser
Auflésung wie die erste mittelbare Benutzung dieser Theorie fiir die Zwecke der
hohern Geodaesie betrachtet werden. (Vergl. Art.11).

Es mogen demnach jetzt durch B--%1b und B—4b die Breiten zweier
Punkte auf der Ellipsoidfiiiche bezeichnet werden ; ihr Lingenunterschied durch /;
das zwischen ihnen enthaltene Stiick einer geodaetischen Linie (und zwar hier
nach beliebiger Einheit gemessen) durch r; die Azimuthe der Linie am ersten
und zweiten Endpunkte durch 7'+ 3¢ und 7T — 42+ 180°% Eshandelt sich also
darum, &,/ und ¢ aus r, Bund T zu finden durch Formeln, welche den oben
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fir die Kugelfliche gegebenen analog sind, und in dieselben tibergehen, wenn
man die Excentricitit = 0, oder die beiden Halbachsen der erzeugenden El-
lipse unter sich gleich und =1 setat. :

Die Breite des der conformen Ubertragung auf die Kugelfliiche zum Grunde
liegenden Normalparallelkreises bezeichne ich (wie oben Art. 3) mit P fiir die El-
lipsoidfiiche, und mit @ fiir die Kugelfiiche; zugleich nehme ich an, dieser Nor-
malparallelkreis sei so gewdhlt, dass Q dem arithmetischen Mittel der Breiten
der beiden betreffenden Punkte auf der Kugelfiiche gleich wird: diese Breiten
selbst selen Q-4¢ und Q—+4g. Ks sollen ferner «, 4, a, ¢, ¢, 6 dieselben
Bedeutungen behalten, wie in der ersten Abhandlung, Art. 2. 3, 4ff.: es bedeu-
ten nemlich

a die halbe grosse Achse des Ellipsoids, oder den Halbmesser des Aquators,

A den Halbmesser der Kugel,

1:a das constante Verhiltniss der Langenunterschiede auf dem Ellipsoid zu
den entsprechenden auf der Kugel,

e = sing die Excentricitit der erzeugenden Ellipse,

sint) = esin P.

Den zwischen den beiden Punkten auf der Kugelfldche enthaltenen Grosste-
kreisbogen bezeichne ich mit s; die Azimuthe dieses Bogens am ersten und zwei-
ten Endpunkte mit U--4% und U—4u—180°. Erwigt man nun noch, dass
der Lingenunterschied zwischen beiden Punkten = al ist, so findet man zu-
nichst die vier strengen Formeln

sinis.cosU = cosjal.singg
sings.sinU =sinjal.cosQ
cosis.costu = costal.cosiq
cos{s.sinfu = sinfal.sin Q

und hieraus die niherungsweise richtigen

g = s.cosU(l+4rqq—ess+aall) . . . . . (Y
al:s.za%(l——ﬁss—{—ﬁ-aall) O )
u = s.sinU.tang Q(1-4psstvYww) . . . . . . (3)

Es ist unnéthig zu erinnern, dass in diesen drei Gleichungen [, ¢, s, » in Thei-
len des Halbmessers ausgedriickt verstanden werden. Man sieht leicht, dass sie
48
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bis auf die fiinfte Ordnung {ausschl.) richtig sind, indem s wie eine Grosse er-
ster Ordnung betrachtet wird, und dass man, ohne den Grad der Schirfe zu ver-
mindern, in den eingeklammerten Gliedern rechter Hand statt ¢, a/ und » auch
s.cosU, s. 2}%, s.sinU.tang Q substituiren darf.

22,

Es miissen nun zuvorderst die Gréossen B, b, T, ¢, r, welche auf der El-
lipsoidfiiche ihre Bedeutung haben, mit ihren Correlaten auf der Kugelfiiche
Q, 9. U, u, As verglichen werden. Alle dafiir hier aufzustellenden Gleichungen
werden bis wenigstens auf die dritte Ordnung (einschl.) genau sein. und, dass
dieser Bedingung geniigt werde, wird sich aus der Entwicklung selbst leicht er-
kennen lassen.

‘Wendet man die im 8. Art. gegebene Reihe auf unsere beiden Punkte an,
so miissen die dort allgemein mit p und ¢ bezeichneten Grossen nach unserer
jetzigen Bezeichnung ausgedriickt werden

fiir den ersten Punkt durch B-}4b—P und ¢
fiir den zweiten Punkt durch B—4b— P und — g

und wir haben demnach die beiden Gleichungen

B44b= P+2°::sgw.g~ 2e¢ .cosP.sinP.gq

8 cos ¢*

ee 2 s P . 2 o P2 o PAY 3
+m(—cosP ~+sin P*}-¢ee(5 cos P*.sin P*—sin PY)) ¢
4} — p__ cosO __ 3ee .
B—ib=2P Toovs Scos@g.cosP.smP.qq

= reory (— c0s P*+sin P*+-ee(5 cos P2 sin P*—sin Pf) ¢°

16 cos ©®

Durch Addition und Subtraction ergibt sich also

B=P— 22 cosP.sinP.qq . . . . . v i (4

8 CcoS ¢

5 2 ) i P2 / 2 P
b= zz:w q—l—%ch;m (— cos P>+ sin P>+ ee(5cos P sin P*—sin P4))¢*  (5)
Man sieht iibrigens leicht, dass die Gleichung (4) um Gréssen vierter, die Glei-
chung (5) hingegen nur um Grossen fiinfter Ordnung ungenau ist.

Um T und ¢ mit U und u zu vergleichen, werden die am Schluss des
15. Art. entwickelten Formeln benutzt werden miissen, denen eine Voraussetzung
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zum Grunde lag, welcher in der gegenwiirtigen Untersuchung geniigt ist. Man
hat dabei nur zu erwiigen, dass die dortigen ¢° und ¢’ nichts anderes sind, als
hier T+Lt— (U4 3u) und T—§t— (U—4u); ferner das dortige 4 dasselbe
was hier s; endlich dass das dortige y von der hier mit U bezeichneten Grdsse
im Allgemeinen nur um eine Grésse zweiter Ordnung verschieden sein kann, je-
denfalls aber der Unterschied wenigstens von der ersten Ordnung ist. Es ergibt
sich so, auf die dritte Ordnung einschl. genau

eecos P.sinP.sinU.cosU?> 3

1f — 1
T+§t”" U+“Zu 12 cos o cos b

ot TT— 1 eecos P.sin P,sinU.cosU* 3
T—3t=U—3u+ 12cos cosf -$

und folglich, eben so genau,

T=T . v i i
_eecosP.sinP.sinU.cosU’.ss. L (7)

t=u 6cos ¢ cosf

Die Vergleichung der Linge der geodaetischen Linie auf dem Ellipsoid mit
dem Grosstekreisbogen auf der Kugel ist zwar in Art. 15 fiir den in Rede stehen-
den Fall nicht besonders entwickelt: es ist jedoch sehr leicht, diess zu erginzen.
Es ist nemlich in den dortigen Bezeichnungen die Linge des geodaetischen Bogens

- cos y
- Af meosd de

welche Integration von # = —4(k—3) bis # = -+ 4(k+0) auszudehnen ist.

Da y und ¢ nur Gréssen ven der dritten Ordnung sind, so sieht man leicht, dass

die Weglassung des Factors % in dem Werthe des Integrals nur einen Fehler

der siebenten Ordnung hervorbringen kann. Jene Lénge ist also, bis auf die
fiinfte Ordnung einschl. genau,

= Af% = Afda(1—ps®—pa*)
= A(x—}pa2* —Ltpa®)+ Const.
= Alh— 4 (B84 h ) p— g5 (P4 10A°38 526" ) ' |

Die Coéfficienten g, ¢’ lassen sich angeben, wenn man in der Reihe

2¢ecos P.simP 3 eecos P*

—_—_—— e [ | — 3 2\ 4
m = §—282%8 - AL in ’
i 3cos o cosh GCOS(‘DScosgz(l 7eesin P*)q

(welche von selbst aus der Art 9 gegebenen folgt) fiir ¢ die Substitution macht
48 %
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g = —cosy.z—4tang Q.siny’z2 . . .

(de‘ren leichte Ableitung hier weggelassen werden kann), und das Resultat mit
der Reihe

m = 14-pa®-pa’ .

zusammenhilt. Fiir unsern gegenwirtigen Zweck ist jedoch mehr nicht nsthig,
als nachzuweisen, dass die gesuchte Linge des geodaetischen Bogens von A#k
nicht mehr als um eine Grosse fiinfter Ordnung abweicht. Da nun ersichtlich
FP-4-104°8045h8* eine solche Grosse ist, so braucht der entwickelte Werth
von g nicht hiehergesetzt zu werden. Flr p aber ergibt sich der Werth

2eecos P.sin P

3
= 3cosp cosh ° cosy

und da dcosy nach Art.15 eine Grosse zweiter Ordnung ist, so wird offenbar
auch (48448 eine Grosse finfter Ordnung.

Wir haben demnach, da % dasselbe bedeutet, was jetzt mit s bezeichnet
ist, bis auf die fiinfte Ordnung ausschliesslich genau

7
S:—z............-..(S)

Endlich, damit alles fiir die weitere Entwicklung erforderliche hier beisam-
men sei, setze ich noch folgende schon in der ersten Abhandlung (Art. 4, 6 und 3)
gebrauchte strenge richtige Gleichungen hieher:

A= %Z—f e e e e e e e e e (9)
cosQ::cozi::;P. R ¢ 1))
sin @ = 2
und die aus der Verbindung dieser beiden hervorgehende
’camgQ:::f‘—’$—°‘§(—f—s%m—g—gJ ..... N ¢ £ )
23.

Zur Erreichung unsers Zwecks brauchen nun bloss diese Gleichungen ge-
horig combinirt zu werden.
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Zuvorderst ergibt sich aus der Verbindung der Gleichungen (1), (2), (3),
dass gg4aall—uu—ss eine Grosse vierter Ordnung ist, daher man anstatt
(2) auch schreiben kann

.sin U
| = Fap(l—ve g g+ +uw)

oder wenn man nach (8), (9) und (10)

___ rcosf? <y _ cosfcosP
T acosg ’ acos @ = coso
schreibt,
reoslsinlU
l = —p (1 —2r q¢-+ruy)

. cosh  ((1—eesin P?)
Es wird ferner fove P

leichte Rechnung entwickelt in

vermittelst der Gleichung (4) und durch eine

cosd _ y/(1—eesin B?) 3 eesin P*
cosP cos B (1+ 8(1—-eesin1’”)‘qq>

was bis auf die vierte Ordnung ausschl. genau ist. 'Wir haben daher, wenn zu-
gleich T fiir U geschrieben wird, gemiss der Gleichung (6),

___ ry/(t—eesin B*).sin7 1—10 eesin P?
L= acos B (1——24(1——eesin.Pz)'qq+'21Tuu)
Nachdem in dem eingeklammerten Theile noch substituirt ist V{T:c';:’;n—*?ﬁ b fir ¢,

sodann ¢ fiir » und endlich B fiir P, was alles, nach Gleichung (5), (7), (4),
wie man leicht sieht, geschehen kann, ohne den Grad der Genauigkeit zn vermin-
dern, und wenn wir ausserdem, zur Abkiirzung,

V(1—eesinB?) =k

schreiben, so erhalten wir (I)

__krsinT (1—10 eesin B*) cosg®
l= acos B (1“ 24%* 'bb_i.ﬁtt)
24.

Auf ghnliche Weise verwandelt sich Gleichung (1) in

g = scosU(1— s qq+ 5 8S+-Ltuw
und daher Gleichung (5) in
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b= reos 63 (:05;?751
acos@f

[+ -—-—-——S oo oonl (cosP*—sin P>—ee (5 cos P?sin P*—sin P “Nag
+rss+tuunl

Fir cost® = (1—eesin P*)? findet man leicht die vermittelst (4) so weit, wie
hier nothig ist, gefithrte Entwickelung

9 e* cos P?sin P?

3 — (1 ——posin B2\F(1
cosb® = (1—eesin B*)* (1 Seong (1—eeen 7y 49

wodurch die vorhergehende Gleichung sich verwandelt in

. r(l——eesinB’)%coSU
b= acos o® {1 {"%"FSCOS? (1__%81“1)2 (cos P>—gin P*
—~+ee(4 cos P? 31nP2+smP“ N]qq -+ ss--fuul

oder in einer etwas verinderten Form

___rkfcosU 1 . 2 .
b= 2050 f1— e (e s ) (2-+ee—(8ee—14¢*) sin P*— 9 ¢*sin Pi)qq
Ay ss—+uu}

Schreibt man nun noch hierin

cosp.b
v (1—ee sin P?)
rr{1i—eesin P*)*
@ acos ¢*

T und ¢ anstatt U und », wegen (6) und (7)

anstatt ¢, wegen (5)

anstatt ss, wegen (8} und (9)

und zuletzt
B fir P wegen (4),

was alles, ohne Nachtheil fiir die Genauigkeit geschehen kann, so erhilt man (II)
b= cos T{1— jln(2-hee—(See—14¢")sinB*— 9 e sin BY) b
kl
+ 12aacos_cf'rr+%”}

-~

25.
Aus den Glelchungen (I)Uund (3) erhellet, dass ggu von s’cosU*sinUtangQ,
oder nach (11), von “eot¢cosUisinl.tang? v iy eine Grosse fiinfter Orduung

cos§
verschieden ist: es ist daher verstattet, die Gleichung (7) auch so zu schreiben

eecos P?

t=u{l— g 19
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oder wenn man fiir » den Werth aus (3) substituirt, und nach (8), (9), (11),

__rcos®® _ rcoshtang P
T acose agtang @
setzt
rcosftang P.sinU eecos P?
t= "R | twut s — T2 gg)

Fiir cosf.tang P = \/(1—e¢esin P*).tang P findet man nach (4) den so weit wie
hier nothig ist entwickelten Werth

V(1—eesin B?). tang B(1+4 22— 6e‘s{"Pg+.3e‘SinP‘.gq)

8cos ©®(1— e esin P?)

und folglich

rktanngmU 5ee--(4ee—14e*)sin F* 4 5¢* sin P*

t= (1+ 24 cos©* (1 — eesin P?) qq+ -;-SS—-[——.,—;-uu)

Macht man nun noch hierin dieselben Substitutionen, wie im vorhergehenden
Art., so erhilt man als Endresultat (III)

___ rktang B.sinT 5ee+(1ee—14e*)sin B? 4 5¢*sin B* k* \
t= a (1+ 24 %* .bb—{—naacowz.rr—{—ﬁ-tt)

Die drei Formeln I, II, III enthalten im Wesentlichen die Aufisung unsrer
Aufgabe. Dass sie bis zur dritten Ordnung einschliesslich genau sind. steht
durch ihre Ableitung unmittelbar fest. Dass aber in der Wirklichkeit ihre Ge-
nauigkeit noch eine Ordnung weiter reicht, oder dass der Fehler jeder der For-
meln von der fiinften Ordnung ist, wiirde sich leicht durch einige erginzende
Zwischenentwicklungen, oder auch dadurch darthun lassen, dass in den Aus-
driicken ihrer Natur nach keine Grossen gerader Ordnung Statt finden konnen:
ich halte mich jedoch dabei nicht auf, da die zweite in den folgenden Artikeln
(26 — 32) auszufithrende Ableitung der Formeln dasselbe Resultat von selbst in
sich begreift.

26.

Diese Untersuchung ist wie eine selbststindige von allem vorhergehenden
unabhingige zu betrachten, und es sollen daher zur Bequemlichkeit und zur Ver-
hiitung von Ungewissheiten alle dabei zu verwendenden Bezeichnungen so wie sie
auftreten erst erklirt werden. Meistens werden diejenigen Buchstaben, welche
schon in der ersten Ableitung gebraucht sind, ihre dortige Bedeutung behalten,
doch werden ein Paar derselben (« und s), da sie dort bloss Hiilfsgrossen vorstel-
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len, die in deh Resultaten nicht mehr erscheinen, hier ohne Ubelstand zu an-
derm Zweck benutzt - werden diirfen.

Durch die zwei Punkte der Ellipsoidfiiche, auf welche die Aufgabe sich
bezieht, werde eine geodaetische Linie, zunidchst von unbestimmter Ausdehnung,
gefiihrt, und auf derselben ein beliebiger Anfangspunkt gewihlt. Das Stiick je-
ner Linie von dem Anfangspunkte bis zu einem unbestimmten Punkte werde durch
u bezeichnet; der Winkel, welchen, an letzterm Punkte, die geodaetische Linie
mit dem Meridian macht, jene in dem Sinne wachsender u, diesen von Norden
nach Stiden genommen, durch X; Breite und Liénge des unbestimmten Punk-
tes durch Y und Z. Ich nehme an, dass die Lingen von Westen nach Osten,
die Azimuthe X in dem Sinn von Siiden nach Westen zu wachsen. Werden
nun noch, wie immer bisher, halbe grosse Achse und Excentricitit der erzeu-
genden Ellipse durch a und ¢ bezeichnet, so hat man, aus bekannten Griinden

av cosX(l——eesinY‘)% 4

= (et )
. — . %

& _snXl—eesh ¥R ()

du acos Y

Es ist ferner, nach einem bekannten Lehrsatze die Grosse

sinXcos Y
V(t—eesin Y'?)

fiir alle Punkte derselben geodaetischen Linie constant, und hieraus, wenn man
logarithmisch differentiirt

cotangX d X = (tang Y— 2o sinty gy (1—eqiamg¥ 4y

1—eesin¥? 1—eesin ¥?

folglich, aus der Verbindung mit (1),

dX __ _ sinXtang¥(1—eesin¥?)} (3)

du a

Wir wollen jedoch unsere Aufgabe allgemeiner fassen, und
ax __ p ¥ _ iz
du ’ iu =4 du — %
setzen, indem wir zundchst nur voraussetzen, dass #,y,z irgendwelche gegebene
Functionen der beiden Verinderlichen X und ¥ sind. Es entstehe ferner durch
neue Differentiation
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do = #d X4 z'dY
dy =ydX+4ydY
dz = 2dX 4-2"dY

und dann durch nochmalige Differentiation

de = 2"d X+2"dY,
dy, — ym d X -{_ymr d Y,
dZ =2"d X +2"dY,

dw” — w""dX"}“wde
dy’ = y"dX+y'dyY
dz’ =2"dX4-2'dY

Es wird demnach, insofern Z, implicite, nur eine Function von » ist,

iz __

du — %

ddZz

T = ¥4 +y7
&z ,

d—zﬁ = “’«Z’Z'-{-wy'z"—-]-— «Z”iyz,"{"?/y"zﬂ”*_ xmzr,:+2myzmr+yyzv

Die successiven Differentialquotienten von X und Y lassen sich auf die-
selbe Art entwickeln, oder unmittelbar aus denen von Z ableiten, wenn man
nur darin fiir 2 ohne und mit Accenten beziehungsweise # und y ebenso accen-
tuirt substituirt.

27.
Es seien nun die bestimmten Werthe, welche die vier Grossen u, X, Y, Z
in den beiden Punkten annehmen, auf welche unsre Aufgabe sich bezieht, der
Reihe nach,

fir den ersten Punkt R—4r, T-4¢, B-+4b, L4341
fir den zweiten Punkt R-++4r, T—4¢, B—4b, L—3}!

und eben so, fir denjenigen Punkt der geodaetischen Linie, welcher zwischen
jenen in der Mitte liegt, beziehungsweise R, T, B, L, wo demnach die Cursiv-
typen T, B, L von den Antiqua T. B, L. wohl unterschieden werden miissen.

Es moégen ferner die in der Gestalt von Functionen von X und Y erschei-
nenden achtzehn unbestimmten Grossen

‘z” ‘z’l, wll’ ‘z‘”” z"”Il, ‘z,v
’ 7 e 1 v
Y. Y%.¥%¥.Y .Y
7 r” 177 1" v
z, 2, 2", 2", 2 2

? *

49
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durch die Substitution X = T, Y == B die bestimmten Werthe
f, f’ s fll , fﬂl , f’l” s fv

n L

9.-9. 9.9, 9" 9
k, kl, k"’ bm’ h”", hv

annehmen; hingegen durch die Substitution X =T, ¥ = B folgende
f’ f” f”, flll’ f””, fv

g

g. g.¢.¢.¢". g
h’ hl’ h}l, htll’ h"ll, hv

Durch den Tavrorschen Lehrsatz wird der Werth von Z fiir ¥ = R—4r in
die Reihe
dZ ddZ ez
L—gr.g,+4rr.gm—&r .50+ wsw
entwickelt, und der fir 4 —= R—-4r in
dz ddz ez
L-4r. o +4rr. gr+a&7° 3+ wsow
wo tiir die Differentialquotienten digjenigen bestimmten Werthe gesetzt werden
miissen, welche dem Werthe # — R entsprechen, also

iz

&w —h
ddazZ ’ ”
d*z

m — fflhl+ fg’hl'+fllgh’+gg"h”+ ffhll!+ ngh””—-‘—gghv

Da nun jene beiden Werthe von Z beziehungsweise = L4417 und L—4I
sind, so erhilt man

L =LA4-$f0+ghrr . . . . 0L O
! = —hr— 4 (ffh'4fgh’" f"gh'4gg'h"ffh"+ 2fgh™+ggh")r*. . (5)

wo die erstere Gleichung bis auf Grossen der vierten, die andere bis auf Gréossen
der fiinften Ordnung ausschl. genau ist*).

*) Die Bemessung der Ordnungen geschieht so, dass % wie eine Grésse erster Ordnung betrachtet
wird, Man erkennt leicht, dass die Coéfficienten von #, rr, #* u.s.w. die Divisoren @, ac, @® u.s. W

impliciren.
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Wenn man erwigt, dass in der obigen Entwicklung in Beziehung auf Z
nichts weiter vorausgesetzt ist, als dass es eine von « abhiingige verdnderliche
Grosse ist, deren Differentialquotient g—f = 2 durch irgend eine Function von
X und Y ausgedriickt werde, so kann man die gefundenen Resultate auch un-
mittelbar auf jede andere in gleichem Falle sich befindende verdnderliche Grosse,
namentlich auf X oder Y selbst, iibertragen, wenn man nur anstatt L, L, [,
und der verschieden accentuirten h beziehungsweise T, T, ¢ und die verschie-
denen f, oder B, B, b, und die verschiedenen g einschiebt. Zunichst gibt uns
demnach die Gleichung (4), von welcher hier sonst kein directer Gebrauch ge-
macht wird, folgende beiden, gleichfalls bis zur vierten Ordnung ausschl. genauen:

T —= T4 (' +£7g)rr
B = B4-}(fg+gg')rr

Man schliesst hieraus zuvorderst, dass 2 und h, als die Werthe von z, je nach-
dem man T und B, oder T und B fiir X und Y substituirt, von einander um
eine Grosse zweiter Ordnung verschieden sind, und zwar wird dieser Unterschied,
bis auf die vierte Ordnung ausschl. genau, bestimmt durch die Formel

k= h-3 (4 £g)rr. (32) 4 (Fg+gg" ) rr(s)

wo fiir die partiellen Differentialquotienten (dd—;) und (g—;;), oder 2, 2" ihre be-
stimmten Werthe bei X =T, ¥ = B anzunehmen sind, nemlich h’ und h".

Es ist also, bis auf die vierte Ordnung genau,
h — }l-——%(ff’h’-—!—-fg’h"—l—f"gh’—{-gg"h”)?’r

und vermdoge der Substitution dieses Werths in der Gleichung (5) wird bis auf
die fiinfte Ordnung ausschl. genau

| = —hr g (2ff W4 2fg'h'-2f'g W'+ 2gg"h'—ffh” — 2 fgh”—gg h")s*

Aus gleichen Griinden wie h von %, werden auch f,f’,f"u.s.w. g,g,g"u.s.w.
W, h"u.s.w. von f, f, f'usw. g,4.9"u.s.w. ¥, F'u.s. w. beziehungsweise
um Grossen zweiter Ordnung verschieden sein, und man kann daher in dem eben
gegebenen Ausdruck fiir / anstatt jener Grossen die letztern ohne Verminderung
des Grades der Genaunigkeit substituiren. Es ist also gleichfalls bis auf die fiinfte
Ordnung ausschl. genau
49 %
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l= —hr+c (2ffR+-2f g+ 2fg K 4299 K —ffR"—2fg k" —ggh®)r®..(6)

Der obigen Bemerkung zufolge darf man nun auch in dieser Gleichung ! mit ¢
oder mit b vertauschen. wenn man nur

anstatt A, &', A", K", K", K¥

im erstern Falle f’ f’, f”, f”,, f””, fv
und im andern ¢, ¢, 9", 9", 9", ¢°

setzt, so dass man hat

t = —fr4-22ff f+2f 9+ 2/ 9421 99— fff"—2ff"9—f 99)r*..(7)
b= —gr+Qff9+2f 99+ 2992999 —ff9"—2f99"— 999" )r"..(8)

28.

Die drei Formeln (6), (7), (8) enthalten bereits das Wesentliche zur Auf-
16sung unsrer Aufgabe, so dass zu ihrer Vervollstindigung nur noch eine mecha-
nische Rechnung, nemlich die Entwicklung der Werthe der verschiedenen Diffe-
rentialquotienten und deren Substitution tibrig bleibt. Jene Entwicklung gibt,
indem wir sofort anstatt der unbestimmten Werthe #, ' u.s.w. y u.s. w. die zu
X = T, Y = B gehorigen bestimmten f, f u.s.w., g u.s.w. schreiben, und
zur Abkiirzung noch setzen

cosB = ¢
sinB =
V(1—eesinB%) = k

folgende achtzehn Werthe:

ksin?
f=——
. kcosT
— 7 ac¢ °
f'= ~—-:1,:3;(1—- 2¢ess--ces?)
n___ ksinT
=4 —— .S
= _%.(1—2“83—{—%8‘}

f= _:i/;z,“«?_:*“)s“"ee-{— 2¢')s® —(2¢ee+ €' )4 €'s7)
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k® cosT'
9 = T ali=eo
9 = _}_ak:lﬂji)
1
9=+ ak(: cjsef)
o skeesinT
g = a(1—ee)
g = _]_:(‘ie °‘:i)1; (1—(2+2ee)ss-}3ees’)
¥ __kcao:T
k= ——:i:f;.(l——-ee)s
B — i
S —Z‘;ﬁ. (1—eé)s
Ao _(1:‘;?;“1', (14-ss—2eest)
29.

325

Wir wollen nun die drei Gleichungen (7), (8), (6) in folgende Form setzen
t = — fr(14+Frr)

b = —gr(14+Grr)
! = — hr(1+Hrr)

wo

ksinT.tang B
——f"‘ _ ksinT.tang B

[

_ K*cosT r
—gr= a(1—ee)"’
__ ksinT
—hr T acos B’

beziehungsweise die gensherten und bis auf die dritte Ordnung ausschl. genauen
Werthe von ¢, b, sind, die zur Abkiirzung mit t, 6, A bezeichnet werden

sollen.
nemlich

Jede der Grossen

F, G, H ist das Aggregat von sieben Theilen,
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= —veff— L — Sy — T8 e ff g+ 5
G=— ’%%' — 5 f'9— f;";"’g — 199+ fffg + 2 9"+ 599"

. /ff’ hl fl’g hl _ fg'hll ggllhfl ffhl” fg hll'l yyhv
H=— 12k 12h 124 124 + 245 + 124 24%

30.
Die Werthe der sieben Bestandtheile von F ergeben sich der Reihe nach

kkcosT?

1) " 12aace *

2) “m%ﬂ—:p?-(l—2eess+ees")

) +%-(1——2eess+ees")

4) +::f(kicose1;)z (1 28888—{—333“)

5) —ikanl®

6) +E§¢%§%&-(l—?eess+ees‘)

7) +m]f%z—w.(2——3ee+(ee+234)33_(2ee+e4)84)

Hier destruiren die Bestandtheile 2 und 6 einander; 1, 4 und 7 vereinigen sich zu
k% cosT*

+m.(2+3ee+(2 ee—12¢")ss5ets*)

die Bestandtheile 3 und 5 hingegen zu

kEksinT?
+ st mee - (2 — (14 3eg)ss | 2ees)

oder, da 2—(1-}+3¢e)ss—+2¢es* identisch ist mit 2cchkhk-+(1—ee)ss, zu
EtsinT* kksinT?

l 12aa(1—ee)+24aacc hd
FsinT? .
Indem man nun noch —~22% 4y
12aa(1—ee)
k* ktsinT?

12aa(1—ee)  12aa(i—ee)

verwandelt, und alles vereinigt, erhilt man

F— k* kksinT’tangB’+ kkcosT*

4 4 4
= Gaa(i—es) T 21aa 24aa(i_.ee),.(i’aec:'—}-—(‘tee—— 1464)s5456st)
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und hieraus, in Gemissheit von ¢ = t(14 Frr),

t_T{H—m%—— rrb Tt s (Seet-(tee— 146)ss4-5¢45')68}. . (9)

31.
Fiir die sieben Bestandtheile von G ergeben sich folgende Werthe:
ELsinT?
1) +5oa0sSS
kL sinT? .
2) +m-(l——2eess+ees )
) eekksinT?
T taa(i—ee)”
4) 3 REoosT® L cs
) 404(1-—&3)"6 S
kL sinT?
5) " 24agece’

eekksinT?
+ 4aa(1—ee) .88

)
7) cokheosT? (1 (2-42ee)ss-+3ees’)

Saa(i—ee)‘

(=]

Hier destruiren die Theile 8 und 6 einander; die tbrigen vereinigen sich, in-
dem man einerseits 1, 2 und 5, andererseits 4 und 7 zusammenfasst, in
EEsinT?
-+ Tiea(i—edes" (24 (1—b5ee)ss+2ees?)
cekkeosT’ (1—(2—4e€)ss— 3eest)

T Saa(i—ee)”

Das erste Glied verwandelt sich, da 2 -~ (1 —5ee)ss -+ 2ees* mit 2 cckk—+ 3(1— ee)ss
identisch ist, in

k*sin7T? _‘_Ialc sml”2
12aa(1—eé) saace ’

Ls ir hier k*sinT* in E* ___KkkcosT? (1
GSen. wir 12aa(1—ee) 12aa(1—ee) 12aa(1—ee)’

die Vereinigung aller Theile

- k* kksin T'® tang B® kkcosT? . — 4 —q i d
G = 12aa(1-—-—ee)+ Saa — 24aa(1—ee)"(2+ee (8ee—14e )88 9e's )

—eess) auf, so gibt

und hieraus, in Gemissheit von b = (1 Grr),
b =6 1+1—27£};—8~e).w+—§~'&r——5—fk—‘.(2+ee-——(8ee-—-14e )ss—9¢'s*)88).. (10)
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32,
Endlich ergeben sich die Werthe der sieben Bestandtheile von H folgen-
dermaassen :

D e

2) "';;g(f%;c.(l-——%ess—}-ees‘)
3 i s

4) +%§%§_‘%.ss

5) —%%—nf:.ss

kkcosT?®

6) +12aacc'ss
7) 4o REesTl L ss—2eesY)

24aa(1—ee)ce

Die Glieder 1 und 6 destruiren einander; die iibrigen ergeben durch ihre Ver-

einigung
kEsinT? kkcosT*
H= 24aacc 8*24aa(1——ee)'

woraus, in Gemissheit von ! = A(1- Hgr) hervorgeht

=145 ti— 2. (1—10eess)88) . . . . . . (11)

Die Formeln 9, 10, 11, welche die Auflssung unsrer Aufgabe in sich fas-
sen, unterscheiden sich von den Formeln IIT, IL I, (Artt. 25, 24, 23) bloss darin,
dass jene innerhalb der Parenthesen da © und & haben, wo in diesen ¢ und b
steht, was, wie man leicht sieht, in den Endresultaten nur Unterschiede fiinfter
Ordnung hervorbringt: da nun jene, wie aus ihrer Ableitung erhellet, bis zur
fiinften Ordnung ausschl. genau sind, so ist bewiesen, dass auch die nach der
ersten Methode gefundenen Formeln I, IT, IIT (Art. 23 — 25) dieselbe Genauig-
keit besitzen.

(1—10eess)

33.

Zur numerischen Berechnung wird man die Formeln 9, 10, 11 lieber in fol-
gende logarithmische Form bringen, bei welcher offenbar der Grad der Genauig-
keit unverindert bleibt; M bezeichnet darin den Modulus des gewihlten Loga-
rithmensystems:
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logt = log~ +;§;ai{;’°im.rr+ﬁ Tt 24”,c‘(See«fﬂAee-—-»l4(3‘“).5'4:4— 5¢'s')66
logh = Iogﬁ-—f—W rr+4+ 4 Mz ~24~Z;(2—}—ee-—-(8ee-——14e ss—9¢'s*)66
logl = logh—}-,4 M1z I Gt L L 1

s (1—10ees5)66

Da, wie man leicht sieht, in allen bisher entwickelten Formeln die Grossen
t, 7, b, 8, 1, & als in Theilen des Halbmessers ausgedriickt angenommen sind, so
wird man, wenn jene in Secunden ausgedriickt und dieselben Bezeichnungen fiir
sie beibehalten werden sollen, den Formeln fiir <, 6, A (Art. 29) noch den Factor
2 beifiigen miissen; in den Gleichungen 9, 10, 11 hingegen, so wie in den dar-
aus abgeleiteten logarithmischen, muss den Gliedern, die tt oder 66 enthalten,
noch der Factor pp zugesetzt werden, wo p (eben so wie oben Art. 16 und 19)
die Grosse des Bogens von einer Secunde in Theilen des Halbmessers bedeutet.
Behélt man nun auch noch g in der oben gebrauchten Bedeutung bei, nemlich

= vz Mpp
und schreibt zur Abkiirzung
k
)=z )
k3
(2) = a{1—ee)p
Mk
(3) = 12 a{1—ee)
(4) = 5 (5eet(tee—14¢')ss+5e's’)
(5) = ;L (2+ee—(8ee—14¢')ss —9e's’)
(6) = (";;?i‘(i-——-weess)
(7) = tp
so ist unsre Aufissung in folgenden sechs Formeln enthalten:
T = (1)rsin T tang B
6 = (2)rcosT

A = (1)rsinTsecB
logt = logt - (3)rr 4 (4)86+4(7)tt
logh = logG - (3)rr — (5)86+3(7)1%
logl = logh — (6) 66+ (7)77

l

50
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34. , i
" Von den sieben Coéfficienten (1), (2) u.s.w. ist der letzte constant, nemlich

log (7) = 7,6287228032(— 20)
und log 3 (7) = 8,1058440580 (— 20)

die iibrigen werden, sobald bestimmte Werthe fiir die Dimensionen des Ellipsoids
gewihlt sind, Functionen der Breite B, und lassen sich also in eine Tafel brin-
gen, deren Argument B ist. Steht eine solche Tafel zu Gebote, so ist die Rech-
nung nach dieser Methode fiir das Ellipsoid eben so bequem, wie die Rechnung
fiir die Kugel.

Ich fiige am Schlusse dieser Abhandlung eine solche Tafel fiir die Zone von
51° bis 54° bei, in welcher die Werthe von B von Minute zu Minute fortschrei-
ten, und bemerke dazu folgendes.

Von den Ellipsoidelementen ist die Tafel nur in so fern abhiingig, als darin
eine bestimmte Abplattung oder ein bestimmter Werth von e zum Grunde gelegt
ist, derjenige nemlich, welchen die letzte von Besser ausgefiihrte Rechnung erge-
ben hat, und der auch der der ersten Abhandlung beigefiigten Tafel zam Grunde
liegt (s. Art.5). Damit der Zahlenwerth von @ bloss von der Abplattung abhin-
gig werde, ist als Einheit nicht die Toise oder ein sonstiges willkiirliches Maass
angenommen, sondern der zehnmillionste Theil des Erdmeridians, wonach also
a unmittelbar durch e vermittelst der Gleichung

1 1.3 4 1.3.15 g  1.3.15.35 g  1.3.15.35.63 1o
ma(l—gee— R — e 163,61 T Tae.seieiged T RSW)
= 20000000

deren Gesetz offenbar ist, gefunden werden kann, oder vermittelst der ihr gleich-
geltenden

20000000 15 79 . 1515 19
a= (1+ ee+ +256 6+1:3S4 8+ 655 36 + u.s. W}

Man findet so, mit jenem Werthe von e,

a=— 6376851,447
loga = 6,8046062999

Es versteht sich, dass bei Anwendung unsrer Tafel auch r erst in derselben Ein-
heit ausgedriickt sein muss; um dies zu erreichen, wird man (gemiss dem von
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Bessew in Toisen angegebenen Werthe von a, Art.5), wenn » urspriinglich in
Toisen ausgedriickt war. zu dem Logarithmen hinzuzusetzen haben

0,2897827662

oder, wenn 7 urspriinglich in franzosischen gesetzlichen Metern gegeben war,
wird von dem Logarithmen subtrahirt werden miissen

0,0000371638

Die Glieder, welche die Factoren (3), (4) u.s.w. enthalten, konnen als
Correctionen betrachtet werden, durch welche die gendherten Logarithmen
logz, log®, logh in die berichtigten log?, logd, log! verwandelt werden. Diese
Correctionen sind in allen Fillen, fiir welche unsere Methode angewandt werden
soll, nur sehr kleine Decimalbriiche, und da jene Logarithmen in der Regel sie-
benzifrig gerechnet werden, so ist es bequem, auch jene Correctionen sofort in
Einheiten der siebenten Decimale ausgedriickt zu erhalten. Dies geschieht, in-
dem man den Coéfficienten (3). (4)u.s.w. anstatt der im vorhergehenden Art. an-
gegebenen Werthe zehnmillionenmal gréssere beilegt, oder ihre Logarithmen um
sieben Einheiten vergrossert. Auf diese Weise sind sie in unserer Tafel ange-

-

setzt, und so wird denn auch

log (7) = 4,62872 (—10)
log3(7) = 5,10584 (—10)

gesetzt werden. Ubrigens sind auch so noch (3), (4), (5). (6), eben so wie (1)
und (2) dchte Briiche, oder ihre Logarithmen an sich negativ: in der Tafel ste-
hen sie aber nach tiblicher Art, indem simmtlichen Logarithmen 10 Einheiten
geborgt sind.

35.

Von der Benutzung unsrer Formeln zur Auflésung der zu Anfang dieser Ab-
handlung aufgestellten Aufgabe gilt nun alles, was oben (Art.20) in Beziehung
auf dieselbe Aufgabe fiir die Kugelfliche gesagt ist, fast unverdndert und unter
geringen Modificationen. Bezeichnet man die wirklich gegebenen Grossen, nem-
lich die Breite und das Azimuth an dem ersten Orte mit B® und 7 so wird
man zuerst, von einem genidherten Werthe von 7' ausgehend (wofiir man in Er-

50 *
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mangelung aller andern Kenntniss 7' annehmen mag), die vier Formeln berechnen

6 = (2)rcosT
T = (1)rsinTtang B
T=T'"—41

und zwar wird man den Werth von (2), der aus der Tafel mit dem Argument B
entnommen werden sollte, das erstemal mit dem Argument B’ entnehmen kon-
nen, wenn man nicht durch Schitzung einen schon mehr geniherten Werth von
B anticipiren zu konnen glaubt; den Werth von (1) nimmt man aus der Tafel
mit dem eben gefundenen Werthe von B. :

Dieselbe Rechnung wiederholt man mit dem durch die vierte Gleichung ge-
fundenen Werthe von 7', indem man (1) und (2) mit dem schon verbesserten B
aus der Tafel entlehnt; und so macht man néthigenfalls eine abermalige Wieder-
holung, bis das Resultat zum Stehen kommt, d. i. bis man durch die vierte For-
mel denselben Werth von 7' wiedererhilt, von dem man zuletzt ausgegangen war.
Zu allen diesen Rechnungen wird man nur fiinfzifrige Logarithmen verwenden.

Bei den weitern Wiederholungen wird man die Rechnung mit siebenzifri-
gen Logarithmen fiithren, die logarithmischen Correctionen von logt und log®
mit zuziehen, und B == B’ — b, T = T°—4¢t setzen. Erst wenn auch diese
Rechnung stehende Resultate gegeben hat, wird man auch A und / nach den am
Schluss des 33. Art. gegebenen Formeln berechnen. Zur Erliduterung dieser Vor-
schriften mégen hier die Hauptmomente eines Beispiels stehen, welches eben so
wie oben Art.20 bei der sphiirischen Rechnung von der Dreiecksseite Brocken-
Inselsberg hergenommen ist.

Bei der ellipsoidischen Rechnung ist die Breite des Brockens

= 51" 48’ 1”7 9294 = B°
das Azimuth der Seite Brocken - Inselsberg
= 5% 42 21" 7699 = T°

Der Logarithm der Dreiecksseite in Toisen ist bis auf die siebente Decimale der-
selbe wie in der conformen Darstellung auf der Kugelfliche, nemlich =—4,7353929,
folglich in der unsrer Hiilfstafel zum Grunde liegenden Einheit logr = 5,0251757.
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Wenn man, Behuf der ersten Anniherung, T == 5° 42" 22", und aus der
Tafel mit Argument 51° 48’ den Logarithmen von (2) == 8,51004 setzt, so findet
sich §=3412", B=51°19"36"; und, wenn man hiemit log(1) = 8,50893 setat.
7 == 425 und T =5° 38’ 49". Eine neue Rechnung mit diesem Werthe, wobei
-man (mit dem vorher gefundenen Werthe von B) log(2) = 8,51007 setzt, ergibt

6 = 3413", B=151° 19’ 35", t=420" 5, T =5° 38 51" 5
-Mit dem gefundenen Werthe von B entlehnt man aus der Tafel

log(1) = 8,5089337
log(2) = 8,5100716
log(3) == 1,94876
log(4) = 3,32553
log{5) = 4,92770
log(6) = 4,61132

Mit T = 5° 38 51" 5 findet sich zuvirderst log® = 3,5331341, oder
6 = 3412" 983, und indem man hier noch einmal B anstatt 5 anwendet,
B = 51" 19" 35" 4379. Hiemit ferner logt = 2,6238475. Hiernichst findet
man, in Einheiten der siebenten Decimale

(3)rr = 99,80
(4)60 = 2,46
(5)66-98 62
(6)68 — 47,60
3(7)1t = 2,26
(T)z7t = 0,75

und hiemit die logarithmischen Correctionen

von log6 . . ... 4 3
logz . .. .. 4103
logh . . . . . — 47

Man hitte diese Rechnung auch schon mit den frithern Werthen von log® und logrt
machen konnen, ohne ein anderes Resultat zu erhalten; es wiirde dann sogleich mit
logh = 3,5331344 der Werth von b == 3412" 985, und B = 51° 19’ 35" 4369



334 UNTERSUCHUNGEN URER GEGENSTANDE DER HOHERN GEODAESIE.

sich ergeben haben. Auf logt hat dies keinen #ndernden Einfluss; wir haben
mithin log? = 2,6238578, t = 420" 5889, T = 5°38'51"4755. Wollte man
mit diesem Werthe von 7 die Rechnung noch einmal durchgehen, so wiirde
B keine Anderung erleiden; fiir logt wiirde man finden 2,6238470, also
log# = 2,6288573, ¢ = 420" 5884, mithin T = 5°38' 51" 4757. Eine noch-
malige Rechnung mit diesem Werthe wiirde gar keine Anderung hervorbringen,
und offenbar hitte man auch bei dem vorhergehenden Resultate schon stehen
bleiben kénnen, da bei der Anwendung siebenzifriger Logarithmen die vierte De-
cimale der Secunde um eine oder einige Einheiten schwankend bleiben kann.
Das Endresultat ist also

Breite von Inselsberg = B°’—b = 50° 51" 8" 9444
Azimuth der Seite Inselsberg-Brocken = 180°4 T°—¢
= 185° 35" 21”7 1815

Endlich findet sich fiir den Lingenunterschied

logh = 2,7313519
logl = 2,7313472
! = 53877002 = 0°8 58" 7002

Es ist tibrigens nicht nothig, hier die am Sehluss des Art. 20 gemachten
Bemerkungen zu wiederholen, welche auch hier ihre vollkommene Geltung be-
halten.
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B log (1) log(2) log(3) log (1) log(5) log (6)
51° o 8.5089417 8.5100959 1.94879 3-32421 492773 461145
x 13 47 79 27 73 45
2 9 34 79 34 73 4“4
3 o5 22 79 41 72 43
4 8.5089401 8.5100909 78 48 72 43
5 8.5089397 8.5100897 78 55 72 42
6 93 8s 78 61 72 41
7 88 72 78 68 72 41
8 84 60 78 75 72 40
9 80 47 78 82 7t 39
o 8.5089376 8.5100835 1.94877 3.32488 4.92771 4.61138
oy 7% 23 77 3.32495 71 38
12 | 68 8.5100810 77 3.32502 71 37
13 64 8.5100798 77 o9 71 36
14 59 8 77 15 7 36
15 55 73 77 22 70 35
16 | 5 61 76 29 70 34
17| 47 48 76 36 70 34
18 43 36 76 42 70 33
19 39 23 76 49 70 32
20 8.5089335 8.5100711 1.94876 3.32556 4.92770 4.61132
21 3x 8.5100699 76 63 69 3x
22 26 86 75 69 69 30
23 22 74 75 76 69 29
24 18 61 75 83 69 29
25 14 49 75 .9 69 28
26 10 37 75 3.32596 69 27
27 ob 24 75 3.32603 68 27
28 8.5089302 12 74 10 68 26
29 8.5089298 8.5100600 74 17 68 25
30 8.5089293 8.5100587 1.94874 3.32623 4.92768 4.61125
31 89 75 74 30 68 24
32 85 62 74 37 68 23
33 81 50 74 4 67 23
34 77 38 73 50 67 22
3 73 25 73 57 67 a1
36 69 13 73 64 67 20
37 65 8.5100501 72 70 67 20
38 |l 60 8.5100488 73 77 67 19
39 [ 56 76 73 84 66 18
40 f 8.5089252 8.5100463 1.94872 3.32691 4.92766 4.61118
41 ! 48 5T 72 3.32697 66 17
42 44 39 72 3.32704 66 16
43 40 26 72 b3 66 16
4 | 36 14 72 17 66 15
45 ! 32 | o.5100402 72 24 65 14
46 27 8.5100389 71 31 65 14
47 { 23 77 7t 37 65 13
48 i 19 65 71 44 65 12
49 15 52 7t L2 65 1
50 i 8.508921x 8.5100340 | 1.9487x 332757 4.92765 4.61111

51
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B log(1) log(2) log (3) log(4) log(s) | log(s)
51° 50 8.5089211 8.5100340 1.94871 3.32757 4492765 4.61111
51 o7 28 7T 64 64 10
52 8.5089203 I5 70 71 64 o9
53 8.5089199 8.5100303 70 78 64 o9
54 95 8.510029% 70 84 64 o8
55 90 78 70 91 64 o7
56 86 66 70 3.32798 64 o7
57 82 54 70 3.32804 63 ob
58 78 41 69 1 63 o5
59 74 29 69 18 63 o5
52 © 8.5089170 8.5100217 1.94869 3.32824 4.92763 4.61104
1 66 8.5100204 69 3 63 o3
2 62 8.5100192 69 38 63 02
3 58 8o 69 4 62 o2
4 53 67 68 51 62 or
5 49 55 63 58 62 oo
6 45 43 68 64 62 4.61100
7 41 30 68 7 62 4.61099
8 37 18 63 78 62 98
9 | 33 * 8.5100106 68 84 61 98
10 % 8.5089129 8.5100094 1.94868 3.32891 492761 4.61097
b3 S 25 8x 67 3.32898 61 96
12 21 69 67 3.32904 61 96
13 | 17 57 67 1 61 95
14 X2 44 67 17 61 94
15 o8 32 67 24 6o 9%
16 o4 20 67 31 60 93
17 8.5089100 8.5100007 66 37 6o 92
18 8.5089096 8.5099995 66 44 60 91
19 92 83 66 51 60 91
20 8.5089088 8.5099971 1.94866 3-32957 4.92760 4.61090
21 84 58 © 66 64 59 89
22 8o 46 66 71 59 89
23 76 34 65 77 59 88
24 71 21 65 84 59 87
25 67 8.5099909 65 90 59 87
26 63 8.5099897 65 3-32997 59 86
27 59 85 65 3-33004 58 85
28 55 72 65 10 58 85
29 [3: 6o 64 17 58 84
30 8.5089047 8.5099848 1.94864 3.33024 4.92758 4.61083
3x 43 36 64 30 58 83
32 39 23 64 37 58 82
33 35 8.5099811 64 43 57 81
34 31 8.5099799 64 50 57 8o
35 27 86 63 57 57 8o
36 22 74 63 63 57 79
37 18 62 63 70 57 78
38 14 50 63 76 57 78
39 10 37 63 83 56 77
40 8.5089006 8.5099725 1.94363 3-33090 4492756 4.61076




log (1)

log (2)

log (3)

log(4)

log (6)
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10
11
12
13
14
15
16
17
18
19

20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30

8.5089006
8.5089002
8.5088998
9%
90
86
82
78
73
69

8.5088965
61
57
53
49
45
41
37
33
29

8.5088925
20
16
X2
o8

o4
8.5088900
8.5088896

92

88

8.5088884
8o

76
72
68
64
60
55
5I
47

8.5088843
39
35
31
27
23
19
15
I

o7
8.5088803

8.5099725
13
8.5099701
8.5099688
76
64
52
40
27
15

8.5099603
8.5099591
78
66
54
42
29
17
8.5099505
8.5099493

8.5099481
68

56
44
32
20
8.5099407
8.5099395
83
71

8.5099359
46

34
22
8.5099310
8.5099298
86

73
61

49

8.5099237
25
13
8.5099200
8.5099x88
76
64
52
40
27
8.5099115

1.94863
62
62
62

62
62
61
61
61

1.94861

1.94858
38
57
57
57
57
57

3:33090
3.33096
3-33103
o9
16
22

3-33155
62

69
75
82
88
3.33195
3.33201
o8
4

3.33221
28
34
41
47
- 54
60
67
73
8o

3.33286
93
333299
3.33306
13
19
26
32
39
45

333352
58
65
71
78
8
91
3.33397
3-33404
IO
3-33417

4-92753
53
53
52
52
52
52
52
52
51

4.92751
51
51
(34
5T
5T
50
50
50
50

4-92750
50
49
49
49
49
49
49
48
48
4-92748

4.61076
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B log(1) log (2) log(s) - log(4) log (5) log (6)
53° 30’ 8.5088803 8.5099115 1.94854 3.33417 4.92748 4.61042
3t 8.5088799 8.5099103 54 23 48 42
32 95 8.5099091 54 30 48 41
33 91 79 54 36 48 4
34 87 67 54 43 47 39
35 83 55 54 49 47 39
36 78 42 53 56 47 38
37 74 30 53 62 47 37
38 70 18 53 69 47 37
39 66 8,5099006 53 75 47 36
40 8.5088762 8.5098994 1.94853 3.33481 4.92746 4.61035
41 58 32 53 83 46 35
42 54 70 53 333494 46 34
43 50 58 52 3.33501 46 33
44 46 45 52 o7 46 33
45 42 33 52 14 46 32
46 38 2 52 20 . 45 31
47 34 8.5098909 52 27 45 31
48 30 8.5098897 52 33 45 30
49 26 85 51 40 45 29
50 8.5088722 | 7 8.5098873 1.94851 3.33546 492745 4.61029
5I 18 6x 51 53 45 28
52 14 49 51 59 4 27
53 10 36 51 65 44 27
54 o6 24 51 72 44 26
55 8.5088702 12 50 78 44 25
56 8.5088698 8.5098800 50 85 44 25
57 9% 8.5098788 50 91 44 24
58 90 76 50 3-33598 43 23
59 86 64 50 3.33604 43 23
54° o 8.5088682 8.5098752 1.94850 3.33611 4492743 4.61022




