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FUNDAMENTALGLEICHUNGEN

FUR DIE BEWEGUNG SCHWERER KORPER
AUF DER ROTIRENDEN ERDE.

Bexzensere., Versuche tiber das Gesetz des Falls., 1804,

Brief von Gauss an Benzenberg.

Braunschweig 1803. Februar 2.

— — — In der Theorie unsres Freundes OuBEss ist eine Voraussetzung, die
mir nicht zuldssig scheint. Nemlich: dass der Kérper wikrend des Falls in einer
Ebene bleibe. Allein dies darf man, meiner Meinung nach, nickt voraussetzen,
wenn man den Widerstand der Luft in Betracht zieht, den man hier nothwendig
in Betracht ziehen muss, weil die geschlossene Abweichung nach Siiden lediglich
darauf beruht. Eine leichte Betrachtung zeigt nemlich folgendes: die Ebene (A),
in welcher der Korper sich urspriinglich zu bewegen anfingt, geht durch den Mit-
telpunkt der Erde (oder allgemeiner, der Attraction), und steht auf derjenigen
Ebene (B) senkrecht, in der der Meridian des Beobachtungsorts beim Anfang
des Falls war. Allein man sieht leicht, dass die Lufttheile an allen Stellen der
Ebene A schief dadurch gehen, bloss die gerade Linie ausgenommen, wo A von
B geschnitten wird. Die Luft wirkt daher dem Kérper nicht in dieser Ebene A
entgegen, sondern treibt ihn daraus weg nach Norden, und es schien mir, dass
der Effect davon gerade so gross sein wiirde, dass er die aus der Verspitung des
Falls geschlossene Abweichung nach Stiden aufhébe.

Nachdem ich durch Ihren letzten Brief veranlasst war, aufs Neue an diese
Materie zu denken, betrachtete ich in einer miissigen halben Stunde die Sache
auf eine ganz verschiedene Art, und entwickelte die analytischen Gleichungen,
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die die relative Bewegung des Korpers gegen die bewegte Erdoberfliche in sich
fassen, aus den‘ersten Faundamentalsitzen der Dynamik, und hier fand ich zu
meiner Verwunderung

1) die Abweichung nach Siiden wiederum 0 oder ganz unvermerklich:

2) die Abweichung nach Osten nur % von dem, was Dr. OLeers gefunden
hat. Nemlich in Dr. Ousers Zeichen, wenn man den Widerstand der Luft ver-
nachlissigt,

___ #wcosd.at
T 86164

oder wenn man ihn mit in Betrachtung zieht, nach einer hier zureichenden Ni-
herung

__ 4Tocosy.b,q ¢
86164 (#a'—+%a)

wo a die Hohe ist, durch die der Korper in der Zeit ¢ im leeren Raume fallen
wiirde, also = }g't¢ [wo ferner ¢ die Polhohe des Beobachtungsortes und &'
die wirkliche Fallhohe bezeichnet].

Hienach finde ich fiir Thre Versuche, indem ich die Pendellinge fiir Ham-

burg = 440.75 Linien (woraus ¢’ fast eben so kommt, wie Dr. OLBERS es an-
nimmt), die Abweichung nach Osten 3.951 pariser Linien; welches sehr genau mit
Thren Versuchen iibereinstimmte, — da hingegen die Abweichung nach Siiden

nicht zu meinen Resultaten passt.

Diese Verschiedenheit in Ansehung der Abweichung nach Osten — veran-
lasste mich, Dr. OuBers Schliisse dariiber aufmerksamer durchzugehen, und die
Ursache davon nachzuspiiren. Wie mir scheint, liegt sie darin, dass Dr. Orsrss

die wirkliche Bewegung des Korpers gegen Osten bloss aus

seiner tangentiellen urspriinglichen Geschwindigkeit ablei-

v/ 2 tet, und von der daraus entspringenden Bewegung die

( gleichzeitige Bewegung des Fusses des Thurms abzieht, um
, die scheinbare Bewegung nach Osten zu haben. — Allein
wenn die Fliche des Papiers die obige Ebene A vorstellt, C
den Mittelpunkt der Erde, m M die wirkliche Bewegung
des Korpers: so darf man, meiner Meinung nach, nicht
G ausser Acht lassen, dass selbst die Anziehung nach C wab-
rend die Bewegung nicht mit mC parallel ist, und eben da-
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her die Geschwindigkeit nach Osten wirklich vermindert wird, daher der Kérper,
wenn er in M anlangt, nicht so weit nach Osten gekommen ist, als er mit der
urspriinglichen Geschwindigkeit gekommen sein wiirde. Nach dartiber gefiihrter
Rechnung finde ich auch, dass durch diese Betrachtung die scheinbare Bewe-
gung nach Osten wirklich um den dritten Theil vermindert wird.

Brief von Gauss an Benzenberg.

Braunschweig 1803. Mérz 8.

— — — — An unsern Freund Orsers habe ich vor acht Tagen einen kleinen
Aufsatz iiber die Abweichung fallender Korper eingesandt. Heute erhalte ich
darauf die Antwort:

1) die Abweichung nach Osten sei nur % von der, die er berechnet hitte:

2) dass er meinen Schliissen, dass die Abweichung nach Stiden = 0 sei,
nichts entgegenzusetzen habe, aber zu wissen wiinsche, worin eigentlich sein
Raisonnement fehlerhaft sei. (

Ich bemerke hiebei noch folgendes:

Vorausgesetzt, dass meine Schliisse in Ansehung der Abweichung nach Sii-
den gewiss sind, so scheint mir der Grund von der von Dr. OLsEers herausgebrach-
ten Abweichung noch immer darin zu liegen, dass er voraussetzt, der Korper
bletbe auch bei widerstehender Luft in der auf den Meridian senkrechten, und
durch den Mittelpunkt der Erde gehenden Ebene. Es scheint mir, dass diese
Voraussetzung nothwendig gerechtfertigt werden miisse, aber ich zweifle, ob sie
sich rechtfertigen lasse. Die kegelfsrmige Bewegung der Luft macht, dass die
Lufttheile, worin der Korper ist, sobald die Erde aus ihrer ersten Lage gekom-
men, in einem Winkel gurch jene Ebene gehen. den man nicht vernachlissigen
darf, und wodurch es geschieht, dass der Korper, dem die Luft nicht in der
Richtung dieser Ebene widersteht, aus der Ebene gegen Norden heraustritt: und
ich bin noch immer der Meinung, dass sie aus der Verzégerung dadurch vollkom-
men compensirt wird. Es ist mir auch wahrscheinlich, dass GueLiELMINI eben
dies hat sagen wollen, und dass er nur deswegen OrsEss Beifall nicht erhalten
hat, weil er sich nicht bestimmt genug erkldrt. Ich hoffe indess zuversichtlich,
dass entweder ich mit Dr. Orsers, oder Dr. OLBers mit mir vollkommen zu ei-
nerlei Uberzeugung kommen werden. — — —

63
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. Fundamentalgleichungen fiir die Bewegung schwerer Kérper
auf der rotirenden Erde,

Die Lage eines Punkts wird auf eine doppelte Art bestimmt.

Erstens durch seine senkrechten Abstinde X, Y, Z, von drei auf einander
senkrechten festen Ebnen. Den gemeinschaftlichen Durchschnittspunkt dieser
Ebnen, C, setzen wir in einen beliebigen Punkt der Erdaxe; die Ebene der Z
legen wir dem Aequator parallel; die Ebene der Y in denjenigen Meridian, worin
sich der anfingliche Ort des Korpers befindet; endlich die Ebne der X in den
auf den vorigen senkrechten Meridian. Die Z sind positiv auf der Nordseite;
die: X auf der Seite des aunfiinglichen Orts des Korpers, die Y auf derjenigen
Seite, wohin dieser anfingliche Ort durch die Rotation gefiihrt wird.

Zweitens durch die senkrechten Abstinde @, y, z, von drei auf einander
senkrechten beweglichen d.i. gegen die Erde ruhenden und mit ihr rotirenden Eb-
nen. Am schicklichsten setzen wir den gemeinschaftlichen Durchschnittspunkt
derselben in den anfinglichen Ort des Koérpers. Die Ebne der z setzen wir senk-
recht auf die scheinbare Richtung der Schwere; die der y in den Meridian: da-
durch ist die auf beide senkrechte der @ von selbst bestimmt; Pole dieser drei
Ebnen sind also resp. das scheinbare Zenith, der Ostpunkt, der Stidpunkt, und
diese Pole sollen zugleich diejenigen Seiten der Ebnen bezeichnen, wo die Ab-
stinde 2z, y, ® positiv genommen werden. e

Es sei jetzt fiir den Punkt C, 2 =4, (y = 0), 2 = —c¢; ferner die
(scheinbare, nordliche) Polhéhe des Beobachtungsorts ¢, und der Winkel, um
den sich die Erde nach der Zeit ¢ gegen Osten bewegt hat, 6. Untér diesen Vor-
aussetzungen ergeben sich leicht folgende Gleichungen :

z = Xsingcosf4 Ysing sinfl — Zcoso+4-a )
y= — Xsin6-4Ytcost ) PR
z = Xcospcosbh+4Ycosgsinh |+ Zsing—c¢ )

X = (x—a)sing cosb —y sinfl (2} ¢) cosp cos b
Y = (—a)singsinf 4y cosH 4 (z2+¢) cos ¢ sinb }
Z = —(®—a)cosg ~+ (z+¢)sing
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Die Coordinaten X, Y, Z lassen sich einerseits als Functionen von ¢ al-
lein, anderseits aber auch als Functionen der vier verinderlichen Grossen 0, 2,y, #
betrachten, und haben also in letzterer Hinsicht vier partielle Differentiale. Es
ist demnach

4X = (§dt = () a0+ (5 do+ () dy+(F)dz
dY = etc.

Die Geschwindigkeit des Korpers zerlegt sich, wie seine Bewegung, in drei
partielle auf die Ebnen der X, ¥, Z senkrechte Geschwindigkeiten, die mithin

dY 4z

(%), (77)s (§7) sind. Die Geschwindigkeiten des Luftelements hingegen, in
welchem er sich jedesmal befindet, in Beziehung auf dieselben Ebnen sind of-
fenbar (S2)50, (S0, (22)2°. Folglich die relativen Geschwindigkeiten des

Korpers nach diesen drei Richtungen

dX . dz dX, dy dX\dz __ . __ - dz . pdy dz
(E;)E?+(G)ﬁ+(ﬂ)37 = § = sing cos g7 — sin 6 37+ cosg cos b

a¥.dz , d¥,dy , 4¥dz . . dz dy Cde
(@l T (Gla () = 1 =singsinb 4 cosbzz 4-cosp sinb 7

az\dz | ,4Z.dy | dZ\dz _ 5 de . ds
ot GlatEla =0= — cos¢g -+ sinpg

Die totale relative Geschwindigkeit ist folglich = y/ (E§4nn+4-({) = u, welches,
wie die Entwickelung aus obigen Werthen leicht zeigt, =/ (g-}-g_-’t/: +:~:.:)
wird. Der Widerstand der Luft ist dem Quadrate davon proportional, wir
setzen ihn daher = Muu, und zerlegen ihn nach obigen drei Richtungen in
Mut, Mun, MuC.

Wir sehen hier die Erde als ein Revolutions-Sphiroid an; die Richtung der
Schwere geht daher durch die Erdaxe. Der Punkt, wo sie diese schneidet, liege
um ¢ dber C, oder es sei fiir denselben Z = 4.

Setzt man nun ferner die Stirke der Gravitation = p und
XXG4-YYH(Z—qgP =rr

so ist nach den Grundsitzen der Dynamik
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0= ‘19—1.’+PY+Mun

(3]
ddz+p(z—q)+Muc ( .

-

Aus obigen Werthen von X, Y, Z in [2] findet man, wenn man fiir
gg, welches bestiindig ist, » schreibt, folgende Gleichungen:

ddx ddz
i = sing cosﬂw—-—— nﬁ—— +  cosgcosh g
—2nsing sinﬁ—a-z ——2ncos6—d% -——2'ncoscpsin6£ —nnX
dd
édii—’:_—_ sing smﬁddx—}— osﬁ 2+ cospsinf [4]
+-2nsing cosﬁd —2nsinf3¥ y +-2ncoso cosﬁ —anY
ddz ddz ddz
™ = COSQ g + sin ¢ 5

Multiplicirt man die drei Gleichungen 3] resp. mit singcosf, singsinf, — cosg
und addirt die Producte; multiplicirt man zweitens eben diese Gleichungen mit
—sin6, cosf, 0; und drittens mit cosqcosf, coseg sinf, sineg, und addirt bei-
demale die Producte: so erhilt man, nachdem man statt %?, %—3—7 s %%,—Z ihre
Werthe aus [4], statt X, Y, Z die aus [2], und statt &, 1, { die ihrigen substi-

tuirt hat, folgende drei neue:

0 =‘-i‘—iﬁ;——?nsincp%%-{—(‘z'—a)(—g——-nn}—}-coscp(p nnZ)—[—Mudx
0 = dt‘ +2ns1ncpdt+2ncoscpdt + y(£ —un +Mu§§—’

dd . .
0= g7 —2mcosggl+ e+ (2 —nn) —sing (X! —nnZ)+ Mu

Ist also der Korper gegen die Erde in Ruhe, oder d2 =dy = dz =10, so0
scheint er senkrecht auf die Ebnen der .y, z2 von den Kriften
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(¢ —a)(Z —nn)+cosg (2L —unZ)

y(&—nn)

(z—i—c)(%—nn)-—-sincp(g’?—nnZ)

sollicitirt zu werden. Ein schon in Bewegung begriffener Kérper hingegen wird
anders afficirt. Denn ausser dem Widerstande der Luft, der den Kérper nach
diesen Richtungen wie Krifte, deren Maass Mug‘:, M ug’t’ , Mud‘”' ist, treibt

und folglich auf der rotirenden Erde vollig eben so wirkt, als er auf der ruhen-
den wirken wiirde, kommen nach jenen Richtungen noch die drei Kriifte

. d .. d d
—2nsing3¥, 2asinggr-+2ncosgy;, —2ncos<p%%’

hinzu, und diese sind es allein, wodurch die Rotation der Erde an fallenden Kor-
pern sichtbar wird. Die bisherigen Schliisse und Folgerungen sind streng und
allgemein richtig.

Bei Versuche * d1e in dieser Hinsicht angestellt werden, geschieht allemal
die Bewegung des Korpers in einem so kleinen Raume, dass man die Stirke der
auf ruhende Korper wirkenden scheinbaren Schwere innerhalb desselben, als un-
verinderlich = g, und ibre Richtung als immer parallel, also senkrecht auf die
Ebne der 2z annehmen kann. Es wird also ohne Bedenken erlaubt sein, statt
der obigen drei Grossen

(x—a)({i —nn)+cosp (X2 —nnZ)

(& —nn)

42 —nn)— sing(2 —nnZ)

respective 0, 0, g zu substituiren. Dadurch werden die drei Fundamentalglei-

chungen
0—_-‘3“, .‘Msmcpd +Mu
0_-5151—’/+2nsmcpdt+2ncoscpdt+M dy
ddz
0 =35 2ncoscpdt—{—g+Mudt
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Die Integration dieser Gleichungen ist leicht, wenn man den Widerstand
der Luft vernachlissigt, oder M =—-0 setzt. Man findet nemlich
z = ?I—@cosp.t—}-;—”@sinc; cos(2nt+4 )+ 4sing cosp.gtt
y= 58-—53,—‘@ sin(?nt—{—%)—}-;—”coscp.gt
z2=C+Dsing.t4+ %c@coscp cos(2nt—+§F)—4sing’. gt
Auch ist es leicht, folgende Werthe der arbitriren Grossen zu entwickeln,

wenn man voraussetzt, dass der Korper anfinglich gar keine scheinbare Ge-
schwindigkeit hat:

. _ g
Q[_-:-—“:;’—‘coscp sing, B =0, € _——mcosgoz
D=0, € = Zcosg, =0

Also

— g ; 1 1
2 = Jcosesing (ntt— — -~ — cos 2nt)

¥ = % coso{t— ;-sin2nt)

2 = —4gtt+ Lcosg*(ntt— - + ;- cos2nt)
Diese Integration ist freilich nicht allgemein zulissig, da obige Voraus-
setzung nur in so fern erlaubt ist, als der Korper sich von seinem anfinglichen
scheinbaren Orte nicht weit entfernt. Fiir diesen Fall aber kénnen wir die tri-

gonometrischen Functionen in Reihen auflésen, und so wird

x = {cossing.gnnt . . .
y = tcoso.gnt® . . .
z= —4gtt+icosg’.gnnt' . ..

Da die Zeit des Falls nur wenige Secunden, also nt héchstens einige Raum-
minuten betrégt, und (weil Radius = 1)1’ = 3%, so wird # und der zweite
Theil von z ganz unmerklich, also y = —3$zcosg.nf. Bei Dr. BenzensEres
Versuche im Michaelisthurme war z = — 235 Fuss, ¢ = 53°33', t=4" Son-
nenzeit, also n¢= $$§ Raumminuten. Hieraus wird y = 3,91 Linien.
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~ Wenn man bei der Integration obiger Gleichungen den Widerstand der
Luft mit in Betrachtung ziehen will, so wird man sich mit Ndherungen begnii-
gen miissen; die Entwickelung der Werthe von 2, y, z in Reihen nach den Po-
tenzen von n und M ist alsdann sehr leicht. Das hochste Glied von # wird
wie vorhin = %cos¢ sino. gnnt', und ist also von gar keiner Bedeutung; fiir .
y und 2z findet man mit Vernachlissigung der Quadrate und hohern Potenzen
von n und M folgende Werthe:

y = tcosp.gnt’—ycosp. Mggnt
z = —4gtt-+5yMggt

Setzen wir also —z, den wirklichen Fall, = f; gt oder. den Fall im
luftleeren Raume = f-+3&, so ist

Yy = $cosp.nt(f+0)—cosp.ntd = }cosp.nt(f—+0)

Fiir die Versuche in St. Michael, wo f—40 = 241,47 Fuss war, erhal-
ten wir daher die Abweichung nach Osten y = 3,86 Linien.




