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| 12. |
Uber die Existenz der Wurzeln einer hohern Gleichung
. mit einer Unbekannten,

(Vom Hrn. Adam Burg, Professor der hthern Mathematik am K. K. polytechmschen
Institute zu 'Wien.) -

Bekanntlich st sich das Dasein von wenigstens einer reellen Wurzel
in einer Gleichung von ungeraden, so wie das Vorhandensein von we-
nigstens zwei reellen Wurzeln in einer geordneten Gleichung von gera-
der Ordnung, deren letztes Glied negativ ist, sehr leicht und einfach
nachweisen, go dals es nur darauf ankommt, Gleichungen von gerader
Ordnung, welche ihr letztes Glied positiv haben, in dieser, Beziehung zu
untersuchen. Da aber solche Gleichungen auch lauter imaginire Wur-
zeln haben konnen, so handelt es ‘sich, wie ebenfalls bekannt, blofs dar-
um, zu zeigen, dafs einer solchen Gleichung in jedem Falle ein Geniige
geschieht, wenn man in ihr die Unbekannte & ==p ¢y —1 setat, weil
unter dieser Form nicht nur jede imagindre (wenn nidmlich p und ¢
reelle Grafsen bedeuten), sondern auch eine jede reelle Wurzel, wenn
¢ = O ist, kann dargestellt werden; daher es auch nicht nothwendig ist,
den Beweis von der Existenz einer Wurzel, welche im Allgemeinen die
Form p- ¢y —1 hat, blofs auf Gleichungen von der letztgenannten Gat-
tung zu beschrianken, sondern es kann dieser, wie es auch sonst geschieht,
sogleich auf alle Gleichungen ausgedehnt werden. Der allerdings scharf-
sinnige Beweis, welcher von Herrn Cauchy herriihrt, und meines Wis-
sens noch der einzige ist, welcher als geniigend angesehen wird, er-
scheint mir doch keinesweges so einfach, als dafs es nicht wiinschens-
werth sein sollte, dafiir einen wenigstens eben so strengen, aber weit
einfacheren gu finden. Irre ich nicht, so hat der nachstehende Beweis,
welcher sich auf Gleichungen von gerader Ordnung iiberhaupt, ohne
auf das Zeichen des letzten Gliedes Riicksicht zn nehmen, bezieht, diese
genannte Eigenschaft.
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1. Der Ordnungs-Exponent IV einer jeden Gleichung X =0 von
gerader Ordnung ist immer in der Form enthalten /V=12.2", wo n nur
ungeradé, m aber behebxg eine jede' ganze positive Zahl bezexchnet.
Transformirt man die gegebene Gleichung in eine andere X=0 mit
quadrirten Differenzen, welche Gleichung wir, der Kiirze wegen, die
erste transformirte Glelchung nennen wollen, so ist diese, wie bekannt,
N(N—

2
‘Gleichung jene X"=0, deren Wurzeln dxe _quadrirten Differenzen der
Wourzeln der Gleichung X'=0 sind, oder die zweite transformirte Glel-

chung gesucht, so ist diese von der Ordnung °

von der Ordnung N'= =n.2"*(n.2"—1). Wird auch fiir diese

/ 7,
NI/ E__(_‘z%__ﬂ = n,. Qm—-z(n Qm__ 1) [n 2m——1 (n Qm —_ 1)____ 1"’
so wie wieder die dritte transformirte Gleichung den Ordnungs-Exponenten
N//(N//___l)
2

=n.g"”(n.z’"——l)[n.e’"-’(rz.z"‘—-l)—-l]{n.zm-é(n.zm—1)[n.2'"-'(n,2'"—1)-—1]-—1}
haben wiirde, u. s. w. '

Man sieht leicht, dafs die mte formirte Gleichung X™ der qua-
drirten Differenzen von ungerader Ordoung sein mufs, weil sowohl
der erste Factor 7.2™ ™==n, als auch jeder der folgenden, welche sammt-
lich von der Form 27—1 sind, ungerade ist. -

2. Da nun diese mte transformirte Gleichung von ungerader Ord-
nung ist, also nothwendig wenigstens eine reelle Wurzel #, haben muls,
so hat die (m2—1)te transformirte Gleichung wenigstens ein Paar Wur-
x,, ¥z, fir welche z, = (r,—=~x;)% oder x,—ua, =y x, ist. Es wird
aber dieser Gleichung in jedem Falle, ¢s mag die reelle Wurzel xz, positiv
oder negativ sein, Geniige geleistet, wenn man setzt: x,= P+ Qy—1,
7, =P 40,y —1, weil dann x,—x, = (P—P,) 4} (0—Q,)y"— 1, -also
von der Form A+B.‘/‘——:1 ist, wo B =0 wird, wenn x, pos‘i,ﬁ( ist.

Da aber, wenn wir nur eine dieser beiden Wurzéln weiter be-
‘trachten, die (m-—1)te transformirte Gleichung eine Wurzel x, von
der Form P4 Qy"—1 hat, so giebt es in der (m— 2)ten transformir-
~ ten Gleichung ein Paar Wurzeln x;, 2, fiir welche wieder Zj,— )=
Va.=y (P4 Qy'—1) sein mufs; und es wird auch dieser Gleichung wie- _
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der genug gethan, wenn man setzt: 2,=P+4 Qv —1, xy=P,40Q,y—1,
weil z,,— a7 wieder die Form A4 B’y —1 annimmt, und be_kanntlich
das Quadrat dieses Binoms ebenfalls von derselben Form ist.

Da aber ferner die (m-—2)te transformirte Gleichung auf diese
Weise wenigstens eine Wurzel z; von der Form P’ (Q'y"—1 hat, so
" mufs nach demselben Raisonnement die (72 —3)te transformirte Glei-
chyng wenigstens eine Wurzel von der Form P4 Q"”y/"—1 zulassen
u. 8. W. , 80, dafs man durch dieselben fortgesetzten Schliisse endlich auf
die (m —m)te transformirte, d. i. auf die urspriingliche Gleichung X=0
selbst zuriickkommt, von welcher auf diese Art erwiesen ist, dals sie
sofort wenigstens eine Wurzel von der Form p+¢y™—1 haben oder
gulassen miisse.



