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18.
Theorie der Kettenbriiche und ihre Anwendung.

( Fortsetzung des Aufsatzes No. 1. im ersten, und No. 10. im zweiten Hefte dieses- Bandes. )
(Von dem Herrn Dr. Stern zu Gittingen.)

Zweites Kapitel.
A. Verwandelung der Reihen in Kettenbriiche.

30.

Eben 80 wie es oft niitzlich ist, einen Kettenbruch in eine Reihe zu ver-
wandeln, so kann auch zuweilen das umgekehrte Verfahren, die Verwan-
delung der Reihe in einen Kettenbruch, mit Nutzen angewandt werden.
In der Regel werden diese Reilen nach fortschreitenden Potenzen einer
Grifse x geordnet sein, und es soll daher im Folgenden gezeigt werden,
wie eine Reihe

@ m ﬂ m FA Y m 4 m+-3h
Py otz + + o M"‘B‘,-‘” Hh %)
in einen Kettenbruch verwandelt werden kann. Es ist aber
(P) = --—.r (l+ﬂa’ A P R T
@y x A
es ist also nur nithig zu zeigen, wie eine Reihe, von der Form des ia
Klammern eingeschlossenen Ausdrucks, in einen Kettenbruch verwandelt

werden kann. Zu diesem Zwecke kann man verschiedene Methoden

anwenden.
Erste Methode.

31
Die einfachste Art, eine Reihe von der Form

@) 145y g Lagh, o)

in einen Kettenbruch zu verwandeln, ergiebt SIch aus 28,, wenn man das

€) Diese Form schadet iibrigena der Allgemeinheit der Untersuchung nicht, in-

dem man & =1 selzen, und —+ 5 etc. alsdann jede beliebige Reihe ausdriicken kann.

B
&%) Soll dieser Anadruck auf Reihen xq welchen negative Glieder vorkommen,
angewandt’ v‘verden, so hat man pur nothxg’, in' den bezughchen Glndern Zéhler oder
Nenner des Coeffizienten negativ zu nehmen. , o G LR

Crelle’s Journal d. M. Bd. X. H&. 3. 32
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dortige Verfahren umkehrt. Man setze nemlich 4, x*=b,, £, x**=—1b,.0,,

AP =b,.b,.b; ete., @, =0, 0,=0,.0,,0,; o3 = 0,,8,.0,,a; etc., also
2k h 3%

ist b, = 4, x"; bg=_443.w — A2, A, h At

e ————
— — e—

5 T b= U Mt und all-.

A pach

m—1y

Wq Cy
>

gemein b, = —

; ferner ist ¢, =a«,; a,, a,-_-.-aﬂ,- By, O3=
@y a,

und wenn m eine gerade Zahl bedeutet, so ist Giberhaupt, wie leicht ein-

zusehen ist: ‘

Qs Cp300aCy . O, (2 NP 2

=a,0, . 6 ; —"2=q.a;
Crg-Cm—tenell, 1y e g 1 On3eeeCly 1 %m

@1 Oyl 5.0

LR a
— .
3 m+l
Oy _geees By

Da aber a,, @4, = Qpy, e @y €t bpgee 0,y 04y, so folgt

Congre Oy eves@y o @y A T @y 3000050,
+

e Bp—geses Oy Am Cm—g s Bm—goeses &y

am-h

O e Omgeoee Oy

am_,;am_a.. ey
= (A Cmgrt Agr. 0P 0) (Em_geeen@))?
A (O Omes.o,)?

Ay, . . LN a0t
Eben so findet man @, = I mt Am m=s) (@ m—d 2’
A (Cper Cp30e..02))

Aus der Reihe (Q.) entsteht also der Kettenbruch F'(e,0,) =
]i'(l +Alxh:“l_'_‘42'mh:(/jx-az+flz -J’h-“x)__/fg -m‘]‘:(‘d;‘az—{-ds xha). a?

AI Ax'ai A; Ai’a:
_AA .x"_(As.a4+A‘ """h'o‘s)-(‘)‘a)z etc)
A, Ay (@y.a;)° )

Schafft man aus diesem Kettenbruche alle gebrochenen Theilziihler und
Theilneoner, und die iiberfliissigen Factoren weg (§. 10. und 18.) so fin-
det man F(a,@,)=
F(I-I—A‘x": a,—e, Azt (Aot A, o) —A, o) A (A4 2P )
— A, 0t Ay x (Ao, A 2t 0) etc.) *).
) 32,

Es soll z. B. das Binomium (1+a)"=1+net ™ g4 20 in=2 5

in einen Kettenbruch verwandelt werden; man setze, um diese_Reihe mit

#) Nach §. 28. Anmerk. liefse sich diese Formel durch

A, .xh
m 1
l—mF 1+ Am—t-“:’n-x{m—h-@'h
oy —
Am . a,,.+1+ Am.;-; B x”' Oy

bezéichnen, wéhn man A, ==1 setzt; ist die Reihe eine endliche, so wird irgend ein
‘Werth 4,==0 sein, und 'alsdann auch der Kettenbruch ein endlicher sein, weil auch
A4y Ay ete. alsdann = 0 sind. '
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der Reihe ((.) zu vex;gleichen, A=n, 4y=nn—1, A;=nn—1.n—2...
e, =1, a,=1.2,.0..0,=1.2,...m; h =1, so erhiilt man

ne— 4T
(l"’.’l‘) - 1+1 n.n-l.x
— A.2%.nn-1,n-2.2
1.2.n4n.n-1.0—= —
¥ n.n-1.1.2.3+nn-1,n-2.2.0— non 123 n-Lin- 2n-30
) T e - 1.n-2.2.3 A Fnn-1.n-2.n-3.2.3.2 elc.

und wenn man den Bruch reducirt:
— nx

2.n—2).x
+(n~1)w-—3 o 3n—3)w
- )x-—4+(n__~3-)—$- elc.
welchen Ausdruck man durch ,” 7 (l+"x - | andeuten kann.
{_m An—m)x
m-1~4(n—m).x/

Man bemerke, dals der Bruch abbricht, wenn 7~ eine ganze Zahl ist, so-

bald m=n wird.
Nimmt man — 2 statt 2, so hat man:

, B —1TE
G e == =
A—n—x 2(n+-2)x
24H(—n—1)z— 3 (—n—2x etc. 2_(n+l) +3 —(nt-2)x elc.

m—~-L—(m-n)
welcher Bruch ebenfalls abbmcht wenn 2 eine ganze Zahl ist.

Da (1 -I-x“—(l_l_ =7 lst, so folgt aus (1.):

= ’"I’[i———l m.im-n)x )’
X

1

(I4+x)™ = - =" "
*-f=”"(1+***m<n—m)x. | l—»""(‘+;—“m J

m+41+4(n—m)a) +m+l———(m—n)

Eben so findet man aus (2.)

-

1 o
(I4=y = ( poye . )
1T - m(m~n)x )
1 :
+m+ 1 —(m+4-n)x

Man hat also die merkwiirdige Beziehung:
' 1

l-»w !+""‘_——'—_——— == o
(m—n)x m nax
( 1+m —(m — J = Fpl— m{m--n ]
L ' ( 1+m£|-;*-—2:+u):r/ -
32*
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33.
1 1 1
m+n+m+2n’-‘m+3n IR gegeben, .

welche man bekanntlich aus f ﬁ%—?— erhiilt, wenn man nach der Integra-

Es sei die Reih 1_
m

tion x =1 setzt, und diese Reihe soll in einen Kettenbruch verwandelt

werden, so ist, im Vergleich mit der Reihe (Q.), x =1, 4, = 4, = A, etc.

=1, a,=m, e,=—(m-4n), a;=m-+2n, und iiberhaupt «,,, =

(m<4-2rn), a;,=—(@n+4Rr—1)n), und die ganze Reihe = Q—1, also
1

.—.m_‘.

ml
— T (m+-n)?
—(m~ n)+m— _ (m4-2n)
m—+2n— (m+-n) —m--3 n+(m-42n) —etc.
Reducirt man den Bruch und veriindert die Zeichen (nach §. 19.), 80 vere
wandelt sich dieser Bruch in folgenden: F(1:m--m*:n-(m-n)*:n ete.),

welchen man durch > F (;1:_75:!75;7‘_) bezeichnen kann, oder durch
n

oF[Lim - (m4xn):n].

Setzt man m =1, n =2, 80 wird die Reihe = 1-—-—13—-1-—;—-——;— etc.
== %, und Kettenbruch —15 = *F[1:14+(142x)":2] *), wie schon frii
her (§. 28.) gefunden wurde.

‘ 34.
Substituirt man in § 32. statt » den Exponenten r 4, so hat man
nach Formel (1.), .
(e) (+x)* =, " F[1+(rtn)x: 1—m(r+n—m)x: (n+1+(r+n—m)x)],
Nun ist '
(¢) A4z = . LF[l4rz:t—m(r—m)x:(m ¢ 14 (z—m)a)),
() (4o =2 F[14nx:l—m(n—m)z:(m+14(n—m)x)],

#) Dieser Kettenbruch ist historisch merkwiirdig, weil er die erste Veranlassung
zgur Ausbildung der Theorie der Kettenbriiche war. Er wurde von Baron Broun-
ker gefunden, der ibn Wallis (s. dessen Arithm. Inf. Prop. 191.) mittheilte. Eu-
Jer behauptet an mehreren Orten (z. B. mém. de Pac. de Pétersb, T.'5. pag.31.),
Brounker habe diesen Kettenbruch aus der schon vor Leibnitz bekannten Reibe
1 — 141 etc. abgeleitet, indessen scheint doch aus Wallis Worten hervorzugehen,
dafs Broumker ihn auf dem viel weitldufigeren, von Wallis angegebenen Wege,
gefunden hat, denn in der angefiihrten Stelle heifst es: quum vero nobilissimo viro dif-
ficilius persuasum iri video, wt illud ipse suscipere velit, conabor ego rem illam a d
ipsius mentem, quam possim, proxime, breviter exhibere,
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also
L (@ =(). (0)

Man sicht leicht wie sich auf ifihnliche Weise noch unendlich viele Bezie-
hungen finden lassen. Hiitte man den Ausdruck

A.xmA4, . o g, ek,

Bx 4B, x"tk4-B, x ek ..., ?

welchen man in einen Kettenbruch verwandeln will, so miifste man ihn
erst nach bekannten Regeln. in eine nach Potenzen von x fortschreitende
Reihe verwandeln, und auf diese das gezeigte Verfabren anwenden *).

Zweite Methode.
35.

Die Kettenbriiche, welche man nach der ersten Methode aus den
Reihen erhiilt, haben alle, wie die allgemeine Form zeigt, sowohl in allen
Theilziihlern als Theilnennern, die Griofse x. Die zweite Methode aber
beruht auf einem auch sonst in der Analysis gebriiuchlichen Verfahren,
wodurch man Kettenbriiche von anderer Form erhalten kann. Man denkt
sich nemlich den Kettenbruch als schon vorhanden, und vergleicht ihn
mit der gegebenen Reihe, wodurch man den Werth der einzeliien Theil-
zithler und Theiloenner erhiilt. Die Form des Kettenbruchs kinnte also
hypothetisch willkiirlich angenommen werden; aber am brauchbarsten wer-
den diejenigen Kettenbriiche sein, bei welchen die Grifse x entweder nur
in allen Theilziihlern oder in allen Theilziihlern und Theilnennern vorkommt;
es sollen daher nur Kettenbriiche dieser Art beriicksichtigt werden.

36. "
Es sei also die Reihe
(1) 1+ 4 x4 4,224 4,2 ete.
gegeben, welche in einen Kettenbruch verwandelt werden soll, dessen
Theilzibler alle = x sind. Man setze den gesuehten Ketfenbruch =
F(l+4x: a,-{—x a,+ x: a5 ete.) #¥), so ist
Adyx A% i = Fx:0, 4 x:0,....) oder 4y F-A, .. = F(t:0,Fx:0,...)

Ferner setze man F(a, 4 x:4a,....)=DP, also ist 4,4 A, x....= 1 — und
‘ a,+ P

%) Uber diese Methode, Reiben iu Kettenbriiche za verwandeln, s, m. besonders
Euler in Introd. in Anal. inf. und Opusc. qnalyt F.2. pag. 138 fI.

“’*) Die Formel F(f Jea,x:0,Fa,x:a, etc. ) wiirde nicht aigememer sein,
weil es immer miglich ist, die Grifsen @;, a, .... sus dem Zihler' zu schaffen (§, 18.).
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1) itz ) o+ E) -1 =0,
folglich, da die constanten. Glieder einander aufheben miissen:
‘ Ao —1 =0 oder -aléﬁ—,
und man erhiilt aus (1.) die Gleichung: '
,- oo <.q1(‘42'”77|'-43¢ )+ P(Ax‘l'Azx““ =0,
oder . P(dyrAya®i.) b (- Aynrn) = O,
also auch -\ p g Aw.. )t (At Ay...) = O.

Man setze nun P= 02-1——;—, so hat man

) a,(a,+;—)(42+43x....),+ (A + Ayz...) = 0,

also auch - 4
0,0y 4y + A, = 0, und az.—_ _—t,
a, A,

Aus Glelchung (2.) folgt wieder
 melht )t (4, + Ay Dt (et Az = 0,

R EEE)

and Wenp;man Pl_-a3+-—- setzt:

3 ”1”2("3+ )(A 44, ’)“'}"”1(-’4 +4;x... )+(03+ )(A +4;x....)=0,

also

01020343—]—014 40,4, =0, d. h. a5 = ——Az‘:‘a‘l{;’}z,
Aus (3.) wiirde man Wleder die Bedingungsgleichung
‘a0 A a0 dst o0, 4540, 4,4+ 4, = 0
erhalten, woraus wieder @, gefunden wird, und so kinnte man allmiilig
alle Theilnenner des Kettenbruches finden.
Es ist aber leicht, jede folgende Bedingungsgleichung aus der vor-
lergehenden abmle:ten Schrenbt man nemlich die schon erhaltenen auf

etwas geiinderte Weise, ‘so findet man
oy dya,+ A4, = 0,

) ' (01-14 a2+A2)a3+01*42 =0,

o | ey, + A)a,+a, Ao, Faa, 45+ A, = 0.

Hieraus kann man nach Analogie folgendes Gesetz ableiten:
: Wenn a,, durch die Gleichung Q4,4 ¢ =0 bestimmt wird, so dals ¢
mcht U en‘thhlt, so wird' @ ' durch die Glexchxmg (Ot 90) G+ 0
=0 "hestimmt, wo Q) s 91, die Ausdrucke ‘bedeuten, die man erhiilt,
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wenn man in Q und ¢ den Index *) aller darin vorkommenderA um
eine Einheit erhiht. :
Um die allgemeine Giiltigkeit dieses Satzes einzusehen, nehme man
an, es sei die Gleichung Qa,, 47 =20 aus der Gleichung

7. am+m>(()+oix+()zx )ttt pat.. =0

x
entstanden, wo P,_, = a,.4, }+ o et

ist, und Q,, ¢, die Ausdriicke be-
deuten, die man aus Q,_, ¢,_, erhiilt, indem man den Index aller in
Qp—r s 0n_y vorkommender 4 um eine Einheit erhoht. Liifst man die oon-

stanten Glieder weg, und dividirt mit x, so verwandelt sich die Gleichung

(U.), wenn man zugleich statt P,_, den Werth a,,4, 4 _P”i setzt, in folgende:

(am+l + ) [(Qan+91) -l-(()zam F+o)r+...] +04 Qx4 yxt....=0,
und hieraus folgt
Oen=+900,40+Q = 0.
Die Formel (Z.) ist aber, wie aus dem Vorhergehenden erhellt, fiir die
Werthe m =2, m =3, folglich auch- fiir alle folgende Werthe von m
richtig, und das angegebene Gesetz ist daher allgemein. °
37.

. Aus den Formeln a, =—-—%, Ot =—5,_£7—T——é folgt, dals der

Nenner des Bruches, durch welchen irgend ein Theilnenner bestimmt wird,
der Ziibler des Bruches ist, durch welchen der darauf folgende Theilnen-
ner bestimmt wird. Um daher das Bildungsgesetz dieser Theilnenner zu
kennen, hat man nur nithig, das der Nenner der Briiche, darch ‘welche
sie bestimmt werden, zu suchen. In der Folge soll %V, der Nenner des
N,

'n.—l ' ’.st'

Bruches sein, durch welchen «,, bestimmt wird, so dafs a,, = — 5
: ~ N,

38.

Hat man den Kettenbruch ¥(e,, ¢,)=F(a,-}+1:a,4....+1:0a,),
so kommen in dem Ziihler dieses Kettenbruches e,, «,, Glieder vor, welche
alle Elemente a,, a.... a,, andere, die nur m—2, m—4 u.s. w. Ele-
mente enthalten. Man bezewbne die Summe der Glieder, die m—n Ele-
mente enthalten, durch (ay, 6,),5 80 ist

¥) Es versteht sich von selbst, dafs man sich hierbei ay, aa u, 5. w. nicht selbst
wieder durch 4, , A4, u.s. w, ausgedmckt denken darf, = - DT
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. )38 = (@15 8n), (1) 8), + (015 @), oo o *)e
Nun.ISt Ayy Oogt == Cppy + Q1y B~ 0y G,y (§0 6.),
folglich angh . {81y Cpg)n = Opuys - (O1y Q) (Uyy Bppy)pmse
Giebt man nun den Buchstaben ¢, a,, u.s. w. dieselbe Bedeutung,
wie in den vorhergehenden §§., so hat man allgemein
Ny = (815 0pp_1)ge Ay (015 Opy)y o Ama (015 ) e Ay

Angenommen, es sei dieser Ausdruck bis zu einem gewissen Werthe von
richtig, so dals .

4. Ny = (a1 m—2) -Am«-x’*"(au Ap)y s AncaF (029 8,s), /lm--s o

50 Ny = (013 8n)yr A (015 Cn)y s Ay (319 Cny), A2
so hat man

O Vot Ny = 81 (015 Opt)y At [0 (15 Ct), (015 02) ] A s +
[a.(ays@n1) t(01y O ), ] Ao ==(01 5@ ) A - (210,,), A4 me1 T (015@) , Ao
Es ist aber, nach (§. 36.), V. =@a,V, 4 V,_,, vorausgesetzt, dafs man
den Index der 4, in IV, und IV, iiberall um eine Einheit erhShet, folglich ist

' Vg1 = (04, @)y Ampr (015 @n), A+ (ay, )y Ameyooes
also die angenommene Form auch noch fiir den Werth m -1 richtig.
Aus §. 36. folgt aber
Ny = (1, 0,), 45+ (a1, @), 4y

' Ny = (81 @3), A+ (a1, a5), 4.
Die Formeln (4.), (5.) sind daher fiir den Fall 71 =4, und also auch fiir
alle folgende Werthe von 72 richtig.

.. Man hat also folgende Regel: Will man den Nenner des Bruches
wissen, der den Werth von @, angiebt, so bilde man aus den bekannten
Werthen ..a;, @,y .... G, einen Kettenbruch F(e,+1:0,....41:a,._)),
nehme den Zibler g¢,,a,., dieses Bruches und multiplicire jeden Theil
(@1 @poy)en Mit A, _,, 80 giebt die Summe dieser Producte den gesuchten

Noyey .
Nenner. Da aber a,,= ——— ist, so hat man

m

(@, y am—s)o Am—r14(a,, am-—fz)a An—o-..

(“x ) ”m-r-t)e Am ) +(“: s Omes)y Ames ==

,;g,,pnthch mul‘s man bei dem Werthe von IV,, zwei Fille unterschenden, je
nachdem m = 2n, oder = 2n-1, d. h, eine gerade oder ungerade Zahl
ist.” Je nachdem der eine oder andere Fall eintritt, hat man

Now = (a1, Cgp1)o - Aant (&1 n@ani)y s Aony e oo A (@15 Con)ensr Angs

a I se—

v IR 4 P e - . .
#) Ist m eine gerade Zahl, so ist das letzte Glied dieses Ausdrucks (a,, am)n=1.
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oder
Ny = (13 @an)g o Arngr F (01, @)y o Ay oo os (1 02n)en—g Ay F- Apise
Man bemerke noch Folgendes: Ist v, , = L s S0 ist auch
a,.a,.a, e o Anpe—y
— wal — 1 — Ju— Ar
N, =— No = areraran Danun V,=a, 4, = — und 4, =
1 1 . .
— (§. 36.), also NV, =— ist, so hat man allgemein:
as ay.az
1 1

Now = __a, e@geeeilom’ NQ'"'H BT -

oder
- 1 1
l\'2m B N2m+l == .

(ax ) aim)a ? (ax 3 Aam+4 l)o
Hierdurch hat man einen bequemeren Ausdruck fiir a,, gewonnen, nemlich
1 1
e, = +t -
” - (“1 > @m—1)o X (az, am—1)e Am-4-(a;, am-—l): Am~~x+-u-,
wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem 7 eine gerade oder

ungerade Zahl ist.

39’
Es sei die Reihie w(‘l-—-g--}-%i——%z--!—%f-....):log(l—l-x) ge~

geben, die nach §. 36. in einen Kettenbruch verwandelt werden soll. Hier

ist (T.).—_—.l-—-;—-}-%i— a—;i und daher 4, = — 7, 4, =%, 4;=—Xetc.

allgemein Ay, , = — oo ,42,,,—_—2—,#-1. Man findet daber die Werthe

von @,, @, u,s, w. nach §.36. auf folgende Weise. Es ist
1
o= = —2 =21,

—2d,.0, F 4, = 0,
3

@=—1= g

—24s0,+ A, = 3 4;+ A, = — ',

also

also
%‘43'*‘ 4)a;—24, =G,

und
g, =—16 = —2.2%,

(%‘44—"‘43)03—2443:?36—,
[ A+ 4)a,—2 4 e+ 34,4+ 4. =0,
s 5
%= s =T mEye

Grolle’s Jousnal 4. M. Bl X. HQ. 3. 33 .

oder
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Fihrt man auf diese Weise fort, so findet man, dals iiberhaupt

2 m41
Gy = — 2. Zr:n_l_l)a’ 02m+1__-2<m+1)3

ist, und man hat daher
log (1 -|-x).._x F( r:—24x:i— I—%—l—x:—l?-{—x:-i%—‘....)

= F(l—w: 2o g F2: 2.2.0)0 (5.19)
oder

log(i+a)=a.,.2F (1—2:2+= m=2(’:,-.|‘__11)=+” 2m 4 17).

Wiire der Ausdruck (14-x)"=1+4max —[—T—;—E:T_—l x*.... in einen Ketten-

o 1 1
bruch zu verwandeln, so hiitte man @ =— —n-l—/lg.az—i-dl = 0, also

2 1 1 1
b= — 20 L g, ._L"_l_"z'—j i (0.t d) 0 =4, = 05 also
. 3(m—1)
a3 == T m.om1?
und man fiinde allgemein
4 2m.(mF .. (mFn—1) Qn4-1).(m—1)(m—2)....(m —n)
=% L. =) m—7)’ Uy =+ m.(ma4=1)....(mFn) ’

wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem 72 eine
gerade oder ungerade Zahl ist. Man iiberzeugt sich leicht, dals der ent-
sprechende Kettenbruch abbricht, wenn m eine ganze, positive oder nega-
tive Zahl ist, und kann hier #hnliche Betrachtungen wie in §. 32. anstellen,
Aus der Gleichung (U.) in §. 36. folgt
an(Or@+ Ot )t 5 (O Qo) F gt st = 0,

oder L 0+40,540.0%....
m=t amO:+‘]:+(a7n02+qz)x+(am03+{I3)‘rz"",

durch welche Formel der Rest des Kettenbruchs ausgedriickt wird, wenn
man denselben bis zum Theilnenner «,, berechnet hat.

40.
Es ist nun leicht, auch den Ausdruck

{ddy A, ...
1+ B,x~+B,x*+....
Kettenbruch F'(14-x:a, 4+ x:0,....) zu verwandeln. Angenommen, dals
P, P, .... dieselbe Bedeutung haben wie in §. 36., so findet man

in einen

. a
tfd, ot dyar.... ST
1+Bx x+Bzx2.... 01+%
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und
(a4 L) (4—Bya+(L—Ba*+...]—x(1+ Bix+ B,a*....) = 0.

Dividict man diese Gleichung mit x, und setzt zugleich 4,, —B,, = C,,, so
hat man

U C+Crt..)(0+3)—1—Br+Bat....) =0,
Diese Gleichung enthiilt alle Glieder, welche die Gleichung (1.) in §. 36.
enthiilt, sobald man statt 4/ den Buchstaben C setzt, aulserdem aber noch
die Glieder B,x, B,x*.... Die Bedingungsgleichungen werden also die-
selben Glieder enthalten, wie die des erwiihnten §., sobald statt 4 der
Buchstabe C gesetzt wird, nur werden noch einige den Buchstaben B

cnthaltende Glieder dazu kommen. Die Entwickelung der Gleichung
(U,.) zeigt dies am bhesten, Zuerst folgt aus derselben

alcvl'—i = 0 llnd a1='l—

C b
also .
0 (Cx+ Cat...) + ——(C,+ Cx...) —(Bix + Ba*....) = 0,
a, I;;— :
oder

(.4 T“’_) [a,C, —B, +(a,C;— B,) x + (¢, C,— B)x*...] + C,+ C,x.... = 0.
Die Glieder, welche B enthalten, erhiilt man aus denjenigen, die C ent-

halten, indem man statt @, C,, o, C; u.s. w, beziiglich —B,, —B, u.s. w.

setzt. Man findet daher die Bedingungsgleichungen auf folgende Weise:
‘Man denke sich zuerst, es sei die Gleichung

(m) €+ Cx..)(a+5)—1=0

gegeben (d. h. man nehme an, es solle die Reihe 14 C,x + C,x*.... in
einen Kettenbruch (14 x:¢, 4 x:@,....) verwandelt werden), und ent-
wickele die Bedingungsgleichungen, die die Werthe von @, a, u.s. w.
bestimmen, nach §. 36. ff.; man setze in den erhaltenen Bedingungsglej-
chungen ¢, 0, = —B,, ¢,C; = —B, u. s, w. und addire die hieraus ent-
stehenden Glieder zu den schon erhaltenen, so hat man die wabren Be-
dingungsgleichungen.  Aus der Gleichung (m.) erhielte man z.B. die
Bedingungsgleiéhungen ‘ 0,Ca, 4 C, = 0,

(0,0, 0+ G)ay+ 0, G, = 0,

33 *
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daher sind die wahren Bedingungsgleichungen:
e, Ca,+ C,—DBa, =0,
(¢,0,C;+ C)a;+e,C,—a,B0,— By = 0,
41.
Zwei auf einander folgende, aus der Gleichung (.) entwickelte Be-
dingungsgleichungen werden allgemein durch die Formeln
1. Qea,, + g = 0,
2. (Ol O + 71) am+1+ (\) =0
dargestellt werden kionuen, wenn man unter Q,, ¢, die Werthe versteht,
die man aus Q, ¢, erhillt, indem man den Index der C iiberall um cine
Einheit erhiht (§. 36.). 4
Aus (1.) und (2.) erhiilt man die wahren Bedingungsgleichungen
3. Q—Re,+¢g—r =0,
4. [((\)x'—‘lix) Com + 71-—”1'] am+1+ O —R = O,
wo R, r, R,, r,, die Werthe bedeuten, die man erhiilt, indem man in (),
g, Q,, 9, statt ¢,C,, a,C;, u.s. w. —B,, — B, u.s.w. setzt. Man wiirde
aber R,, r, auch unmittelbar aus R, r, erhalten konnen, indem man
den Index der B um eine Einheit erhihte, und man kann daher sagen:
Ist ein Theilnenner ¢,, durch die Gleichung 0 = S, + 7' gegeben, so er-
hiilt man den folgenden a,;, durch die Gleichung (S,¢,47)) ¢4, 8 =0,
wo 8,, 7, die Werthe bedeuten, die man aus § und 7" erhiilt, indem man
den Index aller € und aller B um eine Einheit erhht. Auch hier ist also der
Nenner des Bruches, durch welchen «,, bestimmt wird, der Ziihler desje-
nigen, durch welchen @,,,, bestimmt wird, und man hat daher auch hier
nur nithig, das Bildungsgesetz der Nenner dieser Briiche zu erforschen,
Bezeichnet man wieder durch ZV,, den Nenner des Bruches, durch welchen
a,, bestimmt wird, so giebt die Gleichung (5.) in §. 38. sogleich den Theil
des Werthes von /V,,, in welchem C vorkommt, nemlich
(01’ am--l)o Cm + (01, am-l)z Cm—l + <(ZL, am—x)4 C;r:—~2 + Gese
Hieraus mufs der andere Theil des Werthes von XV, abgeleitct werden,
indem man allgemein statt ¢, €, den Werth — DB, _, setzt. In dieser Hin-
sicht bemerke man, dals ¢,, a,,_, = ¢a,.0,, ¢,,_, -+ @3, @,_,, und daher auch
(O1s Opes)on == @, (Qgy Cppy)an (@35 @ )aneg e ver (§. 4.).  Aus irgend einem
Gliede (a,, 0)_.)s,.C,. ., folgt daber dureh die erwiinte Substitution das
Glied —B,,_,_,(¢,,@,.,),,, und man hat daber:
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N, = %(an U)o On (015 Cns): OnrF (@15 @ni)iCria v oee
— (@2 @ns)oBros — (% @i Brgenss
Man mufs auch hier zwei Fiille unterscheiden, je nachdem 2 eine gerade
oder ungerade Zahl ist. Ist 77 ==2n, so hat man
N, = {(a'u @ons)o Can T (@1y Fone)e Cones oo oo (01 Cony)pneas Cn+x
— (@5 @eni)oBons oo e — (25 r)ons Brgs—B5
ist dagegen m=2n-1, so hat man:
]VN-H — {((Zl, am)002n+1+sax’ azn)n Czn'?'""+ ((Z” azn)zn—-z Cn+2+6n+1
—'\aﬁ > azn)o an+"""' (az H azn)zn——43n+2' (aa’ azn,)zn-—l Bn+1 .

m—1 e . 3 — .
@ —= — == 1s ard NV, = N, == 1st.
Da N, t, so wi d N, @, dyeiniam’ wem f¥r, Ay genns By st
Y C
Nun hat man (§.40.) e, C,e,-+ C, = 0,also N, = ¢, C, = -—-(—z-‘ , aber a, = o’
3 3

1 .
also N, =-———, und daher allgemein:

1 2

1 1
N, =  —— N. - — .
an Ay Qyeneslon’ 2t @y @yeens Qongr

42,
Es soll z. B. der Ausdruck

w? | xt b
T T

wz m4 mG
14t +e
in einen Kettenbruch verwandelt werden. Man setze x*=y, so geht die-

2 3
L gy gy o

:(,“':e"‘-}-—e':") _ x(e®™4-1) _—

oV — e—X e2x—1

. " . e 1
ger Ausdruck in folgenden uiher: S— . Hier ist C,==— ’~.~,l,
Y 4 ¥ .Y ol 72!
145445+
3! tal t 7!
2 1 1 4 . 1 1 __ 6 s 2m
=§-'-, Ch—F——E—_é—!-’ C3-—-—',7—!' '*.—’.—7?,a"gelnelu(/m-——m(‘znlm,
1
und I}m:c’;ﬁ]—!, also
1
a, = E: = 3,,
f
N, = ¢eC,—B =, =2 =35
2 — T R N i ’
3.5
1
N, = ¢ (13(/3-}:-6,-—-(1239 = 5550 a; -1 - {e
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Fiibrt man auf diese Weise fort, so findet man-dals allgemein a,, = 2m 41
ist, und es ist daher der entsprechende Kettenbruch =, I'[14x*: (2m41)].

43.
Sol der Ausdruck T B,ac-}1- B in einen Kettenbruch
Fl4x:e,+x:0,...4)

verwandelt werden, so erhiilt man die gesuchten Werthe sogleich aus §.40.,
wenn man 4,, 4, .... =0 setzt, d. h. statt C, iiberall — B, substituirt;

also ist
]V ’_(ax ’ ain—l\O'BQ?l‘(a 19 azn-l)z'an—x_m—(an ’ azn-x)zn;an+1 . 1
= - —_——
m Q —-—(02 » azn—l)o'Bsn—x um""(”z ’ ”zn-x);n—4-Bn+1"'Bn @ ApeQon
und
]V "‘(‘11 b azn)o end1" (al ’ azn) -"""(01 ) acn)zn—z'Bn-}-a_Bn-i-x% —_— 1
b = (ac ’ aen)o Bﬁn ""’_(02’ aan)«zn—z'Bn+l Ay @aeeeond

Fiir diesen Fall trifft also die Regel, wie man eine folgende Bedingungs-
gleichung aus einer vorhergehenden findet, vollkommen mit der des §. 36.
zusammen. Ist nemlich ¢,, durch die Gleichung Sa,+7T =0 gege-
ben, so wird die folgende (S, a, + 7)) a,,, +S =0 sein, wo S;, 7} aus
S, 7 entsteht, indem man den Index der. B um eivnel Einheit erhiht.

1 1 . .
Soll z.B. der Ausdruck —= - in einen Ket-
: A ,
tenbruch verwandelt werden, so hat man B,=m, B, = = lm 5 etc., also
1 1
al =E—;= - ;n__, \
. (m<1) _ m . 2m
N,=—ab—B =— 1.2 > ™ (m+1) — — m4-1°
' 1.2
_(m—[—l‘)
_m(m—1) _ 1.2 _ 3(m+4-1)
N—-—-(QI(IQB +B +a2B>-—- "’_““—‘2.3 s 03_—m(m—_i)_m(m_1)’
und man findet, dals allgemein 2.3
+ 2.m.(m—1)....(m—n41) a + (2n+1)(m -+1) (m-}-2).. (rn+n)
Gon == T 0 F 1)(m+2) L (mtn)? Crn T m.(m—1).. (m—n)

wo das obere oder untere Zeichen genommen werden muls, je nachdem
n eine gerade oder ungerade Zahl ist. Dasselbe Resultat ergiebt sich
auch aus dem in §. 39, gefundenen Kettenbhruche, der den Werth von

’
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a4x2)m anglebt , sobald man dort iiberall statt m den Werth —m sub-
stituirt. Man vergl. auch §. 32.
44, ol e :

Will man die Reilie 144, x4 4, 2°+.... in einen Kettenbruch
verwandeln, der die Form F(1:1+x:e,+ x:a,....) haben soll, so kann
man die Werthe von «@,, @, .... unmittelbar auf iihnliche Weise wie ia
(§. 36.) finden. Leichter werden sie auf folgende Weise gefunden. Aus

1

N S B S T
Fl4x:0,4x:0,....). Die Werthe von ¢, o,.... werden also ganz

dieselben sein, wie in (§. 43.), sobald man statt B iiberall 4 setat.

- 1 . -
Will man den Ausdruck 15D wfB.as ., \n cinen Kettenbruch

der angenommenen Form des Kettenbruchs folgt

verwandeln, der die Form F(1:14-x:a,4x:0e,....) haben soll, so ist
14 Bx+4 B,a*.... =I'(1 +ac a,+x:0,....). Die gesuchten Grolsen
wiirden also auf dieselbe Weise wie in §. 36. ff.  gefunden. - :

1+"41x+‘4;w2+.... . . i
1+4B,x+B.x*4.... in einen Ketten-

bruch ¥ (1:14x:e,+x:a,....) verwandelt werden, so kinnte man statt

dessen iiﬁlzii ‘;,i _F(1+x a2+ x:a,....) setzen. Die Aufgabe

ist alsdann auf die des (§. 40) zuriickgefiihrt, und man kaon die dort ge-
fundenen Werthe unmittelbar anwenden, wenn man A4 und B iiberall

vertauscht.

Soll dagegen der Ausdruck

45, :
Es mige noch der Fall hervorgehoben werden, wenn die Reihe
14+A x4 4,2*+....
in einen Kettenbruch verwandelt werden soll, der die Form
Fll4o:(a,42) 423 (0 +2) +....]

hat. Aus dieser Annahme folgt sogleich
A ddye+ A2t aeo=Vl:i{e, +x)Fx: (@, +x)F....]

Man setze x - ;;—_f_”——a—c—_—l_- otc, = D> sohat man (4, + Ay +...) (e, +P)=1,
und daher

A a,—1=0 oder all-;—-; .

Ferner sei P-—.r+—-—:l—_—z,—-, so hat man

(4 o+ i) amt o)+ (o + i) = O,
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oder )
(4) A +P+ 1)+ (4 + A2 4. ) [(e4 x) (et P+ x] = 0=

(O P)[(A,+ 4, 0)F (A4 0) x4 (A4 Ay ) 2o )4 - Ay o4, Leeee

Hieraus folgt 4,a,+a, 4,0, A4, =0, oder a, = — Z—fﬁ
. z z

Man findet allgemein jede Bedingungsgleichung aus der vorhergehenden
auf folgende Weise: Ist «,, durch die Gleichung Qa,, - ¢ =0 gegeben, so
wird a,,, durch die Gleichung (Q, @, ¢, + Q)@+ Q = O bestimmt,
wo Q,, ¢, wieder die Werthe bedeuten, die man aus Q, ¢, erhiilt, indem
man den Index der 4 um eine Einheit erhoht. Denn angenommen, es
entstinde die Gleichung Qa,, -} ¢ aus der Gleichung

(1) (@t Po)(Q+ Oz 4 0ot oen) F 7+ 12+ 08tenee =0,
wo

P, = x- % = x %
" +a"'+‘+x+am+; + x eic. +am+‘+P"'

ist, so hiitte man

0Ot Qo) {1+ —5) (0 + O Quates) F 1t 20 e =0,
oder
(am-H +pm)(”m()1 + 71+ Q) +(am+1 +Pm) am(oz-r + 03‘”2 ¢ ") +

(@i Pr)( Qs 24 0e) 404 0y Qs+ (s +- P22 g5 o00)y
woraus @,4,(@, 0, 49,4 Q)+ 0 =0 folgt. Da aber die Gleichung (1.)
wirklich richtig ist, wenn m =2 ist, wie die Gleichung (4.) zeigt, so
gilt das angegebene Bildungsgesetz der Bedingungsgleichungen fiir alle fol-
gende Werthe von 7. Man sieht, dafs auch hier der Nenner des Bruches,
durch welchen irgend ein Theilnenner «,, bestimmt wird, der Zihler des
Bruches ist, durch welchen o,, bestimmt wird.

Man sieht, dafs hier die Berechnung der Theilnenner verwickelter
wird, als bei den friiher (§. 36., §.44.) betrachteten Formen, und ich iiber-
gehe daher genauere Erorterungen, die sich leicht aus dem Vorhergehen-
den ergeben, da ohnehin nicht leicht das Bediirfnifs entstehen wird, Rei-
hen in Kettenbriiche von der hier angenommenen Form zu verwandeln,

46.

Folgende Bemerkungen iiber die zweite Methode §.36.—45. mo-
gen hier noch Platz finden. Es ist aus der Darstellung ersichtlich, dals
die Theilnenner'a,, a,, .... durch die Reihencoefficienten 4,, 4,, ....
vollkommen bestimmt sind, Einer jeden Reihe 14 A x-}A4,z*+....
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entspricht also nur ein Kettenbruch von angegebener Form, d. h. zwei
nicht identische Kettenbriiche, welche beide in einer und derselben der
§. 36., §.44., §.45., angegebenen Formen enthalten sind, kiénnen nicht
aus derselben Reihe entstanden sein, Was man also auch fiir eine, von
den frither gegebenen abweichende Methode anwendet, eine Reihe 144, x
4 4.x%.... in einen Kettenbruch zu verwandeln, immer wird dieser Ket-
tenbruch, sobald er in einer der angegebenen Formen enthalten ist, oder
darauf zuriickgefiihrt werden kann, mit dem, nach der angegebenen Me-
thoden berechneten zusammenfallen. ‘Wiire die Reihe 14 4x™+ A4, 2"+ ....
in einen Kettenbruch zu verwandeln, so wiirde man sie sogleich auf die
friihere Form zuriickbringen, indem man x™ =y setzte. Die Theilziihler
wiirden also in diesem Falle nicht mehr » sondern x™ sein. Auch zu-
sammengesetztere Reihen wiirde man, wie die Analysis lehrt, auf die Form
144 x4+ A,x".... zuriickbringen, und daher nach der angogebenen Me-
thode in einen Kettenbruch verwandeln kiénnen,

Es darf nicht iibersehen werden, dals diese Methode noch einer
weitere Ausbildung bedarf *). Die allgemeinen Ausdriicke f{iir die Theil«
nenner, welche in den berechneten Beispielen (§.39., §.42., § 43.,) ge-
geben wurden, sind dort nicht durch einen strengen Beweis, sondern viel-
mehr durch Induction gefunden worden. In allen iihnlichen Fiillen, wo
die Reihencoefficienten nach einem gewissen Gesetze gebildet sind, wird
sich auch ein solches fiir die Theilnenner der entsprechenden Kettenbriiche
angeben lassen. Die vorhergehenden Betrachtungen bieten aber unmittel-
bar kein Mittel dar, diese allgemeinen Ausdriicke zu finden und zugleich
ibre Richtigkeit zu beweisen. Hierzu scheint es vielmehr nothwendig zu
sein, einen einfachen Ausdruck zu finden, welcher jeden Theilnenner a,
(oder jedes IV, , NV,,) unmittelbar aus den Reijhencoefficienten 4,, 4,,..,
finden lehrt. Der Verfasser hat sich vergebens bemiiht, die Lisung die-
ser Aufgabe zu finden, vielleicht aber kinnen die mitgetheilten Ausdriicke
fiir NV, , Nn4., welche wohl noch pirgendwo angegeben sind, darauf fith-
ren. Allerdings kann man einen solchen Beweis in vielen Fiillen durch
andere, im folgenden Abschnitt erliuterte Mittel finden, aber sie sind indi-

%) Diese Bemerkung gilt aych von anderen ihnlichen Methoden, welche man bei
apderen Schrifisteliern findet. Man vergleiche namentlich Mém de Pac.. de Pétersh.
7. 1. pog. 156. I, pag. "26-[/", T.7. pag. 139. ff.  In letzterem Aufsatze smd die
allgemeinen Ausdriicke fiir die Thexlnenner keinesweges bewiesen.

Crelle's Journal' d. M. Bd. X, Hft. 3. 34
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rect und beruhen auf Betrachtung einzelner Reihen; daher ist die Aushil-
dung einer allgemeineren Methode sehr wiinschenswerth.

47.

Man braucht die in den vorhergehenden §§. enthaltenen Formeln
nur umzukehren, d. h. man braucht nur ¢,, a,, ... als bekannte, 4, , 4,, ...
als unbekannte Grifsen zu betrachten, um sogleich eine Methode, Ketten-
briiche in Reihen zu verwandeln, zu erhalten. Aus der Formel

—_— (a‘ 2 am_g)o Ar—s + (al s a"l——\z)g Am—g—l- e
(a,, @Gm—1)o Am +(a‘ s Ame)g Amerf.e.s e (§' 38’)

a, =

folgt

(@5 @)y A+
[0(215 @ri)et (255 Oma) ] Amat [0m (015 O )i (015 i), ] At o = 0.
Da aber allgemein (a,, @,,), == €,,(@,, @)+ (0,5 Gpns)._, ist, so geht die
obige Gleichung in folgende iiber:

(ax’ am)o,Am + (ax’ am)QAm—x + (ax, am)4dm—¢+ eree — O
oder

1. A4 — — (ay, @m)y Ant(a,, am), Am—o-....

- ™ (a,5 am), ’ .
Ist also ein Kettenbruch ¥ (1 4x:e,4-x:a,4....) gegeben, der in eine
Reihe 144,24+ 4,x°.... verwandelt werden soll, so zeigt die vorste-
hende Formel, wie man jeden Coefficienten 4,, der Reihe finden kann.
Man bemerke noch Folgendes. Sind A, ,, 4,_, durch die Bedingungs-
gleichungen

(01; am—z)o'dm—c + 7 = 0’
(@ @ns)o Ay +0 = 0
gegeben, so findet man 4, durch die Gleichung

2' Cpo [(ax’ am—l)udm + Ox] + (al’ am—s)Am—x + yl = O,
oder
(aw am)o Am = - (am‘()x +((2,, am-—n)Am-—z + 71)’

wo Q,, ¢, die Werthe bedeuten, die man aus Q, ¢ erhiilt, indem man den
Index der 4 um eine Einheit erhiht. Der Beweis dieses Satzes beruht
darauf, dafs die Bedingungsgleichungen dieselben, nur anders geordnet, sind,
wie. in §. 36., also auch auf dieselbe Weise gebildet werden. Ist aber
9+Cmmtr =0, so ist auch a,(¢,2, ,+4r)+¢=0= Qa,49 und
Qe+ 7).+ Q= (0,0n+9) tnts + .00+ r=0, wenn ¢,, r, die
Werthe bedeuten, die man aus ¢, » erhiilt, indem man den Index der .«
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um eine Einheit erhiht. Hieraus ergiebt sich die Wahrheit der Glei-
chung (2.) von selbst, ‘

Wollte man den Kettenbruch F(1 4 x:0, +a:0,....) nach §.28.
in eine Reihe verwandeln, so hiitte man b, =5,=14,....=x, und es

wiire der zu x™ gehirende Coefficient 4,, = + — 1 . Die resul-

a,, Qu—y.a,, Qn

tirende Reihe ist daher auch von der verschieden, die aus dem zuletzt
gezeigten Verfahren entsteht.

Soll ein Kettenbruch von der Form F(1:1+4x:0,4x:0,....) in
eine Reihe 1 4 4, x + 4,2’} .... verwandelt werden, so findet man die
erforderlichen Formeln aus §.44. (oder §. 43.). Die Berechnung wird
aber bequemer ausfallen, wenn man einen solchen Kettenbruch in einen
anderen F'(1;1 +1:bz_+1:b3) verwandelt (§. 25.). Setzt man 4, =1, so
kann man diesen letzteren Kettenbruch so ansehen, als sei er, durch Hin-
weglassung der ersten FEinheit aus F(14-1:5,4-1:6,+..... ) enstanden,
und ihn daher unmittelbar nach dem vorhergehenden in eine Reihe auf-
l5sen, indem man x =1 setzt,

Hieran kniipft sich zugleich die Bemerkung, dals man iiberhaupt
alle Kettenbriiche pach der in diesem §. gezeigten Methode in Reihen
auflisen kann, weil man sie immer unter die Form (1 4-x:a, 4 x:4a,....)
bringen kann, indem man x=1 setzt. '

Es sei z. B, der Kettenbruch F/(1:1+1:3+4:54-9:7....) gege
ben, welcher durch ,7 F(1:14m*:2m--1) angedeutet werden kaan.
Statt dessen kann man

. 5 4.7 9.

¥ (1:1+1;3+1:;}-+1;—9—+1:8_.~g....)
schreiben. Man hat daher o, =1, a,=3, a,:—i—, a4=?—‘gz, also (mach
Formel 1.): ’

A = — =1,
£
A, T
.4 —_ (“l+a;.}_'_4_3_ —_—1
$ T T T a,aza - % .
192 a3
A (a,a;+a,d‘+a;a‘)A3+Az _— T
4 — 2. a — "‘_‘70
Ayaza;ay .

34
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Setzt man die Arbeit fort, so findet man die Reihe
1—3+35—7+5—7r.t

also " F(1:1+m*:2m+1)= T *).

B, Ableitung der Kettenbriiche aus gewissen Reihen.

48.

'Schon in §. 2. wurde gezeigt, wie man Kettenbriiche aus gewissen
Grolsen 4, B, C, D, ...., von welchen je drei auf einander folgende einen
gewissen Zusammenhang haben, ableiten kann. Hat man also gewisse, nach
Potenzen von x fortschreitende Reihen, welche mit anderen iihnlich ge-
bildeten in einem solchen Zusammenhange stehen, so kann man daraus
sogleich einen Kettenbruch ableiten. Das einfachste Beispiel dieser Art
bietet die allgemeine Gleichung des 2ten Grades dar. Aus der Gleichung
c=ax+bx’ folgt cx=ax’+bx®, cx’=ax’+bat, cx’=ax’t-ba...
Vergleicht man diese Ausdriicke mit denen des §.2., so findet man

¢c=d, x=B, r*=C, £*’=D, x*=E....
b

a=a, b——:b, —::—=a1=a2=a3....—‘-’-=bl=bz=bs....,
folglich
. c b bec
=0T b —a+a+£‘_’_
c < a-}- etc.
T b
o e
a
¢ etc.
oder

x=F(c:at+bc:at+bc:a...)

Schon hieraus sieht man, dals die Wurzel jeder quadratischen Glei-
chung durch einen Kettenbruch ausgedriickt werden kann, Dieser Gegen-
stand wird jedoch spiiter genauer erirtert werden. Unter den Reihen
aber, aus welchen Kettenbriiche auf solche Weise abgeleitet werden kon-
nen, ist besonders diejenige merkwiirdig, welclie zuerst Gauls zu diesem
Zwecke angewandt hat *¥),

¥) Dieser Ausdruck wird spater noch auf andere Weise gefunden werden.
&%) Comm. soc. Gotting. rec. T\ Il. ad a. 1812,
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Es sei ‘
_ ab a.a-41.0.0-1 a.a41.a4+2.6.041.0 42
() e@bon) =1+ oty Tt T st Tege

gegeben. Die Buchstaben ¢ und b kénnen ohne Anderung des Werthes
der Reihe vertauscht werden, also ist Q(a, b, ¢, x) = Q(b, @, ¢, x).
Setzt man 641 statt 5, c-}-1 statt ¢, so findet man

. a.b41 a.a+1.0+1.04+2 ,, aatl.a$2641.042.043 4
Gle, b4ty ctl, x)=1+ o T T T 0 i3 T 123,04 T072.0£3 %

und wenn man die Glieder, die gleich hohe Potenzen von x enthalten,

mit einander verbindet, so findet man

—b 1041, atl.ad 2041542
¢(“’1’+1’C+1"”)-@(“’&’0"’):%’Z+1w[1+a+c+; “""a.i'.;ti- 2-'.-o+.§

oder
— .
Oa, b+ 1, c41,2)—P(a, b, c, x)=-‘;-.’ci_T_-ixq>(a+1,b+1,e+z).
Hieraus folgt,
1 (P(a’ b+1)c+1’x) —_ 1
* ¢(a, b, 0, x) - g_@a c=b plad1,041,c42, x)°
c 'c+1w' @(a,b41,c41, x)
Setzt man in Gleichung (1.) &+ 1 statt a, ¢ statt 6 und c4-1 statt ¢, so
findet man
po4+1,a41, c42, x) 1
@41, a, c+1, x) 1_b+1.c-—-a+1 ¢(b+2, at-1, ¢4 3, x)
ct1l.c42 T pb+1, at 1, o542, =)
1
g_btl.o—att glat1, 542 c+3, x)’
. cF1.0F2 “pladd, 641, c+2, a)
¢lat1, b1, c+2) 1

¢ b1, o kL 2 ;_ bFl.o—adl gt 542 cF3)
cf1.c4-2 x'(p(a+1,b+1,c+2)

und wenn man diesen Werth in Gleichung (1.) substituirt:

wser l g

|

oder

2 @la, b4 1, c4-1, 2) __ 1
) ¢(a, b, c, x) - _ac—b
¢ o117

1_b+1.c—n-{-—lx @laf1, b42, c43, w)'
; c+1.c42 ‘plad1, 641, c42, x)
Substituirt man hier a1 statt a, 641 statt 4, c}2 statt ¢, so findet man
qla4+1,042,c43,x) 1
glad1, 6041, c+2,x) ~ 1_gi—_1 ce1—b
c+2" ¢c+3
1.__l;-'.-.2.c——a-I--Qw.q)(a--}-Z b3, c45, x)
- e+3.044 T @at2,b42,c44, x)
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Diesen Werth kann man wieder in Gleichung (2.) substituiren, und fiihrt

man auf diese Weise fort, so entwickelt sich ?(a, b(j'; :t)l 1 ®) in einen

Kettenbruch, dessen Theilnenner alle = 1 sind, dessen Theilziihler abwech-

. (a-Fm).(c-}m—b) _(b+m+1)(o+m-—-a+1) .
selad = — o e ® W — e X Do emg ) £ fnd
wo fiir m nacheinander die Werthe O, 1, 2, 3.... gesetzt werden miis-
sen (den ersten Theilzihler ausgenommen, der =1 ist). Man hat also

’ 3 @ (a, b41, c41, x)

’ P (a, b, c, x)
— m ] (atm)(ctm—2) .. (b+m+1)(c+m-—a+1)
= mF |t = G e et =
Setzt man 5 =0, so wird Q(e,b,¢,#)=1, und man erhiilt in diesem
Falle aus Gleichung (3.), indem man zugleich ¢ —1 statt ¢ setzt:
e m o atmoefm—1 m-+41.c4m—a

4. Pa1,0m) = 9~°°F[1'1 p e e e e A+om—1* '1]
Jede Reihe, die in der Form (e, 1, c,x) enthalten ist, kann daher so-
gleich in einen Kettenbruch verwandelt werden. Gaulfs hat gezeigt, dafs
die wichtigsten, in der Analysis yorkommenden Reihen in dieser Form
enthalten sind,

Ist z.B. e =1, c=2, x=—y, so ist
@(071:",“‘) = 1—‘%_7""::']’2'—71{.73""’
und daher

log(1ty) = y0(1,1,2, —y) =y F[l 1+12y 1+23_y 1+§—4y 1+45y1 etc.]
_ . q_dtmA4m 14+m.14m
-—J’-O-—»F[I'l TF2m 2+2m3"1‘"2+2m.3+2m9"1]

— m . 14-m 14 m :
— J"O—QF[1‘1 2(1+2m)y 2(3+2m).7-1].

Es ist ¢ =tang¢(1 —tang*s -4 Jtang®z—Ztang®.z....). Setzt man daher
a=1%, c=3%, x=—tang’t, s0 ist t=tangt.@(%,1,3, —tang®t) =
™ . i+m.j4m . 1+m.1+m
tangt,MF[l.l+i+2m.%+2mtang‘t.1+%+2m.§+2m.tang‘t:1], also
iz 3:

t = tangtF|1: 1+1—3-tang‘t 1+§—3tang’t 1-|- 5 tang's: l+7—§tang t:1...],s

T K 4 T
woraus man nach gehiriger Reduction

t = tangtF[1:1- tang*£:3 4 2tang*s:5 4 3'tang*£:7....]
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findet, was man kiirzer durch ¢ = tang?,”. F[1:1+m*.tang*¢:2m 1]
andeuten kanm. :

Diese und die tibrigen Kettenbriiche, welche Gauls aus der Glei-
chung (4.) entwickelt hat, sind in der Form F(1:14-x:e,}x:0;....)
enthalten, oder kinnen doch auf dieselbe zuriickgefiihrt werden; sie miis-
sen daher (§. 46.) mit denjenigen iibereinstimmen, die man nach der Me-
thode des §. 44. erhilt. Man kaonn aber mit Hiilfe derselben Prinzipien
@ (a,1, ¢, x) auch in einen Kettenbruch verwandeln, der der Form
(1+x:a,4x:0a,....) entspricht, und also mit denjenigen iibereinstimmen
mufs, die man nach §. 36. erhiilt,

Man findet nemlich auf &hnliche Weise, wie die Gleichung(1.) ge-

funden wurde: @(e+1,6—1,c,2)—@(a,b,¢,x)= b—Z—i z.¢(a+1, b, c+1, x)

und

5 (a, b, ¢, ) = 1 b—a—1 ¢@lat1,b,c41, x)
* PEFLb—1Le® T T ¢ Fglatib—1,ca)

Setzt man aber in Gleichung (3.), a -1 statt o, 5 —1 statt b, so findet man

¢(at1,b,c41,x)

g(at1,6—1,0,x)
— mple. _Q(a+1+m).(c+m——b+l) 1 (b4-m). (c+m—a) .
= ol [1 A= am.cfomt) Ol T e n R * 1]’
und wenn man diesen Werth in. Gleichung (5.) substituirt:

6 (P((I, b, c, .’L‘) _—
' @(ad1,6—1,c,x) :

m F[1__b—a—1 x.l__(a+1+m).(c+m-—b+l) (B+m).(cdm—a) m-i] A
O~ c : (c4-2m).(c42m-4-1) (cF2m+41).(c2m4-2)"" " 1"
Nimmt man 6 =1, so ist ¢(e41, 5—1, ¢, x) =0, und daher

7. ¢(a, 1’ C, x) —_—

- a.x (ad-14m).(ctm) (m4-1).(c+m—a) .
o7l [1 +— ct2m).(cF2mtn** . CF2mFD).cFem+2) ** 1] *
Die Gleichheit der Ausdriicke (4.) und (7.) bildet wieder eine sehr merk-
wiirdige Beziehung zwischen Kettenbriichen.

x:l—

Setzt man wieder ¢ = 1, ¢ = 2, x = —y, so giebt die Gleich. (7.):
) 1 2.2 1.1 3.3 2.2
logt+y)=yF[t— 2 y:i+ 22yt iyt By gt

- 3
=y k [1-—-y:2—|—y:i—;+~y:2.23....],
wie schon §. 39. gefunden wurde. ’
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Es ist wegen einer folgenden Betrachtung wichtig, den Werth von
tangt in einem Kettenbruche ausgedriickt zu haben, welcher daher noch
sus dem Vorhergehenden abgeleitet werden soll. Will man die Reihe

sint:t(l—-%—, + 5’-}) mit der Reihe (4.) vergleichen, so findet man
" s 3 t
sinl = t¢ (IZ, n’, 7 —_'m),
wo n==a, n'=>b unbegrinzt grolse Zahlen bedeuten, so dals alle end-
lichen, welche zu denselben addirt, oder von denselben subtrahirt werden

sollen, als iiberfliissig weggelassen werden konnen, und n==n'=n--1
=n'4+1=n+42=n"4+2 u.s. w. ist. Eben so findet man

1 e
cost = @(n 7, 3, — g0
also

( .3 __._"__)
sint __ F\B s T

cost , 1 t \’
T\ T

Vergleicht man diesen Ausdruck mit der Gleichung (3.), so hat man

tang { =

1 i‘
_ n=a’ nl=b=b+1’ c='_2",x=_.m’
ufid daher .
m )’ . n.n, —_— l’ . 71-71/ -—"—i"‘-.
tangs = t.,", 1 [1r1 +(4m+1)(4m+3)’ 4n.n"1+4m+3-4m+5' 4”*"'.1]
4 D
-7 1 1? 1 £ .
= t-o—wr[i-i ,(4m+1)(4m+3)'1 ' _(4m+3)(4m+b)‘1]’
oder

pu— 7 . _-i.o __-i:.- __t.- __._C_.
“’"gt”l'[t’i 13 l—35l—571 7.9'1”"]

== F'[t: 1 -—-tgrt 3—1 5—1t:7.. ..] f— 1rmF[t-' 1—21:97m + l].
Folgender Fall verdient noch eine besondere Erirterung. Man hat
x =sinx.cosxP(1, 1, 3, sinx?),
also, nach Gleichung (4.):

. iu‘ . . .
8. x= F[smw.cos.x-: 1 _T:% mx’:i-—-é—jsnnxﬂl ],
und aus Gleichung (7.) findet man
_ ol . 2. .. 22 .. 12, ,
9. x= F[sma:.cosw-{-sm.r -€0s T . T sinT .1~Rsmx .1—-5-7sxnx .1....].

" Ist sinx = O, so ist auch x2 =10, und daher auch die beiden Kettenbriiche
(8.) und (9.) nothwendig =0; ist dagegen cosx == 0, so ist sinx=1 und
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X = -275, was auch der Werth der beiden Kettenbriiche sein mufls. Da

sich aber in diesem Falle der Ausdruck (8 ) in*) I’ [0 1— 2—2- 1—-1—3.1..,.]

1.2

und der Ausdruck (9.) in F[O 40:1— .1 1., ] verwandelt, so

5.7°
miissen diese beiden Kettenbriiche nothwendlg die Form —0— haben, d. h.
» 1.2 1 2 : 2.2

sein, oder allgememer, es mufs A
- (14m).(34m) (A4m).G+m) T __

O_wr[l (I+2 ) G42m)’ 11— (§+2m)‘(§+2m)'1] =0
sein (nach Gleich. 4.), und

mpli— Q+FmGH+m) (A4+m) G- —

ol [ — T — G 1] = 0 scin.

Aus diesen Bemerkungen liefsen sich ejne Menge einzelner Sitze
ableiten,

1.2 1 2 : 1.2
1.2 1.2 3,4
=33 "3‘3 S —7ew,
3.4 ' 3.4 '
=57 1—57
1 etc. 1 elc.
also 3—-———-———-1'2 1.2, folglich 1 — 1.2 = 0 u. s W.
5-3.4 — 1% l0ig 5-3.4 ’
~ 3.4 3.4
Yele. " Jelc.
. . . ., 2.2 1.2
Aehnliche Resultate liefsen sich auch aus 7 1——;—5:1————,7:1..5. =0
ableiten.,

Uber die Verwandlung der Reihen in Kettenbriiche kann man
aulser den angefithrten Schriften noch folgende nachsehen:
Nouv. mém, de Faced. de Berlin 1776. pag. 236 {F., uud 1/94 pag 126.
Nova acte acad. Petr. 1784, pag. 36 L.
Lambert Beitriige zum Gebrauch der Mathem. Thl II. S. 54 I,
Annales de mathém. par Gergonne. 7. IX.

*) Diese Kettenbriiche dienen als Beweis der in §. 22. aufgestellten Behauptung.

T

Crelle’s Journal d. M. Bd. X. Hit. 3. 35
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Drittes Kapitel
A. Verwandelung der unendlichen Producte in Kettenbriiche.

49.

Unter unendlichen Producten werden hier Briiche verstanden,
deren Ziihler und Nenner das Product einer unendlichen Anzahl von Face
toren sind. Die Methode, solche Ausdriicke in Kettenbriiche zu verwan=
deln, welche im Folgenden gezeigt werden soll, beruht auf der Eigen~
schaft dieser Producte, sich in Reihen verwandeln zu lassen, welche Letz-
tere wieder in Kettenbriiche verwandelt werden kiénnen. Es seien e,
0,y @3, .... a, beliebige Ausdriicke, und man bilde aus denselben das Pro-
duct (14e0)14e)(1405).... (14a,), welches durch das Zeichen
(1 4+ a,|n) angedeutet werden soll, so hat man

(U+a]) = A4a)14e) = 14a4al+alD
Hieraus folgt
1+4a3) = 1+a)(dFe|) =14a4e,(1+a,|1)Fa;(1 e |2),

und wenn man auf diese Weise fortfiihrt, so erhilt man
L (1+4a|n) =14 a4 e, (14a]l) +oy(14-0,[2) +.... F e, (Ia,|n—1).
Auf &dhnliche Weise kann auch der Ausdruck

' (Atasln) _ (I4a)(U4a,).cei(I4-an)

A0 — @AFb)AFb2).ee(i+45n)

entwickelt werden. Man setze

14a, . 14a, . 14a, __
1+b,_1+c" '1“_*_—1)::—1+ca)'---m—-1+cn’

so erhilt man aus der Formel (1.):
(‘+“=’")_(1+c 1) =1+ e, e(1 e, | D ex(L 6, |2)4meden(1 e, n—1),

T+b:n
oder, wenn man fiir ¢, ¢, ¢ . ¢, die Werthe g —b, —b, a;—b,
] 1) 2 3 e e 1+bx ) 1 + b N 1 + b ,

1 +l—’f substituirt : ‘ ,
(U4ay|n) __ a;—by | a,—b, (14a,|1) a,—b, (14-a,|n—1)
= Bl ks T (=) LI Bl Wy o ey
Setzt man zur Abkiirzung o
tde,=d, tl4e,=4d,.... 140, =d,,

1 +bl = el, 1 +bg —] eg, e @ 1 +b” — e,,,
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so hat man *) .
3 d d._, dy ;. Oyeenedy ..dn 1+ —e,+d,~ez.$+if£.d,.d, +"“dn""en. d; d d,,_,

€1s€3 e3.. w€n ey €, Cy ‘.93 e;.€, en 31,92 .en_‘ .
. . . . A
Vergleicht man diesen Ausdruck mit der Reihe 1 ;‘—-’-m’” “"—}— x
- I

und setzt =1, so hat man -
d—e, =d, (di—e)d,=d, (d;—e)d,.dy=4; .... (d,—e,)d,d,....d,=A4,,
€ = & €.6, == o, €1.€,.03 == B3 . ... € .C. ... € == Oy
folglich (§. 31.) ‘
dydydyendn

=14 2
€5:€3.€5 v €p + _(djy-ey)d,.e}

ey ‘
'(d,-e,)e,.ez-l-(d,,—e,)d,.e,—~

(r-e)(dy-es)dy dyeeie
(dz-ez)ds.eqieye4(dy=e,)d; dsieg e, ete.
Dieser Ausdruck kann aber noch sehr abgekiirzt werden, indem man die

sich aufhebenden Glieder und die iiberfliissigen Factoren weglifst, und .
zwar findet man nach vorgenommener Reduction:

f; . e‘l wess €13

&
— 1 + - (d __ez)d
3 (dx—el)(ds_et)d €2
d,d,—e,.e,— (d —e,)(d,—e,)d,.e,
. d4 e,.e, elc.

d,d,—e,.c,—.

Da die Bildung der Ausdriicke d,, 4,, d;, €, €, €3,.... durch keine
Voraussetzung beschriinkt ist, so kann man also jedes belicbige unendliche
Product, mit Hiilfe dieser Formel, in einen Kettenbruch verwandeln.

Will man diese Formel in emen allvememen Ausdruck zusammen-
fassen, so hat man :
d,.d,....dn m d, —e,
4, Grelaee--n m i1
€, 48, cuen e,,, Lo + (dm_—-;.‘ (‘m-—-x) (([m-i-i““em-!-r.) dn . C‘m)
: ‘ dm . dm-{-l. = €« O ’

l
wo d,—e, =1 gesetzt werden muls.
Es ist z. B.

4 6 6
0?‘-3‘0_7 cc‘._.

———

2 2
T T eTJF e

:w] a
(BTN

Setzt man
dy=2, dy=2, dy=4, d, =4, d,=6, dg=0, ....
ee=1, ey=3, e.=3, e,=5, =3, =T, ...

*) Schweins Anpalysis 8. 235. y
35 *
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80 ist
5. %:F(1+1:‘1+ L2 b2.3:14-3.4:1 ete.) ¥).
6.6..

n 2.2.4.4.6 . .
T =5153575 schreiben. Setzt man nun

d=2, d,=2, dy =4, d,,_.4 dy=6, dy=F6,.
=3, =1, e,=3, e4_3, es=7, ¢,=75,
80 ﬁndet man

6. -§- =F(1—1:3—2.3:14+1.2:344.5:143.4:346.7:1 ete.).
Wiirde man

Man konnte auch

d=2.2,d,=4.4, d;=06.6, d,=8.8,..
1-—1 3 32—3 5’ 3—-507’ 94—7 9,
setzen, so erhielte man
7T 1 .
R B e v e S N
‘ 4®.6*—3.5* .7 — 6%.5.7
6*.8>2=—5.7%.9 etc.,

und auf Ghnliche Wexse konnte man noch andere Entwicklungen von

? finden. Eine andere bekannte Formel ist
% __ 3.6.6.12.12.18.18.24....

—

2 T 2.5.7.11.13.17.19.23....°

Setzt man daher

so hat man

12‘-=F(1+1:2—2.3:8+5.6=1+6.7:5+11.12:1+12.13:5 etc.),
oder (nach §. 15.)
8. ;‘:"': FA41:141:1423:24-5.6:14-6.7: 54-11.12:1-412.13:5 etc.).
Der Ausdruck 2.2.6.6.10.10....
V2:=1357. 9.10....

giebt, wenn man
di=2, d,=2,d;=6, d; =6, ...
ot e=1,e,=3,e=3, ¢=7,....
setzt:

*y Diesen Ausdruck hat schon Euler auf anderem Wege gefunden, com ac
Petr. T. 11. pag. 48.
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9. Vv2=F(1+1:141.2:14+2.3:345.6:146.7:349.10:1 etc.)
Die Kettenbriiche (6.), (8.), (9.), bei welchen die Theilnenner ab-
wechselnd wiederkehren, wiihrend die Theilziihler nach einem be-
stimmten Gesetze fortschreiten, sind besonders bemerkenswerth, weil sich
aus keiner bisher bekannten Methode iihnliche Kettenbriiche ergeben
haben; vermige der Formel (4.) dagegen ist es leicht, eine Menge solcher

Kettenbriiche zu finden. So z. B. findet Euler (Iztr. in an. inf. §.185.):
n __ 4.4.8.8.12.12....
2v2 — 3.5.7.9.11.13....°

Hieraus erhiilt man
10. 2—%:—:.F(l-l-l:3+3.4:1+4.5:3+7.8:1+8.9:3+11.12:1etc.).

Man bemerke, dals es sehr leicht ist, solche Kettenbriiche, die aus unend-

lichen Producten abgeleitet sind, auf irgend eine Potenz zu erheben. Denn

t 1 t t t

da.(d,.d,.d,..._._lﬁ,) _ di.di.di....d
€n

CLe€ps €gunnn e’;-ei-ef,’----e,.

, 80 findet man aus Formel (4.), in-

dem man statt d, e iiberall d’, ¢' setzt:
d,.d,.dyeieidn —et
(e, e, €, __?) --1.__°°I—'(l+ (dfy— ) (dL m_‘_l)d‘ e‘)

't m-—x

t t
dm+x em em+x

*

So z. B. giebt der Ausdruck
m? 2°.2%°.4%.4%.6°.6"....
T T T
indem man d, _2 d=2 ....,=1, e,=3, .... setzt:

=1+ 1 5.1°.2°
1+ . . 3.7.22.3°
r—3 + 5.9.3°.4°
07 g T T
: 16°—15° etc.

B. Verwandelang der Ketteobriiche in unendliche Producte.

50.
Es werde der zu verwandelnde Kettenbruch durch #ie allgemeine Formel

14 —’i———b—- angedeutet, welche Kkiirzer dureh ,7.F (1+ z 7, aus-
n, —= b, n, —'(:n'
e —a, ete.

gedriickt werden kann, Soll nun dieser Kettenbruch in ein unendliches
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d,.d,.d,... .
Product —+—*—=— verwandelt werden, so vergleiche man den Ausdruck
1 . 2 . 3 L

o I"(l-{-f——Tm mit der Formel (4.) des §. 49., und man findet

n,——

L an
n=d,—e, n==¢, also d,=n-n,, ¢,=un, und §1='_':_'I'Il', ferner
b = (dp—€n_) (dm+x - em+1) dm'emly ‘
@y == dyolpyyy— € Cpnyy e

Hieraus findet man
12. dm+1 — bn—am.dm (dm—z—em_l)

+

(dm--1 - em—-x) dm (‘-’m - dm) ’
b — am.m(din_r— em—y)
(dm—; -—_ em—l) €m (em - dm)
14. A — em bm—ay,.dny (dm—-1 — en—)

2. R
€m4y dn byp—am.enm (dm-—l -_ em—-—l)

Vermige der Formeln (12.) und (13.) kann man also jeden Ziih-

Il

und

13. €

dm+1
ern+1
und zwar auf dem Wege der Recursion, indem man d,,, d,_,, €., €,,

als bekannt voraussetzt. Eigentlich aber ist es nicht sowohl wichtig, die
Zibler und Nenner der Factoren einzeln, als vielmehr ihren Quotienten

ler und Nenner eines Factors des unendlichen Products berechnen,

inr
€m+1
Verfahren, d. h. unmittelbar aus den Gliedern des Kettenbruchs finden,
ohne die Zihler und Nenner der vorhergehenden Factoren zu kennen. In
dieser Beziehung bemerke man Folgendes. Es ist nicht blos der ganze Ketten-

. ‘ . d,.d,.d,.d,....
bruch 7. I (l 4+ % dem ganzen unendlichen Producte P -
_...__’E) 10 €3.€,0€, .00,

Amn

za kennen, Diesen kann man aber auch durch ein independentes

1

gleich, sondern auch jeder Theil des Kettenbruchs einem Theile des

. d {,.d,
unendlichen Products, d. h. es ist 1+n3=}-1, 14 n ;= ‘c‘ 2
1 1 1

l'e2

n, ——
al
n d,.dy.d,.... . .
14— =l u. 8. w. Dies folgt unmittelbar aus For-
b, €, +€5.€50000

mel (3.); denn Lilst man das unendliche Product irgendwo abbrechen,
setzt man z. B,
d, = d, = d,

€; €

5 e v e .

n

Il
(I
il

o o0 0

€,
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80 hat man
Ldy.d, - : — .
R N Rlaaove
und nach Formel (4) -
.d,.d, d,—
;inl—'—e(iz?—'—;: 1 + e, T '—'ez) d,.e =1 f—-—jx
d, dy—e e, — , —:1:1,);:,:-::.33:12 =% @, — g—:—,

und auf dieselbe Weise findet man, dals jeder andere Theil des unend-
lichen Products dem entsprechenden Theile des Kettenbruchs gleich ist,

" m)
O X
Tn

dyedyeoodrgn dyody....digg

Zwei auf einander foigende Theile des Kettenbruchs ,” ( | R L—

, und

1 e (1 —l- — _'_n) sind also beziiglich = ey
am -
der zweite Ausdruck durch den ersten dmdu't, giebt +“. Will man also
€rd2

die successiven Theile des unendlichen Products erfahren, so berechne
man die successiven Theile des Kettenbruchs, dividire jeden folgenden
durch den unmittelbar vorhergehenden, und die Quotienten werden das

Verlangte geben.
Es soll z. B. der Kettenbruch

FO+1:142:24-3:344:4...) = mF(1+2)

in ein unendliches Product verwandelt werden. Hier ist

1+1=2, 1+-——=-§— 1+ =34l =0, ..
i+5 1+ 1+
245 243
34+ %
also 4
d_2 d__13_3 4 __28_16 d,_ 530 75
e 1’ e 2°2TF ,,T3'5T18 5, 819767

Das Gesetz, nach welchem diese Factoren gebildet sind, fillt in die Au-

gen. Es ist nemlich
d,__2 d,_ 31 d,_ 4@AH1) 4, 5[4E141)—1]
e 17 e 311’ e, ABAFL)—1 e, ~ SAGIFI—A]F1°
Aus der Natur des gegebenen Kettenbruchs kann man aber leicht ablei-

ten, dafls dieses Gesetz allgemein ist, d. h. wenn der nte Factor des un-

endlichen Products = T—F'I ist, so wird der »--1te Factor = :;:;'(21(1 41-)13.1
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sein. Denn es sei ') -—= 1+ ==, ,,417 14+ ——) Ist nun
1+2+ +n——-1

,:',,F(l-l— ) (;f:l}-l';lb) i’ 50 ist auch

- (n4-1) (n4-1) a=-(n4-1)a — (24D a
F (14 5) = oo iess (6 B) = oot Drets

folglich

dyooedn _ "'F(""E) (Db 1
e e 1_,._F(l+) SEEDEL —IEL

dyoovednan ! ';"+‘F(l+”) (n+D[(r41)o+1] _ (42 (ED
€y ees O 1_,.1*"(1+ ) S e ENFL - R DU FL”

Nun ist aber wirklich
1
r(4Z) =144 = 3,
1 6 3.2
ZE(147) =1+ =7 = 7757

142
,,, my __ 1 % __ 4.6
1-3F(1+};) =1+ 2 T 15T F#a—v
142 —
243
: : 1)a .
folglich allgemein mF(14+2) = (,,(:.413 s wemn 3 F (14 2) =2

ist, und das Bildungsgesetz der Factoren ist daher allgemein bewiesen.
Aus spa'iteren Betrachtungen (§. 69.) wird sich ergeben, dals

2 F(142) =

1 ist; man hat daher
e 1 — 2 3 16 75 406 3185

Wollte man die Factoren nach den Formeln (12.) und (13.) berechnen,
50 hiitte man

*) Und zwar soll —Z—- den Bruch bedeuten, welcher aus der Verwandelung von

" ) (i+:—nn-) in einen gewohnlichen Bruch entsteht, ohne dafs eine fernere Reduc-

tion vorgenommen wird (vergl. §. 3.).
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ceees

n = 1, bl = —2’ bg :—3, b3 E-—4 """'4',

=1 o= 2 = 3 &= 4 ...

dy=2, dz;;——j_%:%-.-—_s, =23y, ...

=1, ez-";2_12 =4, g= "f:i‘l ?,,...
woraus man wieder fl— f, %-—:—2—, 9y = :g, « o s« findet,

Es wurde fniher (5. 32.) gefunden~
% = F(+41.1:243.3:245.5:2etc) = =, F(1+ (Qm+1):2).
Soll dieser Bruch in ein unendliches Product verwandelt werden, so hat man

105 945
1: 1’ 1+ 2 2’ 1+ 31""_13’ 1+ 1+ :&7‘8'9" soes
g "*"""__5'2 +—-——
2+ 2+
1 0 91 4 —5
und daher 3 1 68

=123 7000
Das Gesetz, nach welchem hier die Factoren gebildet werden, leuch-
tet ein, sobald man sie auf folgende Weise schreibt:
3 3.1 10 52 91 7.13 684 9.7(?___ .
=311’ 13" | 2-4-1.3° 76~ 7.13—13.6° 780 9. 76+41.3.5.7°
und es ist wieder leicht, die Allgemeinheit dieses Gesetzes aus der Bee
schaffenheit des Kettenbruches abzuleiten, sobald man bemerkt, dafs, weon

1 3 15

der mte der Thenle T o I3 "'"%, ist, alsdann der m 4 1te

(2m+l)a .
= m bFa lSt’
51,

Die im Vorhergehenden gezeigte Verwandelung der Kettenbriiche
in unendliche Producte beruht auf den Betrachtungen des §.50. Sie kann
aber auf cinfacherem Wege gefunden werden. Man kann nemlich statt
eines jeden Kettenbruchs F (e, ¢,) den Ausdruck

a(F(a,aJ) F(a,a,) F(a, ava) F(a,ama) F(a,am)
) F(a,a‘)" F(": a) """’ F(‘jln Am—s) * F(a, am—)
setzen, Hierdurch ist also der Kettenbruch sogleich in ein Product ver

wandelt, und setzt man lﬁ%ﬁ'—‘) 4 o ggz ’; % s, w., so fallen diese
} 1

Ausdriicke ganz mit denen des vomgen §. znsammen, nur dafs dort e=1
war, welche Beschriinkung nun wegfiillt.
Crelle's Journal d. M. Bd. X. Hf. 3. 36
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Hieraus er‘giebt sich denn auch unmittelbar ein Verfahren, jedes

unendliche Product -~ ‘: in einen Kettenbruch zu verwandeln. Denn
man braucht nur ' A : ,
{ 4_4a 4 _ Fl@a) g_, F(a,a,)

e-r-la';:— a ) —F(a, ),.cco

oder

d=aq, dl;a,al, d2=al.a,az, cens

e=1, ¢ =0a.q, €=0,,0.0,0, 0000
zu setzen, und die Werthe von e, a;, .... b;, b, .... durch d, d,, ...
€ €, «... zu bestimmen. Man kommt hierdurch zuletzt wieder auf For-
mel (4.) zuriick, weshalb die genauere Entwickelung hier iibergangen
werden mdége; nur bemerke man, dals in Formel (4.) d =e=1 jst.

Da nicht blos das ganze unendliche Product dem ganzen Ketten-

d.d, d.d,.d,
e.e, e.e,’ e. e, .e
beziiglich jedem einzelnen Theile F(e, a,), F(a,a,) u.s.w., so folgt hier-
aus, dafs jedes unendliche Product, das man auf dem angegebenen Wege
in einen Kettenbruch mit blos positiven Gliedern verwandeln kann, con-
vergirt, indem seine einzelnen Theile abwechselnd grifser und kleiner als
der wahre Werth sein, und sich demselben immer mehr nithern werden,
je mehr Factoren man zu ihrer Bildung anwendet (§.11.).

Die im vorigen §. gefundenen Entwickelungen in unendliche Pro-
ducte scheinen nicht blos deswegen interessant zu sein, weil man sie
noch auf keinem andern Wege erhalten hat, sondern weil man iiberhaupt,
so viel dem Verfasser bekannt ist, bisher nur fiir Functionen von # un-
endliche, aus ganzen Zahlen bestehende Producte gefunden hat, keines-

bruch gleich ist, sondern auch jeder einzelne Theil —— u. S, W.

weges aber fiir Functionen von e, wie der hier gefundene Ausdruck ;—_5_—-

ist. Da der Ausdruck einer Menge ihnlicher Functionen in Kettenbriichen
bekannt ist, so konnen aus demselben mit Leichtigkeit eben so viel un~

endliche Producte abgeleitet werden.
(Die Fortsetzung folgt-}




