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1. Kummer, Vierecke mit rationalen Seiten und Diagonalen. 1

L

Uber die Vierecke, deren Seiten und Diagonalen
rational sind.

(Yon Herrn Dr. E. E. Kummer, Professor in Breslau.)

Die Aufgabe: Vierecke zu bilden, deren Seiten und Diagonalen sich durch
rationale Zahlen ausdriicken lassen, findet sich schon in den Werken der
Inder, namentlich des Brahmegupta behandelt, welcher nach Colebrooke’s
Annahme etwa sechs hundert Jahre nach Christi Geburt gelebt hat. Die hier-
her gehorenden Sitze des Indischen Mathematikers haben ein sehr mysteridses
Ansehen, so dafs ihr wahrer Sinn nur schwer zu erkennen ist, welchen je-
doch Chasles in der 12ten Note zu seiner Geschichte der Geometrie glick-
lich entrathselt hat. Es finden sich daselbst auch iiber den ganzen Abschnitt
von den ebenen Figuren viele sehr schitzenswerthe Aufklirungen; die Me-
thode indessen, von welcher Brahmegupta Gebrauch gemacht hat, wm zu
den erwihnten Sitzen iber das Viereck zu gelangen, scheint dieser geistvolle
Geometer nicht genau erkannt zu haben. Wir wollen hier eine kurze Aus-
einandersetzung derselben geben. .

In dem vierten Abschnitle von Colebrooke’'s ,Algebra with Arithmelic
and Mensuration, translated from the Sanscrit of Brahmegupta and Bhascara”,
mit der Uberschrift ,Plane figure. Triangle and quadrilateral.”, welcher in acht-
zehn Sitzen §.21. bis §. 38. vom Dreieck und vom Viereck handelt, ent-
halten die ersten zwolf Sitze nur Regeln zur Berechnung der Sticke dieser
Figuren; néimlich der Seiten, des Inhalls, der Perpendikel, der von diesen
gebildeten Abschnitte auf der Grundlinie, der Diagonalen und ibrer Theile,
und des Radius des umschriebenen Kreises.

Diese Sitze gelten zum Theil in der Allgemeinheit, in welcher sie aus-
gesprochen sind, zum Theil aber nur unter gewissen, im Texte nicht angegebenen
Bedingungen. Namenllich ist, damit sie richtig seien, bei den Vierecken stets
die Bedingung hinzuzufigen, dafs sich dieselben einem Kreise einschreiben
lassen; bei einigen auch noch die Bedingung, dafs die Diagonalen auf ein-
ander senkrecht stehen. Auf diese folgen sodann die sechs Saize §. 33. bis
§. 38., welche mehr arithmetischer Natur sind, da sie von der Bildung von

Crelle’s Journal £, d. M. Bd. XXXVII. Heft1. 1



9 1. Kummer, Vierecke mit rationalen Seiten und Diagonalen.

Dreiecken und Vierecken handeln, deren Stiicke sich durch rationale oder
ganze Zahlen ausdriicken lassen. Mit diesen Sitzen haben wir es also hier
hauptséchlich zu thun; weshalb wir dieselben, so wie sie in der englischen
Ubersetzung lauten, waortlich hersetzen.

33. The sum of the squares of two unalike quantities are the sides
of an isosceles triangle; twice the product of the same two quantities is the
perpendicular, and twice the difference of their squares is the base.

34. The square of an assumed quantity being twice set down and
divided by two other assumed quantities and the quotients being severally added
to the quantity first put, the moieties of the sums are the sides of a scalene
triangle : from the same quotients the two assumed quantities being subtracted,
the sum of the moieties of the differences is the base.

35. The square of the side assumed at pleasure, being divided and
then lessened by an assumed quantity, the half of the remainder is the upright
of an oblong tetragon; and this, added to the same assumed quantity, is the
diagonal.

36. Let the diagonals of an oblong be the flanks of a tetragon, ha-
ving two equal sides. The square of the side of the oblong, being divided
by an assumed quantity, and then lessened by it, and divided by two, the
quotient increased by the upright of the oblong, is the base, and lessened by
it, is the summit.

37. The three equal sides of a tetragon, that has three sides equal,
are the squares of the diagonal (of te oblong). The fourth is found by sub-
tracling the square of the upright from thrice the square of the (oblong’s) side.
If it be greatest, it is the base; if least, it is the summit.

38. The uprights and sides of two rectangular triangles, reciprocally
multiplied by the diagonals, are four dissimmilar sides of a trapezium. The
greatest is the base; the least is the summit, and the two others are the flanks.

Wir ubertragen diese Sétze zunichst in die gewohnliche mathematische
Ausdrucksweise; wobei wir zugleich alles im Texte Weggelassene, was noth-
wendig zur Sache gehdrt, vervollstindigen.

33. Setzt man jede der beiden gleichen Seiten eines gleichschenkligen
Dreiecks gleich a*-} 4", und die Grundlinie gleich 2(a*—¥&%), wo a und &
bheliebige rationale Zahlen sind, so ist auch die Hohe und der Inhalt dieses
Dreiecks rational.
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34. Wenn die drei Seiten eines schiefwinkligen Dreiecks folgende
Werthe haben: {;(%—{— b), 3 (—(;——Fc) und %(—Z——-O—F%(%——c , Wo a, b

und ¢ beliebige rationale Zahlen sind, so sind die Hohen und der Inhalt des-
selben ebenfalls rational.

35. Wenn eine Seite eines Rechtecks gleich «, die andere gleich
2
{;(—‘—Z—~b> genommen wird, wo « und & rationale Zahlen sind, so ist auch
die Diagonal dieses Rechtecks rational.

36. Nimmt man von den zwei parallelen Seiten eines Parallelirapezes
die eine gleich %(%——b)—l—{,«(f‘-— '), die andere gleich (% ——b)———%(‘% —c),

C
und jede der beiden andern einander gleichen, nicht parallelen Seiten gleich

2
a . . . .
3 —~—]—c): so erhdlt man, wenn «, b, ¢ rational sind, ein Parallelirapez,
c

dessen Seiten, Hohe, Diagonalen und Inhalt rational sind.

37. Ein Paralleltrapez mit drei gleichen Seiten, dessen Seiten, Hohe,
Inhalt und beide (einander gleiche) Diagonalen rational sind, erhéilt man, wenn
jede der drei gleichen Seiten gleich (@’ 0%)* und die vierte Seite gleich
3(@*—0*? —44*b* angenommen wird; wo @ und & rationale Grofsen be-
zeichnen.

38. Wenn die vier Seiten eines Vierecks, welches sich einem Kreise
einschreiben lifst, die Werthe (¢* - 0*)(¢* — d?), (& —U*)(¢*4- %), 2cd(a’+b°)
und 2ab(c*--d*) haben, wo a, b, ¢ und d beliebige rationale Zahlen be-
zeichnen, so sind auch die beiden Diagonalen, die Abschnitte derselben, so
wie der Inhalt des Vierecks, und der Durchmesser des umschriebenen Krei-
ses rational.

Alle diese Siitze lassen sich auf die einfachste Weise durch blofse
Zusammensetzung rechtwinkliger pythagoriischer Dreiecke finden, deren Bil-
dung, auf der Losung der arithmetischen Aufgabe beruhend: zwei Quadrat-
zahlen zu finden, deren Summe wieder eine Quadratzahl ist, den Indern
vollstindig bekannt war. Wir wollen nun von den einzelnen Sitzen zeigen,
wie sie alle fast unmittelbar aus dieser Quelle fliefsen.

Zur Bildung des gleichschenkligen Dreiecks mit rationalen Seiten und
Inhalt, welche im Satze 33. gelehrt wird, werden nur zwei congruente py-
thagoriische rechtwinklige Dreiecke so an einander gesetzt, dafs zwei an ein-
anderliegende gleiche Kathelen die Hohe, die beiden andern die Grundlinie bilden.

1 *



4 1. Kummer, Vierecke mit rationalen Seiten und Diagonalen.

Die Bildung des schiefwinkligen Dreiecks mit rationalen Seiten und In-
halt, im Satze 34., geschieht durch die Zusammensetzung zweier verschiede-
ner pythagoriischer rechtwinkliger Dreiecke, wenn in beiden eine Kathete
gleich gemacht worden ist. '

Das Rechteck im Satze 35. entsteht durch Verdoppelung eines pytha-
goriischen Dreiecks.

Das Parallelirapez mit zwei einander gleichen, nicht parallelen Seiten
wird gebildet, wenn man zunichst die beiden congruenten pythagoriischen Drei~
ecke BED und BGD (Taf. 1. Fig. 1.) zu einem Rechtecke EBGD zusammen-
setzt, dessen Seiten und Diagonalen rational sind. Setzt man darauf ein zweites
pythagoriisches Dreieck BEA, dessen Kathete einer Rechiecksseite gleich ge-
macht ist, an das Rechteck an, und schneidet auf der andern Seite das diesem
congruente Dreieck CGD von dem Rechiecke ab, so erhilt man das Parallel-
trapez ABCD mit rationalen Seiten, Diagonalen, Hohe und Inhalt. Ist BE =ua,

DE_—:{,(%E——I)), so wird BD=AC=1} —Z—z+b>; nimmt man ferner AE
= GC= %(?—c), so wird AB=CD = }(—(c‘: - c), also AD.-.—.(—Z—g-—b)
+%(—‘§— c) und BC = ?(%z—b) — 3 (—? — c); wie der Satz es vorschreibt.

Das in dem folgenden Satze 37. construirte Paralleltrapez mit drei
gleichen Seiten erhalt man auf folgende Weise. Man setzt zundchst die bei-
den congruenten rechtwinkligen pythagoriischen Dreiecke AEB und AED
(Fig. 2.) zu einem gleichschenkligen Dreiecke ABID zusammen, dessen Seiten
und Hohen rational sind. Es wird also dadurch auch die Hohe BF' rational,
und eben so werden es die beiden Abschnilte AF und F'D der Grundlinie AD.
Verbindet man nun das dem Dreiecke BF'D congruente Dreieck BGD mit
diesem zu einem Rechtecke BF'DG und schneidet davon das Dreieck CGD ab,

welches mit AF'B congruent ist, so hat man das verlangte Paralleltrapez ABCD.
Ist AE —=2ab, BE = DE—=a’—¥*, so ist BA = AD = DC = &’} ¥*;

ferner ist in dem Dreiecke ABD: AKE.BD — BF.AD, also BF — Aillf D

L e 2y

a4t at+b*

also AF—=CG =da*-b— —2—%:—:}_%22—)—2 und hieraus DF — AF'— Gl a—¥b
3(a*—b*)*—4a*b?

. Hieraus folgt nach den pythagoriischen Lehrsatze DF' ==

AN

= BC oder BC = P . Multiplicirt man noch alle diese Stiicke

mit «*-} 5, so hat man die im Satze angegebene Regel.
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Der nun folgende letzte Satz 38. ist der merkwirdigste der sechs
Sitze des Brahmegupta, weil er ein etwas allgemeineres Viereck zu bilden
lebrt, dessen Sticke rational sind. Setzt man zunichst (Fig. 3.) die beiden
rechtwinkligen pythagordischen Dreiecke AEB und CEB mit der in beiden
gleich gemachten Kathete BE an einander, sodann an CE das Dreieck CED,
welches dem Dreieck AHEB durch passende Vervielfiltigung und Theilung seiner
drei Seiten auf die Weise dhnlich gemacht ist, dafs die der BE entsprechen-
den Kathete gleich CE ist, und setzt eben so das Dreieck AEID), welches dem
Dreiecke BEC auf die Weise éhnlich gemacht ist, dafs die der Kathete BE
entsprechende Kathete desselben gleich AE ist, an AE an: so ist auch die
Kathete DE in diesen beiden neuen Dreiecken dieselbe, und man erhilt das
verlangte Viereck ABCD. Der Punct ) kann auch einfach so bestimmt wer-
den, dafs man um das Dreieck ABC einen Kreis beschreibt und die Hohe
des Dreiecks AK verlangert, bis sie die Peripherie des Kreises in ) schneidet.
Nimmt man die beiden rechiwinkligen pythagoridischen Dreiecke, deren Seiten
Rab, * — b, «’4-b* und 2¢d, ¢—d* ¢4 d* sind, und mnliiplicirt, um zwei
Katheten in beiden gleich zu machen, die drei Seiten des ersten mit 2cd, die
des zweiten mit 2ab, so erhalt man, nachdem dieselben zu dem Dreiecke ABC
zusammengeseizt worden sind: AK = 2¢d (¢’ —¥°), BE = 4abcd, CEH
=2ab(c*—d?), AB=2cd(a’+}b*), BC=2ab(c*+d*); ferner wird we-
gen der Ahnlichkeit der gegeniiberliegenden Dreiecke, DE = (¢*— ) (¢*— d*),
CD=(a+|b)(c*—d*), DA=(a’—b*)(c*-}d*); wie es im Satze verlangt
worden ist.

Die simmtlichen Sitze des Brakmmegupta von der Bildung von Drei-
ecken und Vierecken mit rationalen Stiicken beruhen also hauptsichlich nur
auf der Bildung rechiwinkliger Dreiecke mit rationalen Seiten. Die dazu
nothigen geometrischen Kenntnisse beschranken sich, wie man sieht, auf den
pythagordischen Lehrsalz; wozu allenfalls noch der Satz gerechnet werden
kann, dafs die vier Abschnitte, in welche zwei Sehnen eines Kreises sich
gegenseitig theilen, in gleicher Proportion stehen. Aber selbst mit diesen be-
schriankten Mitteln hatte Brahmegupta weit mehr leisten konnen, da sie nicht
nur zur Bildung der besonderen Vierecke des Satzes 38., in welchen die
Diagonalen auf einander senkrecht stehen, sondern sogar zur allgemeinsten
Losung der Aufgabe iiber das dem Kreise einschreibbare Viereck mit rationalen
Sticken vollstandig ausreichen. Diese allgemeinste Losung wird namlich folgen-
dermaafsen gefunden.
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Man nehme drei rechtwinklige Dreiecke mit rationalen Seiten, und lege
sie, nachdem man eine Kathete in allen gleich gemacht hat, mit dieser Kathete so
an— und auf einander, dafs die andern Katheten in einer geraden Linie liegen.
Durch Zusammensetzung der drei Dreiecke BFA, BFE und BFC (Fig. 4.)
erhalt man dann die beiden an einander passenden schiefwinkligen Dreiecke
BEA und BEC, welche zusammen das Dreieck ABC bilden. Um dieses
Dreieck ABC' ziehe man einen Kreis, verlingere BE bis an die Peripherie
desselben nach D, ziehe DA und DC: so ist ABCD das verlangte Viereck,
dessen Seiten, Diagonalen, Abschnitte der Diagonalen, Radius des umschrie-
benen Kreises und Inhalt rational sind. Nimmt man fir die Seiten der zum
Grunde gelegten drei pythagoriischen Dreiecke folgende: Hrstlich, 2 ab, a*—U,
a*--b*; Zweitens, 2cd, ¢—d?, ¢’ d*; Dritlens, 2ef, &—[*, &f? so
erhilt man leicht folgende Ausdriicke fir die vier Seiten des Vierecks:

AB = (@4 0*)(€+[*)ed,

BC = ab(c+d*) (&),

CD = (@4 V) (ef(¢*—d*) —cd(e—[?),

DA = (@4 d%) (ef (@ — ) — ab(e— 7).
Diese Ausdricke geben, wie sich spiter zeigen wird, ganz allgemein alle dem
Kreise einschreibbaren Vierecke mit rationalen Seiten, Diagonalen und Inhalt.
Brahmegupta ist bis zu dieser vollstindigen Auflosung der von ihm behan-
delten Aufgabe nicht vorgedrungen, obgleich sie, wie wir sahen, durch die-
selben einfachen Mittel als jene beschrinkteren maglich war.

Die hier gegebene vollstindige Darlegung der sechs Siize des Brah-
megupta widerstreitet in einem Hauptpuncte der Ansicht, welche Chasles iber
dieselben und iber den ganzen Abschnilt, welchem sie angehoren, aufgestellt
hat. Chasles sieht namlich die vorhergehenden zwolf Satze 21. bis 32. als
Vorarbeiten an, welche hauptsichlich nur dazu dienen sollen, diese sechs arith-
melischen Sétze, und namentlich den letzten derselben, vorzubereilen, und er
meint, dafs alle diese vorhergehenden Satze bei der Losung der Aufgabe iiber
das Viereck mit rationalen Sticken ihre Anwendung finden, so dafs keiner
derselben dieser Aufgabe fremd, oder fir sie uiberflissig sei; welches, wie wir
zeigten, nicht der Fall ist. Eine genaue Entwickelung der ibrigen rein geo-
metrischen Sitze dieses Abschnilts wirde uns zu weit von unserem Ziele
entfernen; dieselbe wiirde die zu hohen Erwartungen, welche Chasles von
verloren gegangenen geometrischen Methoden der Inder hegt, gar sehr herab-
stimmen, und einen neuen Beleg fir die Behauptung von Colebrooke liefern,
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dafs sich die Geometrie der Inder in der damaligen Zeit nur auf einer sehr
niedern Stufe der Aushildung befunden habe, wihrend die arithmetischen Kennt-
nisse derselben viel bedeutender waren. Die geometrische Methode der Inder
zur Zeit Brakmegupta's scheint nemlich nach den vorliegenden Proben haupt-
séchlich nur in einer sehr unwissenschaftlichen Art von Induction bestanden zu
haben, durch welche sie ihre Sitze fanden, die ihnen sodann als Regeln galten
und eines Beweises nicht mehr bedirftig schienen. Sie bildeten sich ihre
Figuren, namentlich Dreiecke und Vierecke, so, dafs die einzelnen Sticke der-
selben durch Zahlen, und zwar immer wo maoglich durch rationale oder ganze
Zahlen ausgedriickt wurden; aus diesen Zahlen hauptsichlich abstrahirten sie
ihre allgemeinen Regeln fiir die Berechnung der Sticke; und wenn dieselben
in mehreren vorliegenden Fillen galten, so schrieben sie ihnen ohne Beden-
ken allgemeine Giiltigkeit zu. Hieraus glaube ich, ist es zu erkliren, dafs
Brahmegupta viele, nur unter besondern Bedingungen geltende Sitze so giebt,
als wiren sie allgemein giltig. Dafs namentlieh viele der Sitze iiber das
Viereck nur unter der Bedingung gelten, dafs die Diagonalen auf einander
senkrecht stehen, hat seinen Grund wohl darin, dafs Brakmegupta hauptsich-
lich nur Vierecke dieser Art zu bilden verstand, und dafs er deshalb haupt-
sdchlich nur von solchen seine Regeln abstrahirte. Diese weggelassenen noth-
wendigen Bedingungen, welche, wie Chasles annimmt, immer hinzugedacht,
wenn gleich nicht ausgesprochen wurden, sind nach meiner Ansicht, wenig-
stens grofsentheils, aus wirklicher Unkenntnifs weggelassen; wofir sich als
dufserer Beweisgrund auch die Ansicht des indischen Mathematikers Bhascara
anfihren lafst, welcher fast sechs hundert Jahre nach Brahmegupta lebte
und, wenn auch kein grofser Geist, doch ein Kenner der altern Mathematiker
seines Vaterlandes war; dieser tadelt Brahmegupta gerade wegen jener Ver-
nachlissigungen, welche das Viereck betreffen, indem er sagt: ,Yet though in-
determinate diagonals have been sought as determinate by Brahmegupta and
others,” und nennt an einer andern Sielle Den, welcher dieses thut, einen
dummen Teufel (blundering devil).

Wir wollen nun unsere eigene Auflosung der allgemeineren Aufgabe
entwickeln: Vierecke zu finden, deren Seiten und Diagonalen rational sind;
indem wir zunichst beweisen, dafs in jedem solchen Vierecke auch die Ab-
schnitte rational sein miissen, in welche die beiden Diagonalen sich gegenseitig
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theilen. Ist ABCD (Fig.5.) das Viereck, dessen Seiten AB, BC, CD, DA,
so wie die beiden Diagonalen AC, BD rational sind, und man nennt die
Winkel BAC —=u, DAC —=v, AEB —w, so sind die drei Cosinus cosw,
cosv und cos(#-| v) rationale Zahlen; denn diese drei Winkel «, v, u-}v
sind Winkel in Dreiecken, deren drei Seiten rational sind, und der Cosinus
des Winkels eines Dreiecks ist eine rationale Function der drei Seiten des-
selben. Hieraus folgt nun nach der Formel cos(%--v) = cos#cosv — sinusinv,
dafs das Product sinwsinv rational ist. Da ferner sinv®=1— cosv® rational

ist, so folgt durch Division mit sinv®, dafs auch

Zii" 2 rational ist. Nun ge-
ben die Dreiecke AEB und AED die Gleichungen: BEsinw — ABsinu

. . BE  ABsinu BE .
und DEsinw = DAsinv, also DE = AdDsng > Woraus folgt, dafs f57 ratio-

BE4DE
D DE
rational, d. h. Tli—E rational, und, weil auch die Diagonal BD rational ist, so

nal sein mufs. Addirt man zu diesem Quotlienten KEins, so ist auch

folgt, dafs DE rational ist; also auch BE. Derselbe Beweis gilt eben so fir
die beiden Abschnitte AE und CE der andern Diagonal AE. Wir erhalten
daher folgenden

Lehrsatz. In jedem Vierecke, welches rationale Seiten und
Diagonalen hat, sind auch die vier Abschnitle rational, in welche
die Diagonalen sich gegenseitig theilen.

Das gesuchte Viereck ist also immer aus vier Dreiecken mit rationalen
Seiten zusammengesetzt, in deren jedem ein Winkel, als Winkel, den die
beiden Diagonalen bilden, bestimmt ist. Deshalb losen wir denn jeizt die
einfachere Aufgabe: Dreiecke mit rationalen Seiten zu bilden, welche einen
gegebenen Winkel w haben. Dieser Winkel w ist, damit die Aufgabe dber-
haupt losbar sei, stets so anzunehmen, dafs der Cosinus desselben eine ratio-

nale Zahl ist. Es sei demnach in dem Dreiecke AEB (Fig. 5.) cosw:':‘T ,
AE —o, BE=—p{ und AB — a, so ist
1. & = a2+ﬁ2—%?-aﬂ.
Nimmt man an, dafs die drei Seiten o, 3 und @ ganze Zahlen sein
sollen, ohne einen, allen dreien gemeinschaftlichen Factor (welches eben so

allgemein ist, als die Annahme rationaler Zahlen) und dafs der Bruch % in
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den kleinsten Zahlen ausgedriickt ist, so. mufs 23 durch n theilbar sein,
und es sind nun die beiden Fille zu unterscheiden, wo n ungerade und wo
n gerade ist. Man untersuche zunichst den ersten dieser Fille: n ungerade.
Fiir diesen ist «-3 durch n theilbar; ¢ und 5 miissen also jedes irgend einen
der zwei Factoren des m enthalten. Setzt man demnach n — r.s, so ist
o=r-o/, =s-3" zu setzen, und folglich
. & = rd"¢p"%=2mdp.
o' und 3’ haben nun keinen gemeinschaftlichen Factor, weil sonst e, 2, und
auch «, denselben haben miifsten; gegen die Voraussetzung: also ist auch we-
nigstens eine der Zahlen o' und ' ungerade, z. B. 5'. Wird mit #* multi-
plicirt, so kann man der Gleichung (2.) auch folgende Form geben:
3. rad = (r*d —mf'} 4 (n*—wm*)3",

oder auch die Form: .

4, (ra+-rd —mp')(ra—r*e +mpB') = (n*—m*) "
Die beiden Factoren ra+ 7o' —m3' und ra—r*c’ -+ m 3’ haben nun keinen
gemeinschaftlichen Primfactor mit 3', weil sonst auch ihre Summe und ihre
Differenz, namlich 27« und 2 (r*a'—m3’), also auch 7’ und folglich auch «?,
oder a, denselben Primfactor haben mifsten. Zerfillet man daher n*—m?® in
irgend zwei Factoren p und ¢, so dafs n*—m? = pg ist, so mufs

ra+trd—mp' = py’,
5. ra—r’c 4+mpB' = ¢2* und
f=

sein. Aus diesen drei Gleichungen folgt

2r'e’ _ py qz
6. = ?-]—2712-———},—,

L 4 o
2.1
und da a=rco/, B=3spB', rs=mn, also _2_71;_04_:2_7;}_ ist:
7. g—%f—:’—?—’—{—?zm——ﬁ

Setzt man nun L’Z:: ns, wo & eine beliebige rationale (gebrochene) Zahl

2 a2
bedeutet, so wird —————p g _n—m , also, wenn endlich noch 2 —¢ ge-
nE nE n
setzt wn'd
2“ 2)‘

7= s+2c—- E oder

va &= (_’5'_4:_”_)’_:-_1 _ et )Eto—1)
B R& 0¥

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXVIIL. Heft1. 2
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Diese Gleichung (7.) ist nicht allein nothwendig, sondern auch hinreichend
fir die Construction des verlangten Dreiecks; denn vermoge derselben ist
8.  a=ytp—2cap)=LE J;’S‘““)

Wir haben jetzt eigentlich noch den zweiten Fall, wo n gerade ist,
eben so zu behandeln: da er aber nach derselben Melhode genau zu denselben
Resultaten (7. und 8.) fihrt, so wollen wir ihn nicht besonders herschreiben.
Der Satz, welchen wir erlangt haben, ist folgender:

Lehrsatz. Wenn in einem Dreiecke, dessen Seilen rational sein
sollen, ein Winkel so gegeben ist, dafs der Cosinus desselben ratio-
nal und gleich c ist, so mufs das Verhdlinifs der beiden, den Winkel

einschliefsenden Seilen sich durch den Ausdruck (H';)s =1——— darstellen

lassen, in welchem & irgend eine rationale Ziahl bedeutet; und umge-
kehrt: wenn das Verhdlinifs dieser beiden rationalen Seilen sich in
dieser Form darstellen lifst, so ist auch die dritle Seite rational.
Um diesen Satz auf das Viereck anzuwenden, bezeichne man die Theile,
in welche die Diagonalen sich gegenseitig theilen, und welche, wie oben ge-
zeigt, rational sein missen, durch «, 3, 7, J, so dafs (in Fig.5.) AE =g,
BE =, CE =y, DE =2 ist, und construire das Viereck mit diesen vier
Stiicken und dem Winkel, den die beiden Diagonalen bilden und dessen
Cosinus rational und gleich ¢ ist. Da es ferner nur auf die Verhaltnisse dieser
vier Abschnitte der Diagonalen ankommt, nicht auf die absoluten Lingen, so
kann man eine dieser Grofsen willkiirlich annehmen, oder auch, am einfachsten,
.sie der Einheit gleich setzen. Wird demnach 3=—1 gesetzt, so erhilt man
dafiir, dafs aufser den Sticken e, (3, 7, J auch die vier Seiten des Vierecks
ABCD rational werden, folgende nothwendige und hinreichende Bedingungen :

E+o’—1 . (1—e)—1

o o« == 28 v = 3y
B A € e s WA ol e
a 2x >y T 2y

Da die drei Grofsen o, y, J diesen vier Gleichungen geniigen miissen,
S0 folgt dafs die finf rationalen Zahlen &, 5, x, y und ¢ nicht ganz beliebig
sind, sondern folgender, aus der Elimination des &, y und J hervorgehenden
Gleichung geniigen miissen:

(n—ey'—1\(y+2) —1 E oty (oot
. (F)=) = ( =)
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Umgekehrt giebt aber auch jede rationale Bestimmung dieser fiinf Gro-
fsen, welche der Gleichung (10.) geniigt, und von welchen Grofsen ¢, als
Cosinus eines realen Winkels, kleiner als Eins sein mufs, eine passende Be-
stimmung der drei Grofsen e, y, d, fir welche auch die Seiten des Vierecks
rational werden: denn wenn noch der Kiirze wegen 1— ¢* durch % bezeichnet
wird, so dafs & den Sinus des Winkels der beiden Diagonalen bezeichnet, der
zwar nicht nothwendig selbst, aber dessen Quadrat stets rational ist, so erhalt
man nach der Gleichung (8.) folgende Ausdriicke der vier Seiten:

AB = 5;2"2, BC — "224;"’
1. CD — ((17———0)2——1)< yi 4 k* ) DA — ((E+c)2—1)(.r’+h

Die vollstindige Auflosung der Aufgabe, alle die Vierecke zu finden, deren
vier Seiten und beide Diagonalen rational sind, liegt demnach allein in der Auf-
losung der Gleichung (10.) durch rationale Zahlen. Will man aufserdem die
zweite Bedingung hinzufiigen, dafs auch der Inhalt des Vierecks rational sein
soll, so macht dies keine besondern Schwierigkeiten; denn dieser Inhalt hat,
aus den Inhalten der vier Dreiecke zusammengesetzt, folgenden Ausdruck:
Yep+pPy+yd+4dea)sinw; die einzige nothwendige und hinreichende Be-
dingung, damit auch dieser rational werde, ist also nur die, dafs aufser cosw=c¢
auch noch sinw = £ rational sei; und diese Bedingung wird auf die allge-

9

meinste Art dadurch befriedigt, dafs man dem ¢ die Form c.__--z-;*_—% giebt;

wodurch lu__——,—_—i_—I wird. Von den finf Grofsen, welche die Gleichung (10.)

enthilt, betrachte man nun die drei &, % und ¢ als willkiirlich anzunehmende
rationale Zahlen, und nur = und y als die beiden Unbekannten, welche, wenn
jene gegeben sind, allemal so bestimmt werden sollen, dafs sie rational sind
und der Gleichung (10.) geniigen. Diese Gleichung ist in Beziehung auf jede

der Unbekannten vom zweiten Grade und kann, wenn fir die Ausdricke
(§4¢)°—1 (n—c)*—1
5 und T

der Kirze wegen die Zeichen o und y beibehalten
werden, folgendermaafsen dargestellt werden:

(r+e)—1 (w- *—1
(L=t (52,
oder, nach den Unbekannten geordnet durch:

13 {;wcy*—-(ua, —2c(ety)r—ak)y—FKyr = 0 und
eyd®—(yly* +2¢c(aty)z—y )z — Kay = 0.
9 #
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Loset man diese Gleichung in Beziehung auf y auf, so erhalt man:

ax’*—2c(aty)r—ek’t+v[(ax’—2c(aty)xr—ak?)*+ 4Ky x?]

14. y = 577

Die ganze Aufgabe reducirt sich also jetzt darauf, die rationalen Werthe von
@ zu finden, fir welche auch die Wurzel
YI(ea? —2e(aty)e — alk) L 4K 1 a?)

rational wird. Diese Aufgabe ist bekannilich schon von Huler mehrmals be-
handelt worden; und zwar zuletzt in einer Abhandlung vom Jahre 1780, welche
erst im Jahre 1830 in dem elften Bande der ,Mémoires de I'’Académie de St.
Petersbourg™ erschienen ist. Auch hat Jacobi in der Abhandlung ,De usu theo-
riae integralium ellipticorum et Abelianorum in analysi Diophantea,” im drei-
zehnten Bande dieses Journals S. 353, die Aufgabe mit Hilfe der elliptischen
Functionen geloset, und dabei bemerkt, dafs diese Methode mit der Hulerschen
im Wesentlichen ibereinstinmt. Es muls, damit nach den genannten Methoden
die Losung der Aufgabe iiberhaupt gelinge, immer eine bestimmte Anzahl, und
wenigstens eine der Fundamental-Auflosungen bekannt sein; aus welchen dann
eine unendliche Anzahl neuer hergeleitet wird: die Fundamental- Auflésungen
aber direct zu finden und durch die aus ihnen herzuleitenden alle moglichen
Auflosungen zu erschopfen, ist ein noch ungeldsetes Problem, welches bedeu-
tenden Schwierigkeiten unterworfen zu sein scheint. Wir miissen darum hier
darauf verzichten, die vollkommen allgemeinen Ausdriicke fiir die Sticke des
Vierecks mit rationalen Seiten und Diagonalen in entwickelter Form, d. h. so
darzustellen, dafs die nothige Bedingungsgleichung (10.) von selbst erfillt wird,
sind indessen durch die Huler’sche Methode in den Stand gesetzt, eine unend-
liche Anzahl solcher Ausdriicke zu liefern, welche sehr allgemein sind, da sie
die drei willkiirlichen rationalen Zahlen &, 7 und ¢ enthalten; denn jeder
rationale Werth von x, welcher die obige Wurzelgrofse rational macht, giebt
eine solche Formel.

Die einfachsten rationalen Werthe von x, welche der Gleichuﬁg (10)
so geniigen, dafs auch y rational wird, und welche sich von selbst darbieten
und also hier als Fundamental - Auflosungen benutzt werden sollen, sind =20,
z=1-4¢ und £ =1. Diecsen entsprechen namlich die Werthe y =0, y=—=1—¢
und y=2§. Der erste dieser Werthe £ =0 und y =0 giebt fir sich kein
wirkliches Viereck, sondern nur ein solches, dessen eine Winkelspitze im Un-
endlichen liegt. Ebenso giebt x =1-¢, y=1—¢ nur ein Viereck, von
welchem zwei Winkelspitzen ineinanderfallen: welches also. ein Dreieck ist.
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Der Werth & =17, y =2¢& aber giebt ein wirkliches Viereck, und zwar das
dem Kreise eingeschriebene. Fir diese Werthe =17 und y =& erhilt man
némlich aus (9. und 11.) folgende Ausdriicke:

—1 — —1 4o —D((n—c)—1
15. o — (§+;)£ B=1, y= (n ;7,)7 d (¢ 4§(77 )
und
B4R 4R
o (n—e) — 1) &+ (=D + 1),
CD=— 15 , DA=— 5y

Diese Formeln enthalten auch den allgemeinsten Ausdruck aller einem
Kreise einzuschreibenden Vierecke mit rationalen Seiten und Diagonalen; denn da
diese der Bedingung «y =30 geniigen missen, so folgt, dafs kein anderer
Werth von J moglich ist. Soll aufser den Seiten und Diagonalen auch noch
der Inhalt rational werden, so ist es, wie oben gezeigl, hinreichend, und noth-

2
wendig, das ¢ eine rationale Zahl von der Form :@-11 sei; wodurch auch &

rational wird. Fiir einen solchen Werlth von ¢ sind auch die hier gegebenen
Formeln fir das dem Kreise einzuschreibende Viereck, wie sich leicht erkennen
lifst, wesentlich identisch mit den Formeln, welche wir oben durch blofse
Zusammensetzung rechtwinkliger pythagoriischer Dreiecke nach der Methode
Bralmegupta's fanden.

Als numerische Beispiele zu diesen Formeln fir das dem Kreise ein-
zuschreibende Viereck wollen wir ¢ =} setzen, also w = 60"; ferner §—
n=23: damm ist a=13, f=1, y=1%, y=21%, oder in ganzen Zahlen:
o=24, =064, y=156, 0 =21 die Seiten sind AB =56, BC =104,
CD =19, DA =239 und die Diagonalen AC =80, BD —85. Ein anderes
Beispiel, auch mit rationalem Inkalt, ist c= 3, § =8, n==4; hiernach wer-
den die Abschnitte der Diagonalen o=, =1, y=1%, d =35, oder
in ganzen Zablen: ¢ =60, =225, y =105, & =28; ferner die Seiten
AB =195, BC=300, CD=91, DA =80 und die Diagonalen 4C =165,
BD =253 und der Inhalt gleich 16698.

Die Kulersche Methode, deren wir uns jetzt bedienen wollen, um'
aus den drei bekannten Werthen von « andere abzuleiten, die ebenfalls die
obige Wurzel rational machen und also rationale Werthe des y geben, beruht
hauptséichlich darauf, dafs der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen, welcher
nach x vom vierten Grade ist, auf die Form P*- QR gebracht wird, wo
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P, Q und R rationale ganze Functionen vom zweiten Grade sind, mit ratio-
nalen Coéfficienten. Aus diesen wird sodann die quadratische Glelchung
17. Q02*42Pz—R = 0
gebildet, welche auch nach a quadratisch ist und also ebenfalls auf die Form
18. S&#42T2—U =0
sich bringen lifst. Wenn nun fir irgend einen Werth von x die gegebene
Wurzel, welche durch y(P*-} QR) dargestellt ist, rational wird, so wird
auch = rational; und zwar erhélt es zwei rationale Werthe. Setzt man einen
derselben in die Gleichung (18.) in S, T' und U, so giebt dieselbe zwei ra-
tionale Werthe von x, deren einer der urspriinglich hekannte, der andere
neu ist, und welcher ebenfalls die Wurzel y(P*+4 QR) rational macht, weil
er einen rationalen Werth von = giebt. Legt man nun eben so diesen neuen
Werth von & zum Grunde, so findet man auf gleiche Weise wieder einen neuen
Werth dazu; und so kann man bis in’s Unendliche fortfahren, wenn sich nicht
etwa ein Werth, der schon einmal da war, wiederholt; in welchem Fall man
nur eine endliche Periode von verschiedenen Werthen erhilt.

Die erste fir diese Methode nothige Operation, némlich eine qua-
dratische Gleichung zu finden, deren Wurzel = sich durch die rational zu
machende Wurzelgrofse ausdriicken lafst, und welche auch in Beziehung auf z
selbst vom zweiten Grade ist, wurde in unserem Falle auf eine Weise schon
ausgefiihrt; denn die Gleichung (10.), welche, einerseits nach y, andrerseits
nach « geordnet, die Formen (13.) annimmt, ist eine Gleichung dieser Art.
Grade diese aber leistet nur sehr wenig, denn sie giebt, wie leicht zu sehen,
niemals eine unendliche Reihe von Werthen des x, sondern immer nur eine
Periode von zweien. Ist namlich o irgend ein geniigender Werth, welcher

.2
auch y rational macht, so ergiebt sich als zweiter Werth nur ——TI;—, und dieser

fiihrt wieder auf den Werth von « zuriick. Der Werth _T’;j giebt aber nie-~

mals ein anderes Viereck als a selbst, weil der Ausdruck von 0 derselbe

. . k? .
bleibt, wenn man & in —— verwandelt. Eben so bleibt auch e« ungeindert,
. k* S k? .
wenn § in — und 7, wenn 7 in — verwandelt wird; welche Bemer-

kung zu beachten nothig ist, um verschiedene Werthe von & als Werthe zu
erkennen, die keine wesentlich verschiedenen Formeln fir Vierecke mit ra-
tionalen Seiten und Diagonalen geben.
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Obschon nun die Gleichungen (13.) selbst, nicht eine unendliche Reihe
rationaler Werthe des & geben, fir welche auch y rational wire, so reicht
doch eine leichte Anderung hin, sie dazu passend zu machen. Setzt man
nimlich 'y = 2, so erhélt man:

19. yf—(ax®—2c¢(aty)r—ak)zs—Kya® = 0,
oder, nach Potenzen von x geordnet:

0. (astky)r*—2c(aty)ze—2(y2{Kk2) = 0.
Sind nun £ und 2’ die beiden Wurzeln der einen, 2 und 2’ die beiden Wur-
zeln der andern Gleichung, so ist bekanntlich

— 12
2. 22 =—K2% 242 Ll 20(“:—7 k z,
y___3(yzthte) 1 2c¢(aty)z
R wr= azs+k*y Tt = azfky
Gehen wir jetzt von dem bekannten Werthe O von x aus, so finden sich fir
2
diesen von 2 die beiden Werthe 2 =0 und 2= -—’—;ﬁ. Der erstere =0
ist zu verwerfen, weil er nur & = O zuriickgiebt; die beiden Werthe == ——k;?-
und & = 0 aber geben nach der Gleichung (22.):
23. 2 = 2ca 5
=y

welches ein nmewer Werth des « ist, der 2, und daher auch y, rational macht.
Vermittelst einer der Gleichungen (21.) findet man ferner fir den zweiten
Werth von 2, welcher zu diesem Werthe &' gehort:
y _ 4ctay
o (a—p)?
und hieraus wieder vermillelst einer der beiden Gleichungen (22.) fir den
zweiten Werth von x, welcher zu diesem Werthe von = gehort:
v 2ca(dcy R (e—yp)?
U o= (a—-y)(4c a4 k* (aiyz’)
Zu diesem gehort wieder, als neuer Werth von =, folgender:
o Fa(dey b ey
(@cta* Lk (e—p)*)®
welcher wieder folgenden neuen Werth des = giebt:
25 " — deka(a—g) (4’ +h (@ —p)") 2@+ y) +h (@ —7)Y) |
(4c’a‘+k’(a—7)’)(4c ey +k(e—p))(Actay—E(e—yp)?) k
und so kann man mit Leichtigkeit die Reihe der Werthe von x, welche je-
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doch immer complicirter werden, weiter fortsetzen. Die zu ihnen gehorigen

Werthe von y erhélt man ohne alle Rechnung durch Vertauschung der Buch-

staben, weil die Gleichung (10.) oder (13.) ungeindert bleibt, wenn man

$ mit %, ¢ mit — ¢ und x mit y vertauscht, wodurch auch & und y vertauscht

werden. Wir erhalten so die erste Reihe allgemeiner Formeln fiir Vierecke mit

rationalen Seiten und Diagonalen; was sich folgendermaafsen ausdricken léfst:
Wenn man in dem Vierecke ABCD den Winkel der Diagonalen
so bestimml, dafs dessen Cosinus eine rationale Zahl ¢ ist, und die
vier Abschnitle o, f3, y, 0, in welche die Diagonalen sich gegenseitig
theilen, so annimmt, dafs

) (&4 ¢)*—1 —e) —1
26, o=t g1, =020l

g — ((§+c)”—l) ((x——c)*—i)

ist, wo & und v beliehige rationale Zaklen sind, x aber irgend einen
der Werthe

' 2ce
T == Py
e—y
o= 200‘(40272"""2(“—'7)2)
s (e—y)(dcta*+h*(@—yp)*)°
P dcka (e —y) (4 + 5 (@ — ) (R (e +p°) + 5 (a—17)?)
@t Fh@—y)) (de’ay+h (@—7)) (4 ay— k@ —y)%)
etc. elc. '

erhdilt: so sind, aufser den beiden Diagonalen, auch alle vier Seiten
des Vierecks rational. Die Ausdricke fir die vier Seiten sind:

4B = 31, BC — ”2‘+"2'

CD = ((n-f-c)‘—i) (JI"H‘ ) DA — ((’c"l-c) —1) (Jp*-l—k‘)

wo vy, dem jedesmaligen Werthe des « entsprechend, einen der fol-
genden Werthe hat:

27,

.Y' = ,;2__6_'7;9

o 2ey(dcet LR (e—p))

S P T P o S s

)""=~“— 4ck?y (a—-y)(4c o’ k? (a——y)*)(2c*(a2+7 )+Is‘(a——7))

ety 4 (a“-r>‘)(4e uptbi(a—y))(dctay—h*'(@—y)*)
elc. elc.
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Als Zahlenbeispiel sei ¢=14, also w=60", §=13, n=3. Damn
ist a=1, f=1, y=1%; ferner 2'=28, also J=14%, oder in ganzen
Zahlen, ¢ = 64, f==64, y =156, & = 221; ferner AB = 64, BC = 104,
CD =199, DA= 259 und die Diagonalen sind: AC =120, BD = 285.
Ein anderes Beispiel sei ¢ =4, §=1, 7=3; was e = 3§, f=1, y = }¢,
also @' =—=4{¢& und & =}14} giebt, oder in ganzen Zahlen: o =1680, 3=1500,
v = 960, 0 = 1711; ferner sind die Seiten AB = 1020, BC = 2340,
CD = 1105 DA =3217, die Diagonalen 4C=2640, BD —=—3211, und
der Inhalt ist gleich 2543112.

Sucht man weiter eine neue Reihe von passenden Werthen von x, so
bietet sich zuniichst der Werth =1-}-¢ als Fundamentalwerth dar, von wel-
chem sich ausgehen lifst. Es findet sich aus demselben vermittels der Gleichungen
(19. und 20.) wirklich eine neue Reihe Werthe von , und aus diesen eine
Reihe allgemeiner Formeln fir die Vierecke. Die durch dieselben ausgedriickten
Vierecke aber lassen sich alle aus den so eben gefundenen ableiten, wenn man

blofs iiberall m%’/ statt J setzt. Dafs diese Verwandlung an jedem Vierecke,

dessen Seiten und Diagonalen rational sind, ausgefiihrt werden konne, ohne dafs
Seiten und Diagonalen aufhorten rational zu sein, ist leicht zu zeigen. Be-
schreibt man namlich um das Dreieck CDA (Fig. 6.) einen Kreis, welcher
BD in D' trifft, so ist ABCD' ebenfalls ein Viereck mit rationalen Seiten

und Diagonalen, und es ist ED'—= ——-‘—31. Da sich die Verwandlung auf alle

vier Abschnitte der Diagonalen anwenden lafst, so erhilt man aus einem Vier-
ecke mit rationalen Seiten und Diagonalen noch vier andere; und dazu noch
zwei, wenn man die Verwandlung an zwei gegeniiberliegenden Winkelspitzen
ausfihrt.  Alle ibrigen Vierecke, welche durch wiederholte Verwandlungen
dieser Art enistehen, sind den sechs bezeichneten &hnlich und geben also
nichts Neues.

Eine doppelt-unendliche Reihe wirklich brauchbarer Werthe von
geht aus £ =17 hervor. Dieser Werth von x giebt nach (19.) fir 2 die

beiden Werthe 2 =§7 und 3 = -—-E;—"—. Vermittels einer der Gleichﬁngen (R2)
erhalt man hieraus folgende zwei Werthe von x:
v _n(En—2c&+ %) 1 __Fn(E—nt2¢)
28. a'= EnT2on T undl = T reEnFRE—Fn’

Jeder dieser Werthe zieht eine unendliche Reihe anderer nach sich, welche
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXVII. Heft 1. 3
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wir hier nicht weiter ausfiihren wollen. Da ferner auch von diesen beiden
.2
Werthen der eine aus dem andern entsteht, wenn ————’:;— statt 7 gesetzt wird,

so geben beide keine wesentlich von einander verschiedenen Formeln fir
Vierecke mit rationalen Sticken. Man kann also auch einen dieser Werthe
unbeachtet lassen. Der erste giebt nach Gleichung (9.):

5 — —er@Entdto)Entd—a?)
(En—2c&+ k) (§n+2cn+k?)
7

Setzt man aber ——%— statt d, welches, wie gezeigt wurde, gestattet ist, so er-

halt man von J den einfacheren Werth
' J — (En—2cE+ k") (Ent2ent k)
Ent(+o)¢nt+d—0))
Hieraus ergiebt sich folgender Satz:
Wenn in dem Vierecke ABCD der Winkel der Diagonalen so an-
genommen wird, dafs der Cosinus ¢ desselben rational ist, und man
den vier Abschnitten, in welche die Diagonalen sich gegenseiliq theilen,
die Werthe:
2___q A
29, o == (§+g)§ , ﬂ —_ 1’ y = (n 2032 ’l,
g — (En—2cE+E)(EntRent k)
. En+1+o)*)(Ent (1 —0))
giebt, wo § und 7 belicbige rationale Zahlen sind, so werden aufser
den Diagonalen auch die Seiten des Vierecks rational und es ist:

A}

_ EfR _ g
ag = 58, po— T HE,

n'(En—2c&+ ")+ R (En+2cn+h7)”

0. (0D = o G

DA — EEnt2em+k) + 1 (§n—2084- %)

2EEn+d+o) (Ent(1—0))
Zu einem Zahlenbeispiel sei c=1}, w=260", §=3, 7=238. Dies
giebt nach Wegschaffung der Briiche, ¢ =456, 3= 456, y=— 399, J = 440;
ferner AB—456, BC =741, CD =421, DA =776, und fir die Dia-
gonalen AC =855, BD =896. Ein zweites Beispiel c = §, §=§, =2
giebt, nach Wegschaffung der Briche, ¢ = 4522, = 4845, y = 2261,
d=23900, AB=4199, BC=6460, CD=3121, DA=17538, AC—= 6783,
BD —8745 und den Inhalt gleich 23726934.
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Von den unendlich vielen dhnlichen allgemeinen Sitzen wollen wir
jetzt nur noch einen entwickeln, und zwar einen solchen, der auch auf den
Fall anwendbar ist, wo ¢=0, d. h. wo die Diagonalen auf einander senk-
recht stehen; denn die bisher aufgestellten allgemeinen Sitze fir die unregel-
mifsigen, dem Kreise nicht einschreibbaren Vierecke sind grade fir diesen
Fall nichtssagend.

" Setzt man in der Fundamentalgleichung (13.) y-—-———(n a:)z—l— g,

so erhdlt man folgende verwandelte Gleichung:

31. ax(n—z)2+ (ek+2(¢Ey+tcadcy)r—eax)z+ ’—'ﬂé(k”z—{—nw) = 0,
welche, nach Potenzen von « geordnet, auch wie folgt dargestellt werden kann:

32. az(142)x*—[y§+2¢y+ ca—{-cy)z-az’]x—%—z—(ﬁ—}« anz)=~0.
Nimmt man nun z =17 an, so erhilt man fir 2 den Werth
_8m+EY
@R
Zu diesem giebt die quadratische Gleichung (32.) von x, aufser dem Werthe 7,
noch den Werth:
33, x — 2n(cén+ ck’—{—k"’§—-—k”n)(§'+k’)
Gt =) E—n@*+5)
Mit Ubergehung der unendlichen Reihe neuer Werthe, welche wieder
aus diesem folgen, erhalten wir hieraus folgende neue, allgemeine Regel:
Wenn man die vier Abschnitle o, 3, y, & der Diagonalen eines Vier-
ecks und den Winkel derselben w so bestimmt, dufs

(E+e)—1 —c)—1
——%s———-— /)":1., 7_______(_________” 2627 ~

3 — ((E—{-c)‘——i) ((x—c)’—-—i)

L ==

34. cosw=¢, o=

wo
r — 2n(cén+ ck*+K*E—K*n) (&4 K?)
(E+e)—D)E—n) (n*+5)
ist, &, 1 und c aber beliebige rationale Zahlen sind, so sind in diesem
Viereck , aufser den beiden Diagonalen, auch die vier Seiten ratio-
nal; und swar sind sie:

AB.-—E_EIC, BC_.”'Htg,
35. 27

((n-—c)’——i) (y +k’) ((’g'—}—c)’—-i) (xurk)

3*
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wo
_ 2k(cEntekFRE—R) (1Y)
YT T == D E— &R
Als Zahlenbeispiel sei w=60", c=14%, §= —1}, n=23. Dies giebt,
nach Aufhebung der Briiche, o =240, # = 128, y=112, 0=>57, AB=208,
BC =208, CD =97, DA =273, AC=1352 und BD — 185.

Fir den besondern Fall, wo die Diagonalen auf einander senkrecht
stehen, also ¢=0 und k=1 ist, lafst sich der Satz wie folgt ausdriicken:

Wenn in einem Vierecke, dessen beide Diagonalen auf einander
senkrecht stehen, die vier Abschnitle der Diagonalen die Werthe

A o= B=1, y=T21,
3. }J (En by —)EntE—nt OEn—E4n ) (=& 41)
8&7 (& + 1) (7" +1)
haben, wo & und 7 beliebz'qe rationale Zaklen sind, so sind auch
dze Seiten des Vierecks rational; und zwar sind ihre Ausdriicke:
1 1
AB——Ez'E , BL_”Z'; ,
__ AP+ —1)*(E 1)
3. (0D = =@ rha+1) 5
DA — WELDHE D0 1)
8&n(§*+1)(m*+1)
Als Zahlenbeispiel fir diesen Fall, wo w = 90° ist, sei § = 2, n=3;
dann ist e=2%, B==1, y="1%, 0 =1% , oder in ganzen Zahlen: « = 4680,
[ = 6240, y =2600, & = 2079, AB="7800, BC = 6760, CD = 3329,
DA —=5121, AC=17280, BD =8319 und der Inhalt = 30281160.
Breslau im December 1846. ’
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2.

Entwicklung der in elliptischen Coordinaten ausge-
driickten reciproken Entfernung zweier Puncte in
Reihen, welche nach den Laplace’schen Y fort-
schreiten; und Anwendung dieser Reihen zur Bestim-
mung des magnetischen Zustandes eines Rotations-
Ellipsoids, welcher durch vertheilende Krifte
erregt ist.
(Von Herrn J. Neumann, Prof. der Mineralogie und Physik zu Komgsberg)

§. 1.
He:rr Dr. Heine hat in dlesem Journal Bd. 26. S. 185 die Differentialgleichung,
welche aus

d.r +dy +dz =0

entsteht, wenn darin statt der rechtwinkligen*Coordinaten x, y, 2 die elliptischen
x = rsindcosgp, y=rsindsing, 2z = y(r’*—2i*)cosY
gesetzt werden, durch eine Reihe integriren gelehrt, welche nach den Laplace-

schen Y (Kugelfunctionen) forischreitet. Derselbe hat gezeigt, dafs diese
Reihen-Entwicklung des Integrals von dem vollstindigen Integral der Gleichung

d(i-——o)do_

1. +(n n41— m;,)S = 0"

abhangt. Dies ist dleselbe Dlﬂ'erenhalglelchung, aus deren einem particuliren
Integral die Kugelfunction ¥ zusammengesetzt ist. Ich werde dieses par-
ticuldre Integral durch P, (o) bezeichnen. Es ist
d Py.o (o)

dem
worin P, () eine ganze rationale Function von der nten Ordnung ist, welche
der Gleichung

2. P,,(0) = (1—od)"

d(1—-o‘)
———-——1‘-2+n nt+1.8 =0
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geniigt und den Werth hat:

i.3....2n-—-—i{ L n.n—1l.n—2.n—3 z

- "_2 n—4
L P@O=13 s 2n——1 T az—T2n—3° To%:

Das zweite particulire Integral von der Gleichung in (1.) hat Heine
durch Reihen dargestellt, die nach den fallenden Potenzen, entweder von o, oder
y(1—0?) fortschreiten; mit der Bemerkung, dafs diese Reihen sich in dem
besondern Falle, wo 2 =— 0 und n =0 ist, auf einen geschlossenen logarith—-
mischen oder trigonometrischen Ausdruck zurickfilhren lassen. Ich werde zei-
gen, dafs das zweite particulire Integral von (1.) sich immer durch einen
geschlossenen logarithmischen oder trigonometrischen Ausdruck darstellen lafst.
Ich bezeichne dasselbe durch Q,,,(0), so dafs, wenn 4 und B zwei willkirliche,
von o unabhingige Grofsen bezeichnen, das vollstindige Integral von (1.)

S = A4.P,.(0)+ B.0..(9)
st, und behaupte, dafs

da"Q.,
5. Q,n(0) = (1— " anr‘f-’(")

ist, worin Q, (o) das zweite particulire Integral von der Gleichung (3.) ist
(deren erstes durch P,,‘(,(a) ausgedrickt wurde) und den Werth hat:

6. ,,(,(0)__/ ou ""(")

Setzt man aus (6.) den Werth von Q,,(0) in (5.), so erhdlt man

m m [T Pno(n)d
7. Qn.m(a) = 1-2-.-.7"(—'1) (1-—-0’2)‘} /. (6:‘(“.“))"‘-3 .
Ich werde nachweisen, dafs, wenn man diesen Werth von Q,.(c) stait §
in (1.) setzt, dieser Gleichung geniigt wird. Man erhilt nach einigen kleinen
Reductionen aus (7.)

dA d Qn m((f)
A= —s = 1.2 m(—-i)"‘(l-——o“)*"‘ 6u Pro(p)
e = 1.2.... S e
X{m+1.m-|—2—2.m-|—1.o'y.——m.m+1.;z m* *
| S IS T
Nun ist aber, wie leicht zu sehen, |
d 1

— ’—l
mitmt2—2mttfop—mmttip _ PR G

(6—up)m+s ~ du
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und hierdurch verwandelt sich der vorstehende Ausdruck in folgenden:

g d.(—c ,)dQnm(d)
do
N
" dA—p’ (6;”)'”1
=1.2...m(—D)" (A=)  uP,,(x) T L + = ,Q,,,,,(c)

—1
Das Integralzeichen in dem Gliede rechts lifst sich durch partielle Integration
wegschaffen. Man erhalt nemlich dadurch '

A
2 (6—p)mtt 1
. d.(1—p") ——p o P——— 1—u®  dPay(p)
S ow P =1 P —

dP,
w4 d0—w ""’a:
+_1/ (c—p)m+1’ d# ’

worin die Glieder rechts, aufserhalb des Integralzeichens, wegen der Grenzen
der Integration +1 und —1 verschwinden. In dem letzten Gliede kann zufolge

d.1—pr IPnoler)
der Gleichung (3.) —n.n-1.P, ((u) stait rm dp geschrieben werden,
so dafs
1
B
+ T du P..o(w)
-[ P,,(u) i ouw = —n. n+if TRy —2 L0 O,

Setzt man diesen Werth in (8.), so erhalt man, mit Riicksicht auf (7.):

dQ.. A 0n.m(0)
d.(—o)20enl) (rn
do - ¢ —i‘ - mﬁ) Qn.m (0);

welches die Gleichung ist, die bewiesen werden sollte.

Zur Ausfihrung der Integration iﬁ devm Ausdruck fir Q,,(0) in (6.)

i i +Hupo c—1
dient die Bemerkung, dafs / POl e o . . .
g /) o—u r— o’ log o1 ist, worin » eine ganze

rationale Function von o vom p—1ten Grade bezeichnet, und gleich der Summe der

Glieder in der Entwicklung von a”log-g—;—"l nach den Potenzen von é—, welche
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mit ¢ =0 nicht verschwinden. Hieraus folgt, mit Riicksicht auf den Werth
von P,,(v) in (4.), dafs
1

9. 0,.(0) _/+ Pno(.“)a.”' = R,— P, "(G)IOg%

ist, worin R, eine ganze rationale Function von ¢ vom n—1ten Grade bezeichnet,

und gleich der Summe der Glieder in der Entwicklung von P, , () log%—j—lr—: nach

1 . . . .
den Potenzen von = welche, wenn 6 = ~o wird, nicht verschwinden. Hier-

nach ist R, leicht hinzuschreiben; es kann auch bestimmt werden durch die
Differentialgleichung

dR

d1l—¢*——
10. RN W e LA )

welche man aus (3.) _erhéilt, wenn darin statt S der Werth von Q, (o) aus
(9.) gesetzt wird. Es ist

106. R,=0, R =-—2, R,= —30, R,= —5(c>—%), u.s. w.
Aus der Gleichung (9.) folgt sofort nach (5.)
dm R dm —1

11. Qn.m(g) 1___0.2)§n dT—<1— )i"’d m n()(a)log +1

und hieraus fiir den besondern Werth von m=— n:

. —1
12 00,(0) = — (A=) 75 P,(0) log §+1'

In allen vorstehenden Ausdriicken kann o. sowobl reell als imaginir sein.
Die aus dem letztern Falle hervorgehenden Umformungen ergeben sich von

selbst. Wenn ¢ von der Form sy—1 ist, so hat man

1.3....2n—1 —
Puty—1) = pimb ey 2oy ),
13, { P, (s7—1) = (—1)¥"(1 s L Proler—1)

dsm ’
Q.o(8y—1) = R,—2y—1.P, (sy—1) arc(tangm%‘),

wo R, eine ganze rationale Function vom n——iten Grade von s ist, und gleich
der Summe der Glieder, welche in der Entwicklung von

2 V—1.P, ,(sy—1)arc (tang = —i-)
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1 . . . .
nach den Polenzen von — mit s=occ nicht verschwinden. Ferner ist

14. Q,.(sy—1)
) 2qm d™ 1
= (—1)"¥( Jr"")""'g;ﬁ (R"—Q}/—i .P"_O(s;/-—i)arc(tang:: ?»

In der Anwendung ist hiufig die Kenntnifs der Functionen P, ,, und @, fir
einige besondere Werthe ihres Arguments erforderlich. Diese Fille will ich
noch niher entwickeln.

1. Wenn das Argument o, es mag reell sein, oder imaginir, unendlich
grofs wird, verschwindet Q, ,,(0). Dies folgt aus der Definition der Function R,.
Dagegen wird P, (o) unendlich grofs, wenn o reell und unendlich grofs wird;
oder der Modul dieser Function, wenn ¢ imaginir und unendlich grofs ist.
Ich bezeichne dies durch die Gleichungen

15. P,,(x) = o, Q.n(x) = 0.

2. Es soll der Grenzwerth des Products P, (ar)Q, (7)), wWo «
reell oder imaginir sein kann, bestinmt werden, wenn « unendlich wird.
Nach (2.) und (7.) ist

aP, . (er)Q,.(er)

= 1.2 (1) (A (@) (A (er ) D) [0 Pl dp

an—1 drm ; (ar1 __#)m-i-.l 2

wo, wenn o sehr grofs wird, zufolge (4.)

dmP,(er) _1.3....2n—1
a™drm T 1.2....n

n.n—1....n—m+41(ary—"

+1
geselzt werden kann und, weil das Integral/ u? P, (u) O verschwindet, so
-1

lange p kleiner ist als n:

P, o(un)ou m+1.m+2....m-+r 1 o
== + + - ’ am+n+1/ (u’ Pn.U(lu’) alu‘
-1

J (@er—p)mtl 1.2....n

Setzt man zugleich statt 1—(a7)*? und 1 —(ar,)* respective — (ar)* und
—(er)? und bemerkt, dafs

o 2 1.2....n
.—/1. u P,,u(;u)alu’ - 2n+1 .1.3....270‘—1

ist, so erhalt man als Grenzwerth:
16. (@P,,.(ar)Qpn(@r)e=x
2 n
- m(n-{-i.n—{—z...n—}—m)(n.n——l....n——m«{—i)r—;;l—.

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXVII. Heft1. 4
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Fiir m = 0 erhalt man

r?l

17, (@Poy(@r) Quo(@eme = g i’
3. Es sollen die Grenzwerthe von
0un(@s PrrnoQ,n(0) wmd (1—0)Prn@. g

fir 6 =1 bestimmt werden.

In dem Integral

Qun(®) = (—1)"1.2...m(1— )" [ " 20l

ist wegen des Factors (1—0*)!", wenn o sich der Einheit nihert, nur die
obere Grenze zu beriicksichligen. Setzt man ¢—(o—pu) statt w in P, (©)
und ordnet diese Function nach den Potenzen von ¢—u, so erhilt man das
unbestimmte Integral

ouPno(p) 1 P,y 1 1 d.P,y(e) .

(@—wmt T m (o—p)" m—1 (c—p)mt  do Y
wofir man, indem man die obere Integrationsgrenze u =1 einfihrt, wenn o
der Einheit sich nihert,

(;1)"' P,,,o(a)

m (—o)™
schreiben kann. Substituirt man diesen Werth in Q, (o) und setzt 2%m (] — o)™
statt (1—o*)", so erhilt man, da P, (1) nach einem bekannten Satze =1 ist:

8. (Ou (@D — __(1.2.(.1. m—i.z*"')ml — oo.

.—-6)*'"
Aus der Gleichung (9.) ergiebt sich direct, dafs auch

19. (Q"‘qj(o))[,:l = 0 iSt.
Aus (18.) und (2.) ergiebt sich

aim den_ (G)
0. (P Opn(0)yms = —1.2...m—1.2"(720D)
so lange m nicht Null ist, oder, wenn fiir (d';f:,’:;"a) _, sein Werth
921 d"'P,.,o(a)> _ n—mtl.n—m+42..on...ntm
' dem o=1 1.2....m.2™

gesetzl wird:
2. (Pon(0) Oy (o = — 2L bR oo,
Fir m — 0 giebt die Gleichung (9.)
23. (Pn.0(0)°Qn.()(a))a=l = o0,
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Aus der Gleichung

II.P,,,", 0‘) 4m dm.P,,. (0’) Hm+2) dm—H.Pm (6)
A=) L2 — —mo(1— )" g p (- o S,

verbunden mit (18.) und (21.), folgt

24. ((1-—0’2)—‘!—.%’@-0,,‘,,,(0')) _ = —n—m-t1l.n—m-4+2...0....n+4m,

so lange 2 nicht Null ist; fir =0 ist
d.P,
2. (1—0)=222.0,(0) = 0.
4. Es sollen die Werthe fir

¢ im +L Pn.‘l(.u‘) anu‘
6. /—1) = (—1)"1.2....m(1+ 5
B Qunlay—1) = (112wt [

wenn s = 0 wird, bestimmt werden.

Ich untersuche zuerst die Fille, wo n—m —1 eine ungerade Zahl ist.
Setzt man fir P, () seinen Werth aus (4.), fithrt die Integration aus und
setzt s =0, so zerstoren sich alle Glieder, mit Ausnahme desjenigen, welches
von dem Gliede in P,,(u) herrihrt, welches u™ enthilt. Dies Glied hat fol-
genden Werth:

1.3...2n—1.pum
d.2....m)2.4....n—m)(Rn—1.20—3..... n+m-1)°

so dafs der in Rede stehende Grenzwerth von Q, . (sy—1)

gy w"op
] 1.3....2n 1[ GV =y
(=1 R.4...n—m)2n—1.2n—3....04m+$1)

1 m
wird. Nun ist, wenn sich s der Null niahert, der Grenzwerth von : B op
J GVt =y

1
gleich dem Grenzwerthe von (—1)’:’/ ;Tjﬁ:—?‘ » und dieser ist = (—1)"y(—1)n,
-1

wenn 71 die Ludolfsche Zahl bezeichnet. Demnach erhilt man, wenn n—m
eine gerade Zahl ist:

_ 1.3....2n—1
27 (Qon (V1D = R.4....n—m)(Rn—1 ....27:,—3....n+m+1).ﬂ}/_1’

und hierin m = 0 gesetzt, giebt:

28. (Qn.u(sl/'—“l))h:u == ii.—.—i———i-n,/——i;

wo jedoch n eine gerade Zahl sein mufs.
Um den Werth von Q, ,,(sy—1) fiir die Fille zu bestimmen, in welchen
n—m eine ungerade Zahl ist, erinnere ich an den sonst schon bekannten
4 #*
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Werth von / +1,LL”P,.,(,(M)8;L. Wenn n und p gerade sind, so ist
—1

+1 " pp—2..p—n+t2
[ WP, (w)ou = 2P+1 P-|-5 RN L

und wenn n und p ungerade sind, hat man

o p—l.p—3....p—ni2
./u'pp"'“(‘u)a‘w - p+2 r+4... p-]—n—{—i )

Diese Formeln gelten fir positive und negative Werthe von p.

Mittels dieser Formeln erhilt man aus (26.), indem darin s =0 und
p = —(m--1) gesetzt wird:

29' (Qn.m(s}/_i))s:(l - _2(——'1

wo n—imn eine ungerade Zahl sein mufs; und hieraus

)—}(n—}-m-{-l) 2.4....m+n—1
1.3....n—m

9

st 2.4....n—1
30. (@0 (5V=1))s=m = —2(—1) o 3...,.ln

wo n ungerade sein mufs.

9

S. 2.

Die reciproke Entfernung zweier Puncte, von denen der eine inner-
halb des gegebenen Rotations - Ellipsoids

2 %2
1. T Yo %
. 2 2 | 2
S R e

liegt, der andere aufserhalb desselben, soll in eine nach den Kugelfunctionen ¥
fortschreitende Reihe entwickelt werden. Es seien @, y, = die Coordinaten
des innern Puncts und x,, y,, 2, die des #dufsern Puncts. Stalt dieser recht-
winkligen Coordinaten werden drei andere eingefiihrt, nemlich die Aequatorial-
Axe des mit dem gegebenen confocalen Ellipsoid, welches durch den Punct
geht, und zwei Winkel, durch welche seine Lage auf dieser confocalen Fliche
bestimmt wird. Es wird gesetzt:

x = rsindcosgp, ry = r;sindcosg,,
2. y = rsindsing, Yy, = rsindysing;,
z = Y(r*—~)cosd, 2, = y(ri—Ai*)cos.

Wird die Entfernung beider Puncte durch & bezeichnet, so ist
1

PR {r*—A%cos*d+r;—A*cos P, —2y (r*—A%)Y (r}—A*)cosdcosd, —2rr, sindsind, cos(p—e, )}’

oder, wenn

3. *
&

= U
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und
=0, 0+¢ =1,

=0, 0o -+o =1

cosd = u,

EEREENE

cos P = y,

gesetzt wird,

1
V2= —o'—u'—uit200, up, — 2V (1—6%)y (1—6)y (1—u)Y (1—p})cos(p—, )}
Diesen Ausdruck fir » will ich in eine nach den Y™ fortschreitende Reihe
entwickeln; die Y als Functionen von w« und ¢ oder ' und ¢, betrachtet.

4, v=

Ich bemerke, dafs bei abgeplatieten Ellipsoiden, weil fir sie A reell ist,

sowohl ¢ als ¢, imaginir sind, und dafs hier ¢ zwischen 0 und [/((%) —-1)1/——1

2
liegt, wihrend o, zwischen l/((a"—) —1)1/—-1 und oc seinen Werth hat. Bei
verlingerten Ellipsoiden ist 4 imaginar; daher sind hier o und o, reell; ersteres
. . ”} . ”?
liegt zwischen 1 und l/<7.7 + 1), letzteres zwischen 1/(;; {1) und oo.

Bildet man von der in Bezug auf o, 0,, 1, «, symmetrischen Func-
tion v den Differential - Ausdruck
du 1 dw
1

1___#‘2 d(p“

du
so findet man dessen Werth (den ich nicht hinschreiben will) in Bezug auf
G, G;, w und u, wiederum symmetrisch. Der Werth dieses Ausdrucks bleibt
also ungeindert, wenn man eine dieser Grofsen gegen die andere vertauscht.
Daraus folgen die drei Differentialgleichungen

dv dv

— 2 — —_— 2 —
5 (1 M)llu_{_ 1 dv da ‘u')d‘u,l 1 d*v
PP w7 TR

dv dv

d(— %) =2 )
_ =75 PR, _dd-e)gs 1 d
de I—6® dg* do, +1—af'd(p:’

in welchen ¢ mit ¢,, wie aus (4.) ersichilich ist, vertauscht werden kann.
Diese Differentialgleichungen sollen zur Entwicklung des v nach den ¥

benutzt werden. Sie bestimmen diese Entwicklung bis auf ihre Zahlencoéffi-

cienten, deren Werth durch anderweilige Bedingungen, welchen » zu geniigen

hat, ermittelt werden mufs. Folgende drei Bedingungen lassen diese Absicht
vollstandig erreichen. ’
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1. Die Entwicklung mufs fir v einen endlichen Werth geben, wo auch
der innere Punct in dem gegebenen Ellipsoid liegen mag; also auch wenn der-
selbe in der Brenn-Ebene des abgeplatteten Ellipsoids, oder in der Brenn-
Linie des verlangerten liegt, d. h. respective wenn ¢ =—=sy—1 verschwindet,
oder wenn o =1 ist.

2. Der partielle Differentialquotient von v, nach irgend einer Richtung
in Bezug auf den innern Punct, mufs einen endlichen Werth haben; auch wenn
dieser Punct in der Brenn-Ebene des abgeplatteten Ellipsoids, oder in der
Brenn-Linie des verlingerten Ellipsoids liegt.

3. Wenn A verschwindet, also das Ellipsoid in eine Kugel sich ver-
wandelt, mufs die Entwicklung in elliptischen Coordinaten mit der bekannten

Entwicklung von —i— in Kugel-Coordinaten identisch werden.

Die erste Bedingung entspricht derjenigen, welche bei der Entwicklung

der Grofse —:—, wenn sie in Kugel - Coordinaten ausgedriickt ist, zur Bestim-
mung der Constanten angewandt wird, und wird dort so ausgesprochen, dafs
—:— einen endlichen Werth haben mufs, wenn der innere Punct im Mittel-
punct der Kugel liegt. Derselbe gewdhrt fér die Entwicklung in elliptischen
Coordinaten denselben Nutzen, wenn das Ellipsoid ein verlingertes ist; sie ist
aber erfolglos bei abgeplatteten Ellipsoiden. Bei diesen tritt an die Stelle der
ersten Bedingnng die zweite; welcher iibrigens bei verlingerten Ellipsoiden
Geniige geschieht, wenn die erste erfillt ist.
Setzt man in die zweite der Gleichungen (5.), nemlich in

dv
0" —
4 ) d6+ 1 .d’v
dp, 1—p? dg* de 1—o6* dop*

dl—p>" d1—

die Reihe

wo Y der Gleichung
, dY™
Tt 1 ym
du _i_ 1__”'2' d(p"

d-1
7.

= —n.n41.Y"
geniigt, so erhilt man
Q)
d.i—a’dY

3 2 do 1 dr*y™ ]
fnt do '} 1—ot dg” —{-—n.n+1,Y() =’O;
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woraus folgt, dafs

dG 1 d'ZY(n) ) .
8. e +1_62- 19" +n.nt1.Y® = 0 ist.

Der allgemeinste Ausdruck fir Y ist

9. YO — Zn P, (u)iS,. . cosme+T,,, sinmg},

wo S, , und 7', belichige, aber von x und ¢ unabhingige Grofsen sind.
In dem vorliegenden Falle verwandelt sich dieser Ausdruck, weil » nur eine
Function von cos(¢p — ¢') ist, in

10. ¥ = 3.8, P, ()cosm(p—g')
(4]
Dieser Werth in (8.) substituirt, giebt

2 dSn.m
n VdA1—o Fr e
m Yoo —_— - e —
= Tt (nont 1 — ) S, cosm(g —¢) = 0,
woraus
dS..m
d.A—oe* —=
do m?
__———E—_ —i—(?l.n-}-'i—‘m)S".m = 0

folgt.
Das vollstindige Integral dieser Gleichung ist

11. Sn.m — An.mPn.m(G)+Bn.m Qn.m(a)a
wo A4,, und B,, nur noch Functionen von w, und o, sind.

Setzt man in die Reihe (6.) in die erste der Gleichungen (5.), nemlich in

dv dv
A—p2 &Y A—p? 2Y
d "d,,,+ 1 .d“v___diﬂ‘dy‘_{_ 1 d
dw I—u®de* du, I—pt de}’
so erhilt man
, d Yo
LT T 1 &Y™

dp, T agr Tt Y0 =0,
und hierin den Werth von Y™ aus (10.) gesetzt, giebt
., dSum

d;‘ L +("-”+1-—i—-_"_';—3)sn.m = 0;

di—pu

woraus folgt, dafs
Sn.m = Qym Pn.m (!"’1) "[‘ bn.m Qn.m(au‘l)
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ist, wo aber, weil Q, ,, (1) fir u,=1 nach (18. §. 1.) unendlich wird, b, ,=0
sein mufs *). Die Vergleichung dieses Ausdrucks von S, mit demjenigen
in (11.) zeigt, dafs

An.m = Cum Pﬂ.m(M1)7 Brl.m = ﬁn.mpn.m(/ul)
sein mufs, und dafs demnach der Ausdruck in (10.) sich in

12. Y® =§m{ v P (0)+ B Qo (O} P, () P, ,, (') cOS 1 (9 — ;)
verwandelt; wo «,,, und f/3,, nur noch Functionen von o, sind.

Setzt man die Reihe fir o (6.) in die dritte der Gleichungen (5),
nemlich in

dv dv
dA—war 4 ey dige oy gy
du T—w dg® — do, +1--—6 do*’
woraus sich
dY™
d1—o: do 1 &Ym

T % —]—1_(r i +n.n+1.¥Y® = 0

ergiebt, und hierin fir ¥ seinen Werth aus (12.), so erhalt man

1

de,

d.1—g’
z————-d———‘ig—- (n n-4 1—; m’ )oc,,m P, (o)
id B

+ z___f_‘__dﬁ_Jr(n ntl—r o m )ﬁnm; Qnm(0) =

Da «,,, und f3,, unabhingig von o sind, so miissen die Factoren von P, (0)
und Q, (o) fir sich verschwinden. Hieraus folgt

an.m = en.m Pn.m (61) + fn.m Qn.m (61) M)
/gn,m .qn.m Pn.m(“l) _}— hn.m Qn.m (Gl) 2

WO €,y [nms W S. W. nur noch Zahlencoéfficienten sind.

13, {

|

*) Wenn man (10.) in (6.) substituirt, erhilt man

v = SnZm Sn.m Pn.m(p') €os ((p.._.. (p')’
und hieraus ’

+1 27T
Sy.mcosmg' = p/ / v Py (1) coSmp Op Op ;5
—1 ]

wo p ein Zahlencoéfficient ist, den ich nicht hinschreiben will. Es erhellet aus dieser
Gleichung, dafs, da v endlich ist, S, nicht unendlich werden darf.
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Dafs e,,, = 0 und ¢, = 0 sein mufs, erhellet sofort daraus, dafs
sonst nach (15. §.1.) ¥ und somit » unendlich.grofs werden wiirde, wenn
der aufserhalb des Ellipsoids liegende Punct unendlich weit lige. Mit Ricksicht
hierauf erhalt man also aus (13., 12. und 6.):

14. V=— g”é"' {ﬁ;_m pn.m(a) _I“ ,'n.m Qn.m(c)} Qn.m(ql) Pn.m(;"") Pn.m(}“l) cosmn ((P—(P,>'

Ich werde nachweisen, dafs auch 4, ,,=— 0 isl, das gegebene Ellipsoid in (1.)
mag ein abgeplattetes oder ein verlingertes sein. Fir ein verlangertes Ellipsoid
erhellet dies sofort daraus, dafs o, welches hier reell ist, der Einheit gleich
werden kann, wenn nemlich der innere Punct in der Brennlinie liegt; und dafs
nach (18.und 19. §.1.) Q... (o) fir o0=1 unendlich grofs wird. Es bedarf
also nur noch der Nachweisung , dafs auch bei abgeplatteten Ellipsoiden 4, ,, =0
ist. Die entsprechende Betrachtung bei diesen hat den innern Punct in die
Brenn-Ebene zu legen; sie entscheidet iiber 4, ,, aber Nichis, weil Q, ,, (sy —1)
bei verschwindendem s nach (29. und 30. §. 1.) einen endlichen Werth behiilt.
Die Anwendung der obigen zweiten Bedingung entscheidet uber den Werlh
dieser Grofse. Um nachzuweisen, dafs der Differentialquotient von o, nach
einer beliebigen Richtung, in Bezug auf den innern Punct einen endlichen Werth
habe, ist es hinreichend, es fiir drei auf einander rechtwinklige Richtungen zu
thun. Ich wihle zu diesen Richtungen die durch den innern Punct gelegte Normale
desjenigen Ellipsoids, welches durch ihn confocal mit dem gegebenen Ellipsoid
gelegt ist, seinen Meridian und seinen Parallelkreis, und nenne die in dem
Puncte sich rechiwinklig schneidenden Elemente dieser drei Richlungen respective

dn, dm, dp. Man erhalt fir die partiellen Differentialquotienten von » nach
diesen Richtungen:

dv Vri—2a?%) dv dv 1 dv dov 1 dv

dn = Yo —Asind) dr’  dm Y@ —isnd) dd°  dp  rsnd dg
oder
de  V—1 Y(1—o¢®) dv dv 1 1/(1— 2) dv dv 1 dv

_________.,_______.__,

dn = Tk Ywi—dy) de’ dm~ A Y@= o) du’ dp - avi—o)d—p) dg

Ich betrachte zuerst den Differentialquotienten —;1% Derselbe wird, wenn

man darin 0 =0 selzt:

(lln),,_.o - 7/»1 zz)(,:u'

Hierin ist auf der rechten Seite fir v sein Werth aus (14.) zu substituiren.
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXVII. Heft1. 5
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Vor dieser Substitution bemerke man, dafs aus
D00n(® gyl oty L20esl®) | (g gryin 474 Dnal)
mo

o 7(1—_-(-;—2) Qn.m(a) 'i_ ‘/(—1;—32_)071."1+1(G)

I

folgt :
d n.m
( 0 (a) = (Qrm1(6))omo

und eben so ergiebt sich

dpn.m
d(j—((l) =0 = (Pn.m—l—-l (G>)G=U b]
so dafs
d
Z%')(f:() = 1/—1 Zan {f:! m (Pn m+1 (G))G—U +hn m (Q" m-+1 (G))U—(’}
X Qun(0) 228 P, u)cosm(p— )
wird.

Dieser Ausdruck wird, wenn n—m eine gerade Zahl ist, fir =0
unendlich grofs, wenn nicht die in der Parenthese befindliche Grofse allgemein
gleich Null ist. Wenn n—m eine gerade Zahl ist, verschwindet (P, ,..1(0))=0;
es ist also hinreichend und nothwendig, dafs %, ,, gleich Null sei, wenn n—m
gerade ist. Aus der Discussion von

G = P72 G0

folgt eben so, dafs, da <W).,=(, nicht fir 4 = O unendlich grofs werden darf,
h,.. verschwinden mufs, wenn n— m wungerade ist. Diese Grofse ist also in
allen Fillen gleich Null. Der dritte Differentialquotient (gﬁ) , hat immer einen

endlichen Werth, welches auch die Lage des innern Punctes sei.

Demnach verwandelt sich (14.), wenn statt v sein Werth aus (3.) ge-
setzt wird, in

1 @ n
15- ':_ = T‘?"‘?nfn.mpn.mo Qn.m(al) Pn-m(tu') Pn.m (:u’l) COSTH«(QO "“(P')-;

wo nur noch die Zahlencoéfficienten f,,, zu bestimmen sind. Diese Bestim-
mung findet sich, wenn in dem vorstehenden Ausdruck 4 =0 gesetzt wird,
wodurch er in den Ausdruck iibergehn mufs, welchen Laplace in der ,Mec. cel.”

fir die Entwicklung von %— nach den ¥ in spharischen Coordinaten gege-
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ben hat. Dieser ist folgender:

1
16- ';"‘ 222 bn m ,,+1 n.m ([Lt) Pn.m(lu'l) €0S ”,((p - ‘P’) 9

wo
1
(n—m+i.n——m—}-2....n)(n-{—l.n—]—2....n+m).
Fir m =20 ist b,,=1; in diesem Falle ist aber nur sein halber Werth zu
nehmen.
Aus der Vergleichung von (16.) mit (15.) folgt, dafs

1 n
17. (Tﬁ.m P, (o) Q"’"'(Gl))z_—_o — 25, ., ;r?r_f

sein mufs; wodurch £, ,, seine Werthbestimmung erhilt. 'Wenn 4 der Null

16.6. b, =

sich nihert, wird ¢ = y/— 14 T und o, = y—1 —ri Setzt man in (16. §.1.)
a::‘—/——):—_!‘, so erhélt man
(3 Pon(@) Qo)
= 1-/—_1_—1-27‘2_151(n—-—m+1.n-—m—|-2....n)(n~|—1.11—}—2....n+m)
_ bn.m
= 2n+1 71

Dieser Werth, in (17.) gesetzt, giebt

fn.m = ]/—1 (2”—{—1)(6""‘)2
und in Riicksicht auf die obige Bemerkung in Bezug auf b, ,:

[io = V—1.22n-}1)

Die verlangte Entwicklung von % ist hierdurch vollstindig ausgefiihrt,
und hat folgendes Resultat gegeben:

18. 51 = }/ 1 vﬂEﬂ‘(Qﬂ—l—le" m)zpn m(G) Qn m(Gl>Prv m(lu')Pn m(:ul) 0057"(90-—‘19 )7

wo b,.. durch (16.5.) gegeben ist, und wobei zu bemerken, dafs in den
Gliedern, fir welche m =0 ist, b,,=1 ist, und dafs diese Glieder noch
mit 4 zu mullipliciren sind.

Aus der vorstehenden Reihen-Entwicklung von %— folgt der allgemeine
Ausdruck in elliptischen Coordinaten von der Function, welcher Gaufs den
Namen Polential gegeben hat. Bezeichnet % ein Massentheilchen und ¢
dessen Entfernung von dem Puncte P, auf welchen das Potential bezogen

5 *
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.werden soll, so wird diese Function der Coordinaten des Puncts P, die durch
‘V bezeichnet werden moge, definirt durch

19. — 8k
&
wenn die durch S bezeichnete Summation auf alle & ausgedehnt wird.

Wir unterscheiden drei Falle. Entweder liegen simmiliche Massentheile
innerhalb eines durch den Punct P beschriebenen Rotations - Ellipsoids, oder
sie liegen simmllich aufserhalb, oder sie liegen zum Theil innerhalb, zum Theil
aufserhalb. Im ersten Falle werde das Potential durch V,, im zweiten durch V;
bezeichnet, und fiir den dritten Fall bleibe ¥V ohne Index. Ich werde zuerst ¥,
darstellen. Es seien r und y(r} —7?) die Axen des durch P gelegten Ellipsoids,
deren Werth und Lage beliebig durch anderweitige Ricksichten zweckmafsig
bestimmt werden wird. Durch «, und ¢, werde die Lage von P auf dieser
Oberfliche bestimmt. Das Massentheilchen & werde seiner Lage nach durch das
confocale Ellipsoid mit den Axen 7 und y(r* — 2°) und durch x und ¢ bestimmt.

Substituirt man in (19.) statt —:— seinen Werth aus (18.) und setzt

Clont 1, SkP, (o) P, (u)cosmp — A, .,

Y9041, Sk P,.u(0) Pyn(u) sinmgp — B,

so lange m nicht =0 ist, in welchem Falle fir A,, und B,, nur die halben
vorstehenden Werthe zu nehmen sind: so erhélt man

20.

2. V, = S0 Sm Q.. (0) P, (1)) {A, mcosme, - B, sinmg,}.
o ]
Ebenso erhilt man
2. V.= =3P, ,(0)P,,.w){C,rcosp+ D, sinmg},

wenn in diesem Falle o, u, ¢ die Coordinaten des Puncts P sind, und o,,
uy, ¢, die des Massentheilchen % und

—1 .
K}:‘— 2 n + 1- (bn.m) Sk Qn.m (01) Pn.m (,u'l) ‘cos m (Pl == Cn.m 9

K;'iz n "‘— 1 (bn.m)2 Sk Qn.m (01) Pn.m (iu‘l) sinm P = Dn.m

23.

gesetzt wird.

Das Potential von Massen, welche zum Theil innerhalb des durch P
gelegten Ellipsoids, zum Theil aufserhalb liegen, also irgendwie im Raume
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vertheilt sind, ist, wenn o, u, ¢ die Coordinaten des Puncts P bezeichnen,

U V= 33P0 (0){(4rn Orn(0)F Crn Prn(0)) cosmep
" + By 0nn(0)+ D Prn (0)) sinm g}

wo die Constanten 4, B, C und D durch (20. und 23.) zu bestimmen sind,
mit der Maafsgabe, dafs in (20.) die Summation auf alle innerhalb des durch P
gelegten Ellipsoids liegende Massen auszudehnen ist, in (23.) auf alle aufser-
halb liegende Massen.

Ich werde beispielsweise die Formel (21.) zur Bestimmung des Poten-
tials eines homogenen Rotations-Ellipsoids in Bezug auf einen aufsern Punct P
anwenden. Ich nenne r, und y(r;—2*) die Axen des gegebenen Ellipso’ids',
und mache das durch P zu legende mit ihm confocal; ich bezeichne wieder
die Coordinaten dieses Punctes durch o,, u,, ¢,, wihrend die eines Massen-
theilchens % in dem gegebenen Ellipsoid 6, v, ¢ sein sollen. Ich nehme die
Dichtigkeit der Masse dieses Ellipsoids der Einheit gleich an, so dafs % ein
rdumliches Element desselben ist; dazu wihle ich das kleine Prisma, dessen
Basis das Element der Oberfliche des durch & gelegten confocalen Ellipsoids
und dessen Hohe die Entfernung desselben von einem unendlich nahen con-

focalen Ellipsoid ist. Es ist also o
__ A(e*—14w?) no A 2 2 )
2. k= — =1 0poudp = 71 (o—y}c’?%&\uﬁ(p,

und dafir kann man schreiben:
13
k = %’}7:_"{' (Pz.o((’) - Pz.u(,uf) 808#390.

Dieser Werth von k, in (20.) gesetzt, verwandelt die Summen in Inte-
grale, und zeigt, dafs alle 4 und B verschwinden; ausgenommen A"8 und

A,,. Fir diese erhilt man aus (20.) N
Ao.o = + %7[2'200(03—‘1)1
Ay = — Fni’oy(d5—1);

wo o(,:;/(i——(-})) ist. Dies, in (21.) gesetzt, giebt

V, = $nrto, (o5 —1) {Qo.o (o) — 02.0(0'1) Pz.o(ﬂx)} )
oder, wenn fir Q und P jhre Werthe aus (9. und 10 4. und 4. §. 1.) ge-
setzt werden:

1

1_ ; —201)04%—%-)};

26. V.= garoG—Dflog2E] — ¢((oi— plog2t
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woraus man durch partielle Differentiation die Componenten der Anziehung
erhilt, welche das Ellipsoid auf den Punct P ausibt. Nennt man X, ¥, Z
diese Componenteri, parallel mit den x, y, 2 Axen der Gleichung (1.), und
a, b, ¢ die mit ihned parallelen Coordinaten des Puncts P, so wird

. _V(i—af)/(i—yf)cosqy dv, av,
X = e Y T At
- Vd—a)Y(—pl)sing, ( dV, _dV,
Y == {G‘dm “"‘87»?§’

.

2

—1. A—o? dV A1—u® dV,
7 — o e loa AV 1w 4,
T Ao —p) U o, do, [ d”‘n}

und dies giebt die bekannten Ausdriicke

X = —-27160(0(2,——1)(12%105'?:'—_:—Gai’T:a
1 1
7. (Y = —2na.,(oﬁ—1)b{w}logz‘ii—626;1}’
1 1
7z — -l‘ 4710()(0<21~1)c§%10gzlj__1—&—2'
1 1

Wenn das Ellipsoid, dessen Potential bestimmt werden soll, nicht ho-
mogen ist, so ist der Ausdruck fir & in (25.) noch mit einer Function von
o, w und ¢ zu mullipliciren, durch welche die Dichtigkeit der Masse des
Ellipsoids ausgedriickt wird. Wenn das Product dieser Function mit ¢°— u?
eine ganze rationale Function von o, u, y(1—u*)cosg, y(1—u?)sing ist, so
erhilt man immer einen geschlossenen logarithmischen oder trigonometrischen
Ausdruck fir den Werth des Potentials des nicht homogenen Ellipsoids in Bezug
auf einen aufserhalb desselben liegenden Punct.

§. 3.

In diesem Paragraph sollen die vorstehenden Resultate auf die Bestim-
mung des magnetischen Zustandes angewendet werden, der durch Vertheilung
in einem Rotations-Ellipsoid erregt ist. Dabei wird vorausgesetzt, dafs die
vertheilenden Kriéfte von der Art sind, dafs sie sich durch die partiellen Diffe-
rentialquotienten eines Potentials darstellen lassen; wie z. B. die magnetischen
und galvanischen Krifte.

Bezeichnet man die magnetischen Momente eines magnetisirte Theile
enthaltenden Volumens v in Bezug auf die drei Coordinaten-Axen x, y, 2

. respective durch v, Bv, yv, so werden die mit den Coordinaten parallelen
Componenten der Wirkung, welche v auf einen Punct P ausiibt, der in Beziehung
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auf die Dimensionen des Volumens v als unendlich weit entfernt betrachtet wer-
den kann, durch die nach den Coordinaten genommenen partiellen Differential—
quotienten von % ausgedriickt, wenn N

L gl

¢ 3 &
U =0\*7r +ﬂdy +7dz ’

hierin
& = (a—af+(b—yy+(c—=2)

ist, und @, b, ¢ und x, y, = die Coordinaten des Puncts P und eines Puncts
des Volumens v sind. Die Grofse u ist das magnetische Potential des Vo-
lumens v. Hieraus ergiebt sich, wenn man unter v das rdumliche Element
eines magnetischen Korpers versteht und durch dx 0y 0z ausdriickt, dafs das
magnetische Potential dieses Korpers in Bezug auf einen aufserhalb desselben
liegenden Punct (welches mit U, bezeichnet werden soll),

al A it

: & & &
1. U.= fozdy az%a Bty
ist; die Integration tber den ganzen Raum des Korpers ausgedehnt. Hierin
sind o, 3, y Functionen der Coordinaten x, y, ¢ des Elements 0x dy 0%.

Poisson hat gezeigt (Mém. de ’Acad. d. sc. de 'Inst. T. V. und T. VL),
dafs, wenn der magnetische Zustand durch vertheilende Krifte, welche sich
durch ein Potential darstellen lassen, hervorgerufen ist, die Grofsen o, 3, y
durch die partiellen Differentialquotienten nach x, y, = einer Function ¢ sich
darstellen lassen, welche der Gleichung

d¢ | d*¢ | d'qp
2 TwtapTar =20

geniigt. Man hat alsdann

d d d
3. a:z-‘%, ﬂ:x-—q) 7=z—£.

Diese Werthe, in den Ausdruck (1.) eingefithrt, verwandeln denselben
mittelst parlieller Integrationen in

LU /o)

wo Ow das Element der Oberfliche des Korpers darstellt, ¢ die Entfernung
des Elements vom Puncte P, und [%] den Werth, welchen der nach der
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Normale von 0w genommene Differentialquotient von ¢ in dw hat. ‘Die In-
tegration ist iiber die ganze Oberfliche auszudehnen.

Die magnetischen Momente des Korpers in Bezug auf die Coordinaten-
Axen «x, y, =, welche ich durch M, N, P bezeichne, sind

M:.:/éﬁayaz%, N:z‘/é)xé}yb\zf;—%, P:~,/8w6yﬁzg—ga

woraus man durch partielle Integration, mit Ricksicht auf (2.),

5. M=xfou[e8], Nesofou[y2], P fou|s20]

ableitet; wo @, y, £ die Coordinaten des Oberflichen-Elements dw sind und
die Integration uber die ganze Oberfliche ausgedehnt werden mufs. -
Aus (2.) ergiebt sich, wenn: diese Gleichung mit dx dy dz multi-

plicirt und partiell integrirt wird,ﬁw [g—g] = 0, und mit Riicksicht hierauf

erhilt man aus (4.), wenn der Punct P, auf welchen U, bezogen wird, sehr
weit in Bezug auf die Dimensionen des Korpers von ihm entfernt ist:
6. U, = MatNoiPe
la* 402 4-¢**
wo «, b, ¢ die Coordinaten von P sind, die ihren Anfangspunct in dem
magnetischen Korper haben.
Fir die Ermittelung der Funclion ¢ hat Poisson a. a. 0. die Gleichung
. ¢+UA+V, =0
gegeben, welche fir jeden Punct im Innern des Ellipsoids gilt. Hierin be-
zeichnet V; das Potential der Krafte, durch welche die Vertheilung des Magne-
tismus hervorgerufen wird, und U, ist durch die Gleichung

— ow drp
8. U / dn

bestimmt; wo die Integration iiber die ganze Oberfliche des Korpels auszudeh-
nen ist, und wo & die Entfernung des Elements 0w von einem Punct im Innern
des Korpers vorstelll. Bezeichnet man die Coordinalen dieses Puncls durch
&, ¥, % so ist U; und ¥V eine Function dieser Grofsen, und demnach auch ¢.

Poisson hat fir den Fall, wo der durch Vertheilung magnetisirte
Korper eine Kugel ist, eine vollstindige Auflosung der Gleichungen (7. und 8.)
gegeben. Aufser diesem allgemeinen Falle hat er noch den besondern Fall
behandelt, wo der magnetisirte Korper ein Rotations- Ellipsoid ist und die
vertheilenden Krifte in Beziehung auf jeden Punct desselben constant sind.
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Ich werde hier die allgemeine Auflosung der Gleichungen (7. und 8.) fir den

Fall eines Rotations-Ellipsoids geben.

Die Axen des magnetisirten Ellipsoids seien #, und y(s5— 4*); die Lage
des Elements 0w seiner Oberfliche werde durch u, und ¢, bestimmt. Es sei

ferner a(,—_—_—l/(i——(aﬂY). Die Lage eines Puncts im Innern des Ellipsoids

werde durch o, @, ¢ bestimmt, die eines Puncis aufserhalb durch o,, u, und ¢,.
Das Potential ¥; hat, da dasselbe von Massen aufserhalb des Ellipsoids her-
rihrt, seinen allgemeinsten Ausdruck in (22.) des vorigen Paragraphs: es
ist also

9' I/v’. — g'nz":m . m(o‘) P" m(tu’){ n.m COS 7"()0 i— D,, m S]n m ([71
o o
Die Grofse U, ist zufolge (81.) das Potential der mit der Masse

/[%%] belegten Oberfliche des Ellipsoids in Bezug auf einen Punct im In-
nern desselben. Hieraus folgt, da nach (7.) ¢ =—U,—V, ist, dafs ¢ an-

gesehen werden kann als ein Potential in Bezug auf einen Punct im Innern
des Ellipsoids, welches von Massen aufserhalb desselben herrihrt, und dafs
demnach in (22. §. 2.) seine allgemeinste Form gegeben ist, und man
10. ¢ = ﬁu"?m P,.(0)P,.,.(u){y,mcosmqp-|J,, sinme)
o 0

selzen kann, wo die Constanten %, , und J,, durch die gegebenen Werthe
von C,, und D, mittelst (7. und 8.) zu bestimmen sind.

Um den Werth von U; zu bilden, mufs man bemerken, dafs
A1 - d A -

[,7%]0“’ = —ryyY(r;—21%) [ﬁ] Oy Oy == ll/"'i(i“oﬁ)[d—z]&“ua‘ﬁu
. deg . .
ist, also, wenn statt [717] sein Werth aus (10.) gesetzt wird:

doT
1. [F]ow

—_ / 1 1—62) o Svdpn.m(()'ﬂ) .

= Ay—1( 05) O, Opy == ——%———Pn.m (o) {Y n.m cOSIN Py O, . SiN M Go}-
Nach (18) im vorigen Paragraph ist

12. ;"':—'_ }/ 22""1—1‘ (bn m)gpn m(a) on m(oo) Pn m(”’)Pn m(u())COS”"((f/—(PU),

1
wobei zu bemerken, dafs die Glieder mit m =0, fﬁr welche b4, ,==1 ist, noch
mit } zu multipliciren sind.
Crelle’s Journal f. d. M. Bd, XXXVII. Heft1, 6
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Setzt man die Reihen (11. und '12) in (8.) und bemerkt, dafs

/ / (Pn ()(HU)) Bu(, B(Pu—-— 2”_*_1 und
‘/'-‘:1/?znpn.m(lu’())Pn.m(fuu)cos "l(pﬂaluﬂa(PU :/ / Pn.m(AuU)Pn.m(AuU)Singin(PU 8‘1608([)“
-1 0 -l 0

e 2n
T 201 b’
wiihrend
41
/ Pn.m. (‘u'(l) Pn‘.m(;u’()) a/u‘(J = O
-1
ist, wenn n und n, verschieden sind: so erhilt man
13. U, = —2nk(1—o})==b,, %L ;-m("o) 0,:12(0) Py 1 (0) Py ()

X {#n.mc0sme 40, ,,sin M(p}
wo die Glieder mit 7 =0 nicht mehr mit + zu multipliciren sind.

Setzt man die Reihen (9., 10. und 13.) in die Gleichung (7.), so er-
giebt sich '

o Owm :
Con  Dpwm 1-2ak(1—63) bn.mn —5— dP"m 0) = Onnlo °)
und also |
14, ¢= — =3P, (0)P, .(u)—0" cosm(p-l-;)l;"m:z';mzl (o s

1—2ak(1—62)bn.m

welches die vollstindige Auflosung der Gleichung (7. und 8.) fir den Fall

eines Rotations-Ellipsoid ist. Diesem Werthe von ¢ kann man, wenn man
P, o)P,,wi{C,.cosmp-+D, sinmg} = V,,,

setzt, also statt (9.)

V, = >3V,
o o
schreibt, folgende Form geben:
@® n V;1m
¢ = > Sm
© 0 4 _2axbym dP.. "'(6")9" m(()'o)

Um den Ausdruck des Potentials des magnetisirten Ellipsoids in Bezug auf
den aufserhalb desselben liegenden Punct ¢,, u,, ¢, zu bilden, hat man in (4.)

1= 1222n+1(6:.n)“P..m\oo)o,,,n(ol)Pn,.,(.u‘»)Pm(,wx)cosm(fp — 1)

&
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und statt [ﬂ—] Ow seinen Werth aus (14.) zu setzen. Dies giebt

’
dP,..,
5. U, = 2ax(l— )3 3b, a0 0) 52 @, 1 (0) P
X {Comcosmep, 4+ Dy msinme, }
dP, .. (c,)
1_2m(1—o —————~Qnm(o)

Ich werde diese Formel auf den von Poisson behandelten Fall an-
wenden, in welchem die Vertheilung durch den Erd-Magnetismus hervorge-
bracht ist. Wenn A4, B, C die mit den z, y, 2 Axen des Ellipsoids paral-
lelen Componenten des Erd-Magnetismus vorstellen, so ist

V.= — (4o} By+Cs),
oder, wenn statt der rechtwinkligen die elliptischen Coordinaten gesetzt werden,
V.= —{dyd—a*)y(1 —p*)cosp-+ By(1—0*) y(1—u?)sing 4 y—1.Cou}.
Die Vergleichung dieses Ausdrucks von ¥; mit dem allgemeinen in (9.) zeigt,

dafs alle C,,, und D, , gleich Null sind, mit Ausnahme von C,,, C,, und
D,,, und dafs

16.a. C,y, = —iy—1.C, C,, = —14, D, A = —iB
ist. Man erhalt hiernach aus (15.), wenn man zugleich bericksichtigt, dafs
P, (0) = o, P, (o) = y(1—o0") und
o—1
0ui0) = — (24 0log2]),  0u(e) = — - (2% f1og ]

ist, folgenden Ausdruck:
16.6. U,= —4nxo,(o;—1)

o, o,—1
6(5-+1log 2 +, . (G +alog 50 ) (4t By)
1—4n 0"——1)(1-{-1‘0' log ) 1+2ﬂ“0'o(‘7§"1)(5g_{—1+ zlog Zu;i) ’

der mit dem Resultate, welches Pozsson auf einem andern Wege erhalten lat,
iibereinstimmt.

Fir die Vergleichung der im Vorstehenden enthaltenen Resultate mit
Beobachtungen der Wirkung nach Aufsen eines durch Vertheilung magneti-
sirten Ellipsoids ist die Kenntnifs seiner magnetischen Momente wichlig. Man
erhalt dafir aus (5.), wenn darin fir ¢ sein allgémeinster Werth aus (14)

6 #*
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und fir x, y, 2 respective

AyAd—a)yd—ud)cospy, AY(1—a))y(1— ui)sing,, Ay—1.0u
gesetzt und die Integration nach der Oberfliche des Ellipsoids ausgefihrt wird:

M— gmxdty(—1)0,(1—0?) Cus
o 20 (1—6) (=% 110 22—’
| 142nx0,(1 60)(1_0_§ 1}1og60+1)
17. N — 4nxd*Y(—1)o,1—a?) Dy,
2 0
1+2nx60(1—60)<1__° -1og6+1)
P - %nxl’do(i—aﬁ)Cl_(.

1 —1\
1+4n%60(1—63)(0—+%10gg"—+—{)
Um diese Formeln auf den Fall anzuwenden, wo die Vertheilung vom

Erdmagnetismus herrihrt, hat man darin statt C,,, D,,, C,, ihre Werthe
aus (16.a.) zu setzen.

Anhang. Uber die magnetischen Momente der durch
Vertheilung magnetisirten Ellipsoide.

Die magnetischen Momente eines. durch Vertheilung magnetisirten El-
lipsoids lassen sich direct, ohne Reihen-Entwicklung seines Potentials bestimmen,
und diese Bestimmung erstreckt sich zugleich auf die dreiaxigen Ellipsoide.

Aus der Gleichung (7.) erhilt man

Soogt oo+ oy =

wo Ov ein Raum-Element bezeichnen und die Integration iiber das ganze
Ellipsoid ausgedehnt werden soll. Nach (8.) ist

Jood = =fooz [

Geht man nun mit dem Differentialionzeichen unter das Integralzeichen
und kehrt die Ordnung der Integrationen um, so erhi'ilt man

Jootlh o folfte] fro e

worin die Integration nach Ov iber das ganze Ellipsoid, und die nach Qw
iiber seine ganze Oberfliche auszudehnen ist. Durch & ist die Entfernung
eines' Puncts @, y, = im Innérn des Ellipsoids von dem Element dw seiner
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Oberfliche bezeichnet. Dieses Element habe die Coordinaten a, &, ¢. Man

a1

setzen, und also‘/.('?v d.: Z_Zl% %) Nun ist

a1 4L

& &
da statt iz

kann —

aber — dié / -23 die mit der o Axe parallele Componente der Wirkung, welche

das mit homogener Masse von der Dichtigkeit 1 angefiillte Ellipsoid in dem
Puncte a, b, ¢ seiner Oberfliche ausiibt. Diese Componente ist proportionél
mit a; ich bezeichne sie durch das Product 4,a, wo A, eine durch die Di-
mensionen des Ellipsoids bestimmte Constante ist. Hiernach hat man

/dv—- = xz A, Bwa[—g%].

Setzt man diesen Werth von / av—l—Ul in (18.), und beriicksichtigt zugleich, dafs,

da ¢ der Glelchung s 2—}— d

d(p / do
ﬁv Bw a[—J;-]
ist, so erhélt man:

(1+/A)/awa[d"’] +fow 2 — o,

Nach den Gleichungen (6.) ist aber das magnetlsche Moment in Bezug auf
die z Axe: A=~:/8w a[g—f—], und demnach ist

M= — 1+A./de

Hierin ist — Bv Y+ jie Summe der mit x parallelen Componenten der Wir-

kung, welche die verlhexlenden Krifte auf das ganze Ellipsoid ausiben, dies

als homogen und von der Einheit der Dichtigkeit angenommen. Wird diese
Summe durch 4 bezeichnet, so ist

%A
19. M = TTrd,?
und ebenso erhilt man )
__ B xI
O N=rm P=1me

worin B und I" die Summe der respective mit y und 2z parallelen Compo-
nenten der vertheilenden Krifte in Bezug auf das ganze Ellipsoid sind, und
B,b, C,c die mit y und 2 parallellen Componenten der Wirkung, welche
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das homogene Ellipsoid mit der Einheit der Dichtigkeit auf den Punct «, b, ¢
seiner Oberflache ausiibt.

Wenn der Mittelpunct der vertheilenden Krifte in Bezug auf die Di-
mensionen des Ellipsoids als unendlich entfernt betrachtet werden kann, wie
z. B. dies der Fall ist, wenn der Erdmagnetismus die vertheilende Kraft ist:
so erhalt man, wenn J die Resultante der vertheilenden Krifte ist, und mit
den Axen des Ellipsoids die Winkel s, n, p bildet:

xvJcosm : xvd cosn xvJ cos

21. M~——-7m;0—, N'_H-u P—,"urxrp’
wo v das Volumen des Ellipsoids bezeichnet. Ist das Ellipsoid ein Rotations-
Ellipsoid, so erhalt man die Werthe 4,, B,, C, aus (27. §. 2.), wenn man
X, Y, Z respective durch a, b, ¢ dividirt und o, = o, setzt. Dies giebt

die Formeln

zvJcosm
o,+ 1 s, '
1—2nax%0,(6>—1){tlog =2 —_
0( 0 )%’I go.o__1 63—"1’
zvJcosn
N — %V )
22. 1—2nx0,(c: —-1){'log "+1 626" 1}
vacosp
P = F1_ 1
1+4nxa,(o? ——1){'log 3 .___B__.z

0

welche mit denen in (17.) iibereinstimmen, wenn darin statt C,,, I),, und
C,, ibre Werthe in (16. a.) gesetzt werden.

Fir die Berechnung der Grofsen .4, B, I' ist es oft vortheilhafler,
sie als die negativen, mit den Axen des Ellipsoids parallelen Componenten
der Wirkung anzusehn, welche das als homogen und von der Einheit der
Dichtigkeit angenommene Ellipsoid auf das Massensystem ausibt, von welchem
die vertheilenden Krifte herrithren. Man kann diese Grofsen auch als par-
lielle Differentialquotienten des Potentials des homogenen Ellipsoids von der
Einheit der Dichtigkeit in Bezug auf dieses Massensystem definiren. Es sei U
dieses Potential, und es werde dasselbe als Function der mit den Axen des
Ellipsoids parallelen Coordinaten @, &, ¢ eines-Puncts des vertheilenden Mas-
sensystems betrachtet, so sind 4, B, I' die partiellen Differentialquotienten von
U in Bezug auf a, 6, ¢ und man hat

LU L 4U KLU
‘ da . db . de
B. M=qr7 N=ip P=15q
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Ich werde die Formeln (19. und 20.) auf die Bestinmung der magne-
tischen Momente eines Rotations-Ellipsoids anwenden, wenn die vertheilenden
Krifte von einer cylindrischen, electrischen Spirale herriihren, deren Axe mit
der Rotations-Axe des Ellipsoids zusammenfallt.

Die Wirkung einer solchen Spirale kann in Bezug auf jeden aufserhalb der-
selben liegenden Punct als von ihren Grundflichen ausgehend angesehen werden,
von denen man sich die eine mit positiver, die andere mit negativer magnetischer
Flissigkeit gleichformig bedeckt vorzustellen hat. Die Dicke der magnetischen

Schicht auf diesen Grundflichen ist %, wenn j die Stromstirke in der Spirale
und 7 die Anzahl ihrer Windungen auf die Lingen- Einheit bezeichnet. Der

Kirze wegen werde ich "7%:19 setzen. Wenn der Punct, auf welchen die
Wirkung der Spirale bezogen wird, innerhalb der Spirale liegt, und man
dieselbe in drei rechtwinklige Componenten zerlegt, parallel mit ihrer Axe
und senkrecht darauf, so sind die letztern dieselben, welche den mit der
magnetischen Schicht 9 belegten Grundflichen der Spirale zukommen; die erste
aber, die parallel mit der Axe der Spirale ist, erhilt man, wenn man zu
der entsprechenden Componente der Grundflichen noch das Product aus 479
in die Masse des Puncts, auf welchen die Wirkung gerichtet ist, addirt.
Hieraus folgt, dafs, wenn die Wirkung einer Spirale auf einen mit magne-
tischer Masse gleichformig erfiilllen Raum bezogen werden soll, zu der mit
der Axe der Spirale parallelen Componente der Wirkung der magnetischen
Grundflichen noch das Product aus 479 in die innerhalb des von der Spi-
rale und ihren Grundflichen begrenzten Raumes liegende Masse addirt werden
mufs, wenn diese Grundflichen statt der Spirale bei der Berechnung ihrer
Wirkung substituirt werden sollen. Die Grundflichen der Spirale sind Kreis-
Ebenen, durch deren Mittelpunct, senkrecht gegen ihre Ebenen, die Rotations-
Axe des Ellipsoids geht. Ich werde die Componenten der Wirkung des ge-
gebenen Ellipsoids (dasselbe homogen und von der Einheit der Dichtigkeit
angenommen) auf eine so gelegene Kreis—Ebene bestimmen. Ich nenne das
Element dieser Ebene 0w und seine Coordinaten e, 3, 7, von denen y parallel
mit der Rotations-Axe ist und also fir alle Elemente denselben Werth hat.
Die Componenten des Ellipsoids in dem Puncte e, (3, y seien A, B3, Cy;
alsdann haben die negativen Componenten der Wirkung des Ellipsoids auf die
Kreis-Ebene folgende Ausdriicke: ‘

—9fdciw, —9[Bpow, —9y[Cow;
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wo die Integrationen iber die ganze Kreisfliche auszudehnen sind. Nennt
man y, und y, die Entfernung der positiven Grundfliche der Spirale (d.i. der
mit positiver magnetischer Flissigkeit belegten) und der negativen vom Mittel-
puncte des Ellipsoids, so hat man in vorstehende Ausdricke einmal y, statt y
zu setzen, und dann y,, und von dem Resultat der ersten Substitution das der
zweiten abzuziehen. Dann erhélt man, wenn kein Theil des Ellipsoids innerhalb
der Spirale liegt, die Werthe von .4, B und I'; es ist aber zu der Diffe-
renz, welche I' giebt, wenn das Ellipsoid theilweise oder ganz innerhalb des
von der Spirale und jhren Grundflichen begrenzten Raumes liegt, noch das
Product aus 479 in den innerhalb des bezeichneten Raumes liegenden Theil
des Ellipsoids zu addiren. Nun ist aber, wie leicht erhellet,/xA Ow =—10 und

/'/;’Baw =0, also 4=— 0 — B, und demnach auch M =0 —= N. Es
bleibt also nur das magnetische Moment P in Bezug auf die Rotations-Axe
zu beslimmen, welches, wenn durch C,, und C, die Werthe von C in Bezug
auf die beiden Grundflichen der Spirale bezeichnet werden, durch

2. P — _ﬁ_ﬁ%iﬁ“qﬂ_%q,) duw — 49 [ 6v]
ausgedriickt wird, wo », und y, constant sind und die erste Integration iiber die
ganzen Grundflichen auszudehnen ist. In dem zweiten Integral ist 0v das raum-
liche Element des Ellipsoids und/;?v mufs auf den Theil desselben beschrinkt
werden, welcher innerhalb der Spirale liegt. Ich werde zuerst den Werth des
Integrals / Cow entwickeln. Hiebei mufs unterschieden werden, ob die Kreis-
fliche, auf welche sich dies Integral bezieht, die Rotations-Axe des Ellipsoids
aufserhalb desselben schneide, oder innerhalb. Im ersten Fall erhilt man
den Werth von C aus (27. §.2.), wenn man Z durch ¢ daselbst dividirt
und o,, wofir ich jetzt o setzen werde, als eine Ordinate von 0w betrachtet;
in dem zweiten Fall hat C fir alle Elemente Jw, welche innerhalb des El-
lipsoids liegen, einen constanten Werth, den man aus (27. §.2.) erhalt, wenn
man o, in dem Ausdruck —:—Z stalt o, setzt, wo o, sich auf das gegebene
Ellipsoid bezieht; fiir die Elemente 0w aufserhalb des Ellipsoids gelten in diesem
Falle dieselben Werthe von C, wie im erstern. Ich setze dw=n0.(¢*-}/3*) und

o ’{_ﬁ'z — 12(1_02)(1__#2), 72 — —1202;L2, '
woraus sich '

ow = —2n (2.20—{—%:-) 0o
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ergiebt. Wenn die Kreis—Ebene die Axe aufserhalb des Ellipsoids schneidet, ist
demnach

2, 2 i 1 1
/Caw = — 80,6} —1) 80(1‘0—{—87—3)(‘100;-{_ a) = J,;
wo die untere Grenze der Integration 177:_—1 ist, die obere o, wenn o die
negative Wurzel der quadratischen Gleichung
‘ K AT
26. oo = 4

ist, in welcher B den Halbmesser der Kreis—-Ebene, nach welcher integrirt
wird, bezeichnet.
Schneidet die Kreis-Ebene die Axe innerhalb des Ellipsoids, so hat man

| 8n° 0(,(0(,—1){11 ga +1-—-/ (A(H——)Bo
/b@w:— rads —.J..
7100(00-—12/ oo(/la —)(Howg—ﬂ—-}—

Aus (25.) erhélt man
9 YA 1
J, = dntayoi—1) {(*—1) (14 Z) (= — 4log ZE1)

c—1

) -y
und aus (27.)
o+

I, = dato(i—1) (o' =) (34 L) (3 — p1og ZET)

+ (“36—)“6_( 436)}

wo o° die negative Wurzel der quadratischen Gleichung dieser Grofse in (26.)
ist. Durch die Form, in welcher das letzte Glied in J, geschrieben ist, ist
angegeben, dafs dasselbe sein Vorzeichen mit y nicht andert.

Mittelst dieser Ausdriicke ist es nun leicht, die Werthe von P in (24.)
zu bilden, wenn man beriicksichtigt, dafs das Integral év, wenn nur die
untere Grundfliche der Spirale das Ellipsoid schneidet, den Werth

/bv = —710'(,(()'“.._1>{2A31/_1___}Q_(ﬁ_} 1 71 )}

hat; wenn beide Grundflichen dasselbe schneiden, den Werth

ﬁv . -—710'0(0(,-—1){7,“(1—}- 1 7:1) ( 43 7 )}

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXVII. Heft 1. 7
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und endlich, wenn das Ellipsoid ganz innerhalb der Spirale liegt, den Werth
Joo = —gnojG—1)ry—1.
Man erhilt allgemein, wie auch die Grundflichen der Spirale liegen mogen,

wenn fir 9 wieder sein Werth :/—" eingefithrt wird:

- p }/29! *xjno,(c:—1)

144 nxo, (00—4)(___7 Oi_i)
1A=L~ s 2D+ 2+ 4)
2 9
—r{d (4 G- voe i)+ (41 D)
wo o; und ¢ die negativen Wurzeln der beiden quadranschen Gleichungen sind,

welche man aus (26.) erhilt, wenn darin respective y, und y, gesetat wird.
Konigsberg im August 1847.

X
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3.

b

De la sphére tangente & quatre sphéres données.
(Par Mr. J. A. Serret a Paris.)

Soit

(#—ap+(y—0y+(—ef—r" =0
I'équation d’une sphére, que je représenterai, aussi pour abréger, par S'=0.
Jappellerai avec Mr. Steiner, Puissance d’un point par rapport & une sphére,
le carré de sa distance au centre moins le carré du rayon; ensorte que &
représente la puissance du point (x, y, ) par rapport a la sphére dont S'=10
est 'équation. Je représenterai par p la puissance de Il'origine, et I'on aura

toujours
a2+62_&_02_r2 —_— p.
IL
Soient §=0, 8§'=0, les équations de deux sphéres; I’équation
S =48

est celle d’'un plan qu’on appelle plan radical des deux sphéres; ce plan est
évidemment d’aprés la définition précédente, le lieu géométrique des points
d’égale puissance par rapport aux deux sphéres; il est aussi le lieu géométrique
des points communs aux deux sphéres lorsqu’elles se coupent, et dans tous
les cas le lieu des points d’ou I'on peut leur mener deux tangentes égales.

La position de ce plan par rapport aux deux sphéres, ne dépend évidem-
ment pas des axes coordonnées; et comme en prennant pour axe des 2 la
droite qui joint leurs centres, I'équation §'= 8" se réduit a la forme 2=h;
on voit que le plan radical des deux spheres est perpendiculaire a la ligne
des centres.

IIL
Soient S=0, 8'=0, §" =0, les équations de trois sphéres; les plans
radicaux de ces trois sphéres considérées deux a deux, auront pour équations
S=8, §=8", 8 =§8"
Ces trois plans se coupent suivant une méme droite dont les équations sont
S P Sl —_— SII
7 *
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et qu'on appelle axe radical des trois sphéres. Cet axe radical est le lieu
des points d’égale puissance par rapport aux trois sphéres; il est dailleurs
évidemment perpendiculaire au plan de leurs centres.

Ce qui précede exige que les centres des trois sphéres ne soient pas
en ligne droite; car si cela était, les trois plans radicaux des sphéres prises
deux a deux seraient paralléles, et 'axe radical serait situé a l'infini, ou pour
mieux dire n’exislerait plus; néanmoins il pourrait arriver que ces trois plans
coincidassent, et dans ce cas les trois sphéres auraient un plan radical au lieu
d’un axe radical.

On peut aisément a l'aide des principes de la géomeéirie descriptive
construire le plan radical de deux spheres et I'axe radical de trois sphéres,
mais je n’insisterai pas sur ces opérations graphiques.

IV.
Soient 8'=0, 8" =0, 8" =0, 8" =0} les équations de quatre sphéres.
Les plans radicaux de ces sphéres prises deux a deux auront pour équations
S=8', S=8", §=8", §=8§8", §=8", §"=8";
ces six plans se couperont en un méme point qui aura pour équations
S=8"=8"=~8".
C’est le point d’égale puissance par rapport aux quatre sphéres, et qu’on appelle
centre radical de ces sphéres.

Ce point sera toujours unique, a moins que les quatre sphéres n’aient
leurs centres dans un méme plan; dans ce cas il pourra arriver que le centre
radical soit a I'infini, ce qui signifie qu’il n’existe plus; ou bien ce cenire sera
remplacé par un axe radical, ou méme par un plan radical, si les centres des
quatre sphéres sont en ligne droite.

Dans le probléme dont nous allons nous occuper, nous supposerons
d’abord que les quatre centres ne sont pas dans un méme plan, et alors les
spheres auront toujours un centre radical unique.

V.

Soit toujours §'==0 Déquation d’une sphére, et &', y', 2’ les coor-
données d’un point quelconque de I'espace; on sait que le plan polaire de ce
point par rapport a la sphére, aura pour équation

(&' —a)(@—a)+(y' =) (y—b)+ (& —e)(z—c)—r* = 0.

On sait d’ailleurs que ce plan n’est autre que le lieu géométrique des sommets
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des cones circonscrits a la sphére et dont les plans de contact avec cette
derniére passent par le point.

Cette définition est applicable a tous les cas; on en déduit aisément que
si le point est hors de la sphére, son plan polaire est celui des contacts de la
sphére et des tangentes issues de ce point, et que sile point est sur la sphere,
il est aussi sur son plan polaire qui est lui méme tangent a la sphere.

VI
Soient S =0, 8"=0, les équations de deux sphéres; les centres de
similitude direct et inverse de ces sphéres, auront respectivement pour équations

Centre direct. Centre inverse.
r—a = r:r,(a’—-a), T—a = ;._*_L,;(a'———a),
y—b = —=¥—b), y—b= 750,
T —C = r:r, (c—e¢), T—C = — rr’ (¢'—c).

Les plans polaires de ces deux centres de similitude relativement a la sphere
S, auront respectivement pour équations:
a—d)e20—¥b)y42(c—c)z—(p—p)
= (a—d)+O0—=)+t(c—)—(r—r'),
Va—a)e+2(b—b)y+2(c—c)z—(p—p')
= (@—dP+G—Vffe—of —@4r)
ou simplement
S'—8 = 4@, ), S —8 = I@7r),
en posant pour abréger
A, r'") = (a—d )+ b=y (c—)Y — (@ —1'),
(1) = (a—aP+b—b)+(c— Y —(@rtr)
Les plans polaires des deux mémes centres de similitude, relativement a la
sphére S', auront évidemment pour équations
S—8"= 4@, +), S—8" = o@,r).
Si les deux sphéres étaient extérieures l'une a lautre, les deux centres de
similitude seraient les sommets de deux coénes circonscrits a la fois aux deux
sphéres, et les quantités désignées par 4 (r, '), J(r,7') seraient les carrées
des parties des arétes de ces cones, comprises entre les deux sphéres.
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VIL
Théoréme.

Le lieu géométrique des points de contact de l'une quelconque de
trois sphéres données avec loutes les sphéres qui les touchent toutes trois,
est un pelit cercle de celle sphére, dont le plan est perpendiculaire au
plan des centres des sphéres données.

Il est bien entendu dans cet énoncé, que I'une quelconque des trois
sphéres données doit étre touchée de la méine maniere par toutes les sphéres
que I'on considére.

Considérons, pour fixer les idées, la série des sphéres qui touchent
extérieurement trois sphéres données dont les équations seront comme d’habitude
S=0, S'=0, 8§ =0,
et désignons par e, 3, ¥ les coordonnées du centre de 'une des sphéres tan-

gentes =, par ¢ son rayon, et par &, y, 2 les coordonnées du point ou elle
touche la sphére S; on aura d’abord
etr 4y etr.,. @ etr, o ..
1. a::—r——w-——r—a, ﬂ:—;—y——?b, y = -—;—2—-7.—0,
puis comme la sphére = touche les trois proposées:

(a —ay+(b —py+e —yP—(r +of = 0,
(@ —af +-(0' —f (¢ —pf — (' 40 = 0,
(a"—af 4 (0" — P+ (c"— 7 — (" + o) = 0.

De ces derniéres on déduit par la soustraction:

9 %2(0—- d)et-2(b—b)p1+2(c—c)y+2(@r—r)o—(p—p') =0,
"o N2@—a")at2(b—V)B+R2(c—c")y+2(r—1")o—(p—p") = 0.
Si maintenant on porte dans les équations (2.) les valeurs de ¢, 3, y trouvées

plus haut, on aura

(e+m{2a—d)z 420 —b)y+2(c—)z—(p—p')} = od(r, '),

(o+m{R(a—d")x420b—b")y+2(c—c")x—(p—p")} = od(r, ")
L’élimination de ¢ entre ces équations, conduit a la suivante:

3 §'—S — S"'—S

) A(rs ') d(r, ) ?

qui est bien I'équation d’un plan.

Il suit de la que les points de contact des trois sphéres données avec

la série des spheres qui les touchent extérieurement toutes trois, seront sur
trois plans ayant pour équations:
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S—S  S—S8 S—8§  S—§ S_S S8
4 d(r, ') =A@, AW, ) = A, ) Ad@r, ") = A6, 7"
Ces trois plans se coupent évidemment suivant la droite
S p— S! — SN
qui est I'axe radical des trois sphéres; et comme cette droite est perpendicu-
laire au plan des centres des trois sphéres, il s’ensuit que ces trois plans le
seront pareillement.

Si 'une des sphéres proposées, la sphére S par exemple, devait étre
enveloppée par la série des sphéres tangentes, il suffirait de changer le signe
de r dans les équations (1.) et (2.), et par suite dans toutes celles que I'on en
déduit; ce qui revient évidemment a remplacer dans les équations (4.)

A, r') et A(r,r") par I, 7') et I(r,r").
Si les trois sphéres devaient étre enveloppées par la série des sphéres tan-
gentes, il faudrait changer les signes de 7, 7, #"; ce qui ne produirait aucun
changement dans les équations (4.).

Il résulte de 1a que les équations (4.) s’appliqueront a tous les cas, si I'on
convient de remplacer la caractéristique 4 par J, lorsque les spheres dont les
rayons suivent cette caractéristique, doivent étre touchées de manieres différentes.

Dans tous les cas les plans ainsi déterminés, passent toujours par I'axe
radical des trois spheres.

VIIIL.
Probléme.
Construire une sphére tangente & quatre sphéres données.
Soient
§S=0, §8=0, §"=0, §"=0

les équations des quatre sphéres données, et supposons pour fixer les idées
que la sphére cherchée doive toucher les proposées toutes extérieurement, ou
toutes intérieurement.

Les lieux des points de contact de la sphére S' et des séries de sphéres
qui touchent extérieurement ou intérieurement cette sphére et deux des trois
autres, ont pour équations:

§'—8 S"—S8 §—8S §"—S8 S"'—8§ SM—8
A1) — A r)  d(r) A, ) A ) d(r, 7).
Ces trois plans se couperont suivant une méme droite ayant pour équations:
SI__S S" ____S S"'___S
@) Jod = dme = am
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Cette droite pergera la sphére, généralement en deux points; I'un d’eux
sera le point de contact avec la sphére qui touche extérieurement les quatre pro-
posées; l'autre le point de contact avec la sphére qui les enveloppe toutes quatre.

La droite (a.) semble assez difficile a construire a priori; mais on peut
trouver trois points fort remarquables de cette droite; ce qui est plus que suf-
fisant pour la déterminer.

1°.  La droite (1.) passe évidemment par le point

S J— S' J— SH: S!H
qui est le centre radical des quatre sphéres données.
2°. Elle passe aussi par le point dont les équations sont
S'—8 =A@, ), 8"—8 = 4@, r"), S"—8 = A(r,r"),
el qui, ainsi que nous I'avons vu précedemment, représentent les plans polaires
relativement & la sphére &S, du cenire de similitude direct de cette sphére
prise avec chacune des trois autres.

L’intersection de ces trois plans faciles a construire, donne donc un
second point de la droite (1.).

3°. Enfin la méme droite passe par le point dont les équations sont

S—8"= 4@, r), S—-8"= d@r,r"), S—8"= Ad(r,r"),
el qui représentent les plans polaires par rapport aux sphéres 8', S”, 8" des
cenires de similitude directs de ces sphéires considerées séparement avec la
sphére S.

Si la sphére S, étant toujours touchée extérieurement, quelques unes
des trois autres devaient éire enveloppées, nous avons vu que pour ces der-
niéres, il fallait remplacer la caractéristique 4 par J; ce qui revient, comme
on voit, a prendre le centre de similitude direct, si les deux spheéres doivent
étre touchées de la méme maniére, et le centre de similitude inverse, si elles
doivent étre touchées différemment.

De ce qui précéde on déduit aisément la construction suivante.

IX.
Construction.

Pour constuire une sphére tangente a quatre sphéres données, dont les
centres ne sont pas dans un méme plan, on cherchera les centres de simili-
tude de chacune des quatre sphéres avec chacune des trois autres, et on prendra
chaque centre de simililude direct ou inverse, suivant que les deux sphéres
correspondantes devront éire touchées de la méme maniére, ou de maniére
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différentes; on construira les plans polaires des trois centres de similitude ainsi
déterminés correspondants a chaque sphére par rapport a cette sphére, et I'on
obtiendra ainsi dans chacune d’elles, un point que 'on joindra a leur centre
radical. Les quatre droites ainsi obtenues coupéront les quatre sphéres en
huit points; quaire de ces points constitueront une solution du probléme, et
les quatre autres une solution semblable ou inverse.

La solution précédente subsiste, quels que soient les rayons des spheéres
données; et par conséquent lorsque les rayons de quelques unes sont nuls. On
peut donc regarder comme résolu le probléme qui consiste a construire une
sphére tangente a m sphéres données et passant par 4 —n points donnée. Il
faut seulement remarquer que les cenires de simililude direct et inverse de
deux sphéres S et S” se confondent avec le cenire de 'une d’elles lorsque le
rayon de celle-ci s’annulle.

X.

Si les cenires des quatre sphéres étaient dans un méme plan, on ne pour-
rait plus appliquer la construction précédente; mais dans ce cas la droite (1.)
est perpendiculaire au plan des cenires des sphéres et rien n’est plus facile
que de déterminer sa trace sur ce plan.

Soit pris pour plan zy celui qui renferme les quatres centres, et soient

C=0, C=0, C"=0, C"=0

les équations des grands cercles suivant lesquels le plan 2y coupe les spheéres.
Comme les coordonnées ¢, ¢', ¢”, ¢, sont nulles, les équations de la droite
(1.) ou de sa trace sur le plan des centres, seront

C—C _ C'—C _ C"—C

A@,v) — A, ) — A, ru/)'
Ces équations sont sur le plan xy, celles du point ou se coupent les droites
ayant pour équations:

C!__C C"__C C'___C . C"!__C CH_C o"—¢C

dArnr) A Ay A A,y A, )

Il est facile de construire ces droites qui ne sont autres que celles qui
déterminent sur la circonférence C les poinls de contact de cette circonférence
avec le cercle qui touche en méme lems deux des trois autres cercles C', C", C"".
L’intersection de ces trois droites donne immédiatement la trace de la’ droite (1.).

Les opérations graphiques relatives a ce cas particulier s’effectuent sans

difficulte.
Paris, Octobre 1847.

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXVIIL. Heft 1. 8
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4.

Note sur les fonctions elliptiques.
(Par Mr. A. Cayley a Cambridge.)

Soit x=yksinamu et o =k —Iic—: la fonction yksinamnu (ou n est un
entier), peut étre exprimée sous forme d’une fraction dont le dénominateur est
une fonction rationnelle et entiére par rapport a & et . En exprimant ce
dénominateur par =, on aura '

(1)  w@—1)z*z}t (n2—1)(ax—2x3)j—;—}—(1—— oz’ 4 %)

d?z
.z.‘l

d
27,2 dZ_
—2nt (2 —4) 5 = 0.

Celte équation est die a M. Jacobi. (Voyez les deux mémoires , Suite des
notices sur les fonctions elliptiques™ t. III p. 306 et t. IV p. 185.)

En essayant d’intégrer cette équation comme une seule, ordonnée suivant
les puissances de @, et en considérant en particulier les cas n=2, 3, 4 et 5:
j'ai trouvé que les différentes puissances de o se présentent et disparaissent
d’'une maniére assez bizarre. (Voyez mon mémoire ,On the theory of elliptic
functions” Cambridge et Dublin Math. Journal t. II p. 256.) J’ai reconnu
depuis que cela vient de ce que la valeur de = est composée de plusieurs séries
indépendantes; une quelconque de ces séries ordonnée selon les puissances
descendanies de o, va a l'infini; mais en combinant les différentes séries, les
termes qui contiennent les puissances négatives de &, se détruisent. Par rapport
a & chacune de ces séries ne conlient que des puissances paires et positives,
car les puissances négatives qui y entrent apparemment, se réduisent toujours
a zéro. En effet, on satisfait a I’équation (1.) en supposant pour 2 une ex-
pression de la forme ‘

(2)  m, = 280 =2 Z L ()9, Q02 gs—t=g

(ou s est arbitraire). Cela donne pour Z, I'équation aux différences melées:

ot = =)z o 2ms(n—295)— 207 2,

2 2 2 d2 d d2 ?
-{—[gn (w*—1)x ‘Jr‘-"’4'd—w?”‘(2"2"‘2)‘”3‘(7;.= +W]4Zq_,
—128n’[s(n—2s) —q+2]4, , = 0.
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Pour intégrer cetle équation, supposons
7 — z] pAnst2g—to

9 Lo+ ) I(g—o+41) ’
ou la sommation se rapporte a ¢ et s'étend depuis o =0 jusqu’a o == q.
Toute réduction faite, et ayant mis pour plus de simplicité n*—2ns = 2,
2ns=w, on obtient pour Z; I'expression

4. [—(g—o)h—out(¢—20)]Z,

1 (g—0)(—2q+ Ao+ 2)(—2¢ 4ot 1) Z,

fo(ut 2g—40+2)(ut 29— 4o+ 1) Zioh

—160(¢—0)[hu—2(g—2) (A + W] Z% =

En supposant la valeur de Z; égale a I'unité, les valeurs de Z; se

trouvent complétement déterminées; malheureusement la loi des coéfficients n’est
pas en évidence, excepté dans le cas de 6=0, ou o0==¢. En calculant
les termes successifs, on oblient

zs —_— (4 a)s(n—?s) . m’zns

i A .’172“+2

2n:—2

. (4 a)a(n—‘ls)-—l ;

—-——l (7 — 3)x°ns+t

+ (4a>s(nm2.¢)——2 + T 1 (}’ + 2 101[1, ‘1:2,“
+1 5 M(/L—S)z“*"’

(

L(A—~4)(l——-5).’l)2"ﬂ('

1
1.2.3
20}'#‘ @ 2ng+4-2
+mz(u(x—3)+4o————+
1 . 044N an.
+1.1.2“(’*(‘“"8>+40*A+£ zt

\+ T—;—g nu(lvl — 4) (M — 5)$?ns-—6

—(4 a)s(n—u)—3<

+ ete.
On aurait une valeur assez générale de z en multipliant les différentes

fonctions %, chacune par une constante arbitraire, et en sommant les produits;

mais dans le cas actuel oit 2 dénote le dénominateur de y4 sinamnwu, la valeur
8 *
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convenable de 2 se réduit a
g = 2y+2...+3,...,
ou s est un nombre entier et positif, entre zéro et }n ou L(n—1). On aura
par exemple dans le cas n =25 (les signes étant tous positifs si n est impair,
et alternativement positifs et négatifs si n est pair), en supprimant les puissances
négatives de o (lesquelles s’entredétruisent):
2z, = 1,
g, = 640°2" — *(1602°-}-2402") 4 0 (140 2° - 368 2 360 2™)
— (50 2* 126 2° -} 3002 - 275 2'°),
2, = 16 x” — (802" 4 202%) (1702 - 62 2} 52),
et dela:
z = 1—-50z*} 140 2® — (125 +160a*) 2° - (368 o« - 64 o*) 2"
—(300-240¢*) 2" +360a 2" — 105 2"° — 80 2** | (62 - 16 &*) 2
— 2002”5 x™,
ce qui est effectivement la valeur de 2 que j’ai trouvée dans le mémoire cité
pour ce cas particulier.
Chancery - Lane, 27 Dec. 1847.
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5.

Uber unendliche Reihen, deren Exponenten zugleich
in zwei verschiednen quadratischen Hormen
enthalten sind.

(Von Herrn Prof. C. G. J. Jacobi.)

Einleitung.

Zwischen der Analysis und Zahlentheorie, welche man lange fir vollig ge-
trennte Disciplinen hielt, sind in neuerer Zeit immer héufigere, oft unerwartete
Verbindungen und Uberginge entdeckt worden. Eine reichhaltige Quelle gegen—
seitiger Beziehungen beider, welche noch lange unerschopft bleiben wird, ist
die Analysis der elliptischen Functionen. Ich will im Folgenden eine An-
zahl Formeln mittheilen, welche eine neue Anwendung dieser Analysis auf
die Arithmetik gewihren, die Anwendung namlich auf die Simultanformen des
zweiten Grades, in denen gewisse Zahlenclassen immer enthalten sind.

Das erste Beispiel von tiefer liegenden Sitzen iiber die Eigenschaften
solcher Simultanformen ergab sich aus der ersten G'aufsischen Abhandlung iber
die biquadratischen Reste, welche von dem biquadratischen Character der Zahl
2 handelt. Aus den in dieser Abhandlung gefundnen Resultaten folgt eine
Beziehung zwischen den beiden quadratischen Formen

aat2bb und cc+-dd,
in welchen jede Primzahl von der Form 8i4-1 gleichzeitig enthalten ist. Gaufs
beweist niamlich daselbst durch rein arithmetische Betrachtungen,
dafs die Zahl 2, welche quadratischer Rest jeder Primzahl von der Form
8i--1 ist, auch ihr biquadratischer Rest ist oder nicht, je nachdem bei
der Darstellung der Primzahl durch die Form «¢a- 2560 die Wurzel des
ungeraden Quadrates @ die Form 8¢+1 oder die Form 843 hat.
Durch andere von diesen ganz unabhingige, aus seiner Theorie der Kreis-
theilung geschopfte Betrachtungen, denen er jedoch ebenfalls eine arithmetische
Einkleidung gab, beweist dann G'aufs an demselben Orte ferner auch,
dafs die Zahl 2 biquadratischer Rest einer Primzahl von der Form 8i--1
ist oder nicht, je nachdem bei Zerfillung der Primzahl in zwei Quadrate
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die Wurzel des geraden Quadrates durch 8 dividirt aufgeht oder den
Rest 4 lafst.
Die Vergleichung dieser beiden Clltemen ergiebt den Satz,
dafs Dbei der Darstellung einer Primzahl von der Form 82—{-1 durch die
beiden quadratischen Formen aa-| 266 und cc—{— dd, wo d. die Wurzel
des geraden Quadrates sein mag, immer gleichzeitig « die Form 8i+1
und d die Form 8¢ oder ¢ die Form 8¢+ 3 und d die Form 8¢-}4 hat.
Es war zu wiinschen, dafs dieser Salz unabhingig von der Theorie der bi-
quadratischen Reste durch unmittelbare Betrachtung der Gleichung

aat26b = cctdd

bewiesen, und dadurch das eine Gau/&-iscl;e Criterium auf das andere zuriick-
gefilhrt wirde. Dies hat Diricklet in einer Abhandlung des 3ten Bandes des
Crelleschen Journals gethan, wo er zugleich Untersuchungen iiber die allgemei-
nere Gleichung
aa+nbb = cc|dd

angestellt hat.

Der zuletzt erwihnte Satz kann auch noch auf eine andere Art aus-
gedrickt werden. Da entweder -|-a oder —a, -}-¢ oder —¢ die Form 4m-}-1
hat, ferner aus der Gleichung

p=uaa}2bb = cctdd,

wenn p die Form 8i-1 hat, folgt, dafs & durch 2, d durch 4 aufgeht: so
erhilt man aus diesen beiden Zerfillungen der Primzahl p immer eine Gleichung,
4m'+17+8n'n' = (4m-|1)416nn = p,
wo die Zahlen m und =’ positiv oder negativ sind. Der obige Satz besagt, dafs
in dieser Gleichung m' und » gleichzeilig gerade oder ungerade sind, oder
dafs die Zahl m'+n @mmer gerade ist. Aus derselben Gleichung folgt aber
auch unmittelbar, dafs = und m'+4-n' gerade sind, wenn p die Form 16n -1
hat, und dafs = und 2’ 4n' ungerade sind, wenn p die Form 16n -9 hat,
oder dafs die Ziahl m-+m'-+n' immer gerade ist. Es wird daher zufolge
des obigen Satzes auch m- n-n' immer gerade sein, oder dieser Satz fol-
gendermafsen ausgesprochen werden konnen, _
wenn eine Primzahl p von der Form 8i+1 durch die beiden qua-
dratischen Formen (4m+-1)*{-16nn und (4m' +1)*+8n'n’ durgestelit
wird, so sind die beiden Zahlen m+-n und n' immer gleichzeilig ge-
rade oder ungerade.
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In dieser Gestalt findet man den Satz auch als ein Corollar einer analytischen
Formel, welche sich aus den Reihenentwicklungen der Theorie der elliptischen
Functionen ergiebt, und in welcher eine Reihe, deren Exponenten die eine qua-
dratische Form haben, einer Reihe gleich wird, deren Exponenten in der andern
quadratischen Form enthalten sind. Aus derselben Quelle fliefst eine grofse Anzahl
dhnlicher Gleichungen, die Sitze iiber die Eigenschaften quadratischer Simultanfor-
men ergeben, und in denen die Exponenten der Reihen in den quadratischen Formen
2 4-y%, 224 2y% 2*4-3y%, 2*4 6y, 2243y enthalten sind. Einige solcher
Gleichungen lassen sich auch aufstellen, in denen die Exponenten der Reihen in
hoheren quadratischen Formen, wie 2*-}5y*, 2®1-7y® enthalten sind. Die
folgenden Untersuchungen sollen sich mit diesen analytischen Formeln und den
daraus folgenden arithmetischen Sitzen beschiftigen. Da die Anzahl dieser For-
meln begrinzt scheint, so kann es Interesse haben, dieselben zu erschopfen.

Die s@mmtlichen diesen Untersuchungen zum Grunde gelegten Entwick-
lungen sind particulire Falle einer Fundamentalformel der Theorie der ellipti-
schen Functionen, welche in der Gleichung

1=¢)1—¢)A—¢)A—7)..
XA—g¢g2)1—¢2)1—¢2)1—¢'2)..
XA—gzY(1—¢2(1—¢z)(1—qg'z7")..
= 1—g¢@E+2)+¢EF+27)— ¢ +27)4 ..

enthalten ist. Diese Gleichung gilt fiir alle Werthe von 2 und fiir die Werthe
von ¢, deren Modul kleiner als 1 ist. Man kann derselben verschiedne Formen
geben. Setzt man ¢™ fir ¢, wo m eine beliebige posilive Grofse ist, und
gleichzeitig -} ¢*" oder — ¢*" fiir 2z, so erhalt man aus ihr die folgenden bei-
den Formeln:

1. (1 — qm—-n) (1 ____qm+n) (1 . q'lm) (1 i qlm—n) (1 . q3m+n) (1 —_— q4m> L.
P 1_ qm—-n —_ qm+n __}_ q4m-‘2n _*_‘ q4m+2n . q9m~3n . q!)m+3n + ‘s

2. (A+4¢A4gtA—g) A+ A4 A—¢") ..
— 1 + qm—-n + qm+n + q4m-2n + q/(-m-(-Qn _}r_ qﬂm—Sn + q()m+3n + .

Setzt man m —n=—a, 2n==>0, so werden diese Formeln,

3' (1 — qa) (1__ qa+b) (1 _ q2a+b) (1 . q3a+(;) (1 . q3a+2b)(1 — 94a+2b) ..
_— 1___qa . qa+b _I_ q4u+b + q4a+3b . q9a+3b . q9a+ﬁb _i_ s

4. d _+ q°) (1 __I__qa-l-b) (1— q2a+b)(1 +q3a+b) (1 +q3a+'2?7)(1___ q4a+?b) .
— 1 + (Ia‘!‘ qn+b + q4n.+b + q4a+3b + qS)a+3b+ qga+ﬁb + ey

wo die Exponenten in den unendlichen Producten eine Reihe bilden, deren
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erstes Glied @ ist und deren Differenzen
b, a, a, b, a, a, b eic.

sind, die Exponenten in den Entwicklungen dagegen eine Reihe bilden, deren
erstes Glied O ist, und deren Differenzen

a, b, 3a, 2b, 5a, 3b, 7a etc.
sind. Bezeichnet man die unendlichen Produclie und Reihen durch die ihren
allgemeinen Gliedern vorgesetzien Zeichen I7 und X, so kann man die For-
meln (1.) und (2.) folgendermafsen darstellen,

5. HT{(1— gy (1— @mitmin(d— gt} = S(—1)ignee,
6. {1 ) 4 gmr ) (= gmiim) = Fgrier
Hier sind dem Index z unter dem Zeichen IT die Werthe 0,1,2, .. oo, unter
dem Zeichen = dagegen die Werthe 0, +1, +2, .. +oo beizulegen, wie
auch im Folgenden immer angenommen werden wird. Setzt man in diesen
Formeln m* fir m, 2mn fir n, und multiplicirt auf beiden Seiten des Gleich-
heitszeichens mit ¢"’, so erhalten sie folgende Form:
T gIT{( =g (e (f—gimiin) — () g,
8. q"’ﬂ{(i +q2m‘?i+m‘~‘—2mn)(1+q2m?i+m2+2mn)(1___q2m?i+2m?)} — zq(mi+n)‘¢.
Yon den drei einfachen unendlichen Producten, welche mit einander
zu multipliciren sind, werden zwei einander gleich, wenn &= 0; es konnen
die drei in zwei zusammengezogen werden, wenn b=—2a, oder in ein ein-
ziges, wenn b==a. Setzt man in diesen Fillen a =1, wie es unbeschadet
der Allgemeinheit geschehen kann, und daher
1. m=1, n=0; . m=2, n=1; 3. m=1%}, n:%

so erhilt man aus (5.) und (6.) die fanf particuliren Formeln:

H{(1 2i+1)2(1__ 2i+2>} —_ 2(_1),'qi~z,

A4 ¢*7A—¢") = =¢°,
9. o{1—g¢**"*) (1— ¢**) =(=1)gr,

{14454 (A= g"+)) = 2,
H(i___ 1+l) J— 2(_1)iq,~}i?+7’;i.

I

|

Die Zahlen 2:* i bilden, wenn man dem ¢ alle positiven und negativen Werthe
giebt, die Reihe der dreieckigen Zahlen.

Wenn von den unendlichen Producten, welche aus (5.) und (6.) fir
specielle Werthe von m und n hervorgehen, irgend welche zwei mit einander
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multiplicirt werden, so erhalt man dadurch ein neues unendliches Product, in
dessen Reihenentwicklung nur solche Glieder varkommen, deren Exponenten
in einer bestimmten quadratischen Form zweier Variabeln enthalten sind, welche
Anzahl der Variabeln der quadratischen Formen ich immer stillschweigend vor-
aussetzen werde, wenn nicht das Gegentheil bemerkt ist. So oft daher, was
in einer grofsen Anzahl von Fillen geschieht, ein solches unendliche Product
noch durch die Multiplication zweier anderer in den obigen Ausdriicken (5.)
und (6.) enthaltner unendlicher Producte entstehen kann, werden durch die
Entwicklung desselben Reihen erhalten, in denen die Exponenten der Glieder
in zwei bestimmlen quadratischen Functionen zugleich enthalten sind.

Zufolge ihrer Entstehungsart konnen diese Reihen durch zwei verschiedne
Doppelsummen ausgedriickt, und daher nach zwei verschiedenen Gesetzen ge-
bildet werden. Nach dem einen erhalten die Exponenten der einzelnen Glieder
eine andere quadratische Form als nach dem andern; wenn man aber in jeder
Doppelsumme alle Glieder, in deren Exponenten die quadratische Form densel-
ben Werth erhilt, zusammenfafst, miissen beide Bildungsgesetze zu demselben
Resultate fiihren, und daher sowohl nach dem einen als nach dem andern die
Coéfficienten aller Glieder, in welchen die Exponenten nicht zugleich in den
beiden quadratischen Formen enthalten sind, verschwinden. Wenn man hingegen
die Coéfficienten der Glieder, deren Exponenten in den beiden quadratischen
Formen enthalten sind, wie sie aus den beiden verschiednen Bildungsweisen
hervorgehen, mit einander vergleicht, erhalt man jedesmal einen éhnlichen arith-
metischen Satz, wie oben fiir die beiden Zerfillungen der Prlmzahlen von der
Form 8:¢-}1 aufgestellt worden ist.

Durch die Herleitung dieser arithmetischen Sélze aus den analytischen
Entwicklungen wird aber nicht allein der Vorrath der arithmetischen Beweis—
mittel vermehrt, sondern es werden dadurch auch die Sitze selbst in einer
neuen bemerkenswerthen Form gefunden. Schon in einem friheren Falle, in
welchen sich ein arithmetischer Fundamentalsatz als Corollar einer elliptischen
Formel ergab, erhielt zugleich dieser Satz eine wesentlich verschiedene Fas-
sung, die ihm einen allgemeineren Character und eine erhohte Wichtigkeit gab.
Der Satz niimlich,

dafs fir jede Zahl P, die nur Primzahlen von der Form 4i -1 zu
Theilern hat, die Gleichung xz-yy =P so viel Losungen in ganzen
‘ positiven oder negativen Werthen von & und y verslattet, als die vierfache
Anzahl der ungeraden Factoren von P betrigt,
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXVIL. Heft 1. 9
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ergiebt sich aus der Theorie der elliptischen Functionen in der aligemeinern Form,
dafs fir jede beliebige Zahl P die Gleichung xx+-yy =P so viel Lo-
sungen in ganzen positiven oder negativen Werthen von x und y ver-
stattet, als der vierfache Ubersolm/k der Anzahl der Factoren der Zahl P
von der Form 4i--1 uber die Anzahl ihrer Factoren von der Form 4:i3
betragt ¥). ,

Diese verallgemeinerte Form des Satzes iiber die Anzahl der Zusammensetzun-

gen der Zahlen aus zwei Quadraten verstattet es, von ihm aus zu Sétzen iiber

die Anzahl der Zusammensetzungen der Zahlen aus vier Quadraten aufzusteigen.

S. Crelle’s Journal 12ter Theil S. 167. Anwendungen éhnlicher Umformungen

auf tiefere arithmetische Satze findet man in der berihmten Abhandlung: Sur

diverses applications de Uanalyse infinitésimale @ la théorie des nombres,

im 21ten Bande desselben Journals S. 3.

Als Beispiel der allgemeineren Fassung, in welcher die Sitze iiber
Simultanformen durch die Analysis der elliptischen Functionen gefunden werden,
will ich die Erweiterung anfihren, welche der oben aufgestellte Satz erfihrt,

dafs in den Simultanformen (4m--17+416nn und (4m' 1) --8n'n’,
durch welche man jede Primzahl von der Form 8i--1 darstellen kann,
die Zahlen m--n und »' gleichzeilig gerade und ungerade sind.

In der Form, wie er aus der analytischen Formel hervorgeht, heifst dieser Satz:
fur jede beliebige Ziahl P betrigt der Uberschufs der Anzahl der Li-
sungen der Gleichung

P = 4m--172416nn,
in welchen m-n gerade, uber die Anzahl der Lisungen, in welchen
m--n ungerade ist, eben so viel als der Uberschufs der Anzahl der
Losungen der Gleichung

P = (4m'4-174-8a'n',
in welchen n' gerade, uber die Anzahl der Lisungen, in welchen n'
ungerade ist. , ' »

Der wesentliche Character dieser Erweiterungen besteht darin, dafs die
nur fiir eine besondere Classe von Zahlen geltenden Siize durch andere ersetzt
werden, welche auf alle Ziahlen Anwendung finden, fiir jene besondern Classen
von Zahlen die tiefer liegenden Eigenschaften, welche man bemerken will,
herausstellen, fir alle andern Zahlen aber sich auf einen elementaren Inhalt

*) S. Fund. N. Th. F. Ell. pag. 107.



8: C.G.J. Jacobi, iber Reihen, deren Exponenten zwei quadr. Formen haben. 67

reduciren. Wenn gewisse Zahlenclassen gewisse Zerfillungen verstatten, so
ersetzt man die Zahlen, welche die Anzahl dieser Zerfdllungen bestimmen,
durch Uberschiisse, welche sich fir die besondern Classen von Zahlen auf die
Anzahl ihrer Zerfallungen reduciren, und fiir alle andern Classen verschwinden.

Ich habe im Folgenden die sich aus den analytischen Entwicklungen
ergebenden Eigenschaften der Zahlen auch aus bekannten arithmetischen Saitzen
abzuleiten gesucht, wodurch man jedesmal fir die analytische Formel einen
rein arithmetischen Beweis erhilt. Wenn diese arithmetischen Beweise der auf
analytischem Wege gewonnenen Resultate keine wesentlichen Schwierigleiten
darbieten, so sind sie doch bisweilen complicirter Natur, und erfordern eigen-
thimliche Classificationen der Zahlen, welche vielleicht auch in andern Unter—
suéhungen von Nutzen sein konnen. Es verstalten diese Beweise oft eine
gewisse Willkiir in der Wahl der Methoden der Behandlung, so dafs sie leicht
variirt werden konnen.

Ich bemerke noch, dafs bei mehreren der hier behandelten Entwicklungen
elliptischer Reihen fir die Vorzeichen der Glieder solche Gesetze gefunden
werden, dafs man sie durch Grofsen ausdriicken kann, welche von den biquadra-
tischen Characteren der Zahlen abhingen. Man gelangt so @ posteriori zn den
ersten merkwiirdigen Beispielen der Einfihrung der biquadratischen Reste in die
Entwicklungsgesetze elliptischer Reihen mit beliebigem Modul. Die Grofsen,
durch welche sich die Vorzeichen dieser elliptischen Reihen unmittelbar aus-
driicken lassen, sind die nimlichen, welche durch ein von mir in die Theorie
der Potenzreste eingefiihrtes besonderes Symbol bezeichnet werden, wodurch
die Darstellung dieser Reihen an Einfachheit gewinnt.

Zusammenstellung der analytischen Formeln.

In dem 16ten Capitel der Einleitung in die Analysis des Unendlichen,
welches von der Theilung der Zahlen handelt, hat Huler das unendliche
Product

1

A+ +OATOATe.. = t—ed—¢)(1—q)0—q)...°

dessen Entwicklungscoéfficienten bestimmen, wie oft eine gegebene Zahl in
beliebige ungleiche Zahlen oder in gleiche und ungleiche ungerade Zahlen ge-
9 ¥*
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theilt werden kann, Behufs der Erforschung dieser Coéfficienten untersucht,
und dasselbe bei dieser Gelegenheit dem Bruche
1_q2_q4+q1o+q14_qu__qso+q44+qsz__“. L 2(_1)iq3ii+i
I—g =40 +0" —q"—q"F¢" g —... T 2(—1)gieid
gleich gefunden. FEuler ersetzt namlich das unendliche Product durch den Bruch
(A—¢)(1—q)(1—q°)(1—q°)..
A—qg)—¢)d—¢)1—q")..°
dessen Zihler aus dem Nenner durch die Verwandlung von ¢ in ¢* erhalten
wird; fir den Nenner aber findet er die in dem Nenner des vorstehenden Bruchs
befindliche Reihe, deren Glieder zu Exponenten die fiinfeckigen Zahlen, vor-
und riickwirts ins Unendliche fortgesetzt, und abwechselnd die Coéfficienten
+4-1 und —1 haben. Die eben angegebenen elliptischen Formeln lehren aber,
dafs man fiir dasselbe unendliche Product noch sechks #hnliche Briiche, wie
der von Huler gefundene, hat. Um diese demselben unendlichen Product
gleichen Briiche zu erhalten, stelle ich dasselbe auf verschiedene Arten als
Quotienten zweier anderer dar, welche in den allgemeinen unendlichen Pro-

ducten (1.) und (2.) enthalten sind. Dies geschieht mittelst der folgenden
Formeln:

L

A+9A+¢@)A+¢)A+4Y...
(A1—¢(1—q¢)d—qY(1—¢°)...
A—q)d—a¢")(—q°) (1—q)...
_ U+ d+d—gY0+ ¢4 ¢")A—0q%) ...
A—¢A—¢)(—q )Y (1—q")(1—q")1—q")...
=) d—g¢)(d—g> ) 1—¢Yd—q¢*) 1—7¢°)...
(A—¢)*d—¢)(1—¢)* (1—q Y (1—¢°)*(1—q°)...
I+ @ d—¢)d+¢>) —¢) (1 +¢°) 1—q°)...
A—¢*d—q)d—q)*(1—¢°) d—¢")*A—q")...
(l—qY(1—q)(1—g)(1—q") 1—¢*) (1 —q*)...
1—qg)d—¢)(1—g¢*)A—¢°) (1—¢") (1—4¢°)...
A+ d+d—a) A+ )+ ) (1 —4q9 ...
(1__q3)l(1__qu)(1___”9)2(1__(112)(1 _"15)2(1__(’1&)“.
_ U+d+ =g+ ¢9d+ ) A—0%)...
= U—¢)d—¢ )1 —q¢")d —q')(1—4q")...
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Wegen der einfachen Reihenentwicklung, deren die elliptischen unend-
lichen Producte

A+g A £ (A—gm)A £ g™ AL e NA—¢) ..

= IT{L 4 g@mim) (4 £ gritmn)(d — gnisem)
zufolge der Formeln (1.) und (2.) oder (3.) und (4.) fahig sind, kann man
sie gleichsam als Elementarfunctionen betrachten, und andere unendliche Pro-
ducte aus ihnen zusammenzusetzen suchen. Die vorstehenden Formeln losen
die Aufgabe, das von Huler betrachtete unendliche Product
A4+ A+ A+

durch diese elliptischen unendlichen Producte darzustellen. Man sieht, dafs
diese Aufgabe mehrere Losungen hat, indem man das vorgelegte unendliche
Product durch die Formeln (I.) auf séeben verschiedne Arten als Quotienten
zweier solcher elliptischen unendlichen Producte findet.

Die Factoren der elliptischen unendlichen Producte, welche die Zahler
und Nenner der Formeln (1.) bilden, sind so geordnet, dafs die Exponenten der
Potenzen von ¢ fortwahrend wachsen. Die Vorzeichen dieser Potenzen sind
in den Nennern immer —, wie in der Formel (1.); in den Zihlern dagegen
entweder ebenfalls alle — oder abwechselnd in zweien Factoren - und im
dritten —, wie in der Formel (2.). Nur der Zihler des vierten Bruchs macht
eine Ausnahme, indem derselbe aus (1.) oder (2.) durch Annahme specieller
Werthe fiir 22 und = nicht unmittelbar hervorgeht, sondern aus dem den Wer-
then m = §, n = } entsprechenden Product I7(1—¢*!) durch Anderung von ¢
in — ¢ erhalten wird. Durch diese Anderung wird die letzte der Gleichungen (9.),

H(i___qi-u) — 2(_1)iq§(3ii+i),

in '

10. H{(l +q2i+1> (1‘_721)} J— 2(_1)§i(i+1) qg(sii+i)
verwandelt, oder in

1. A+9l—¢)d+¢)d—¢)d +¢) ..

—_ 1__{_q_qz__qs__q7___qn+q15+q22+q26+q35_ vy
in welcher Reihe nach den beiden ersten positiven Gliedern abwechselnd vier
negative und vier positive folgen.

Wenn man die beiden ersten Factoren der elliptischen unendlichen Pro-
ducte mit
(1+¢)(1 %)
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bezeichnet, so werden die Werthe von @ und & oder von in=@a-{3b, n—15
fir die Zahler und Nenuer der Formeln I. durch folgendes Tableau gegeben:

II.
Zdhler: a 2117413 m 3§§*§*67§€
bl1221141416 =ii1134213
Nenner: a|1212131 m %312‘233
b11200204 ni{541001 02

Die Falle, in welchen immer zwei Vorzeichen |-, das dritte — sind, habe ich
bei den Zihlern von den Fillen, in welchen alle Vorzeichen — sind, durch
iihergesetzte Sternchen unterschieden. Das doppelte Sternchen bezieht sich auf
den besondern Fall des Zihlers des vierten Bruches, wo die Vorzeichen der
Potenzen von ¢ in den einzelnen Factoren abwechselnd - und — sind. Man
erhilt aus den angegebnen Werthen von @ und & die Reihe der Exponenten
durch ihre ersten Differenzen b, @, a, b, a, a etc.

Bezeichnet man die elliptischen unendlichen Producte durch die allge-
meinen Ausdricke ihrer Factoren, wie in den Formeln (5.) und (6.), so
erhalt man aus I. die folgenden Gleichungen, deren Richtigkeit ganz von selbst
in die Augen fillt, wenn man nur die eine Hiilfsgleichung

i 2 IT{(1— g2i+1) (4 — g2i+2
(1 g+ (A — g = T 117(1.):(,i+1)q N =1
benutzt:
II1.
U(1 —{»q+l> _— [1(1_ql+1) . . B . . . . . . 1'
. ]I{(i _[_ q2i+1) 1— q4i+4)} o
- IT(1— g7i+3) e e e .
— I(—q™ 5
= MU=y =g ° :
L {4 ) gy X
T I{(i— M) (d—ghty) ]
. I (1— gti+y) ;
- H{(i — q2i+l) (1— ,’4i+4)} . N .
i+ ¢y 1+ q3i+2)'“_ £49) r : ]
._. ll{(i—— (lﬁi'f's)z(i__‘_qﬁi,},ﬁ)} e e .
— IT{(1 4 oi+3) (1— qu2i+i2)) .

T~ 1) (T— %) (T— )]
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Man kann bemerken, dafs alle diese Briiche im Zihler oder Nenner oder
in beiden einen der finf in den Formeln (9.) angegebnen particuliren Aus-
driicke enthalten, in welchen von den drei einfachen unendlichen Producten
von der Form IT(1+¢*+F), durch deren Multiplication jedes der elliptischen
unendlichen Producte (1.) oder (2.) gebildet wird, entweder zwei einander gleich
sind, oder zwei oder auch alle drei in ein solches einfaches unendliches Product
zusammengezogen werden konnen.

Wenn man von diesen Zusammenziehungen keinen Gebrauch macht,
so kann man die unter dem Zeichen II befindlichen «llgemeinen Ausdricke
der Factoren der elliptischen unendlichen Producte aus ihren drei ersten
Factoren erhalten, indem man in diesen drei Factoren zu den Exponenten
von ¢ das Product des Index ¢ mit dem im dritfen Factor befindlichen Expo-
nenten hinzufiigt, wie dies die Vergleichung der Formeln (1.) und (IIL.) vor
Augen legt. Nur in dem Zahler des vierten Bruchs miissen wegen der be-
sondern Beschaffenheit desselben die Potenzen von ¢ in den einzelnen Factoren
noch mit (—1)" multiplicirt werden. Man erhilt dann zufolge der angegebenen
Regel aus den drei ersten Factoren (14-¢)(1—¢*)(1 +¢°) das unendliche Product

A+ (=1 A—(=1)'¢") A +(—1)'¢"},
oder wenn man fir ¢ einmal alle geraden und dann alle ungeraden Zahlen setzt.
IT{(1 7 (1— ) (1 g9 (1— g+ (1 ¢74%) (1 — g +)}
| — I]‘{(i _{__ q’li+l) (1___q2i+2)},
wie in (IIL).

Die Reihenentwicklungen der elliptischen unendlichen Producte der hier

betrachteten Art erhalt man ebenfalls leicht aus ihren beiden ersten Factoren

(A4 ¢ 4¢"") oder (1—g¢*)(1—¢™*).

Aus den Formeln (3.) und (4.) der Einleitung erhellt némlich, dafs die Ex-
ponenten der Potenzen von ¢ in diesen Entwicklungen eine Reihe bilden,
deren erstes Glied O ist, und deren erste Differenzen

a, b, 3a, 20, ba, 3b etc.
sind. Zufolge der Formeln (5.) und (6.) wird das allgemeine Glied dieser Ent-
wicklungen

qé(a+b)i2+tbi oder (____1>iq§(a+b)i2+§bi,

und man erhalt aus demselben die einzelnen Glieder in der Ordnung, wie die
Exponenten von ¢ der Grofse nach auf einander folgen, wenn man dem In-
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dex ¢ nach einander die  Werthe
o, —1, 41, —2, 42, —3 el

beilegt. Die Coéfficienten der Potenzen von ¢ vom zweiten Gliede an werden,
wenn die beiden ersten Factoren des unendlichen Products (1—¢*)(1—¢"+?) sind,
abwechselnd —1, —1 und 1, 4-1, oder, wenn dieselben (1-}¢)(1-+}¢*)
sind, alle 4+1. Wenn 6 =0, werden vom zweilen Gliede an immer zwei
aufeinander folgende Glieder der Entwicklung einander gleich, und konnen
daher in ein Glied, das den Coéfficienten —2 oder 2 erhilt, zusammen-
gezogen werden.

Es ist im Vorhergehenden immer angenommen, was unbeschadet der
Allgemeinheit verstattet ist, dafs @ und & positiv sind. Betrachtet man nimlich
die allgemeine Form der elliptischen unendlichen Producte (1.) und (2.),

H{(i iq2mi+m-—n>(1iq2mi+m+n) (1_q2mi+2m)} R
in welcher m immer positiv sein mufs, weil sonst die Factoren nicht convergi-
ren, so kkann man darin auch n immer positiv annehmen, da das Product ungeéin-
dert bleibt, wenn man n in — n verandert; es wird daher auch & =2n positiv.
Es kann endlich auch n<Zm oder m —n=a positiv angenommen werden.
Denn setzt man in dem vorstehenden unendlichen Producte n--2km statt n,
so erleidet dasselbe keine weitere Verdanderung, als dafs es mit einem Factor

1 i qm—n—'.’km 1 -_tq3m—-n—-2km 1 i_l’(ﬂ(—-l)m-—n—ﬂ(m

. cen J— k ,—(k2m-+4-kn)
1 iq——m—f-n-{dkm 1 iq—-;im—}«n-f-?km 1iq—(2k—1)m+n+2km - (—t 1) q

multiplicirt wird. Man kann daher z immer kleiner als 2m annehmen. Ist
n kleiner als 2m, aber grofser als m, so kann man n-}m fir n setzen, wo
n~<_m. Hierdurch aber verwandeln sich die unendlichen Producte
H(i i qui+m—n)’ II(1 iq2mi+m+n)

in

A+g I £gm ), A2g)T I £ gmtm=mm),
und daher die elliptischen unendlichen Producte (1) und (2.) in andere, in
welchen blofs m —n fiir n gesetzt ist, abgesehen von einem Factor + ¢, mit
welchem man noch zu multipliciren hat; die Grofse ;m—n ist aber positiv und
kleiner als 2. Es konnen daher in allen Fillen die elliptischen unendlichen Pro-
ducte (1.) und (2.) auf solche zuriickgefiihrt werden, in welchen n positiv und
kleiner als s ist, und daher a=m —n, b=2n positiv sind.

Vermittelst der obigen Regeln ist es leicht, die Reihenentwicklungen
der Zihler und Nenner der Briiche anzugeben, durch welche in den For-
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meln (I.) das Eulersche unendliche Product ausgedriickt worden ist. Es ge-
niigt hiezu, die beiden ersten Factoren jedes Zihlers und Nenners, oder auch,
wenn man will, das Tableau der Werthe von @ und & in (II.) zu betrachten.
Nur fiir den Zihler des vierten Bruches, der von etwas abweichender Be-
schaffenheit ist, und noch die Anderung von ¢ in — ¢ erfordert, hat man sich
der Formeln (10.) und (11.) zu bedienen. Man erhélt hiernach die folgenden
Ausdriicke des Hulerschen Products, von denen der ersie der von Euler selbst
gefundene ist:

IV.
A+oA+¢)d+¢)14-¢Y. ..
I— g — g g g — g —... ()it
T—g— ¢ Frtg—g"—... = T3 igeEm o 1.
149+ +q e+ it
1-—4,2__(14_\(_(110+qu_(]24—.., - (1) it o2,
- L—g— e —q2—q ... Z(A)gGitd
— T 1=2q+2¢*—2¢"F2¢"—... T S )it ceL 3.

14— —¢°—q—q"+¢"+...
1—2¢* 42" —2q" 2 ¢ —...

1—q'—¢* 44>+ ¢ — ¢ —¢"'—...

(=) G+D Giiti)
2(-—-—1)’ q?ii A 4.
(1) (it

= 1—qg— ¢+ ¢ Fq°—q"—q" ... - S ()i . o
1494+ +@+9"+9F9 4.0 SqAcit) .
1—2¢° F2q—2¢¥ 429" —... S(—)i e . 6.

_ 1+ 4+¢°+q"+4*° ¢ 4... 3 i3 ;

= 1————(]-—-(]5_|_(]8+,116__q21___qss+_” - 2(_1)iq3ii+2i . (.

Euler benutzt am angefihrten Orte die von ihm gegebne Formel

] L2 N o 1= —q g g
A4+A+OA+) = = —mrer—0

= 14+ Ciq+Cq’+ Ci’+Cog* ...,

um fir die Coéfficienten C; ein recurrirendes Gesetz zu erhalten. Solcher
recurrirender Gesetze fir die Grofsen C; findet man durch die Formeln (IV.)
sieben verschiedne. Das bequemste gewihrt der vorletzte der Briiche (IV.).
Derselbe giebt den Satz:

Wenn C; die Anzahl der Zerlegungen einer Zahl ¢ in beliebige ungleiche

Zahlen oder in gleiche und ungleiche ungerade Zahlen bedeutet, so wird

C,=2{C_y—Cn+C;,—C_s+Ciis—..},

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXVII. Heft 1. 10
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wo man, wenn ¢ die Form }{3nn+n} hat, rechts vom Gleichheitszeichen
noch -1 hinzufiigen mufs.

Nach der Kulerschen Recursionsformel wird jeder Coéfficient C; durch un-
gefiahr )//%—z, nach der vorstehenden Recursionsformel durch ungefihr 1/% vor-

hergehende Coéfficienten gefunden, so dafs man nach der letztern jeden
Coéfficienten aus ungefihr Y8 mal oder nur aus beinahe dreimal so wenigen
vorhergehend.en durch Addition und Subtraction zusammenzusetzen hat.

Wenn man die beiden ersten oder den ersten und dritten von den sieben
Briichen (IV.) mit einander multiplicirt, so erhalt man zwei Briiche &hnlicher
Art auch fir das Quadrat des Hulerschen Productes:

V.

A+ 4-)A+¢)A+¢). ) = T +¢g*7
04U U—g) g _ T @ (gt
A—U—g¢)(U—q)d—q")... II(1— g+

o (i—112)(1—4,4)(1_q6) A—q%... _ I(1— g¥i+2)

T A== d—)—qY... I (A— g+ )2 (1— g2i42)}
R E Y i et i SR s

f— 1—(]“‘]2""]5‘1"]7_'" 2(__1)i,]§(3ii+i)

L 1—-‘]2""’14+4]10+'I“—--~- . 2(_1)i,’3ii+i

T oA=2qfR¢* =2¢*F2¢"—... T S(—1)iqt

Wenn man die dre: ersten von den Brichen (IV.) mit einander mul-
tiplicirt, erhalt man einen #hnlichen Bruch auch noch fir den Cubus desselben
Productes. Man kann aber fir diesen Cubus auch eine Darstellung durch einen
Bruch anderer Art finden, dessen Zahler und Nenner zwar ebenfalls unendliche
Reihen sind, in denen die Exponenten von ¢ eine arithmetische Reihe zweiter
Ordnung bilden, die Coéfficienten aber nicht mehr der positiven oder negativen
Einheit gleich, sondern, abgesehen vom Zeichen, die Glieder einer arithme-
tischen Reihe der ersten Ordnung sind. Man erhélt diese Darstellung mit Hilfe
der in den Fund. pag. 185 (5.) gegebenen Formel,

=)A= A—g)(1—g¢Y..}
— 1_3q+5q3_7q6+9qlu_“‘ J— 2(45+1)q2ii+i’
und der daraus durch Verwandlung von ¢ in ¢* abgeleiteten. Hiernach wer-
den die beiden Ausdriicke fir den Cubus des Hulerschen Productes:
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VL

A+ + A+ @) A+g¢Y).. F = I 4-¢+y
(A4 d+ed =g +49).. TI{(1 4 1) (1 — gti+4y)
= (1*4/)2(1__,]2)(1_,13)2(1__'14)“ — H{(i_’]2i+1)2(1m(]2,+2);
_ {(1——4,2)(1_,]4)(1_,,6)(1‘_,]8)_'§3 _ 1](1“,,?;+2)3

U= —qg)A—q¢*)(1—q*).. I(1— g+

Itatwtg'+e+.. I

1—2g42¢*—2¢°F-2¢"*.. I(—1)iqii
. 1__3,,2_}_5(’6_7,’12_{_9’]20__“ . 2(42'—*-1)(]4""'*'2“«.
T A—=3q 45 —Tq* + 94 —.. T S(4if 1)t

Wenn man in dieser und den vorhergehenden Formeln die Ziahler und Nenner
mit einander vertauscht, so erhilt man die Ausdriicke fiir das unendliche Product
A—pd—¢)A—¢)A—q). .,

so wie fir sein Quadrat und seinen Cubus.
Ich will jetzt das unendliche Product, durch welches Fund. S. 83 die 4te
Waurzel des Complements des Moduls der elliptischen Functionen ausgedriickt wird,
(A= (—¢)(—=g)—q").. — ;/k!
A+ d+)d+e)d+q)..
als Quotienten zweier elliptischen unendlichen Producte von der hier betrach-
teten Art darstellen. Es kann auch dies auf mehrere Arten geschehen, wie
aus den folgenden leicht zu beweisenden Formeln erhellt:

VIL

A—qU—g)(0=q).. _ HOl—g*Y

A+ d+¢9d+¢)-- I+ 45
_ U=9l=g¢)d—g).. __ OA—gith) 1
A+ d—¢)U+4).. M (I—g@iy -

A—q(—g)d=q").. _ Hd—g(—g™9] o

A+ d+e)d—q).. O+ ) (A— g%
() (UGt N (i Y
T =) (d—qgH(1—q°)2.. I{(1— ) (1— it} .
B C o/ o/ 1l TSR 1 Coml/ 10 i Gl sl NS
= (1+ 4])2(1_,]2) (1 +,,,a)2“ [I{(l +,I‘z:+1)z (1__ ”21+2)}

Die Ziahler und Nenner der vorstehenden vier Briiche, durch welche das vor-

gelegte unendliche Product ausgedriickt werden kann, gehoren simmilich zu

den elliptischen unendlichen Producten, welche in den Formeln (9.) entwickelt

' sind, aufser dem Nenner des ersten, der noch die Verwandlung von ¢ in —g¢

erfordert, und in der Formel (10.) oder (11.) entwickelt ist. Substituirt man
10*
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diese Reihenentwicklungen, die man auch mittelst der oben gegebnen Regeln
aus den beiden ersten Factoren der unendlichen Producte ableiten kann, so
erhilt man die folgenden Formeln:

VIIL
Y — A=t et == E(=)igieinD .
] - 1+q__q2___q§___q7__ql2+“ i 2(_1)%i(i+l)q%(3ii+i) . . . .
— _A=q—rte'tet.. S 5
R Y Y R Xt SRR S
__1=2q R 29" F 29" —.. Z(—igh 3
= IRt .. T S(—D)ig® ... 8
. 1_2(’2_,_2(’8_2”18_{_2',32_“ _ E(__i)iqzii 4
T A 2qfR¢ 20 20 .. T P3P R 2

Die beiden letzten Briiche konnen aus einander durch die Betrachtung abge-
leitet werden, dafs das vorgelegte Product, wenn man ¢ in —g¢ veréndert,
den reciproken Werth annimmt. Wenn man diese beiden Briiche mit einander
multiplicirt, so heben der Nenner des ersten und der Zihler des zweiten ein-
ander auf, und man erhilt fir das Quadrat des vorgelegten Products oder
fir Y& den in den Fund. S. 184 angegebnen Ausdruck.
Die 4te Wurzel des Moduls selbst wird zufolge Fund. S. 89 (7.),
4 8 (149491 4¢Y...
k= V2
5,  (—qU4+¢)d—¢)(d+7q)...
= YV A A=)y T
Wenn man wieder das in y2.y/¢ mulliplicirte unendliche Product durch einen
Bruch auszudriicken sucht, dessen Zihler und Nenner zu den elliptischen un-
endlichen Producten (1.) oder (2.) oder den daraus durch Verwandlung von ¢ in
—¢ abgeleiteten gehoren, so kann dies durch die folgenden vier Formeln geschehn:
IX.
A+¢)U+g)A+¢).. _ AA+¢77)
I+ 9+ 1+47).. (14 ¢+

_ (1_94)(1_q8)(1_912)“ _ ﬂ(i___q4i+4) . 1
I+9U—g)d+g).. (1 4 g7+ (1—gt2)) R
_ Q404 id—g).. _ H{d+gyd—g)

A+ 9Ud+)I—gY.. IT{(1T+ g (1— g¥t4))
(= —gH(1—4g".. T {(1— g2i+1) (1 — gi+4))
T (—g¢y*d—gY.. 1T [(I— ) (I— g% %))
. (U+9d+g)d—gY.. IT{(1 4+ g2+ (1— g¥+4)) oy

A+9* =g |} d— g} -
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Hieraus ergeben sich mit Hilfe der Formeln (9 — 11.) die folgenden vier
Ausdriicke von ;/k:

X.
T
— 27" }if’qigif’;i _ Vz.giizfi?+2i )
A 2= L il
= y2-1q- 1111472-:1;;7;{:- _ 1/2-:/}31;92“*" R §

Wenn man den zweiten und vierten Bruch mit einander multiplicirt, so hebt
sich der Nenner des zweiten mit dem Zihler des vierten, und man erhilt die

Fund. S. 184 fir Yk gegebne Formel. Man sieht, dafs die fiir ;/Ic und die fir {/k’
gefundnen vier Briiche respeclive dieselben Nenner haben, was in den An-
wendungen dieser Formeln von Wichtigkeit ist.

Von besonderm Interesse sind in diesen Formeln diejenigen Briiche, in
welchen der Zihler aus dem Nenner, wie in IV. (1.), X. (2.), oder der Nenner
aus dem Zahler, wie in VIIIL (3.), durch Verwandlung von ¢ in ¢* erhalten wird.
Wenn man ndmlich in solchem Bruche wiederholt ¢* fiir ¢ substituirt, und die
dadurch erhaltenen Resultate mit einander multiplicirt, so giebt die unendliche
Multiplication den Zihler oder Nenner des Bruchs. Zugleich wird durch dieses

Verfahren aus jedem Factor 14-¢“ ein Factor Wenn daher, wie in den

1.
1—q°
angefithrien Fallen, diese Briiche unendlichen Producten gleich sind, welche aus
Factoren (1-¢*)** gebildet werden konnen, so kann man aus denselben so-
gleich auch diejenigen unendlichen Producte ableiten, welchen die Zihler und
die Nenner der Briiche fiir sich besonders gleich werden. Diese Methode ist in
der Theorie der elliptischen Functionen von grofser Wichtigkeit, indem sie dazu
dient, aus den leichter zu findenden Formeln fir den Modul die Factoren- und

Reihenentwicklung des ganzen elliptischen Integrals abzuleiten.

Die im Vorhergehenden aufgestellten Formeln geben eine Gleichung zwi-
schen je zwei Brichen, durch welche man dasselbe unendliche Product aus-
gedriickt hat. Aus jeder dieser Gleichungen geht durch Multipliciren iiber Kreuz
eine andere zwischen zwei Producten hervor, von denen jedes durch Multiplica-
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tion zweier elliptischer unendlicher Producte oder elliptischer unendlicher Reihen
gebildet wird, welche aus (1.) oder (2.) fiir specielle Werthe von m und n
erhalten werden. Solcher Gleichungen wird es iberhaupt so viele geben, als
es unendliche Producte giebt, die man auf verschiedne Art in zwei elliptische
unendliche Producte von der Form der unendlichen Producte (1.) oder (2.)
. zerfillen kann. Man wird 21 Gleichungen dieser Art aus (IV.), zwei neue
aus (VIIL) und 2wei andere aus (X.), ferner eine Gleichung aus (VL) er-
halten. Die tbrigen Gleichungen, welche man noch aus (VIIL), (X.) und (V.)
ableiten kann, sind in diesen enthalten.
Die Producte von der Form

Ziqmi2+ni.2i (lm'i9+n’i’
welche sich auf jeder Seite des Gleichheitszeichens der auf die angegebene Art
erhaltenen Gleichungen befinden, konnen durch Doppelsuinmen von der Form
Zi qmi’—f-m'}i?+ni+n’k

dargestellt werden, in welchen jedem der Indices ¢ und £ die Werthe 0, +1,
+2, +3, etc. zukommen. In den hier und weiter unten betrachteten Doppel-
summen dieser Art sind 2m und 27 und eben so 22 und 2n' ganze positive
Zahlen, und zwar gleichzeitig gerade oder ungerade. Das Zeichen + erhilt
in den verschiedenen Fillen Werthe von der Form
(=), (=¥ (i, (e

Nur in der einen Gleichung, welche aus den Briichen X. (2. 4.) entspringt,
haben alle Glieder in beiden Doppelsummen das Vorzeichen -} ; in diesem Falle
werden die einzelnen Glieder der Doppelsummen identisch, wodurch die Gleichung
einen ganz elementaren Character erhalt. In allen ibrigen sind die quadratischen
Formen, in denen die Exponenten der beiden einander gleichen Doppelsummen
enthalten sind, nicht dquivalent, so dafs nicht jede in der einen enthaltene Zahl
nothwendig auch in der andern enthalten ist. Es miissen daher die Vorzeichen
der Glieder in beiden Doppelsummen abwechselnd positiv und negativ sein, damit
sich in jeder derselben alle Glieder, deren Exponenten nicht in beiden quadrati-
schen Formen zugleich enthalten sind, gegenseitig zerstoren konnen.

Zu den auf die angegebne Art aus den obigen Formeln abgeleiteten
Gleichungen konnen noch drei andere etwas mehr verborgene hinzugefiigt wer-
den, zu welchen man durch folgende Betrachtungen gelangt.

Aus der Formel (5.) der Einleitung folgt fir m =4, n =3 und fir

m=-.§, n—-—:-.},
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H{(l - q5i+1>(1 _ qsi+4) (1— q5i+5)} = 3(—1 )iqg(sizg,‘),
H{(l_ q5i+2)(1 —_ q5i+3) (1 — q5i+5)} — 2(____1)1 q§(5i9+i).
Die Multiplication dieser beiden Formeln ergiebt, wenn man die letzte der
Gleichungen (9.) benutzt,
12.  IT{(1—g*)(1— ¢} = S (—1)+kghcintskessieb)
J— 2(_1)i+kqﬁ(si?+15k?+i+5k).

Es ist ferner
H{(1 . q2i+1) (1 . q8i+8)2}
H{(l—— q8i+1) (1__ q8i+7)(1 ___qsi+8)} ] ”{(1 _q8i+3)(1 — q8i+5> (1 _qsi+8)}
{(1 . 4i+1) (1__ 4i+3) (1__ 4i+4)} {(1 + q16i+4)(1 + q16i+12)(1___ 16i+16)}
und daher, wenn man nach einander in (5.) m=4, n=23; m __4 n=1;
m=2, n=1, und in (6.) m=8, n—=4 selzi:

13. {(1—-— 2:+1)(1__ 8:-1—8)2} — 2(__1)z+k 424 4k2+3i+k

|

H

2( 1)1 ‘212+8k9+z+4k

Ferner ist
H{('l _ q6i+1) (1___ (Ioi+5) (1__ q12i+12)2}
I H {(1 — ql'l-}-l) (1 — ql2i+ll> (1 —_— q12i+12)} . H{(1 . q12i+5)(1 — ql2i+7> (1 — q12i+1‘2)}
—_ H{(l-—- q6i+l) (1— q6i+5) 11— q6i+6)} . H{(i __}_q‘24i+6) A _l__ q24i+18) (1— q24i+24)}0
und daher, wenn man nach einander in (5.) m—6, n=5; m=6, n=1;
m=—3, n=2, und in (6.) m =12, n=106 setzt,
14. IT{(1— (f"*‘)(l —¢" (1 — q12l'+1?)2} — 2(___1)i+k 63246k 4-5i4-k
— z( 1): 3i2-H12K 242046k

Diese drei Formeln sind auf analoge Art gebildet, und entsprechen respective den
Zahlen 5, 8, 12. Es scheint nicht, dafs es noch mehrere édhnlich gebildete giebt.
Die hier betrachteten Doppelsummen
21"_ qmi?+m’k’+ni+n’k

werden durch das Gesetz der Vorzeichen ihrer Glieder und durch die quadra-
tischen Formen definirt, in welchen die Exponenten derselben enthalten sind. Der
Character dieser Formen, in welchen 2m und 2m’ ganze positive Zahlen sind,
wird hauptséichlich von dem Producte 4mm' abhéingen, welches man von
einem quadratischen Factor, wenn es solchen hat, befreit. Ich will daher die
Gleichungen, welche man zwischen zwei Doppelsummen der angegebnen Art
findet, nach den Werthen, welche die von ihren quadratischen Factoren be-
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freiten Zahlen 4mm’ in der einen und der andern Doppelsumme annehmen,
in verschiedne Classen theilen. Es soll hiebei mit

(w, v)
die Classe bezeichnet werden, welche alle diejenigen Gleichungen umfafst, in
denen der Werth von 4mm' fiir die eine Doppelsumme w, fiir die andere » ist,
oder sich von diesen Zahlen nur durch einen quadratischen Factor unterscheidet.

Unter den zwischen Doppelsummen der angegebnen Art gefundenen
Gleichungen konnen diejenigen als von mehr elementarer Natur angesehen wer-
den, in welchen u =, oder in welchen 4mm'’ fir die beiden einander gleichen
Doppelsummen entweder denselben Werth oder zwei nur durch einen quadra-
tischen Factor unterschiedene annimmt. Von dieser Art Gleichungen enthalt
die hier unten folgende Formelntabelle drei Classen (1, 1), (2,2), (3, 3).
Eine zu einer Classe (6, 6) gehorige Gleichung geht aus den im Vorherge-
henden gefundnen Formeln nicht hervor. Die Gleichungen dieser drei Classen
lassen sich alle unmittelbar beweisen, d. h. ohne dafs hiezu ein besonderer
Satz der Analysis oder Arithmetik zu Hilfe genommen zu werden braucht.
Wenn solche unmittelbare Verification keine neuen merkwiirdigen Resultate giebt,
so gewihrt sie das Mittel, zu Resultaten, welche auf einem sogenannten in-
directen Wege, wie hier durch die Zerfillung der unendlichen Reihen in un-
endliche Producte, in einem allgemeinern Zusammenhange gefunden sind, auf
einem elementaren und directen Wege zu gelangen. Man bewerkstelligt solche
Verification durch eine Art von Synthesis, durch welche die auf indirectem Wege
gefundnen Resultate auf reine Identititen zuriickgefihrt werden. Diese Syn-
thesis ist in allen Fallen, in welchen sie maoglich ist, von Interesse. Die
gefundnen Identititen geben némlich entweder verborgne Eigenschaften der
Grofsen, die oft einem heterogenen Gebiet angehoren, oder, wenn sie evident
sind, einfache und directe Beweise und bisweilen neue Methoden. Ubrigens
sind gerade diese elementareren Gleichungen, welche den Classen («, «) an-
gehoren, wichliger Verallgemeinerungen fahig.

Die Classen, in denen u und » von einander verschieden sind, oder
in denen die Werthe, die 4mm' fir die beiden einander gleichen Doppel-
summen annimmt, weder die namlichen sind, noch sich blofs durch einen qua-
dratischen Factor unterscheiden, sind auf den Fall beziiglich, wenn die Ent-
wicklung der unendlichen Producte nur solche Glieder giebt, deren Exponenten
in zwei wesentlich verschiedenen quadratischen Formen zugleich enthalten sind.
Man findet aus den obigen Formeln secks Classen dieser Art, welche den Com-
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binationen je zweier von den Zahlen 1, 2, 3, 6 entsprechen, und aufserdem
noch eine Classe, welche der Combination der Zahlen 1 und 5 entspricht, aber
nur eine Gleichung enthélt. Die hier folgende Formelntabelle wird daher zekn
Classen Gleichungen enthalten, deren Character durch die Symbole

a4, 2,2, 6,3, (1,2, d,3),

1,6), 2,3, 2,6, 3,6, dA,5)
bezeichnet wird. Bei jeder Formel habe ich die Gleichung angemerkt, aus
der sie erhalien worden ist. |

[In den unendlichen Producten sind dem Index ¢ die Werthe 0, 1, 2, 3 ete.,

in den Doppelsummen den Indices i und k die Werthe 0, +1, +2, +3 ctc. bei-
zulegen.] )

A. (1, D).

1. H{(l + q2i+1)2(1 - q4i+4)2}

= Itk — Zgtwek o X. 2.4
2. H {(1 . q6i+2) (1 . q3i+3)2 (1 _ qﬁi+4)}

—_ 2(_1)i+k qsii+3kk+i — 2(__1>i q§(3ii+kk+i+k) ....... IV.1. 6
8. HI{1—¢"*HU—¢*)1—g"

J— 2(_1 )i+k q3ii+3kk+i+2k J— 2(_ 1 )i q%(3t'i+l2kk+i+6k) ..... IV.1. 7
4. H{(i_q4i+2)4(1__q4i+4)2}

= S(—1)gH = S(—1)ig L VIIL 3. 4.
5. H{(1 - q4i+2) (1 _ q4i+4)2}

= S(—1)ikgHire — S qkgrietkhitkay B. D.
6. H{(1 . q2i+1) (1 . q8i+8)2}

—_ 2(__ 1 )i+k q4ii+4kk+i+3k — 2( —1 )i qzii+8kk+i+4k ........ 18.
7. H{(1 — qﬁi+1) (1____q6i+5) (1 __ q12i+12)2}

— 2(__1)i+k qﬁz‘i+6kk+i+5k —_— 2(__1 )iq3ii+12kk+2i+6k ........ 14,
8. I{(1—g™ ) d—g*)}

— 2(4k+ 1)q2ii+2kk+i+k —_ 2(__1)1'(4]‘ + 1) qii+4kk+2k ...... VI

*) Die Formel (A. 5) ergiebt sich aus der Combination der Formeln (B.) und (D.).
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXVIL Heft 1. 11
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B. (2, 2).
1. I{(i—g¢+H(A—g+)yy
= I(—1)HhgCioktirl — > q)igitkhtk IV. 2. 3. V.
2‘ H{(i-— q6i+3) (1__q6i+6)2}
— 2(_1)1: q;(aii+6kk+i+4k) — 2(__1)7rq6ii+3kl(+3i ....... 1V. 6. 7.
C. (3, 3).

H(i . q2x‘+2)2
2(_1 )i+kq6ii+2kk+2i J— 2(_1)1 qg(siz‘+4kk+i+2k)

I

= I(—1)HE0tkgicirakkyitab IV. 4. 5.
D. (1, 2).
1. H!(i + ‘]2i+1)(1"“q2i+2)2!
—_ 2(___1)kq2ii+2kk+i —_— 2(__1)gi(z‘+1)+kqg(sii+6kk+i+2k)
= I(—1kgirkrtk oL VIIL. 2. 4. 1V. 2. 4. X. 3. 4.

2‘ H {(1 . q4i+2) (1 . q4i+4)2;
— 2(___ l)kq2ii+27ck+i+k —_ 2(__ 1 )i+7c qsii+6kk+i+2k

= I(—A)igEkak L IV. 2. 5. X. 2. 3.
3. H{(i— q2i+1) (1 - q2i+2)2z
= I(—1)thgitthtk — s fygitakak o VIIL 2. 3.
E. (1, 3).
1. HA—g¢*y
= S(—1) @O — S q)kgitk IV. 1. 3.
2. IT(1— g+
P z(_i)i+kq3ii+3kk+i+k J— 2(_1)iq§(3ii+4kk+i+2k) ...... IV. 1. 2.
"~ F. d, 6).

1. IIKi"“" q4i+2)3 (1_ q4i+4>2}

—_ 2(___1)}i(i+1)+kq§(3ii+3kk+i+k) J— 2(_1)x'+k qai.‘+2kk+i ... IV. 1. 4.
2. ﬂ{(‘l— q2i+1)(1_ q4i+2) (1 —_— q4i+4)2z

p— z(—-.d)i+qui£3""+1.?""f"+‘*‘) == 2(,-1)"+"q""’.+2”‘+*+" ... IV.1.5.

[
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G. (2, 3).
1. n Kl +q6i+1)(1 _q6i+2)(1 . (ir'+3>(1 _q6i+4) (1 +q6i+5)(1 __q12i+6)3(1 — qni 1—12)2;
= I(—1)HEDTE QOO — 3 )hglCieRD IV. 4. 6.
2, H{(i - q4i+2)2(1 + q6i+3) (1 - ql2i+4) (1 - q12i+8)(1 — ql2i+12)2}
—_ 2(_1 )*i(i+l)+k qa}.(3ix’+ﬁkk+i+4k) — 2(__1 )k qGii+2kk+3i ........ IV.4.%7.

3. H{(i - l]ﬁ"+3)2(1 _ q12i+4) 11— qui+6) (1— q12i+8) (1— q12i+12)2}

J— 2(_1)i+k q6i5+3kl<+2i — 2(_1)7: qi(sii+4kk+i+2k) ......... I1V.5.6
4. IIKi _ qﬁi+1) (1 — q12i+4) (1 . q6i+5) (1 _ q12i+6) (1 . q12i+8) (1 —_ ql2i+l2)2!
= I(—1)thgiitRhirink — 3 qykgeiekksik IV.5.7.
o (2, 6).
L IT|A— g (1= g (1 — g+ (1— 4]
= I(—1)thgieioikt — F(_fjgleitaked IV.3.6

2. U{(i . q6i+1)2 (1 . q6i+2) (1 . q6i+3) (1 _ qﬁi+4) (1 . q6i+5)2 (1 _ qﬁi+6)2}
= 2(___1)i+k qg(sz‘i+6kk+i+4k) S 2(_1)k qﬁii+kk+3i ........... IV.3.7.
3. Hi(l + qsz'+1) (1 — q6i+3) (1 . q12i+4)(1 + qﬁi+5) (1 _ q6i+6)2 (‘l _ qu,-+3):

= I(—1)F @it — 3 IV.2.6
4. Hl“ — q6i+2) (1 + q6i+3) (1 . q6i+4)(1 . q12i+6) (1 . qui+u)2}
= I(—1)kgoiesRsitk — F(_kgueskiak L Iv.2.7

L (3, 6).
1. Hi(i-— q2i+1)(1____ q4i+2)3(1_ q4i+4)2l
= Z(— 1 )ik qheitked — 3 PHDTEgiERD YIILL 1, 35 1. 45 1V.3.4.
2. O|1—g¢"fd—g")d—g )
= I(—1)+hgCittkktitt) — o fyirkghithka - X,1.4; 1V.3.5.
3. IIKI + q:zi+1) (1__ q4i+4)2!

— 2(_1)1( q2i2+6k2+i+27c — 2(_1>gk(k+1) qi(Si’+3k7+4i+k) ....... X.1.2
K. (1, 5).
T {(1 _ q5i+1) (1 . q5i+2) (1 . q5i+3) (1 _ qsi+4)(1 — qsi+5)2‘
— 2(_1 )i+k qg(sii+5kk+3i+k) _— 2(___ 1 )i+k qg(sz‘i+15kk+i+5k) .......... 12,




84 &. C. G.J Jacobi, iiber Reihen, deren Exponenten zwei quadr. Formen haben.

Anmerkung. Die drei Formeln A. (2), A. (4), A. (5) sind parti-
culire Falle einer allgemeinern Formel. Man hat némlich, wie sich auf den
ersten Anblick ergiebt, die folgende Gleichung,
H!(1+q2mi+m—n)(1+92mi+”’+")(1_72mi+2nz)l.Ui<1__q2mi+m—n)(1_q'lmi+m+n)(1__q2mi+'2m)z
—_ Hi(i__q4mi+2m—2n)(1 __q4mi+2m+2n>(1__q4-mi+4m)}.H!(i__q4mi+2m)2(1_q4mi+4rn)l,
woraus sich vermoge der Formeln (5.) und (6.) der Einleitung die folgende
Gleichung zwischen zwei Doppelsummen ergiebt,

15. 2(__1)k(/m(i'2+k'2)+n(i+k) — 2(_1)i+kq2m(l'?+k?)+2ni7.
Die drei Formeln A.(2), A.(4), A. (5) werden hieraus erhalten, wenn man
respeclive m =3, n=1; m=1, n=0; m=2, n=1 selat.

Ich will noch einiges iber die Art bemerken, wie in der vorstehenden
Formentabelle die unendlichen Producte ausgedriickt worden sind. Diese unend-
lichen Producte konnen nimlich auf mannichfache Art dargestellt werden, wie
alle, welche durch Multiplication einfacher unendlicher Producte von der Form
IT(1 + ¢**F) oder ihrer Potenzen gebildet werden. Man bewerkstelligt ihre
Transformationen, indem man die einfachen unendlichen Producte I7(1 + ¢**#),
welche ihre Factoren bilden, in mehrere édhnliche unendliche Producte zerfillt.
Dies geschieht mittelst der Formel

16. HU + qai+ﬁ) —_ H(l iql>ai+ﬂ)n(1 iql)ai+a+ﬂ) H(l iqpai+2¢z+ﬁ) .
LI+ qpai+(p—1)a+ﬂ),
in welcher p eine beliebige posilive ganze Zahl bedeuten kann, und immer das
obere oder immer das untere Zeichen zu nehmen ist. Mebrere von den unendlichen
Producten, welche aus solchen Zerfillungen von von einander verschiedenen
unendlichen Producten IT(1 + ¢“+#), IT(1+ ¢*“+#'), etc. hervorgehen, kann man
dann bisweilen wieder umgekehrt mittelst derselben Formel in ein einziges ein-
faches unendliches Product zusammenziehen. Wenn aus den vorgenommnen
Zerfallungen zwei Factoren IT(1- ¢*+#), IT(1—¢**#) entstehen, wird man die-
selben ebenfalls in ein einziges einfaches unendliches Product I7(1—¢**+*) zu-
sammenziehen konnen. Endlich wird man das Product I7(14-¢“+*) IT(1— ¢*i+e),
welches der Einheit gleich ist, so oft dasselbe nach den geschehnen Zerfillungen
angetroffen wird, fortwerfen konnen. Durch diese Verfahrungsarten kann man
demselben Ausdruck unendlich viele Formen geben, und es werden bisweilen selbst
die einfachsten Formen, welche derselbe annehmen kann, noch so verschieden
unter einander sein konnen, dafs ihre Identitat nicht sogleich in die Augen springt.
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Unter den verschiednen Formen, welche die hier betrachteten unendlichen
Producte durch die im Vorigen angedeuteten Zerfillungen und Zuzammenziehungen
erhalten, kann man einige als Normalformen ansehen. Es soll ein Ausdruck

IT|(1 £ g5y (1247 (1 £ g=5)" |

eine Normalform haben, wenn die unendlichen Producte II(1+ ¢**7),
IT(1+ ¢=*+F), etc. keine gemeinschaftlichen Facloren oder nicht solche Facto-
ren haben, die sich nur durch die Vorzeichen der gleichnamigen Potenzen
von g unterscheiden. Es werden daher die arithmetischen Reihen, welche
die Exponenten ai4-f3, o'i4- ', etc. bilden, wenn man der Grofse ¢ die Werthe
0, 1, 2, 3, etc. in inf. giebt, lauter von einander verschiedene Zahlen ent-
halten miissen. Hiezu ist erforderlich, dafs keine zwei von den Zahlen «,
o, o'y ete. relative Primzahlen sind, und, wenn [ den grifsten gemein-
schaftlichen Theiler zweier Zahlen o und o bedeutet, die entsprechenden
Zahlen (3 und f3', durch [ dividirt, nicht denselben Rest lassen.

Wenn mehrere von den einfachen unendlichen Producten, deren Potenzen,
mit einander multiplicirt, eine Normalform bilden, in dieselbe Potenz erhoben sind,
und es moglich ist, dieselben mittelst der obigen Formel (16.) in ein einziges
einfaches unendliches Product zusammenzuziehen, so wird durch diese Zusam-
menziehung die Normalform nicht aufhoren eine solche zu sein, zugleich aber
eine einfachere Gestalt gewinnen. Wenn keine solche Zusammenziehung einer
Normalform mehr Statt finden kann, wird man sagen, dafs sie einen einfach-
sten Ausdruck hat. In solchen einfachsten Normalformen sind die in der
Formelntabelle enthaltnen unendlichen Producte dargestellt worden. Es kann
aber bisweilen mehrere einfachste Normalformen desselben unendlichen Pro-
ductes geben, und es wird vorkommen konnen, dafs zwei einfachste Normal-
formen auch dieselbe Anzahl Factoren von der Form IT(1+¢**#)" haben. So
wird z. B. das unendliche Product

H!(i— qﬁi—u)“ . q6i+5)(1__ qﬁi+2)(1__ q(5i+4)(1____ q(}i+3)1’
welches bereits eine Normalform hat, in die beiden verschiednen Formen
Hi(,l__qzu-l)(l__ qﬁi+2)(1__ qﬁi+4)} , Hi(i ___qai+1) (1_q3i-+2) (1___ qoi+3)}
zusammengezogen werden konnen, von denen jede eine einfachste Normalform
ist, und aus derselben Anzahl einfacher unendlicher Producte gebildet wird.
Es ist jedoch zu bemerken, dafs die unendlichen Producte der Formelntabelle
alle nur die eine dort angegebne einfachste Normalform haben.

Schatzt man die Einfachheit der Formen desselben unendlichen Pto-

ducts nach der Angzahl der Factoren IZ(1+¢*+f), welche in einander multi-
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plicirt werden, so werden die einfachsten Normalformen gewdohnlich nicht die
an sich einfachsten Formen sein, welche das unendliche Product iiberhaupt
annehmen kann. Solcher an sich einfachster Formen wird es fiir dasselbe un-
endliche Product in der Regel mehrere geben. Um eine an sich einfachste Form,
welche keine Normalform ist, in eine Normalform zu verwandeln, sind Zer-
fallungen nothig, durch welche die Anzahl der Factoren I7(1 + ¢*+#)" gewohnlich
sehr vermehrt wird. Es treten zwar auch anderseits wieder Vereinfachungen
dadurch ein, dafs die durch die Zerfillungen ermittelten gleichen Factoren eine
Potenz bilden; ferner wenn je zwei 14-¢***#, 1— ¢**# in den einen 1— ¢+
" vereinigt und Producte I7(1 -+ ¢*+*) II(1— ¢****+*) fortgeworfen werden konnen;
endlich, wenn man mittelst der oben aufgestellien Formel mehrere Factoren
IT(1 +¢**+P)", in denen der Exponent r derselbe ist, in einen einzigen zu-
sammenziehen kann. Aber die Anzahl der Factoren IT(1 + ¢**+#)" pflegt hiedurch
nicht so verringert zu werden, dafs dadurch ihre durch die erforderten Zerfil-
lungen entstandene Vermehrung aufgewogen wiirde. Dessenungeachtet habe ich
den unendlichen Producten der Formelntabelle die Normalform gegeben, weil
sich aus derselben durch die blofse Substitution der Werthe von i die wirkliche
Darstellung der unendlichen Producte in der Form

(1x¢)y(Atg")" Axg)". .,
in welcher die Exponenten «, «', 4", etc. lauter verschiedene Werthe haben,
ohne weitere Reductionen ergiebt. Ich habe es nicht fiir nothig gehalten, die hiezu
erforderlichen Transformationen néiher auseinanderzusetzen, da sich dieselben in
den einzelnen Fillen leicht ergeben. Es wird geniigen, das Verfahren an einem
Beispiel zu erlidutern, wozu ich das unendliche Product H. (3) wihlen will.
Die beiden Doppelsummen, welche in der Formel H. (3) einander gleich
werden, wurden durch die Reihenentwicklung der vier elliptischen unendlichen
Producte
[Ig(l _}_ q3i+1)(1 +q3i+2)(1_q3i+3):’ H(1~q2i+2),
H{(l +q2i+1)(1 . q4i+4);’ HK] . q6i+3)2(1___ l/6i+6)¥
gefunden, von denen das Product der beiden ersten gleich dem Product der
beiden letzten ist. Um von diesen beiden einander gleichen Ausdriicken
H!(l +q3i+1)(1 + q31'+2)(1_~ q3i+3)(1_ quH)t?
ni(i _+ q‘zi+1)<1__(l4i+4~)(1___ q6i+3)2<1_ qﬁi+6)l
den ersten auf eine Normalform zu bringen, zerfallt man mittelst der Formel (16.)
jeden seiner drei ersten unter dem Zeichen I7 enthaltnen Factoren in 2we:, den
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vierten in dre: Factoren. Hierdurch erhalt man
(1 + q6i+1)(1 + q6i+4)(1 + (Isi+2)(1 + (Iﬁi+s) (l_qﬁi+3) (1__ q6i+6>
(A= ¢ A— ¢ A—¢")
oder, wenn man die Gleichungen
(1 + qﬁi+2) (1_ q6i+2) =1 q12i+4, (1 _*_ q6i+4) (1__ qci+4) — (1 - q12i+s)
substituirt,

H{(i _l_ qﬁi+1> (1 ___q(ii+3) (1 + qﬁi-}-s) (1 ___q12i+4) (1 __q12i+8) (1 __qﬁl'-l-(i)?} s
welches die dem unendlichen Producte in der Formel H. (3) gegebne Normal-
form ist. Das andere unendliche Product enisteht durch Multiplication der
beiden unendlichen Producte

{1+ ¢+ A—¢"*7},  IT{1—g¢) (11—},
welche urspriinglich keinen Factor mit einander gemeinschaftlich haben, und
daher fiir sich besonders transformirt werden konnen. Es ist

H{(1+ q2i+1)(1__ qﬁi+3)2} — H{(1__l_ q6i+1)(1+ qﬁi+3)(1+q6i+5) (1_qﬁi+3)2}
J— H{(1+ q6i+1)(1+qﬁi+5) (1___ q6i+3) (1__ q12i+6)} R
T{(1— ¢ (1— ¢} = IT{(1— g ) (1 —¢"*)(1— g2 (1 —gHie)).
In dieser transformirten Form erhalten die beiden unendlichen Producte den
Factor II(1 — ¢"*®) gemeinschaftlich; ihr Product wird daher den Factor
IT(1— ¢"*+° haben, welcher sich mit dem Factor I7(1— ¢*+")* in den einen
II(1— ¢%*°? vereinigen lafst. Nach dieser Reduction giebt die Multiplication
der beiden vorstehenden unendlichen Producte wieder die obige Normalform.
Diese Normalform hat unter dem Zeichen I7 secks Factoren von der Form
(1 £ ¢**?y, wihrend die beiden urspringlich gegebnen unendlichen Producte,
welche an sich einfachste sind, nur véer dergleichen enthielten. Andere ein-
fachste Formen desselben unendlichen Products sind
IT{(14¢) (1= ) (1— ) (= g+

= IT{(1 ¢+ (1 — ¢4 (1 — ¥+ (1 — ¢+

= T{A+4+) A~ ¢+ A— ¢+ A — ¢¥+3)

:H{(i_l_q'zi.u) (1_q4i+4) (1___ q3i+3)(1___ qﬁi+3)}-
Verwandelt man ¢ in —¢, so wird die einfachste Normalform ein unendliches
Product, das ebenfalls nur vier Factoren der angegebnen Art enthilt,

H{(i-—-— qziﬁ)(l __ q6f+5)2(1 —_ qml!-&) (1 _ q12i+8)}. ‘

9

|
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Ahnliche Vereinfachungen erhalten durch die Anderung von ¢ in —g¢ mehrere
in der Formelntabelle enthaltne unendliche Producte.

Wenn man in einer gegebnen Normalform

IT{(1 £ g (L £ g7 (1 £ 4" )
die Werthe von ¢ substituirt, mufs man die einzelnen Factoren (1 +¢“)" noch
so ordnen, dafs die Exponenten a der Grofse nach auf einander folgen. Um
eine Normalform zu erhalten, in welcher diese Ordnung schon in dem allge-
meinen Ausdruck selbst befolgt ist, so dafs es blofs der Substitution der Werthe
von ¢ bedarf, mufs man dem unendlichen Producte die Form

IT{(1 + g™y (1 g™ )7 (1 £ 477" )
geben, in welcher der Coéfficient von ¢ in allen unter dem Zeichen I7 ent-
haltenen Factoren derselbe ist, und die Zahlen P, P', P", etc. der Grofse
nach geordnet sind. Fiir den Coéfficienten von ¢ oder IV kann man die kleinste
Zahl nehmen, welche durch alle Zahlen e, &', ¢, etc. theilbar ist. Man erhalt

dann die gesuchte Form, indem man jeden der einzelnen Factoren der ge-
gebnen Normalform,

I+ q"”"ﬂ) 9 mi+ qal;Jrﬂ') 9 i+ lla”iJrﬁ”) s etc.

mittelst der oben gegebnen Formel (16.) respective in %—V, J—Y , ;I,!,/, etc. dhn-

liche unendliche Producte zerfall. Es wird daher die Anzahl aller gleichen
oder verschiedenen Factoren II(1+¢"**?) durch die Formel

r,r,
V = N{Tx——}-?-}'y—l— etc.}
ausgedriickt. Durch diesen Coéfficienten IV des Index i und die Anzahl » der
einfachen unendlichen Producte II(1+¢"™*P), welche die gleichen oder ver-
schiednen Factoren des unendlichen Products bilden, wird der allgemeine Character
desselben am besten bestinmt. Fir das obige Beispiel war die Normalform,

{14 ¢ (1—¢" ) (1= ¢ ) (1 + ¢ (1 — ¢+ (1— ¢7+%)} 5
die characteristische Form wird
(1 + q12i+1) (1___ qui+3) (1_q12i+4) (1 + q12i+5)(1___ ql2i+6)2
. (1 + q12i+7) (1 _ ql2i+8) (1 — ql2i+9> (1 +,q12i+u) (1 — qui-{»}z)z%?
und man erhélt aus ihr alle Factoren (1 +¢°)" in der Ordnung, wie die Zahlen
« aufeinander folgen, wenn man fir ¢ nach einander 0, 1, 2, etc. setat.
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Unter den verschiednen characteristischen Formen desselben unendlichen
Productes ist diejenige die einfachste, in welcher der Coéfficient N den mog-
lichst kleinsten Werth hat. Man erkennt dies leicht auf folgende Art. Es sei
die gegebne characteristische Form

H{(i ini-+P') (1 i qu+Ql) (1 i qZVi+R’) . '}.s’
JI{(A £ gV P ) (L £ gV ) A £ gV )P

wo, wie man immer vorausseizen kann, in den Factoren jeder Horizontalreihe das
Vorzeichen + dasselbe sei, und in allen Horizontalreihen, in welchen dieses Vor-
zeichen dasselbe ist, die Exponenten ', s”, elc. von einander verschieden seien.
Die Zahlen P', @', R/, etc., P", ", elc. bedeuten hier von einander verschiedne
ganze positive Zahlen, welche grofser als O und gleich oder kleiner als NV sind.
Ist ¥® die Anzahl der Zahlen P, Q®, R®, etc., und bedeutet /* einen sammt-
lichen Zahlen N, ', »", elc. gemeinschafilichen Factor, so hat man von den

Zahlen P®, Q) R®_ etc. diejenigen auszuwihlen, welche gleich oder kleiner
7
als N sind, und mufs dann aus ihnen die ibrigen durch successive Addition

f
N 2N (f—)N
7o e e

Index A zu, so kann man das unendliche Product in eine andere #hnliche Form

von erhalten konnen. Trifft dies fiir jeden der Werthe des

. Lo . N . .
bringen, in welcher der Coéfficient von ¢ sich auf —- reducirt hat. Wenn dies

/

aber fiir keinen der allen Zahlen N, v, »/, +", etc. gemeinschaftlichen Factoren [
gleichzeitig fiir alle Werthe von % gelingt, so ist die gegebne characteristi-
sche Form die einfachste. Solche einfachste characteristische Forin giebt
es immer nur eine.

Ich will im Folgenden die einfachsien characleristischen Formen der in
der Formentabelle enthalinen unendlichen Producte, nach dem Werthe des
Coéfficienten N und der Anzahl » der gleichen oder ungléichen einfachen un-
endlichen Producte I7(1 +¢"**%) geordnet, zusammenstellen, und jedesmal ihren
doppelten oder mehrfachen Ausdruck durch elliptische unendliche Producte der
oben angegebnen Art hinzufiigen. Ich habe grofserer Einformigkeit halber in
allen Factoren der characteristischen Formen den Potenzen von ¢ dassélbe Vor-
zeichen — zu geben gesucht, und deshalb in einigen unendlichen Producten ¢ in
— ¢ geéindert. Nur bei zwei characteristischen Formen der nachstehenden Tabelle
hat diese Einformigkeit der Vorzeichen nicht erreicht werden Lonnen.
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N = 1.
1. mTa— qi+1)2
= ]I(1 __q2i+2)HK1 _ q2i+l)2 (1 __q2i+2)z
=11 .__q}(z‘—u))[[ Ki + q§(2i+1)) (1—9*(4“'4))}
= IT{(14¢* ) (1 =g T —g D) (A —ghH)) L C. E.

N =2

2. H{(i——qﬁ"'l)(l_—q?“?)?}

= [I(i ____qi-}-l) H('l _ 2i+2)

— IT|(— g (1 —g2)| IT|(14 ¢%+) (1 — g+

=10 ’(1 +q%(3i+l))(1 + qqk(am))(i——q%(am)); Hf(i—q*(ﬁ"’f‘))(i—qi(ﬁ‘“))(i _q%(om) )l ,

=— I 2(1 __q2i+1)(1 ___qh'+4)} H!(i ___q4i+2)2(1 __q4;+4),

= IT{(14 gHO)A—gi* )| IT[(1—gi®¥+0)(1—¢i*+9)] .. . B.D. A.(5).
3. yi4 {(1 __qzi+1)3 (1 _q2i+2)2}

_ 1](1 -—qi‘H)II 1(1 __q2i+1)2 (1 __qzi+2)}

= IT |14 ¢*O) A — g ITA—gd), .o L F. ().
4, I {(1__q2i+1)2(1_q2i+2)4!

= IT|(1—¢") A—¢*)| T1—¢*+y

= |1+ @A —g" N ITA—¢*) . .. .. A. (8).

.N _ .
5. H|(1—¢")(1—g"*)1—¢"*y)
= O |(1—¢*+)A—¢"+) T(1—¢"*)
=T+ ¢ A—¢* ITA—¢"*) . ... .o oL L (3).
6. H|(1—¢")(A—¢"*+)(A—¢"+) (1 —g" Y]
= IT(1—¢"*") II(1—¢**%)

=A—g)I|[(A—g)A—¢* ™) .. oL F. (2).
. T {(1 ____q4i+1) (1 _q4i+3) (i __q4i+4)}2
=1 —@*PA—g ) A+ ¢ A—¢) . ... L L. o AD.

8. IT t (1 ___ q4i+1)2 (1 _ q4z‘+2) (1 . q4i+3)2 (1 — q4i+4)2 }
= I(1—¢™) T{(1—g*) (1 —¢*+)]
= |(1=@PA—@*) IT(A—¢™) . . ..o o L L (.
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9., I7 3(1 — 4i+1) (1 ___q4i+2)3 (1 __(I4i+3) (1 __q4i+4)2!
J— H(i _qi+1) IIKi _q4i+2)2 (1 —(/4i+4)}
=14 A= T A= A=) L. L ().
N =28

10. IO t(l __q8i+1)(1 __qsi+3) (1 ___(Isi+5) (1 __qsi+7) (1 ___q8i+8)2§

—_— H{(l-—qs‘.“) d ___q8i+7) Aa ___qSi+8)} II{(1 — si+3) ¢! _qsi+5) ¢! ___qsi+s)}

= IT|(1—g#™) (1 —¢**| I |1+ @+ (A—g 5o} ... A. (6).

N = 6.

1. IT(A—¢") (1 —¢"*) (1 =g (1 —¢"*) 1 — g™+

—_ H(i __qzi+2)H‘(1 . 6:'+l) (1 __qﬁi+5> (1 ___qﬁi—fﬁ)}

= H(A—g™)IT|A-+g ) A—g™ ) ... o .. A. (3).
12. Hl(i __(lei+1) (1 ___qﬁz'+2) (1 __{/6/7—}-3)3 (1 ___qﬁi+4) (1 _q6i+5) (1 ___qei+6)2t

J— H(i _qi+1)H Ki _q6i+3)‘z (1 __qsi+0)!

= |14 ¢+ A+ ¢+ (1= ) T [A—g P (A —g)| .. .. H. (1).
13. I7 {(1 ___qﬁi+l)2 (1 __qei+2) (1 _q6i+3) (1 __qoi+4) (l __qei+5)2 (1 _q5i+6)2}

— Hu ——qi“")ﬂ i(i __qei+1) (1 __qﬁr‘+5) (1 _q6i+6>}

—IT z(i + q6i+3) (1 __q12i+12)¥ H{(] __q2i+1)2 (1 __qzi+2); ....... H. (2)

N = 12.

14. 11 Kl __q12i+1) ¢! ___q12i+5) ¢! ___qlzi+7) ¢! ___qui+n)(1 _q12i+12)2;

— Hi(i —_ q12i+1) 41— q12i+u) ¢! __q12i+12)l T {(1 — qni+5) 11— q12i+7) 1— q12i+12 ) ;

— 17 3(1+ q12i+6) (1 __q24i+24)} )14 ‘(1 ___qoi+1) (1 ___qﬁi+5) (1 ____qﬁi—f—ﬁ)‘ - (7)
15. IT { 1— q12i+3)2 (1 _ q12i+4) (1— ql2i+ﬁ) (1— q12i+8) (1— q12i+9)2 d— qui+12)2 }

— II(1 _q4i+4)ﬂ ,(1 _q6i+3)2 (1_qﬁi+6)}

= IT {1+ ¢+ A+ @) A— ¢ )| H{(A—¢ ) A —¢*)] ... . G. (3).
16. H*(i __q12i+2) (1 __qux'+3) (1 _q12i+4) (1 __q12i+6) (1 _q12i+8) (1 __qlzi+9)

- ' x(1 __quz‘+10)(1 __qui-uz)z}

— H(1 _q2i+2) )13 z ¢! __q61+3) ¢! __qm+12)}

= IT|(1+ ¢ (A4 ¢ A—¢" O T |(1—g" ) (1 —¢**)] . . . . H. (4).
17. 17 Kl _q12i+1)(1 _q12i+4) (1 _q12i+5) (1 _q12i+6) (1 __q12i+7) (1 _q12z'+8)

X (1 — qui+11 ) (1 —_ qui-;-u)z’
—_ Ha _q4i+4) H{(i __qﬁi+l) (1 ____qﬁi+5) (1 _q6i+6)*
= {1+ A—¢" WA= A"} e G. (4.
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18. IT {(1 __q12i+2)2 (1 _q12i+3) (1 __‘qni+4) (1 _ q12z‘+6)2 (1 ___qm‘+8) (1 _q12i+9)
X (1—g iy (1 —geiviog)
— A=) I 40 1 45 (L)
= IT[(1— " (A — ") T |(1— ¢ ) (1—g® )| .. L. G. (2).
19, IT{(14 g™ (A— g™+ (1 — g (14 5549 (1 —g P (1 g%+)
X (1) (1 — g +9) (14 20H18) (1 — g 22|
= (1 —g"*) (14 @) (14 ¢ (1 —¢"+)]
= {1+ ¢ A—¢*)| T |1 —¢"PPA—¢"O) o oo oo L H. (3).
20, IT{(1—¢ (1 —g ) A A —g ) (A—g )1 —g 0P (1—g )
x (1 __q12i+8)(1 +q12i+9)(1 _q12i+10)(1 _q12i+11)(1 ___qmiq»-u)zs
= I (1—q" ) T {(1+¢") (1—¢"*)|
= IT|(1—¢"**(1—¢" )| I |(1 —¢"+) (14 ¢**) (14-¢7) (14 ¢¥+)
XA—=¢"*)A—¢")) . . .. G. (1)

N = 5.
21, IT i('l—-q"’i""l)(i _q5i+2) (1 ___qsi-1~3)(1__(/5i+4)(1 "‘(Iﬁi%)?*
— H(l-—qi“) H(l_qsi-}-s)
= T |1 —¢"* A=) A—¢" P T [ — ") A—g" )1 —¢™) .. K.

Aus der vorstehenden Tabelle sind die unendlichen Producte A. (2), (4)
fortgelassen worden, da ihre doppelte Zerfillung in zwei elliptische unendliche
Producte zufolge der oben gemachten Anmerkung in einer allgemeinen Formel
enthalten ist.

Die Formeln (1.) und (2.) der Tabelle zeigen, dafs sich das unendliche
Product JT(1—¢***)* auf vier, das unendliche Product I7|(1—¢*+')(1—¢*+*)}}
auf fiunf verschiedne Arten in zwei elliptische unendliche Producte der hier
betrachteten Art zerfdllen lafst, woraus folgt, dafs die Entwicklung des einen auf
vier, des andern auf finf verschiedne Arten durch Doppelsummen von der Form
3 4 geit+PRritk dapgestellt werden kann. Setzt man néimlich in der ersten Formel
¢, in der zweiten ¢" fiir ¢, so erhilt man mittelst der Formeln der Einleitung,

A—¢ A=V A—¢rA—¢"). ..
{1_‘_‘q2_q4+qm+qu_qu_ . .!2
M=~ +¢° 14" — . | 127" +2¢'—2¢" 1 2" — . |
M—9—¢+¢+9 — I 1+9+48+¢ +¢"+- |
Mt 9—'—¢—¢—¢"+ . N—g—¢+¢+¢"— s

[
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(1_q6)(1_q12)2<1_q18)(1_q24)2(1_(I'.’U)..
R R L
H—2¢"+2¢"—2¢"+. | 144"+ 4"+ ¢° +¢% . |
M7+ +¢° 0"+ 1= =" +¢" +¢* — .|
g+ P P 120" 2% 2™ ||
15 A A A R U A A SR
oder die folgenden beiden Formeln

ﬂ(1 _q2i+2)2 _ 2(__1)i+k(lsiz-}-3k2+i+k —_ 2(_1\}i+kq0i?+2k?+2i
_ sw(__1>iq%i?+2k?+§i+k — 2(___1\%(i2+i)+k(/.%i2+?k?+§i+k’

I /

|

I

I

I

H{(i _q12i+0) (1 _q12i+12)2} —_ 2(__ 1)i+k ¢;12+1st +314-6k
= I(— 1 )z‘ qﬁi*-mk?wk - 71 )k q3i2+6k?+i+4k

J— 2(____1)i+kq12i'2+12k‘2~}-ﬂi: 2(_1)]((/(51‘2_’.0](2_}.3[_{,3[(

In der ersten Formel unterscheiden sich die beiden letzten Doppelsummen
nur durch die unter dem Summenzeichen befindlichen Vorzeichen (—1)' und
(—1)¥+9+k  Es miissen sich daher alle Glieder gegenseitig aufheben, fir welche
diese beiden Vorzeichen von einander verschiedene Werthe annehmen, welches
geschieht, wenn der Exponent von ¢ ungerade ist. Hieraus folgt, dafs, wenn man
S(—1)gi+d — 4B, gttt = C+D
setzt, wo 4 und C gerade, B und D ungerade Functionen von ¢ bedeuten,
die beiden Gleichungen Statt finden,
IH(1—¢*?? = AC— BD, AD = BC.
Die Grofsen 4, B, C, D bedeuten hier die unendlichen Reihen,

— 1__(/2__ q12+q22+q26__ qw_ qm +qs)2 +qmu___ .
q— ‘/5— ‘/7 +q15 +‘/35_’ qSI_ q57+ q77 + qm —_
R R A e e
D = g+¢+4"+4" "+ +4" 1+

deren allgemeines Geselz durch die folgenden Ausdricke gegeben wird,

A — Zqzimi-u)_ zq(6i+2)(4i+1), B — Zq(4i-1)(ﬁi-1)_ Zq(ﬁ-l)mi-s)’

C — = q2i(4i+1)’ D — = q(ii—-l)(ﬁ—l).
Substituirt man diese Ausdriicke in die Gleichungen, 4D — BC = 0 und
AC—BD = IT(1—¢***, so erhalt man nach einigen Reductionen die Gleichung

17. 0 — Eqi(6i+1)+k(2k+1) ___.2¢2i+1)(3i+2)+k(2k+1),

PIL-IN
|

l
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in deren beiden Doppelsummen fir i und k nur solche positive oder negative
ganze Zahlen zu setzen sind, fur welche i{-k ungerade ist; ferner die Gleichung
18, H(i— q2i+2)2 —_— Eqi(6i+1)+1(2k+1)___ > q(25+1)(3i+2)+k(2k+1),

wo man in den beiden Doppelsummen fir i und k nur solche positive oder
negative ganze Zahlen zu selzen hat, fur welche i |- k gerade ist. Diese letztre
Formel gilt aber wegen (17.) auch, wenn man fiir 2 und k& alle beliebigen positiven
oder negativen ganzen Zahlen annimmt. Setzt man darin —g¢ fiir ¢, so erhélt man
19. [I(l ___qzi+2)2 — 2(___1)i+kqi(fii+l)+l(2k+l)_2(__1)i—l—kq(2i+1)(3i+2)+k(2k+1).

Die Formeln (18.) und (19.) geben eine funfte und sechste Darstellung der
Entwicklung von I7(1—¢*+*)* durch Doppelsummen.

Abnliche Betrachtungen kann man in Bezug auf die dritte Darstellung
der Entwicklung des unendlichen Products

II7 {(1 __[I12i+ﬁ) (1 _q12i+12)2} — 2(___1 )k q3i2 +6k2+it4k

anstellen, in welcher nur solche Potenzen von ¢ vorkommen konnen, deren
Exponent durch 3 theilbar ist, so dafs es hinreicht, die Doppelsumme nur auf
solche Werthe von ¢ und & auszudehnen, fir welche i-+-k durch 3 theilbar
ist, und dieselbe Doppelsumme in den beiden Fillen verschwinden mufs, wenn
man sie nur uber solche Werthe von ¢ und & ersireckt, fir welcke i}k
durch 3 dividirt den Rest 1 oder den Rest 2 lifst.

Alle im Vorhergehenden gefundnen Resultate ergaben sich aus der einen
Fundamentalformel ,
(1—¢)(1—¢H(1 —¢%) .. (d—¢2)A—¢’2)1—¢’2) .. (1—gz~ ") (1—¢2)(1—¢°27)..

= 1—¢(=+2)+ ¢ @+ = +27) + ..
Sie wurden als unmittelbare Folge von Gleichungen gefunden, welche aus dieser
Formel hervorgehen, wenn man in ihr fir +¢ und + 2 ganze positive Polenzen
von ¢ setzt. Selbst die zum Beweise der Formel A. (8) erforderliche Gleichung
A=A —g) A=) A—¢"). [ = 1—3¢+ 57— T4 4-9¢° — ..

folgt aus derselben Fundamentalformel, wenn man 2 =(1-+}¢)¢ annimmt, und,
nachdem man mit & dividirt hat, ¢==0 macht, wonach man nur noch ¢ fir ¢
zu setzen hat. Aber es lassen sich aus derselben Fundamentalformel noch einige
andere Resultate, durch welche das Syslem der im Vorigen gefundnen Gleichun-
gen zwischen Doppelsummen vervollstandigt werden kann, ableiten, wenn man
fir ¢ und = Potenzen von ¢ setzt, welche mit gewissen imaginiren Wurzeln der
Einheit multiplicirt sind. (Die Fortsetzung folgt.)

R —
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6.

Uber die Irrationalitat des Werthes gewisser Reihen.
(Von Herrn Dr. Stern in Gottingen.)

Wenn % eine ganze posilive Zahl bedeutet, die Einheit ausgenommen, und
0y, @y, 05 U. S. W. eine ins Unendliche fortlaufende Reihe ganzer positiver Zahlen
ist, so beschaffen, dafs die Differenzen «, —c,, o; — &, u. s. w. ebenfalls posiliv
sind und zugleich jede folgende Differenz grofser als die vorhergehende ist,
mithin, wenn man m beliebig grofs nimmt, auch «,,,, — o, einen beliebig grofsen
Werth erhilt, so. mufs die Reihe

1.

einen irrationalen Werth haben.

Wire nemlich der Werth dieser Reih =-%—, wo ¢ und %4 ganze Zah-

len bedeuten, so hitte man g =~ —z—‘;‘- +

Gleichung mit 2°», so finde man gz*» =G+ h ( e + ~am+t_“m +....),

wo G die ganze Zahl Ah(z°»—* - z°»~%....-+1) bedeutet. Es miifste also auch

h(z"m+1l-‘“m + zam+1g—a,,. + ) eine ganze Zahl sein, d. h. die Reihe

1 1
z“m+1_°m. + z"‘m—{-z‘“m + et

+ . ) Multiplicirte man diese

2.

diirfte nicht kleiner als7:— sein. Nun ist aber diese Reihe, wenn man «,,,, — @, =£k
setzt, jedenfalls nicht grofser als die Reihe —:7‘-~[— zk%—l— z_'<L+2’ deren Werth

i . . -
—T-(—i——r)— unter jede angebbare Grofse sinkt, wenn man m, und mithin auch &,

grofs genug nimmt. Die Reihe (2.) muls also bei wachsendem n kleiner als %
werden; wodurch unsere Behauptung bewiesen ist.

Dasselbe gilt auch noch, wenn man, mit Beibehaltung der friheren Bedeu~
tung der Buchstaben 2, «,, «,, ...., die Reihe (1.) mit einer anderen vertauscht,
in welcher die posmven und negahven Zeichen in beliebiger Folge mit emander
abwechseln. Hitte eine solche Reihe

1
3. 1 +——-1 +—....
%1 x®2 %3

den rationalen Werth —z—, so wiirde man wieder daraus folgern, dafs die Reihe

L + L +.... nicht kleiner als 1 sein kann, wiahrend sie mit

z"m+l"¢m - z“m-l—i"“m - h

wachsendem m unter jeden angebbaren Werth sinkt.
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Fiir den speciellen Fall, wenn o, ==m?ist und die Zeichen dieselben blei-
ben oder 4 und — bestindig auf einander folgen, hat schon Herr Dr. Kisenstein
die Irrationalitat des Werthes der Reihe (3.), durch Verwandelung derselben in
einen Ketlenbruch in diesem Journale (Bd.27. S.194) nachgewiesen.

Noch allgemeiner ist folgender Satz. Bedeutet p eine ganze positive

Zahl, welche kleiner als z ist, so hat die Reihe 4. = zal + E +.
keinen rationalen Werth. Denn wire derselbe :—Z—, so dirfte
. pm _j_ ,,m«}-t
5' :,"’m+x"“m ! z“’m«}rz_’f‘m ’{— ot .

. . 1 . e
nicht kleiner als v werden. Da nun, nach der Voraussetzung, die Differenzen

o, — €, 03—y, .... eine Reihe wachsender ganzer Zahlen sein sollen, so ist
jedenfalls «,,,,— a,, nicht kleiner als 2z und ferner o, ,—a, >m-+1, o, ;—0,
> m-+2, u. s. w., mithin ist die Reihe (5.) keinesfalls grofser als die Reihe

m m+1 m+2
" d P2 , deren Werth " ( ) bei wachsendem s unbe-

~m ‘m+l—t ~m+~ 'T‘

grenzt abnimmt. Also mufs die Reihe (4.) irrational sein.

Es ist klar, dafs Dasselbe auch dann noch Statt findet, wenn man in der
Reihe (4.) die positiven und negativen Zeichen in beliebiger Folge mit einander
abwechseln lafst, und dafs auch, wenn r eine ganze Zahl bedeutet und die fri-

2 3
heren Bedingungen bleiben, die Reihe 6. 1 + 4.2 d

a1 T oM T pigus — pdgua T

keinen rationalen Werth haben kann.
Bezeichnet ¢,, ¢, ¢3, . ... eine unendliche Reihe ganzer Zahlen, von wel-
chen jede folgende grofser als die vorhergehende ist, so kann auch die Reihe
70 Ayp 4,
U 19, M- 1
keinen ralionalen Wertll Z hdben Denn aus g= h —_t ... ] wiirde, wenn

ql - ”l '(12 1
an di leichung mit ¢, .¢,.... iplici daf: + — +....
man diese G excmlig mit ¢,.¢,....q,, multiplicirt, folgen, da Sqm+1“qm+1-qm+2"
nicht kleiner als 5 sein darf, wihrend der Werth PR der grofseren Reihe
m-+41—"
1 .
- .... mit wachsend liebig abnimmt.
— (’]m+1) +(q..+1 . achsendem :n beliebig

Behalten alle Buchslaben dieselbe Bedeutung Wle in (6.) und (7.), so

2

kann auch die Relhe -+l r + P ... keinen ra-
7R AR AR PR AR PR e

tionalen Werth haben
Specialisirt man die Werthe von ¢, o, u.s. w., so lassen sich noch viele
einzelne hierher gehorende Theoreme finden. So-z. B. ergnebt s:ch aus den vor-

stehenden Betrachtungen, dafs der Werth der Reihe ﬁ P + 'i-,,a ... irra-

tional ist, sobald die ganze Zahl p kleiner als 2° is L
R —
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]

7.

Zur Theorie der quadratischen Zerfillung der
Primzahlen 8n+3, 7n42 und 7214

(Von Herrn Dr. G. Eisenstein, Docent a. d. Universiltit zu Berlin.)

Die erste Veranlassung zur Ausarbeitung und Publicalion der folgenden Ab-
handlung wurde mir durch eine Bemerkung meines verehrten Freundes Dr.
Stern in Gotlingen, welche Band 32 Seite 90 dieses Journals zu lesen ist.
Stern findet dort durch Induction, dafs fir die Zerfallung jeder Primzahl 8n -3
in die quadratische Form ¢*4-2d der Werth von ¢ durch eine sehr einfache
Congruenz nach der zu zerfillenden Primzahl als Modul beslimmt werden kann.
Obwobl dieses noch unbewiesene Theorem zu einer schon bekannten Gattung
gehort, so macht es doch den Anfang zu einer neuen Reile in dieser Gallung
von Sitzen der hohern Arithmetik.

Das erste Beispiel einer direclen Bestimmung der Elemente einer qua-
dratischen Zerfillung gegebener Primzahlen vermittelst Congruenzen haben wir
Gaufs*) zu verdanken, der wohl iiberhaupt den Keim zu den meisten der neuen
und fruchtbaren zahlentheoretischen Betrachtungen dieses Jahrhunderts gelegt
hat; und die geringe Anzahl Derer, welche iiberhaupt den Werth von der-
gleichen Speculationen zu schatzen wissen, wurde mit Uberraschung durch
diese merkwiirdige Entdeckung erfillt. Das Studium der Gaufsischen Ab-
handlungen regte mich selbst zu eigenen Untersuchungen iiber diesen und
verwandte Gegenstéinde an, und die ersten Proben dieser meiner Untersuchun-
gen erlaubte ich mir in meinen Beitrigen zur Kreistheilung und in meinen
fritheren Beweisen des quadratischen, cubischen und biquadratischen Reciproci-
tatsgesetzes dem mathematischen Publicum vorzulegen. Spiter erfubr ich, dafs
die meisten Resultate meiner Forschungen schon vor langer Zeit von Jacob:
und einigen franzosischen Mathematikern, namentlich Cauchy, gefunden worden
waren. Um nun auf die Zerfillung der Primzahlen p oder ihrer Potenzen
in quadratische und hohere Formen néher einzugehen, so haben diese, insofern
sie aus den Principien der Kreistheilung geschopft werden, das Eigenthim-

#) In der ersten Abtheilung seiner ,Theoria residuorum biquadraticordm ” am Schlufs.
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXVII. Heft 2, 13 '
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liche, dafs die zu der Zerfdllung gehorige Determinante (dies Wort in einer
allgemeineren Bedeutung aufgefafst) immer ein Theiler von p —1 sein mufs.
So ist z. B. bei der Gaufsischen Zerfillung ¢*d* die Primzahl p von der
Form 4n -1, bei den Zerfillungen in die Formen ¢*-}-2d? ¢*7d*, insofern
sie durch die Kreistheilung gefunden werden, mufs p —1 durch 8 resp. 7 theil-
bar, also p von der Form 8n-}1 resp. 7n41 sein; so fand ich unter an-
dern durch meine eigenen Untersuchungen, dafs, allgemein fiir jede Primzahl 2
von der Form 4n-}-3, die Zerfallung des Vierfachen einer gewissen Po-
tenz jeder Primzahl p=2an-}-1 in die Form ¢*4}4d* durch die Congruenz
c=(An)!(A'n)!(B"n)!... (mod. p) bestimmt werden kann, wo /3, 3, 3", ..

die quadratischen Nichtreste (mod. ) <C4 sind, u.s. w.: Sitze, auf deren Neu-
heit ich, beiléufig gesagt, keinen Anspruch mache, da sie vermuthlich lingst
von Anderen entdeckt worden sind. Eine hierher gehorige Bemerkung sehr
allgemeiner Art findet sich bei Jacobi, ,Uber die Kreistheilung” im 30sten
Bande dieses Journals Seite 171. — Nun sind aber nicht blofs die Primzahlen,
welche die Form An--1 haben, durch quadratische Formen mit der Deter-
minante — A darstellbar, sondern iiberhaupt alle Primzahlen, welche zu 4 quadra-
tische Reste, d. h. welche in den Linearformen der quadratischen Reste (mod. 1)
enthalten sind, also die Hilfte aller Primzahlen; so sind z. B. nicht blofs die
Primzahlen 7n -}-1, sondern auch die Primzahlen 7n--2 und 7n -4 durch die qua-
dratische Grundform ¢*47d? die einzige fir die Determinante — 7, darstellbar.
Die quadratischen Zerfallungen derjenigen Primzahlen, welche nicht von der Form
in -1 sind, konnen aber, wie es scheint, auf keine Weise aus den (bisher be-
kannten) Principien der Kreistheilung allein geschopft werden; eben so wenig
kann man aus der Kreistheilung die Zerfillung einer Primzahl 87 -}-3 in die Form
¢*-}-2d? erhalten; dhnliches gilt in Bezug auf hohere Formen, welche die Kreisthei-
lung liefert. Durch diese Bemerkungen motivirt sich meine obige Behauptung,
dafs durch den von Stern auf dem Wege der Induction gefundenen Satz der An-
fang zu einer ganz neuen Reihe von Sitzen dieser Art gegeben ist. Es war mir
nun gelungen, allgemeinere Principien zu entdecken, welche zwar einige Ahnlich~
keit mit denen der Kreistheilung haben, durch welche aber, wie es mir schien,
auch der Zugang zu Theoremen der neuen Reihe, zu welcher z. B. das jetat
von Stern aufgestellte gehort, gebahnt werden konnte. Durch die Bemerkung
Jacobi's, iber welchen ich mich am Schlusse meiner letzten Abhandlung tber
Elliptische Functionen bei Gelegenheit neuer Beweise der Reciprocititsgesetze
ausgesprochen habe, wurde ich indessen dergestalt von den Untersuchungen
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dieser Art abgeschreckt, dafs ich dieselben bis auf die neueste Zeit habe liegen
lassen; hierzu kam, dafs ich nicht wufste, bis zu welchem Puncie Andere ihre
Forschungen fortgesetzt haiten, denn in den mir zu Gebote stehenden Biichern
und Zeitschriften konnte ich kein naheres Detail dariiber finden und, ohnedies
von sehr leidender Gesundheit, wollte ich nicht unniitzerweise meine Zeit und
meine geistigen Krifte auf Untersuchungen verschwenden, von denen es sich
nachher ausweisen konnte, dafs dieselben das Eigenthum Anderer waren. Auf’s
Neue indessen angeregt durch die Bemerkung meines Freundes Stern, und
von mehreren Seiten versichert, dafs diejenige neue Galtung von Sitzen und
Betrachtungen, auf welche jene Bemerkung hindeutet, noch von Niemanden
untersucht sei, wurde ich endlich veranlafst, meine fritheren Meditationen wieder
aufzunehmen, und auf diese Weise entstand eine neue Reihe von Untersuchun-
gen, welche ich mir jetzt die Ehre nehme, den Freunden der Zahlentheorie
vorzulegen. Da jedoch durch Vorlesungen und anderweitige Beschiftigungen
meine Zeit gegenwirtig sehr in Anspruch genommen ist, so sehe ich mich vor
der Hand darauf beschrinkt, in der nachfolgenden Abhandlung nur den Beweis
des Sternschen Satzes, so wie die Untersuchungen iiber die Darstellung der
Primzahlen ¥n--2 und 7n- 4 durch die Form ¢*47d* nebst einigen hiermit
genau zusammenhangenden Resultaten mitzutheilen, indem ich die ferneren Er-
gebnisse meiner Forschungen einer spiteren Gelegenheit vorbehalte. Diejeni-
gen, welche in Betrachtungen dieser Art bewandert sind, werden sogleich die
ausgedehnte Anwendbarkeit der zu Grunde liegenden Principien erkennen.

Auf diejenigen Principien, welche die Theorie der Elliptischen Functio-
nen zur Behandlung dieser Fragen an die Hand giebt, werde ich bei einer
kinftigen Gelegenheit aufmerksam machen.

Berlin im Januar 1848.

Uber Primzahlen 8n-3.
s 1.

Es sei ¢ eine reelle positive Primzahl von der Form 8n - 3; dieselbe
werde als Modul in der Theorie der aus vierten Wurzeln der Einheit zusam-
mengesetzten complexen Zahlen betrachtet. Da ¢ nicht =1 (mod. 4) ist, so
kann 2*4-y* wo @ und y reelle ganze Zahlen sind, nur dann durch ¢ theil-

bar sein, wenn = und y beide Vielfache von ¢ sind. Lafst man in x--y¢
13 *
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x und y beide alle Zahlen der Reihe 0, 1, 2, 3, .... ¢ —1 durchlaufen, so
werden die hieraus hervorgehenden ¢* complexen Zahlen simmtlich unter ein-
ander incongruent sein; jede andere ganze complexe Zahl wird einer und nur
einer von ihnen congruent sein, und dieselben werden ein vollstéindiges Resten-
system (mod. ¢) constituiren. Offenbar ist (z{|-y?)! = 294} y9i' = x—yi (mod.¢),
und (z+ y#)"" = (& — yi)' = x - yi, mithin, wenn - y¢ nicht durch ¢ theil-
bar ist, (z-}yi)”"'=1. Da ¢°—1 durch 8 theilbar ist, so setze man ¢*—1
==8e, ndmlich e=§(¢*—1)=1%}(¢g—1)-}(¢-+-1)=4n+41)(2n-} 1), wenn
¢ —8n-3; e ist ungerade, und zwar e=1, oder = 3 (mod. 4), je nach-
dem n gerade oder ungerade ist. Man hat also (2 -|yé)*==1, wenn xr-yi
nicht durch ¢ theilbar ist. Hiernach ist (x -+ yé)** eniweder = 1, oder =3¢, oder
= —1, oder = —¢ (mod. ¢), und die ¢*—1 Zahlen eines Restensystems (mod. ¢),
mit Ausschlufs der Null oder des durch ¢ theilbaren Gliedes, konnen demgemifs
zunichst in vier Classen gebracht werden; jede dieser vier Classen theilt sich
wiederum in zwei Hilften. Es sei f eine der beiden Wurzeln der Congruenz
2 =1¢ (mod. ¢), welche hier stets losbar ist, weil (1—2)* = —2i; und da —2
zu ¢ quadratischer Rest ist, so findet man, wenn —2 = v* (mod. ¢) ge-
setzt wird, f aus der Congruenz ersten Grades —vf =1—:¢ (mod. ¢) oder
2f =v(1—i) (mod. ¢), z. B. f=—(1—i)v.4(¢—1). Da nun (x-}yi)*
einer der vier Potenzen f?, f*, f° oder f® congruent ist, so mufs die ete Po-
tenz jeder nicht durch ¢ theilbaren Zahl einer der acht Potenzen f, f?, f°,
4 5 1% 7, (° congruent sein. Aus dem Princip dieser Classification ergiebt
sich unmiltelbar, dafs jede der acht Classen gleichviele, nimlich e incongruente
Zahlen enthalt, dafs alle Zahlen einer Classe aus denen irgend einer andern
durch Multiplication mit einer gewissen Potenz von f hervorgehen, dafs, wenn
die ete Potenz irgend einer complexen Zahl = f# ist, die ete Potenz ihrer
conjugirten Zahl = [ sein wird, u.s. w. (vergl. G'auss Theor. res. biq. IL.).

Es sei w eine primitive 8te Wurzel der Einheit, so dafs o®= i,

i

W= 5= und es werde fir irgend eine nicht durch ¢ theilbare complexe

ganze Zahl & durch das Symbol [4] ‘die ule Potenz von w bezeichnet, wenn

¢ = f* (mod. ¢) ist, so dafs also [k]=1, wenn k¢ V=1, [k]=o0,
wenn KX V=f, [k] =i, wenn K"V =i=f" u.s.w. Fir diese Sym-
bole gelten die folgenden Relationen, welche unmiltelbar aus der Definition
folgen: [K][1]1=1[k!], [KT =[K], [k]=[K], wemn k=K' (mod. ¢),
wie fir Legendresche Symbole; [k]'=1, [k}’ =[k]", wenn »=+' (mod.8);
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ferner [¢ —yi]=[z+ yi]'==[z+yiP, [z —yil'=[r+ yi]=[x—yi]
u. dergl. m.

Wenn [k]=—w" und u eine gerade Zahl ist, so hat man o* =",
folglich [k] = f* (mod. ¢) = k3"~ diese Congruenz hat aber keinen Sinn,
wenigstens nicht in der Theorie der aus vierfen Wurzeln der Einheit zusam-
mengesetzten complexen Zahlen, so oft « ungerade ist, weil dann |/k] keiner
Potenz von ¢ gleich ist, wie in dem Falle eines geraden Werthes von c; fir
einen ungeraden Werth von w hat man aber [£]’ = 0** = (— w)* = (— 1) w"
= —[k], also [k]*--[k] =0, ferner [** = (f*)* = (—[f)", weil [?=1,
[f= —1, folglich f*=(—1)ft=—fr, [*4f*“==0, milhin [k]"-} 4]
= f*-+f* = k4 k° (mod. ¢); diese letztere Congruenz gilt fiir einen gera—
den und ungeraden Werth von w; denn fir ein gerades w ist schon einzeln
[k =Kk, [k]=k"

Eine reelle Zahl fillt mit ihrer conjugirten zusammen; es ist daher,
wenn x reell ist, [x'=[z], also [«]’=1, [®#]==11 und zwar |[z] = ( )

. . e D)) — (F ,',(q+1)—_ ﬁn‘\-x-_ £ :
denn hier ist [x] = x* = i1 ’__(-'—’—> __(q) —(q ) Endlich

ist noch [i]=[w] =i == tD0 ) — gl — ()¢, [—1]=—1, [ix]
= (—1)"¢ (——) |[—@x] = — —7—1—

Bemerkenswerth fir das Folgende ist noch, dafs man, wenn in dem
Symbole [A] die Zahl & einen laufenden Werth vorstellt, fir welchen alle ¢*—1
Glieder eines vollstindigen Restensystems (mod.¢) mit Ausschlufs der Null
gesetzt werden sollen, stalt der Glieder irgend eines Restensystems die irgend
eines andern substituiren kann, weil diese jenen, einzeln verglichen, con-
gruent sind und [k]=[K'] ist, wemn k=K (mod. ¢). Der Kiirze wegen
soll der Inbegriff derjenigen ¢* —1 Zahlen, welche verbleiben, wenn man aus
einem vollstindigen Restensysteme (mod. ¢) das durch den Modul theilbare

Glied ausschliefst, ein reducirtes Restensystem genannt werden.

§. 2
Den Ausgangspunct unserer Untersuchung macht die Belrachtung der
Summen von der Form XT[k)”[£']™, mit der Bedingungscongruenz £-|-4'
=1+ «i (mod. ¢). Die Summation bezieht sich auf & und &". Es durchlaufen
k und X', unabhingig von einander, alle Glieder eines reducirten Restensystems,
mit der Beschrinkung, dafs der Bedingung k-FA'=1 - i (mod. ¢) genigt
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werden mufs, in welcher « eine gegebene reelle ganze Zahl bedeutet, die
man offenbar um ein beliebiges reelles Vierfache von ¢ vermehren kann, ohne
den Werth der Summe zu éndern; » bedeutet eine der vier ungeraden Zahlen
1, 3,5 oder 7. Der Werth der in Rede stehenden Summe fiir ein gegebenes
werde durch S, bezeichnet.

Setzt man, fiir jeden stehenden Werth von &', k= k'l, so durchliuft Z,
so wie k, ein reducirtes Restensystem; das allgemeine Glied der Summe wird
durch diese Substitution [A'I]'[K']™ = [K'Y[{T [K']™ = [!]"; die Bedingungs—
congruenz wird K'(1-+¢)=1-«aé; K'(1-41), also auch 147/, kann hiernach
nie =0 werden, mithin ist der Werth /= —1 auszuschliefsen; fir jeden
andern Werth von ¢ kann % immer auf eine, und nur auf eine Art, der Be-
dingungscongruenz A'(1-42) = 1} ai geniigend bestimmt werden. Jedem
Werthe von ! in der Summe =[/] entspricht daher ein, und nur ein Werth
von K', mit alleiniger Ausnahme von /= —1; der Werlh von S, wird folg-
lich einfach dadurch erhalten, dafs man in =[] dem  alle seine Werthe mit
Ausschlufs von —1 ertheilt und die Bedingungscongruenz ginzlich weglafst;
man hat folglich S,= =[] —[—1]. Nun ist offénbar =[!]=0, wenn ¢
alle Glieder eines reducirten Restensystems durchliuft; ferner [—1]= —1:
also finden wir S,=-1 fir jeden gegebenen Werth von «c.

Man setze jetzt statt o selbst alle Zahlen 0, 1, 2, 3, .... ¢—1 und
betrachte die Summe

S+ S48+ 8+ oo 82,
deren Werth nach dem bis jetzt Bewiesenen =—=1-41-F14-14....+1=yg

ist. Diese Summe kann, wenn man k== yi, K =a'4y'i setat, folgen-
dermafsen dargestellt werden:
| Zle+tyil[=' +y'i7,
mit der Bedingung @} a'==1. In der That: da die urspriingliche Bedingungs-
congruenz fir S,, nimlich x+4yi+4 o'ty i=1-«i, in die beiden folgenden
zerfilll: x-+2'=1 und y4y' =, und da jetzt stait o alle untereinander
incongruenten Zahlen gesetzt werden, so besagt die zweite Congruenz nur,
dafs y+y' irgend einer reellen Zahl congruent sein soll; diese Congruenz
fallt also génzlich weg, und es bleibt nur die erste | 2'=1 siehen. Es
sei Z[x+yil’[e'+y'i7 =T, soist also T=yg.
{r +a'=1}
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In T konnen & und 2’ nicht gleichzeitig beide = 0 sein, weil diese
Annahme der Bedingungscongruenz widerspricht; fir =0 ist «'=1, fir
x =1, 2' =03 der diesen beiden Combinationen 0, 1 und 1, O entsprechende
Theil von 7' ist = =[yi’ X Z[14y"i]” 4+ =[1 + yi)” X Z[y'é]™", und ver-

schwindet, weil » ungerade, also =[y]” = X[y']" = (%)—{— (—?}—){— . +(‘—’~’7—1
=0 ist; wbrigens sieht man, dafs fir £ =0 nicht y =0 und fir 2’ = 0 nicht
y' = 0 sein darf, weil von Anfang an weder & noch A'= 0 sein sollte.
Da der eben betrachtete Theil von T' verschwindet, so kann man, ohne den
Werth von T' zu dndern, annehmen, dafs weder o noch ' durch ¢ theilbar
sein darf. Unter dieser Voraussetzung ist es erlaubt, fir jede stehende Com-
bination @, &' die Substitution y ==z, y' =a'2’ zu mhchen, weil dann je-
desmal = und 2, ebenso wie y und y’, die simmilichen Zahlen 0,1, 2, ... q—1
oder ihnen congruente reelle Zahlen (mod. ¢) durchlaufen; das allgemeine Glied
wird hierdurch

[o+azil [of +a's/i" = [@)[@] 1+l [ 425
N ZAYZ AT . P
== 7}-)(—(—,—)[1{z:] [1-+42']". '
Betrachtet man die vier Factoren auf der rechten Seile, so sieht man, dafs = und =’
“nur in den beiden ersten vorkommen; der dritte enthélt nur 2, der vierte nur 2’5

und da in der Bedingungscongruenz iberhaupt nur  und z', aber nicht 2 und 2’
vorkommen, so zerfillt jetzt T' in das Product dreier Summen. Dije erste die-

ser Summen ist Z(—j;—)(—(?), mit der Bedingung x| 2'=1 (mod. ¢), wo x

und &’ sich von 1bisg—1 erstrecken; die beiden andern sind =[14=2¢]*,
wo & die Werthe 0, 1, 2, ... ¢—1 durchlauft, sonst aber weiter keine Be-
dingung Stalt findet.

Um die erste dieser drei Summen zu beslimmen, kann man fir jeden
stehenden Werth von &' (was erlaubt ist) a2’ an die Stelle von = selzen;

man erhalt so 2(—‘%‘11)(—'21 = 2(—‘3)(—"?)2= 2(—'5—), mit der Bedingung

xa'-+a'=1, also a'(x41)=1; dieser Bedingung nach mufs der Werth
" w=—1, der £ 1=0 macht, ausgeschlossen werden; fiir jeden andern
Werth von « kann aber die Congruenz erfillt werden, und zwar nur auf eine
Weise kann 2’ zu einem gegebenen & bestimmt werden; man erhilt daher

E(ﬁ> wo der Werth £ == —1 auszuschliefsen ist, d. h.
q7/?
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D@+ +ED=-G) = =) = +1,
weil (—-’—-—i—)z——i. Der Werth der ersten Summe ist also = -1, und somit

das Product der beiden anderen =— T'=—g¢. Als Resultat dieser Betrachtun-
gen ergiebt sich daher:

(1) Z[4=2i-Z[A42i7 = ¢,
wo » irgend eine ungerade Zahl bedeutet und in den beiden Summen, deren
Product =g¢ ist, = die ¢ Werthe 0, 1, 2, ... ¢ —1 durchlauft.

§ 3.
Die Reihe
S f il = (A7 [+ [+ 27+ [ 437+ [ (DT
ist eine Summe von ¢ Potenzen von w, also einer aus achten Wurzeln der
Einheit zusammengesetzten complexen ganzen Zahl gleich. Um die Bedeutung
derselben verstindlicher zu machen, bezeichne o, die Anzahl der Werthe von 2,
fir welche [1-2i] =1, o, die Anzahl derer, fir welche [1}2i{] = w,
0, die Anzahl derer, fir welche [14-22] = w’=1 ist, u.s. w. bis ¢;, welches
die Anzahl der Werthe von = bezeichnet, die [1 4 2i] = w’= —¢w machen.
Setzt man ferner fir einen beliebigen Werth von u die ganze Function
o,-Foutou4...4ou = ¢(u),
so ist dann Z[142i]=¢(w), Z[1+2if=9¢(0’), Z[1}2if =¢@°),
=[1-}2i] = ¢(w’) und die Gleichung (1.) enthilt die beiden Formeln
pwg@)=q, ¢@)9@)=y¢.

Zwischen den acht reellen ganzen Zahlen o,, 0,, ... 0, finden merk-
wiirdige Relationen Statt. Zuerst ist ¢(w) = ¢ (0’), ¢ (0°)=¢(w’), und all-
gemein ¢(w”)==¢(w”). Denn fir jeden Werth von = ist [14-=zé] =[1-} =]’
= [1—=i], also =[1+42i]” = =[1—=i]’, und da — =z eben sowohl wie =
ein reelles vollstindiges Restensystem (mod. ¢) durchliuft, so ist letztere Summe
wieder == =[1-}2i]", demnach ist =[14-2i{]"==[1 -} 2], ¢(0”)=0¢(w”)
fir jeden geraden oder ungeraden Werth von ». Setzt man ¢,—o0, = 4,
6,— 0= B, 0,—0;="=C, 0;— ;= D, so isl, wie man unmittelbar aus der

Form von ¢(u) sieht:
: g@) = A+CitoB+Di),
p@’) = A—Ci+ oD+ Bi),
(@) = A+Ci—(B+Di),
p) = A—Ci—w(D-+Bi),
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und da ¢ (w) = ¢ (@*), ¢(w°)=¢(w’), so mufs A4+ Ci=A—Ci, B} Di
= D+ Bi, also C=0 und B=D sein; demnach nehmen jene vier com-
plexen Zahlen die einfachere Form

o) = ¢p(0) = A+o(l1+)B,
9(@") = ¢(0) = A—o(1+)B

an. Nun ist w:—_i;;—}'z—i, w(1+z’)=5—2i=i;/2=}/—2, also

g(w)=g¢@)=A+By—2, ¢)=¢w)=A4—By-2,
und die Gleichung (1.) geht in A
R) ¢g=A+By-2A—By-2) = A4{2B
iber, wodurch a priori die Zerfillbarkeit von ¢ in die quadratische Grund-
form mit der Determinante — 2 erwiesen ist.

Die Relationen C =0 und B = D geben ¢, = 0; (e.) und 0,4 o,
=05} 05 (3.). Zu ferneren Relationen fiihrt die Betrachtung von ¢(+2),
¢(—1) und ¢(1). Die Summe X[k} = Z[x-yi], welche sich iber
alle Glieder % eines complexen reducirten Restensystems (mod. ¢) erstreckt,
.n welcher also & und y unabhingig von einander alle Zahlen der Reihe
0,1, 2,...¢—1 mit Ausschlufs der Combination 0, 0 durchlaufen, verschwindet
offenbar fir jeden nicht durch 8 theilbaren Werth von »; wenn » durch 8 theil-
bar ist, so ist die Summe = ¢*—1. Derjenige Theil jener Summe, welcher dem

speciellen Werthe £ =0 entspricht, ist =[y:]" = [z']’E(%)y, wo y sich von

1 his ¢ —1 erstreckt; derselbe verschwindet, wenn » ungerade ist, wird aber
= [¢]"(¢—1) = (—1)¥ (¢—1) fiir ein gerades ». Fir jeden andern von O ver-
schiedenen stehenden Werth von & setze man y = x2 (mod. ¢); dann durch-
lauft £ mit y die Werthe 0, 1,2, .... ¢—1 und der ubrige Theil der Summe

wird S[e+22i] = S[o] - S[1+2i], aber S[a] = = % = g1,

wenn » gerade ist; fiir einen geraden, aber nicht durch 8 theilbaren Werth von »
erhilt man daher 0 = (—1)*(¢ —1)4- (¢ —1)Z[1+} =i}, also =[1+4-2:]
=—(—1F, dh Z[A+2i]*=+1, Z[142i]' = —1, ¢(+i)=1,
p(—1)=—1. (ki) ist = (6y—0,-} 0, — 0) * i(6,— 05} 05— ;) und
daher 0,—0,+0,—0s=1 (y.), 6,—0;-F} 6,— 0;,=0 (J.); ¢ (—1) ist gleich
der Summe aller 0 mit geradem Index, weniger der Summe aller o mit un-
geradem Index; diese Differenz ist also =— —1 (&.). Endlich ist die Summe
aller acht o oder ¢(1) der Anzahl aller ¢ gleich, also = ¢ (). Aus den
Crlle's Journal f. d. M. Bd. XXXVII Heft 2. 14
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sechs Gleichungen, welche hiernach zwischen den acht Anzahlen o Statt finden,
konnen sechs derselben theils vollstindig bestimmt, theils durch die beiden an-
dern ausgedriickt werden; wir wiéhlen o, und 6,, um durch diese die ibrigen
sechs auszudriicken. Da 0,4 0;,=0;4-05 (3.) und 0, — 0, = 0; — g, (J.) ist,
so folgt durch Addition und Subtraction 0;,=0;, 0;=0;. Setzt man nun in
den ibrigen Gleichungen o, fir o;, o fir o; und o, fir o, (.), so erhalt man
0'0—20'2‘!‘ o,=1 (), Go+202+ 0y — 2(0'1‘}‘ g5) = —1 (&),
0y+ 20,4 0,4 2(0,F0) = ¢ ().
Die beiden letzten Gleichungen geben, addirt und subtrahirt, ¢,4-20,} 0, =
$g—1)=4n-}-1, o,}+o;=1}(¢-+1)=2n-1, von denen die erste mit (y.)
verbunden o, 0,=2n-+1, o,=n liefert. Man hat demnach im Ganzen das
folgende System von Relationen: 0,4-0,=0,+} 0;=0;-}+ 0,=—2n +1 =¢g-+1),
O=0,=n=4%(¢—3), 0,=20;, 6;=0;, A=0,—0,=20,—}(q-}+1),

B—o¢,—o0,=20,—}(¢q+1) (3).

§. 4

Von besonderer Wichtigkeit ist die Darstellung des Werths von A4
durch o, allein, in der Form 4 =20d,—}(¢+1)=20,—(2n41); denn man
kann aus derselben den Rest beurtheilen, welchen A durch 4 dividirt lafst,
wodurch A4 in der Zerfilling ¢ — A*-}2 B* seinem Zeichen nach bestimmt
wird. Es lafst sich namlich leicht zeigen, dafs o, immer eine ungerade Zahl
ist. In der That bezeichnet o, die Anzahl der incongruenten reellen Werthe
von 2, welche (14-2i)°=1 (mod.¢) machen. Da nun 1—zi=(1 -}z,
also auch (14-22)*=(1—=i) =1 ist, so wird stels 1—=7 mit 14 2¢ die-
selbe Eigenschaft haben; unter den Werthen von 2, deren Anzahl o, ist, be-
findet sich demnach immer gleichzeilig 4z und — 2z, und da auch O unter
ihnen vorkommt, 2= 0 aber der einzige Werth von 2 ist, der +2=—=z
macht, so steht O einzeln und alle dbrigen Werthe von 2 sind paarweise
vorhanden; daher ist die Anzahl aller, nimlich o,, ungerade. Hieraus folgt
20,=2 (mod. 4), 20— (2n{+1)=1—-2n=2n-1 (mod. 4), also

4) A=2nf+1= }(¢+1) (mod.4); .

d. h. fiur die Primzahlen ¢ =3 (mod. 16) ist 4 positiv oder negativ. je nach-
dem es, abgesehen vom Zeichen, =1 oder =3 (mod. 4.) ist, wahrend fir
die Primzahlen ¢ = 11 (mod. 16) das’ Umgekehrte gilt. Was das Vorzeichen
von B betrifft, so hangt es von der Wahl der Wurzel f der Congruenz
[?=i(modg) (§.1.) ab; wie man es leicht aus der Gleichung B = 0, — o;
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sieht. Die eben angewendete Methode zeigt, dafs B mit f zugleich sein Zeichen
wechselt; der nahere Zusammenhang zwischen diesen beiden, einander wech-
selweise bestimmenden Elementen wird, wie wir spiter sehen werden, durch
die Congruenz A+ (1+44¢)f.B =0 (mod. ¢) oder besser noch durch die nur
reelle Glieder enthaltende Congruenz 4 - Bv=0 (mod. 4) angegeben, wo.
wie in §. 1., v*= —2 (mod. ¢) und (14-2¢)f=wv ist.

Es mogen hier gewisse Folgerungen aus dem Vorhergehenden, welche
die bis jetzt entwickelten Resultate aus einigen neuen Gesichtspuncten dar-
stellen, ihren Platz finden. Die Zahlen, deren Anzahl o, ist, geniigen der
doppelten Bedingung, dafs sie, erstlich, die Congruenz A°=1 (mod. ¢) erfiillen,
und zweitens, dafs ihr reeller Theil =1 (mod. ¢) ist. Die zweite Bedingung
lifst sich ebenfalls durch eine Congruenz ausdriicken; denn setzt man 1--=2i
=k, so wird k'=1—=i, k'+ k=2, alsok74-k—2=0; dieser letzteren
Congruenz geniigen die simmtlichen ¢ Zahlen von der Form 1427, wo 2
alle Werthe 0, 1, 2, ... ¢4—1 haben kann; diese Congruenz hat also so
viele Wurzeln, als ihr Grad belrdgt; Dasselbe gilt von der ersten Congruenz
k*—1=0. Die o, Zahlen, um welche es sich hier handelt, geniigen beiden
Congruenzen zugleich: sie sind also die Wurzeln des grofsten gemeinschaft-
lichen Theilers dieser beiden Congruenzen. Der Grad dieses grofsten gemein-
schaftlichen Theilers ist mithin = 6,. Wenn man daher, wie in der Algebra,
den grofsten gemeinschafilichen Theiler der beiden Funclionen A°—1 und
k?4-k—2 sucht, nur mit dem Unterschiede, dafs alle Vielfachen von ¢ weg-
gelassen werden miissen, so kommt man auf eine Funclion, deren Grad den
Werth von o, ergiebt; und dadurch ist dann zugleich der Werth von A4 in
der Zerfallung ¢ = A4*-}-2 B* nach der Formel A—20,— }(¢-1) bekannt. Ich
habe gefunden, dafs der Grad des griofsten gemeinschaftlichen Theilers dersel-
ben beiden obigen Congruenzen fir die Primzahlen ¢ von der Form 8n--5
auf ganz dhnliche Weise die Zerfillung in die Summe zweier Quadrate bestimmt.

Man sieht leicht, dafs alle Zahlen -y, deren ete Potenz =1 (mod. ¢)
ist, die achten Potenzreste (mod. ¢) sind, und dafs unter dieser Voraussetzung
x4 yi=(§+ni)® geselzt werden kann; ferner ist evident, dafs ;/(w—[-yi)
(mod. ¢) acht verschiedene Werthe hat, welche aus einem derselben durch
Multiplication mit Potenzen von f hervorgehen. Betrachten wir nur diejenigen
achten Potenzreste, welche von der Form 1--2i sind, so haben wir die Be-
dingung hinzuzufiigen, dafs der reelle Theil von (§4-#%¢)* der Einheit congruent

14 *
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sein mufs: es mufs also der Congruenz
§£—2857 L7089 — 2889 +7° = 1 (mod. ¢)
geniigt werden, und o, drickt daher den achten Theil der zusammengehorigen
reellen Losungen &, 7 dieser Congruenz mit zwei Variabeln aus. Die Losung
diezer Congruenz lafst sich sehr leicht auf die Frage zurickfihren, fir wie
viele reelle und incongruente Werthe von x der Ausdruck 2°®—282°}70x*
—282%+4-1 einem quadratischen Reste (mod. ¢) und fir wie viele er einem
nichtquadratischen Reste congruent wird, aber ich kann nicht linger bei diesen
beiliufigen Bemerkungen verweilen, sondern kehre zu dem Hauptgegenstande
der Untersuchung zuriick.
§. 5.

In die Function ¢ (u) = 0y} 0,4+, %’ . ... 40,4’ sollen statt u die
Potenzen von [ gesetzt und es soll der Rest untersucht werden, welchen ¢(f”)
nach (mod. g) giebt. Firr gerade Werthe von » ist ¢ (f”) = ¢ (0*) und ¢(w”)
ist far diesen Fall oben vollstindig bestimmt worden, némlich ¢(é) = ¢(—1i)
=1, ¢(—1)=—1, ¢(1)=¢=0. Es bleiben also nur die ungeraden
Werthe von »; fir diese ist zunichst ¢(f)= ¢(f*) und ¢(f*)= ("), und
zwar aus denselben Griinden, welche oben ¢(w)= ¢(w*), ¢ (0*)=¢(w’)
gaben.

Im Allgemeinen ist ¢ (f*) = Z(1+-2i)°(mod. ¢) fir jeden Werth
von v; denn fir die o, Werthe von 2, welche [1-+}2¢] =1 machen, ist
(1+4=é*=1, fir die o, Werthe von 2, welche [14 2¢]= w machen, ist
(1428 =[f", u s. w., endlich fir diejenigen o, Werthe von 2, welche
[1+ 2] =« machen, ist [1}2i]"*=f""; wie unmittelbar aus der in §. 1.
gegebenen Definition der Symbole [ ] hervorgeht. Es handelt sich demnach
um die Bestimmung der Summen =(122)* (mod. ¢).

Entwickelt man die Potenz (142¢)”* nach dem binomischen Satze, so
kommen, da e ¢ ist, sekr viele Potenzen von 2 vor, deren Exponent durch
g —1 theilbar ist, und dieser Umstand macht die Behandlung der hier in Rede
stehenden Summen weit schwieriger, als die derjenigen analogen Summen,
welche schon von Gaufs in der ersten Abtheilung seiner Theorie der biquadra-
tischen Reste betrachtet wurden. Es kommt ja bekanntlich bei der Untersuchung
des Restes einer Summe von der Form = F'(z), wo = die Werthe 0,1,2,.... ¢—1
durchlsuft und F'(2) irgend eine ganze Function von 2 bedeutet, immer nur
auf die Betrachtung derjenigen Glieder in F'(z) an, deren Exponenten durch
g —1 theilbar sind, indem ='z#=0, wenn w nicht durch ¢—1 theilbar ist,
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auch wenn p=—0 ist, dagegen Z2*=¢—1=—1 (mod. ¢), wenn u ein
von Null verschiedenes Vielfache von g —1 ist.
Nimmt man (was erlaubt ist) » <8 an, und setzt ve=c-} 3¢, wo «

und 3 beide nicht negativ und <Z¢ sein sollen, so ist

(4= =1+2irA+2i)¥ =1 +f=i) (1—=2i)f;
demnach ist =(1 248" ==(1+4=2i)*(1—=i®. Das allgemeine Glied ist jetzl
in Bezug auf 2 vom Grade a3, und da a4 3 < 2(¢—1) ist, so kann in
demselben hochstens eine Potenz von z vorkommen, deren Exponent durch ¢ —1
theilbar ist, namlich 279" selbst. Ist demnach e+ 3 noch <Zg¢—1, so enthalt
die Entwickelung des allgemeinen Gliedes nur Potenzen von %, deren Expo-
nenten < ¢ —1 sind, und die ganze Summe ist in diesem Falle = 0 (mod. ¢),
also auch ¢ (f”)=0 (mod. ¢); im entgegengesetzten Falle, wenn a3 >¢—1,
ist sie = dem entgegengesetzten Werthe des Coéfficienten von =2~ in
(1+2zé)*(1—=zi)f. Die Werthe von @ und 2 fir »=1, 3, 5, 7 sind in der
folgenden Tabelle berechnet:
v=1, 3¢—1)= e=3nt|1-}ny, o=3n+1, p=n;
v=3, 3(’—1)=3e= n{(@3Bni1)y, a=mn, =3n-1;
y=>5, 3(§—1)=0e=Tn}+2-;OBnt|1l)g, a=Tn{|2, B=5n{|1;
1/-———7, -7,;((]2—-1)27(3-—__— 5n+1—|~(7n+2)lq, a::5n+1 o ﬁ: 7n+2;
wo, wie immer, ¢ =—8n -3 gesetzt wird. Hieraus sieht man, dafs fir y=1
und =3, ae}pf=4n{1<qg—1, also ¢o(f) und ¢(f°)=0 (mod. ¢)
sind; dagegen fir »=25 und » =17 ist ¢ 3= 12n--3, also > ¢ —1, mithin
(=9 ()= SA-F i)™ (1 — 2" = T(1 i (1 — i)™ = dem
entgegengesetzten Werthe des Coéfficienten von 29~ in dem allgemeinen Gliede
dieser beiden Summen. Es sei der letztere = 4 und man setze

A4z = 1+ K2+ K, 2°4.... + K, ,,2™",

A—gif* = 1} Lis+ 1,2+ .... 4L,
dann wird, wegen ¢ —1 =8n4-2=((5a+41)4+@Bn+1)=("n+42)-}n, der
gesuchte Coéfficient 4 —= K, Ly, ., +K;, . Ly, + K s Ly + .. ..+ K40 L,y

Tn+2)! . 5 1)H!
A M = (i ey wo
immer «! das Product der natiirlichen Zahlen 1.2.3.... 2 bedeutet; folglich
besteht 4 aus einer Summe von Termen von der Form
i (— (Tn42)!1(5n+1)!
pI Tt 2= @)@ Ent 1wyl *

u erstreckt sich von 3n--1 bis 7n--2, u' erstreckt sich von 5n--1 bis ab-

Nun ist allgemein K, =
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wiirts zu , und es ist immer u4p'=8n-42 =¢—1. Setzt man 5n4-1— '
=, so wird W' =0n+41—w, » erstreckt sich von O aufwirts bis 4n-}1
und es ist u4u' =5n4+14pu—v=8n42, also u=»-43n1; hiernach
geht der allgemeine Term von A in
z’v+3n—|—l(___ i)5n+l—r (Tn42)!5n4-1)!
O 3nF)I@nF1—n) ! Gati—n) o]
iber. Um diesen Ausdruck ferner zu vereinfachen, bemerke man, dafs im
Nenner desselben (v 3n-+1)4(5n-+1—»)=8n42=¢—1 ist, fir jeden
Werth von ». Nun ist allgemein, wenn « und & zwei positive ganze Zahlen
sind, deren Summe @-}b=—¢ —1 ist, alb! = —(—1)*= —(—1)? (mod. ¢);
denn nach dem Wilsonschen Satze ist 1.2....a X (a41)(a+2)....(¢—1)
= —1, und da nach der Voraussetzung a}1= —b, a+2=—0b+1
= —(b—1), a}+3=—(b—2), u s w. ist, so folgt 1.2.... a
X (—1)2.6(b—1)(b—2)....1= —1, folglich u. s. w. Man kann demnach
statt des Products der beiden Facultiten im Nenner (»4-3n41)!(5n-|+1—»)!,
— (—1)>"*= setzen, indem man die Vielfachen von ¢ wegldfst; was bei un-
serer Untersuchung erlaubt ist, da hier weder Zihler noch Nenner des obigen
Ausdrucks durch ¢ theilbar sind; dividirt man noch (— #)*"**-” durch (—1)*+-
und vereinigt @+ mit #"~ zu #**= —1, so bleibt blofs
(Ta+2)!Gn4- 1!
vidnt1—o)!
Die Summation nach », welche 4 ergiebt, kann jetzt an diesem einfacheren
Ausdrucke nach dem binomischen Satze ausgefibrt werden. Es ist
=hitl o (4 d-1)!
5, v!(z(ln-}-+1—)~v)!
folglich, da die Zahler, welche » nicht enthalten, bei der Summation als con-
stante Factoren herausgesetzt werden konnen:
Tn4-2)!1 (5n41)!
4 = ol thz-lfi)!_l_ )
Nachdem nun vor allen Dingen 4 eingliedrig dargestellt ist, kann man diesem
Ausdrucke verschiedene einfachere Formen geben. Um die Potenz von 2 weg-
zuschaffen, bemerke man, dafs 2"*'=2i0-D=_—1, weil 2 zu ¢ =8n-43
nichtquadratischer Rest ist; ferner kann man nach der obigen Bemerkung,
dafs immer alb! = —(—1)* = —(—1)’, wenn a-}+b=¢—1 ist, stait
(7n}-2)! und (5n+41)! im Zahler, n! und (83n-1)! im Nenner schreiben,
und statt (4n-1)! im Nenner, (4n-1)! im Zihler; nur mufs man hierbei

— (1+1)4n+1 — 24n+1’
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mit — (—1)", —(—1)"*' multipliciren und mit — (—1)*+! dividiren, also im
Ganzen mit —1 multipliciren, und da dieses — sich gegen Dasjenige, welches
aus 2! entspringt, aufhebt, so ergiebt sich

(4n+1)!

= n!3nt1)! (mod. g);
, N NP C U % o LI
und folglich (/)= (f)=—4d= n!(3nt1)!
§. 6.

Da wegen f*=1: die geraden Potenzen von f den gleichen Potenzen
von w congruent sind, so hat man, wenn, wie in §.3., 6,—0,= 4, 0,— 0,
=B, 6,—0d;=C, 0,— 0, =D gesetzt wird:
¢(f) = A+ Cit-f(B+Di),
o(f)=A—Ci+|f(D+Bi),
¢(f")= A+ Ci—f(B-} Di),
¢(f7) = A— Ci—f(D+Bi);
und da in §. 3. schon C=0, B=D gefunden wurde:
o(f) =9()=A+f149)B,
o (f)=9(f)=A—[(1+)B.
Verbindet man diese Darstellungsweise mit den Resultaten des vorigen Para-
graphen, so erhalt man A-}f(1+}+)B=A+Bv=0 wd A—f(14i)B
=A—Bv= — 4. Die erste Congruenz zeigt den Zusammenhang zwischen
B und f oder B und v, wie er schon in §. 4. angemerkt wurde; mit der
zweiten Congruenz durch Addition und Subtraction verbunden, liefert sie
RA=—4 und 2Bv=4d (mod.q).
Der Congruenz 24= — 4 (mod. ¢) geniigt also A4 in der Zerfallung ¢ = 4’4 2B".
Da + A<<yg<3}g¢, so ist A der absolut kleinste Rest von — }4 (mod. ¢),
und da wir ferner oben in §. 4. 4= }(¢-+1) (mod. 4) gefunden haben,
so mufs dieser absolut kleinste Rest mit einem solchen Vorzeichen behaftet
sein, dafs er = }(¢-}+1) (mod. 4) =2n-}1 oder, was Dasselbe ist, dafs er
= (—1)" (mod. 4) wird. In allem Vorhergehenden ist hiernach der Beweis
des folgenden Theorems enthalten: -
»Es sei irgend eine Primzahl ¢ =8n-3 in die Form 4’42 B* zer-

Hlillet, so ist A der absolut kleinste Rest von -——%—'-‘—%—"n-t_:i—!)! (mod. ¢), und

wdieser absolut kleinste Rest wird mit seinem Zeichen = (—1)* (mod. 4);
pauch ist A=47+4+1—2n, wo 7 die Anzahl der Werthe von 2 aus der
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oReihe 1, 2, .... (¢ —1) bezeichnet, fir welche 1-}-zi achter Potenzrest
»2u ¢ oder (14 2ip@ V=1 (mod. ¢) wird.”

Der zweite Theil des Theorems ist mir eigenthimlich; der erste Theil
ist von Stern in einer etwas verschiedenen Weise aufgestellt worden; die hier
gegebene Darstellung, bei welcher aus der linearen Form von ¢ selbst (mod. 16)
das Vorzeichen von A erhellet, scheint mir die primilive des Satzes zu sein.
Ubrigens ist der Ubergang zu der Darstellingsweise von Stern leicht zu
machen. Bemerken wir zuerst, dafs B nicht gerade sein kann: denn wire B
gerade, so hiatte man B*=0 (mod.4), 2B°=0 (mod. 8), ¢ =4} 2B
= A*=1 (mod. 8), gegen die Voraussetzung. B ist also ungerade, wie auch
schon aus B=20,—}(¢-}+1) (§.3.) erhellet; folglich ist B*=1 (mod. 8),
2B°=2 (mod.16), =412, 8n-+| 1=A4" (mod.16), }(A'—1)=n (mod.?2),
d. h. n ist gerade, wenn A= +1 (mod. 8), ungerade, wenn A= + 3 (mod. 8)
ist. In der Potenz (—1)* kann man demnach stait des Exponenten z auch

3 (4*—1) setzen, und der absolut kleinste Rest von — - ;ﬁ—'s""—"'_‘_i)i;—! (mod. ¢)

ist =1 (mod. 4), wenn A= 1+ 1 (mod.8); dagegen ist er = —1 (mod. 4),
wenn 4 =+3 (mod. 8.); er ist daher =1 (mod. 4), wenn er, abgesehn vom
Zeichen, =1 oder =7 (mod. 8) ist; dagegen ist er = 3 (mod. 4), wenn er,
abgesehen vom Zeichen, =3 oder = 5 (mod. 8) ist; d. h. jener absolut kleinste
Rest wird mit positivem Zeichen aus der Formel hervorgehen, wenn er =1
oder =3 (mod. 8) ist, mit negalivem Zeichen, wenn er, abgesehn vom Zeichen,
==5 oder =7 (mod.8) ist. Wenn man die Wurzel des ersten Quadrats in
der Zerfillang von ¢ durch den absolut kleingten Rest von -+ %- nﬁg:-—:)i;'
bestimmt, so gilt natirlich das Umgekehrte. Mit Ausnahme der Primzahl 3

kann man 1mmer (3"'{'2)(?;";'3.). " ~(dn+1) statt 7({4(:4__:)1)! setzen. Man kann

auch noch £ oder v, und somit B, fiir sich durch eine Congruenz (mod. ¢) bestimmen,
indem man von der leicht zu beweisenden Congruenz f= IT(x — yi) (mod. q)
ausgeht, in welcher die Multiplication sich auf die Werthe x=1,2,.... 1(¢—1)
und auf dieselben Werthe von y bezieht; ich bin aber in dieser Hinsicht zu
keinem Resultate von grofser Eleganz gelangt.

Stern giebt seinem Satze noch mehrere andere Formen. Da er aber
selbst diese verschiedenen Formen schon eine aus der andern abgeleitet hat,
woriiber man am angefiihrten Orte nachsehen kann, so ist es unnothig, langer
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dabei zu verweilen, ich verlasse daher die Primzahlen 8n -3, um mich zu
denen von der Form 7n-42 und 7n4-4 zu wenden.

Uber Primzahlen 7n--2 und 7n--4.

§. 7.

So wie bei den Primzahlen 8n--3 die gewohnlichen complexen Zahlen,
so miissen bei denen 7n-2,4, zu welchen wir jelzt ibergehen, complexe
Zahlen von einer anderen Art zum Grunde gelegt werden. Fir jene ist die Form
«-}-0* nur dann durch ¢ theilbar, wenn « und & beide mit ¢ aufgehen; den
neuen complexen Zahlen mufs in derselben Weise eine Normalform entsprechen,
unter deren Nichitheiler die Primzahlen ¢ = 7n-}-2 und ¢ =7n-44 gehoren.
Es giebt mannigfache Arten solcher complexen Zahlen; wesentlich ist, dafs
dieselben dreigliedrig, also von der Form x4+ ymn,-F27, sein missen, weil
die Anzahl der Glieder eines vollstindigen Restensystems solcher complexen
Zahlen (mod. ¢) dann =1 (mod. 7) wird; ferner ist erforderlich, dafs %, #;
und 7,7, sich linear in 7, und 7, ausdriicken lassen, und dafs man aus der
Theilbarkeit des Productes zweier solchen complexen Zahlen durch den Modul ¢
auf die Theilbarkeit der Factoren mufs schliefsen konnen. Am bequemsten
sind jedoch und ereignen sich am besten fiir die folgenden Untersuchungen die-
jenigen complexen Zahlen, auf welche ich in meiner Ahhandlung iber die
cubischen Formen mit drei Variabeln gefiihrt wurde.

Es sei C eine siebenle und ¢ eine dritte primitive Wurzel der Einheit,

also if_j =0, ¢°f¢-+1=0. Man bilde die 3 zweigliedrigen Perioden aus

7ten Wurzeln der Einheit 4-0°=P,, &*-}0* = P,, *+4(*= P;; auch kann
man noch P,= P}, P,—=P,, P,— P,, P,—P,, u.s. w. einfiihren. Die zu
betrachtenden complexen Zahlen werden nun von folgender Form angenommen:
o+ (y+20) (PrtoPot o*Py) +(y +29)(Pi+ 0Pt o P)y=a+ ym-t2zn,
wo x, y, % irgend drei gewohnliche reelle ganze Zahlen vorstellen; hier-
bei ist, wegen ¢+¢* = ¢"fo¢*= —1: n=2P,—P,— P, =3P, |1,
1y = —P,+2P,— P; = 3P,4-1, also enthalten die complexen Zahlen die
Cubikwurzeln der Einheit eigentlich nur scheinbar und bestehen in der That
einzig aus den zweigliedrigen Perioden P,, P,, P;, sind jedoch nicht mit den
direct aus diesen Perioden zusammengesetzten complexen Zahlen von der Form

3
x-+yP,+z P, zu verwechseln; ferner ist P,+-oP,+ 0’ P;=y(7(2+30¢)),
Crelle’s Journal f. d. M. Bd, XXXVII. Heft 2. 15
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p, - 92P2—|-9P3:—.;/(7 (243¢%), das Product beider Cubikwurzeln ist = 7;
durch #,, 73, 74, .... werden die Werthe bezeichnet, in welche 7, ibergeht,
wenn in 7, statt § nach und nach 2%, 2°, %, u. s. w. gesetzt werden; man hat dann
Na==T]5y N ="y T6="1y Ne==11y WS Woy 1+ 7=3(Py 4 P, Py;)-3
=0, 9l =n,,+qE, 1) ="n.,-}¢H', wo E und E' ganze complexe Zahlen
aus 7, und 7, sind. Die complexe Zahl x4 y#,+ 275, werde in ihrer Ab-
hingigkeit von  durch F'({) bezeichnet, so dafs allgemein
Fu) = x4} y(1+3u+3u’) 42143430 ist.
Setzt man 2-}-39=p,, 2-+30*=p,, p=7, so ist
3

F&) = FE&) = a+(r+2Y )+ + 201 pp),

FE©) = FE) = 2+ +2e)e Y pp)+(r-+20) e (o),

F@) = F&) = a+(+3e)eirpd+(r-F20)e (o).
Das Product F'({) F(C*) F'(L?) ist einer aus x, y, = zusammengesetzien homo-
genen Form dritten Grades mit reellen ganzen Coéfficienten gleich, némlich
= 2* L pp.(y 20" +-pp (y + 20 —3p @ (y420°)(y-} 20), und diese Form
kann durch eine Primzahl ¢=7n--2 oder ¢="7n--4 nur dann theilbar
sein, wenn x, y, = es alle drei sind, also wenn F'({) durch ¢ theilbar ist;
denn die Divisoren jener Form sind, wie z. B. aus meiner Abhandlung iber die
cubischen Formen mit drei Variabeln erhellet, die cubischen Reste zu 7, also die
Primzahlen Yn+1. Wenn zwei solche complexe Zahlen, wie wir sie hier
betrachten, F'(C) und F'(L), beide nicht durch ¢ theilbar sind, so kann auch
ihr Product nicht durch ¢ theilbar sein; denn wire dies der Fall und hitte
man K (&) F'({)= 0 (mod. ¢), so wire auch, indem man mit ¥'(*) F({’) mul-
tiplicirt und F'(5) F(8*) F(5%) = ¢ setzt, ¢.F'({)=0; also wiren die mit ¢
multiplicirten Coéfficienten von F' (L) durch ¢ theilbar: da aber ¢ ganz reell und
nicht durch ¢ theilbar und ¢ eine Primzahl ist, so miifsten die drei Coéfficien—
ten von F'({), also F'({) selbst, =0 (mod. ¢) sein; gegen die Annahme.
Da der analoge Satz bei den reellen Zahlen die Grundlage aller Untersuchungen
iiber Congruenzen bildet, so lassen sich fiir die hier vorkommenden complexen
Zahlen F'(C) in Beziehung auf den Modul ¢ dieselben Behauptungen aufstellen,
wie fir reelle Zahlen. Ein vollstindiges Restensystem (mod.¢) umfafst ¢°
complexe Zahlen, welche man erhalt, wenn man die drei Coéfficienten x, y,
alle unter einander incongruenten Zahlen (mod. ¢) durchlaufen lifst; bei einem
reducirten Restensystem, welches ¢* —1 Glieder enthilt, wird die Combination
x=0, y=0, =0 ausgeschlossen. Multiplicirt man alle Glieder eines
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solchen reducirten Restensystems mit einer bestimmten, nicht durch ¢ theilba-
ren complexen Zahl F'({), so werden die Vielfachen wieder ein reducirtes
Restensystem bilden; das Product aller Viellachen ist == dem Producte aller
Reste, und wenn man auf beiden Seiten mit dem Producte aller Reste dividirt,
so erhilt man F'()”"~'=1 (mod. ¢). Man hat ferner, nach einem jetat allge-
mein bekannten Princip, K&)' =F("), F("=F (") = F("), FE)
= ({7 = F((”) = F () (mod. ¢), und hieraus wiederum F({)9"~'=1,
wenn F'(C) nicht durch ¢ theilbar ist. F'(C), F'(L7), F'(L7) fallen resp. mit F((),
F(&?), F(C°) oder resp. mit F'(0), F(C°), F((*) zusammen, je nachdem
q=2 oder ¢=4 (mod.7) ist. Wenn in der Folge von complexen Zahlen
ohne weitere Bemerkung die Rede ist, so sind immer solche von der Form
- ymn-}-2n, zu verstehen; ¢ ist slels eine reelle ungerade Primzahl von der
Form 7n--2 oder 7n-}-4.

Da ¢=1 (wod.7), also 7 ein Theiler von ¢°—1 ist, so lafst sich
leicht beweisen (wie bei den reellen Zahlen), dafs die Congruenz f7=1 (mod. ¢),
aufser der Wurzel f=1 noch sechs andere complexe Zahlen zu Wurzeln
hat; es sei f eine dieser letzteren®). Setzt man ¢’ —1="Te, so ist &k’
=1 (mod. ¢) fir jede nicht durch ¢ theilbare complexe Zahl £: demnach ist
k¢ einer Potenz von f congruent, und da es nur 7 incongruente Potenzen von
[ giebt, so theilen sich hiernach alle ¢*—1 Glieder k& eines reducirten Resten-
systems in 7 Classen. Die erste Classe enthilt diejenigen A, fir welche
kf=1; die zweile Classe diejenigen, fir welche k= [, u. s. w.; endlich
die siebente Classe enthilt diejenigen %, fir welche £°==f° (mod. ¢) ist.
Durch das Symbol [£] sei eine Potenz von { bezeichnet, und zwar mit dem
Exponenten derjenigen Potenz von f, welcher A° congruent ist, so dafs
[k} =1, wemn k°=1, [k]=1C, wenn k°=f, u.s. w., [k]=2C", wenn
k? = f° (mod. ¢); beiliufig bemerke man, dafsdiejenigen &, fir welche [k]=1
ist, die 7ten Potenzreste (mod. ¢) unter den complexen Zahlen sind. Fir diese
Symbole gelten nun wieder dieselben oder die analogen Relationen, wie fiir
die in den vorhergehenden Paragraphen vorkommenden Symbole, namlich [A][¢]
— [k}, [KI'=[F), [K]=[K], wemn k=K (mod.q), [F]=[k] =1,
[k) = [k)”, [F"] =[F"], wenn v =1+ (mod. 7); ferner [F'({)]?=[F'(L")],

*) Es bedarf kaum einer besonderen Erwihnung, dafs fir f nicht { genommen
werden darf, eben so wenig wie in §.1. w fir f, da hier nur von complexen Zahlen
aus zweigliedrigen Perioden und nicht von solchen die Rede ist, dic iiberhaupt aus 7ten
Wurzeln der Einheit bestehen.

15*
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[F(C)]"=[F(C")], [F()]” =[F()]. Wenn F({) einer reellen ganzen Zahl «
gleich ist, so hat man F'({7) = F'({), also [a]?=[«], [a]"" =1, also [¢]=1,
wemn ¢="{7n-|2, [a’=1, wenn ¢==Tn-44; aus [a¢]’=1 folgt aber,
wenn man auf beiden Seiten zur Sten Potenz erhebt [a]® = [¢] =1, also ist
in beiden Fillen [¢] =1, wenn «a eine reelle ganze Zahl ist; diese letziere
Bemerkung wird im folgenden Paragraphen namentlich angewandt werden.

Drei complexe Zahlen, wie F'(§), F(C*) und F'(Z*), mit denen resp.
K%, (), F(G* ibereinstimmen, heifsen conjugirt. Da aus der Congruenz
zweier complexen Zahlen die Congruenz ihrer conjugirten Zahlen folgt, so ist
es erlaubt, slait aller Glieder eines reducirten Restensystems deren conjugirte
Werthe zu setzen; d. h., wenn F'({) ein reducirtes Restensystem durchlauft,
so werden K'(G*), so wie F'(C*), also auch F'({%), F'($7°) ein solches durch-
laufen. Noch einige andere Sitze, welche nachstehend benutzt werden, sind
so evident, dafs es unnothig wire, uns bei denselben aufzuhalten.

S. 8.

Den Summen in §. 2. analog betrachten wir hier die Summen S, ;
== Z[k]"[K']™", in denen » irgend eine, nicht durch 7 theilbare reelle ganze Zahl,
also z. B. eine der sechs Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6 vorstellt; die Summation
bezieht sich auf & und &', welche beide ein reducirtes complexes Restensystem
(mod. ¢) durchlaufen und dabei der Bedingung &k 4-&'=14-an, - 37, (mod. ¢)
unterworfen werden, wo « und /3 irgend zwei gegebene reelle ganze Zahlen sind.
Setzt man, wie in §.2, A= Kk'l, so ergiebt sich S'= =[] [k ==[I],
mit der Bedingung &' (!4+1)=1+}an+[Sn,, wo k' und / reducirte Resten~-
systeme durchlaufen; der letzteren Bedingung A'({+1) = 1+ an, 4By, ge-
niigend entspricht jedem Werthe von ! ein und nur ein Werth von 4, mit
Ausnahme von /= —1, fir welchen Werth von ! die Bedingung uberhaupt
nicht erfillbar ist. Da nun &' in dem allgemeinen Gliede der Summe nicht mehr
vorkommt, so erhdlt man §=Z=[I]"—[—1], wo sich die Summation auf
alle Glieder / eines reducirten Restensystems bezieht, ohne dafs weiter irgend
eine Beschrankung Statt finde. Da » der Voraussetzung nach nicht durch 7
theilbar ist, so hat man S[I]'=e(1+C-+}....4 % =0, und da —1 eine
reelle ganze Zahl ist, [—1]=1, folglich S, ;= —1, fiir jeden Werth von
o und f3.

Die Anzahl der Combinationen aller incongruenten Werthe von o und /3
ist ¢*; demnach die Summe aller S, ;, wenn fir «, /3 alle diese Combinationen
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gesetzt werden =— — ¢*; man kann z. B. o alle Zahlen 0, 1, 2, .... ¢—1
und, davon unabhiingig, (3 ebenfalls alle diese Zahlen durchlaufen lassen.

Andrerseits verwandelt sich, wenn o und 3 aus gegebenen oder ste-
henden Werthen in laufende Werthe ibergehen, die Bedingungscongruenz
k+FE =1+ an-}Bn in die einfachere Bedingung, dafs die Summe der bei-
den ersten Theile von & und von &' der Einheit congruent sein soll, oder wenn
man k=x-tyn +2mn, K=o +y'n-|2'n setat, in x42" =1 (mod. ¢);
es ist daher —¢*® = =[k]"[K']™”, mit der Bedingung x--a'=1. Es sei
diese neue Summe, welche als der Complex aller ¢* verschiedenen S, ; er-
scheint, =— T. ‘

Da in der Bedingungscongruenz, welche fir 7' Stait findet, y, 2, y’
und 2’ nicht vorkommen, so zerfillt jeder Theil von 7', welcher einem ste-
henden Werthe von « und einem dazugehiorigen von a' entspricht, in das
Product zweier Summen X[k]” X =[k']™”, deren eine sich auf y und 2, die
andere auf y’ und 2’ bezieht. Wenn die stehenden Werthe von « und a'
beide von O verschieden sind, so ist es erlaubt, xy, 2 an die Stelle von y
resp. = und 2'y’, «'2’ an die Stelle von y' resp. 2’ zu setzen; hierdurch geht
[£] in [][1+ym+t 2], so wie [K'] in [2'][14-y'n,+=',] Gber. Da nun
[2] =[2'] =1 ist, so wird dieser Theil von T, welcher dem stehenden Wer-
thenpaare -, 2’ enispricht, = Z[1 Ly 4 2n]” X Z[14y' 7, +2"9,]™, also
von x und 2’ unabhingig. In der zweiten Summe kann man auch die Accente
von y und = weglassen, da die accentuirten mit den nichtaccentuirten Buch-
staben nicht mehr in derselben Summe gemischt vorkommen, und diese diesel-
ben Werthe wie jene durchlaufen. Die zusammengehorigen Werthe von = und
z', deren Summe = 1 (mod. ¢) ist, sind, wenn keiner von beiden = 0 (mod. ¢)
sein soll, folgende: 2, ¢ —1; 3, ¢—2; 4, ¢—3; u.s. w. bis ¢—1,2;
der Anzahl nach ¢ —2; und da die ihnen entsprechenden Theile von T' alle
einander gleich gefunden worden sind, so ist derjenige Theil von T, fiir
welchen tuberhaupt weder = noch &' =0 ist, und welcher mit U bezeichnet
sein mag,

U= (g—=2)=U+ymtzn] [ +yn+zn]™

Es bleibt noch der der Combination =0, &' =1 und der der Combi-
nation =1, '=0 entsprechende Theil von T'; diese beiden Theile von T'
seien durch ¥ und W bezeichnet, so dafs T'== U+ V4| W. Man findet dann

V= Z(yn+znl"Z[1+y'nt2'n]7,
W = Z[+ym+2nl Zly'n+2' %]



118 7. Eisenstein, sur Theorie der Primzahlen 8n+3, Tn+42 und Tni-4.

In V ist unter den Werthen von y und 2, in W unter denen von y' und 2’ die
Combination 0, 0 auszuschliefsen. Um V¥ und W auf die bequemste Weise mit U
vereinigen zu kénnen, betrachte man die Summe =[A) = X[z -}y, 4 2 5.),
in welcher & ohne alle Beschrinkung die simmilichen ¢°—1 Glieder eines
complexen reducirten Restensystems (mod. ¢) durchlduft, also 2, y, < die
Zahlen 0, 1, 2, .... ¢ —1, oder die ihnen congruenten, mit Ausschlufs der
Combination x=0, y=0, 2=0, durchlaufen. Diese Summe, welche ver-
schwindet, da sie = e(1-}04-....4C% ist, zerfallt in die beiden Theile
Z[ym+ sl +Zle+ym-tznp)” = 0,
wo im ersten Theile die Combination y=0, 2 =0, im zweiten der Werth
@ =0 auszuschliefsen ist. Setzt man, was im zweiten Theil erlaubt ist, zvy,
xz an die Stelle von y resp. 2, so geht [x -}y #,--2n] in [][1 4y +<7.]
iber; da nun [£]=1 und ¢ —1 die Anzahl der Werthe von x ist, so wird
der zweite Theil = (¢ —1)=[14 yn,-+27,]"; der erste Theil, welcher hier-
nach = — (¢ —1)=[1 -} yn, -} 29,]” ist, stimmt mit dem ersten Factor von V
iiberein und geht in den zweiten Factor von W iiber, wenn —» statt » ge-
selzt wird; ¥V und W reduciren sich demnach auf den gemeinschaftlichen
Werth V=W = —(¢—1)Z[1 +yn+2n]-Z[1+yn -+ 2n]™", niamlich
auf das — (¢ —1)fache desselben Products, dessen g — 2faches den Werth von
U giebt. Zieht man jetzt die Werthe von U, ¥V und W zusammen, indem man
erwagt, dafs ¢ —2 — (¢ —1) — (¢ —1) = —g¢q, so wird T'= dem — ¢fachen
jenes Products, und da andrerseits T'= — ¢ gefunden wurde, so erhilt man
1) g = Z+ymtzn)-ZA+yntsn]™
als Endresultat der Betrachtungen dieses Paragraphen.

§. 9.

Selzt man 1y, -+2n, = F (), so bezeichnet F'({) die Gesammtheit
aller Glieder eines Restensystems (mod. ¢) von complexen Zahlen, deren
erster Bestandtheil = 1 (mod. ¢) ist; dieselben Glieder oder ihnen congruente
sind auch durch F'({“) bezeichnet, wenn p irgend eine nicht durch 7 theil-
bare reclle ganze Zahl ist; denn incongruenten Werthen von F'({) entsprechen
ebenfalls incongruente Werthe von F'(¢#), und der erste Bestandtheil in F'(C*)
fallt mit dem ersten Bestandtheil von F'(C) zusammen; denn es ist 1y, 4-27,
=1—2m+(y—2)m, 1+yntsn=14+(E—y)n—ymn u.s w., wenn
man vermittels 7,-+7,-}7, = 0 und der ibrigen Relationen zwischen den
verschiedenen 7 alle hier vorkommenden Functionen von £, so oft es angeht,
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auf die Form a--b7,-+ ¢, bringt; der Werth von @ wird ihr erster Bestand-
theil genannt. Hieraus folgt Z[F(£*)]” = =[F(()]” fir jeden nicht durch
7 theilbaren Werth von u. Wir wenden diese Bemerkung namentlich auf den
Fall an, wo u=—g¢q oder ¢ ist. Da F'(C)7==F((9), so hat man [F(C))
=[F(£9)], also Z[F({))?= X[F({)])", was sich nach der vorhergehenden
Bemerkung auf =[F'(C)]” reducirt; in édhnlicher Weise findet man =[F(C)]'?"
= Z[F (")) = =[F'(&)]. Der Werth der Summen von der Form =[F({)}"
= X[14-yn,42,]” bleibt demnach ungeindert, wenn man ¢» oder ¢°» an
die Stelle des Exponenten » setzt. Es mag nun ¢=2 oder =4 (mod. 7)
sein, so sind immer die drei Zahlen », ¢ und ¢*v den drei Zahlen 1, 2, 4
oder den drei Zahlen 3, 5, 6 in irgend einer Reihenfolge (mod.7) congruent:
erstere sind die quadratischen Reste, letztere die Nichtreste (mod. 7); die obigen
Summen =[F(C)]” = =[1-}yn,+2n,]” haben daher fir alle sechs Werthe
von v nur zwei verschiedene Werthe, niimlich einen gemeinschaftlichen Werth
fir v=1, 2, 4 und einen zweiten gemeinschaftlichen Werth fiicr v =3, 5, 6,
Wenn endlich » durch 7 theilbar ist, so erhdlt man eine Summe von ¢* Ein-
heiten ; fiir solche Werthe von » ist also der Werth der obigen Summen = ¢*.

Es sei 0, die Anzahl der Werthe von y und 2, fir welche [F'(0)]==1,
d. h. F(C)=1 ist, o, die Anzahl der Werthe von y und 2, fir welche
[F(&)]=C, d. h. F()*=={ ist, u. s.w., endlich o; die Anzahl der Werthe
von y und =, fir welche [F(5)] =10, d. h. F'(£)* == f° (mod. ¢) ist. Selzl
man allgemein fiir jedes beliebige wu,

o)-Fout-ou ... Hout = ¢(u),

so ist =[F ()] = ¢ (&) fir jeden Werth von v. Das Resultat des vorigen
Paragraphen lifst sich dann wie folgt schreiben:

R) ¢=9E)9E™;

fir jeden nicht durch 7 theilbaren Werth von ». Nach dem, was wir vorhin
gefunden haben, ist ¢(8) =) =¢ (L"), ¢(&)=¢ (") = ¢ (&) und ¢(1)
== ¢’ hieraus folgt unmittelbar 0, == 0, = 0,, 0; = 0; == 0, und dafs die Summe
aller sieben o gleich ¢* ist. Setzt man demnach der Kiirze wegen die drei-
gliedrigen Perioden {+4+C°4-0*= 9, §3-4-L°+4 (%=1, so nehmen die com-
plexen Zahlen ¢, welche aus siebenten Wurzeln der Einheit zusammengesetzt
sind, die einfachere Form

P (&)

95 =

I

‘b‘b

= (p(é*\ = (f()_{' GIJ—T 03!‘)'

P(E?)
(g ) = (P(gﬁ) U(;“]“UL‘9" 1‘%
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an, wihrend allgemein ¢ (4) = 0,40, (¥4 4’ u*) -0, (4° 4 w* - °) ist; fer-
ner ist 6,+3 0,430, = ¢

‘Bekannilich ist 99 = —1, $—% =y—7, und zwar 9—9
=-}éy7, wenn {=rcos}n-isin}n genommen wird. Mittels dieser beiden
Gleichungen kann man & und 9’ aus den Werthen von ¢(5) und ¢ (§°) eli-
miniren. Seizt man ¢,— }(0,-}+0;) = A und }(0,—o0;) = B, so ergiebt sich

96 = 9 = ¢(£") = A+ By-1,
9 = ¢) = 9(") = A—By—T7;
demnach wird aus (2.):
R) ¢=A+By-1)(A—By—-7) = 4478,
wodurch die Zerfillbarkeit von ¢ in die Form 4°4-7B* a priori dargethan
ist und die Elemente der Zerfillung selbst bestimmt sind.

Es bleibt noch nachzuweisen, dafs 4 und B ganze Zahlen sind. Sicher
sind 24 =20,— 0, — o; und 2 B = 0,— 0, ganze Zahlen; setlzt man 2 A=A’
RB=DN', so wird 49g=A"17B" und da ¢ ungerade ist, so hat man
nach dem (mod.8) 4¢=4, 4= A"47B”* = A” — B"”. Zunichst miissen
also 4' und B' entweder beide gerade oder beide ungerade sein, weil sonst
die Differenz ihrer Quadrate ungerade wire: es konnen aber auch nicht A’
und B’ beide ungerade sein, denn in diesem Falle wire A”=1, B”* =1,
also A”—B” =0 (mod.8), wihrend A4”— B"” = 4 (mod. 8) sein soll:
es sind also nothwendig A’ und B’ beide gerade und demnach 4 und B
ganze Zahlen.

Die Gleichung 6,43 0, 3 0; = ¢*, welche ausdriickt, dafs die Summe
aller o gleich ¢* ist, erhilt eine besondere Wichtigkeit, wenn es sich darum
handelt, das Vorzeichen zu bestimmen, mit welchem der Werth von 4 in
der Zerfillung A*-+7B” aus den hier angestellten Betrachtungen hervorgeht.
Behandelt man jene Gleichung als Congruenz nach (mod. 7), so hat man durch
Multiplication mit 2, und wenn man —1 statt 6 schreibt, 20, — 0, — 0, =2¢*
(mod. 7), d. h. mit Beriicksichtigung des obigen Werthes von 4, 24=2¢*,

==¢* (mod. 7). Wenn also ¢ ="7n-|-2, so ist A=4, .1 wenn ¢="T7n--4,
so ist A=16=2 (mod. 7). Es konnte auf den ersten Anblick befremden,
dafs von den sechs Resten, welche tberhaupt eine nicht durch 7 theilbare
Zahl (mod. 7) lassen kann, jedesmal nur einer derselben zur Bestimmung
von A auftritt; aber es ist zu bedenken, dafs das Quadrat von 4 schon @
priori nach dem Modul 7 beslimmt ist, indem aus der Gleichung ¢ — 4*-|-7 B*
die Congruenz A’=¢ (mod. 7) folgt; fir ¢="T7n-42 kann also iiberhaupt
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nur A=+4 und fir ¢="T7n-44 kann iberbaupt nur A=+ 2 (mod. 7)
sein. Das vorhin gefundene Resultat lehrt nun, dafs, wenn man A4 nach der
Methode dieses Paragraphen beslimmt, in den eben geschriebenen Congruenzen
nicht das untere, sondern stets das obere Zeichen genommen werden mufs;
fir ¢g="T7n--2 wird sich demnach A als positiv oder negativ ergeben, je
nachdem es, abgesehn vom Zeichen, =4 oder =3 (mod. 7) ist, und fir
¢ —=—"T"n-+4 wird sich 4 mit positivem oder negativem Zeichen ergeben, je
nachdem es, abgesehn vom Zeichen, =2 oder =5 (mod. 7) ist.

Ich verweile nicht bei Bemerkungen, welche denen in der zweiten
Hilfte des §. 4. analog sind, sondern gehe zu der Bestimmung von A durch '
eine einfache Congruenz (mod. ¢) iber.

§. 10.

Da sich nach den zwischen den sieben Anzahlen o gefundenen Rela-
tionen ¢(u) fir jeden Werth von = auf 0,4 o, (u-} o u?)4-05(0® 4 w° |- )
reducirt, so hat man, mit Ricksicht auf die Congruenz f’=1 (mod. ¢):

o) (") = o(f*) = U«)‘l"019+”30',
o) = ¢o(f*) = ¢(f°) = 0,+0,0'+ 0,0 (mod. ),
wenn der Kiirze wegen
[P+ =0, Pr4r =0
gesetzt wird. Es zeigt sich leicht, dals 6-0'=—1 und (0 — 0y = —7
(mod. ¢) ist; es ist also @ — O eine Wurzel der Congruenz v* = —7 (mod. ¢).
Mittels der im vorigen Paragraphen gefundenen Werthe von 4 und B er-
hilt man demnach
o(f) = A+Bv, ¢(f’) = A—Bv, also
24 = o(N)+9(*), 2Bv= o(f)—o(f)
Ubrigens wird zur Ableitung . des hier besonders wichtigen Resultats 2.4
=¢(f)+ ¢(f*) die Kenntnifs der Congruenz (0 — 0')* = —7 nicht erfordert,
sondern man reicht schon mit @4 @ = —1 aus, denn durch Addition der
obigen Congruenzen erhilt man ¢(f)4 ¢ (f°)=20,40,(0-+}0)+0;,(0'}0)
=20,—0,—0;==2A4. Es kommt jetzt auf die Bestimmung von ¢(f) und
9(f*) (mod. ¢) an,
Setzt man wiederum 1+ y#, -} 29, = F({), so ist
SFCY =0y+0,f"F0,f"+....+af"=o{"),
wie aus der Bedeutung von o,, 0, u. s. w. hervorgeht; man kann also ¢(f”)
durch die Summe =F(J)° ersetzen.
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXVIL Heft 2. 16
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Der Grad des allgemeinen Gliedes dieser Summe in Bezug auf y und =
ist ve=3}(¢’>—1)»; um diesen Grad moglichst zu erniedrigen, ordne man »e
nach Potenzen von ¢, deren Coéfficienten nicht negative ganze Zahlen <C ¢ sind,
ve=a-[q-+y¢’, so dafs gewissermafsen 3« die Ziffern von »e in einem
Zahlensystem mit der Basis ¢ sind. Wenn man nun F'({%) fir F'({)? und
F(C7) fie F'(£)?" substituirt und noch der Kiirze wegen F'(5) =1+ yn,+ 27,
=k, F()=1+yn,+am,=K, FC")=1-+yng-F2m, =~k setst, so
erhalt man

F &y = F ()Pt = kKK, also
SR Q) = o(f") = ZkKFE'Y (mod. ¢).

Wenn in Bezug auf eine ganze Function y(y, 2) von zwei Variabeln
y und 2, als allgemeines Glied die doppelte Summation iber alle Werthe von
y und 2 aus der Reihe 0, 1, 2, 3, .... ¢—1 ausgefihrt werden soll und
der Rest der Doppelsumme (mod. ¢) gesucht wird, so braucht man nur die-
jenigen Terme der ganzen Function w(y, 2) beizubehalten, in welchen so-
wohl der Exponent von y als der Exponent von 2 durch ¢—1 theilbar ist,
ohne Null zu sein: denn es ist TZy“ 2= Zy# Z2* durch ¢ theilbar, so
oft einer der beiden Exponenten u oder u' (oder gar beide) nicht durch
¢ —1 theilbar ist; auch dann, wenn einer der beiden Exponenten =0 ist;
dagegen wenn & und g’ positiv und beide durch ¢ —1 theilbar sind, so ist
Syt at'=(g—1)(¢—1)=+1(mod. ¢); und daher ist iaberhaupt Z'y(y, 2)=
der Summe aller derjenigen Coéfficienten in v (y, 2), fir welche der Expo-
nent der zugehorigen Potenz von y sowohl, als auch der von 2, >0 und=0
(mod. ¢ —1) ist, d. h. Ty (y, 2)= der Summe der Coéfficienten von

yi=lgi=l  y2q-Dge-l  NgD el a26-D 20Dy, g, w.
in w(y,2)*). Diese Terme sind von der Ordnung 2(¢y—1), oder von hé-
herer Ordnung; wenn nun der Grad von ¥(y, 2) noch unter 2(g—1) liegt,
so ist Zy(y,2)=0 (mod. ¢). Dieser letztere Fall findet fiir unsere obigen
Summen Statt, wenn a3y <2(¢g—1) ist.

Die Werthe von «, (3, y werden auf folgende Weise gefunden. Setzt
man »=1v'¢q, v'=+"q (mod. 7), woraus wiederum »"=w¢ (mod.7) folgt,
und nimmt hierbei », »/, »" alle drei <Z7 an, so hat man

For@—1) = @ —rg) + 10 g—r) = ¢ rvf—o) -+ 1 g—),
g =) = og =" +10"g—r) = ¢+ g =)+ 1079 —7),

I

%) Ahnliches fiir ganze Functionen von » Variabeln bei nfacher Summation.
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demnach ¢ =1('¢—»), f=3("q—7"), y=21(v¢g—"); bildet man nun
die Summe o3+ y, auf welche es hier besonders ankommt, so erhilt man
b By = HO )= ) = Ho b F ) (g —1). Wie
man sieht, sind », ', " entweder die drei quadratischen Reste (mod. 7), oder
die drei quadratischen Nichtreste <C 7, in irgend einer Reihenfolge; die Summe
der Reste 1+2-44 ist 7, die Summe der Nichtreste 356 =14, daher
o+ B+4y=¢g—1 oder =2(¢—1), je nachdem » quadratischer Rest oder
Nichtrest (mod. 7) ist. In Verbindung mit den obigen Betrachtungen folgt hier-
aus, dafs ¢(f), @(f*) und ¢(f*) alle drei durch ¢ theilbar sind; fir die drei
iibrigen Werthe von » wird ¢(f”) = dem Coéfficienten von y9—'27~' in
k*k'PK"". Man konnte nun diesen Coéfficienten suchen; aber man stofst hier—
bei auf Schwierigkeiten, indem die Masse von Gliedern, aus welchen er be-
steht, so viel ich sehe, keiner einfachen Summation fihig ist; auch will ich
den Leser nicht durch Aufzihlung der vergeblichen Versuche ermiiden, welche
ich zur Auffindung eines einfachen Ausdrucks fir den in Rede stehenden Coéf-
ficienten angestellt habe, sondern gehe zu einer andern Methode iiber, durch
welche diese Schwierigkeit, wenn nicht iberwunden, so doch umgangen wird.
Es hat auch ibrigens nichts Uberraschendes, dafs ein Ausdruck, welcher an
sich nicht einfach dargestelll werden kann, einen Rest (mod. ¢) giebt, der
allerdings auf anderem Wege eine einfache Darstellung zulifst.

§. 11.

Eliminirt man aus den drei Congruenzen
=1+ymt2mn, KF=14yn+23n, =11yt
die beiden Variabeln y und %, so erhilt man eine linedre Relation zwischen £,
k' und £"; namlich k- k' 4 k" =3, vermoge welcher k" =3 — &k — k' (mod. ¢)
gesetzt werden kann, indem 7,7, 475 =0+ Mag + Ty =M+ F =10
ist. Hiernach wird Sk kPK'Y = Zk*K'*(3 —k—k')y = 8. Entwickelt man
(3 — k—K')" nach Potenzen von & und &' und setzt irgend einen Term dieser
Entwickelung = 4-k°k'*, wo also J und ¢ beide nicht negativ sind und ihre
Summe 04-&¢=_y ist, so besteht die Summe S aus lauter Termen von der
Form A.Xk*+’k'P+¢, Ich behaupte nun, dafs von allen diesen Termen, deren
Inbegriff durch 4-T' bezeichnet sein mag, so dafs T — Skt KP+e, nur der-
jenige beizubehalten ist, fir welchen o+ Jd=¢ —1 und zugleich # 4 e=¢—1,
indem fiir alle ibrigen I'=0 (mod. ¢) ist. Wenn zuerst (¢--0)-(5+}¢)<2(¢g—1)
ist, so hat man nach dem Obigen sofort 7'= 0 (mod. ¢); die Summe beider
16 *
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Exponenten o-dJ und 3-}& kann nie grofser als 2(¢ — 1) werden, denn
J+e=y giebt a4 043+ ¢= a4 B4y, welches letztere, wie wir gesehen
haben, nur ==¢—1 oder =2(g —1); es bleibt also nur noch der Fall zu
betrachten, wenn die Summe beider Exponenten =2 (¢ —1) ist; was dann
Statt finden kann, wenn o-}p34-y==2(¢—1) ist, also fir »=38,5,6. In
diesem Falle sind die folgenden drei Annahmen moglich: 1) ¢+d >¢—1,
Bre<<g—1, 2 atd<<g—1, B+e>qg—1, 3) a}d=¢—1, B}«
=g¢—1. Fir die erste Annahme selze man o4-J =¢ -}z, fir die zweile
B+e=¢q+=, wo 0=x < gq; im ersten Falle hat man k**d = k"9 = K"K/,
also T'= Zk*k'’***'; hier ist die Summe der Exponenlen » und 3|41
wiederum <2(¢—1), also T'=0, denn offenbar ist ¢4J < 2(g—1), also
2<q—2, ferner 8 |-e4-1<Cgq, folglich x4} p3-}t¢}+1<2¢—2. Imzweiten
Falle, wenn 8-} &= g-+x>¢—1, hat man K'f+e=k"k", T'= kK" k",
und hier ist ebenfalls die Summe der drei Exponenten o+ J, % und 1 kleiner
als 2(¢ —1), mithin T'=0. Es bleibt also schliefslich, wie oben behauptet,
der Werth von T' pur fiir die Combination ¢4d=¢—1, B-fe=¢—1 zu
betrachten und man hat
S = 4.3k K,
wo 4 den Coéfficienten von A%k'® = k9—'~<f's='-F in der Eniwicklung von
(3 —k—FX')r bedeutet, wahrend ¢+ 34 y=2(¢g—1), also
7= (g—1=o)4(g—1-5)

ist. Da das Glied, als dessen Coéfficient 4 erscheint, von der Ordnung ¥,
also von der Ordnung des zu entwickelnden Ausdruckes selbst ist, so braucht
man blofs (—k—AX&')" zu entwickeln und kann die Constante 3, welche blofs
in Gliedern niederer Ordnung vorkommt, weglassen; der binomische Satz giebt

dann d:(-—i)y(q——i——a){(!q——i—ﬁ)!’ wofir man auch «!3!y! setzen kann.

Es bleibt noch die Summe = A7~'A'9~ (mod. ¢) zu untersuchen. Der Coéfficient
von y9~t2971 in k7K'~ slimmt mit dem Coéfficienten desselben Potenzproducts in
(ymy+292)7 - (y1g +27mg)"" tberein; nun ist in Hinsicht auf die Coéfficienten

9,9 99
(rmpenym =ZIAZD

=Ty, =Y =y T e T ey T R T — ele
1 2

oo 27187 (mod. ¢), ebenso

(Y2 =y iy =y T N gy y TR T gy — 2T

folglich ist Zk7'k'"~'= dem Coéfficienten von y9~'27~' in dem Producte
der beiden eben geschriebenen Reihen, also
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ko1 fi!

= 77;1-1 . 7]3(;-1 -.‘_ nq—2 7 +T)q 77;711_2 + ,,]q—-S ,’72 nq 172 q—3 + + 773-1 77(/._1 . 171 ’hq ——1]2 "79 ,
7] 172(] 7727211

(N1 7eg — nmq)Zk"“k"’“ = nind,—nin) = nqmq — Ty My

nimlich k7= k'9-1=T1" " fir g="Tn-}2, und—‘"4 N fiie g=—="Tn--4,
MmN =, Ny — M, My
wenn man den Begriff der Congruenz auch auf Quotienten ausdehnen will, in

der Weise, dafs P= % nichts anderes bedeutet, als RP = Q; nur darf hier-

bei nicht B= 0 sein. Die eben gefundenen Ausdriicke vereinfachen sich, wenn
man bemerkt, dafs immer (¢-}0)*— (pa+0°0)(0*a+0b) = 2ab— (¢*+¢*) ab=3ab
fir irgend zwei Grofsen ¢ und & ist. Wenn nun von den drei Verbindungen 7,, 7., 7,
irgend eine derselben = a-}-b gesetzt wird, so sind die beiden andern von der
Form pa-} 06 und ¢*a+-¢b, wobei «b="17 ist; hiernach findet man 7;— 7,7,
=1 — M= — M7 = 3ab =21, demnach ist T k""" =1 (mod. ¢).

Endlich ergiebt sich also aus allen diesen Betrachtungen ¢(f")= S8
54_((’_1_‘:)‘,’(’”7_'_1_@, = !fly! (mod.q) far v=3, 5 oder 6, und
da oben fir 4 in der Darstelluing ¢ = A*47B* die Congruenz 24 =
¢(f)+ ¢ (f°) gefunden worden war, ¢(f) aber =0 ist, so hat man jetzt

— (=1)ry!

A= T agig—1—a)
tene Theorem in seiner definitiven Gestalt aufstellen zu konnen, mufs man
die Werthe von «, (3, 7 in der Entwickelung ve=ca-/3q-4y¢* fir irgend
einen der drei Werthe » =3, 5 oder 6 berechnen. Dies geschieht nach der
oben angegebenen Methode. Z. B. fir » =3 wird: 1) Wenn ¢ ="7n-2 ist,
2 =3,2V'=7 (mod. 7), v"=05,v"=6, vV§—v=5¢g—3="705n|1),
Vig—v'=6¢—5=T7(6n+|1), v§—1"'=3¢9—6=7.3n, also e=5n-1,
pf=6n+1, y=38n, g—1—0=2n, ¢g—1—f=mn; da ¢ ungerade, so
ist Tn=¢ —2, also 3n ebenfalls ungerade, daher (—1)' = (—1)"=—1,

und folglich 2AE-—(T2’—(3{%:—E—-3H(3"1—2 (2"-“)( od. ¢). Wenn 2) ¢

==7n-4, so hat man 4»' =3, 4" =+ (mod. 7) zu setzen, woraus »' =6,
V=5, Ta =vqg—r=06¢g—3="7(6n}3), 1=1+"g—V =5¢—6
=7(5n{2), Ty=vqg—v"'=3¢—5=T7(3n-41); n ist hier ebenfalls
ungerade, also y =3n-1 gerade; ferner ist ¢ —1—o =743 —(6n-|3)

=n, §—1—F=Tn-+3—(5n--2)=2n -1, folglich kommt A= ———"— Clh ok

w1 @Znt1)!
— BntD 3;‘(:;";1) 2nt+?) (mod. ¢). Diese Resultate konnen nun mit

(mod. ¢). Um das in dieser Congruenz enthal-




126 7. Eisenstein, zur Theorie der Primzahlen 8n-+3, Tn42 und Tn-}4.

den in §. 9 iber das Vorzeichen von 4 gemachten Bemerkungen zu den 'beiden
folgenden, wie ich glaube, ganz neuen Theoremen vereinigt werden.
»Setzt man fir eine ungerade Primzahl ¢ —=7n+2, ¢=A*4-7B> so

»wird A durch die Congruenz 2 4 = _3n (3"_11) (32'""3‘2) - @n 1) (mod. ¢)

pbestimmt, und es ergiebt sich aus dieser Congruenz der Werth von A mit
»positivem oder negativem Vorzeichen, je nachdem A4, selbst abgesehn vom
sZeichen, von der Form 7m--4 oder 7m 3 ist; die umgekehrte Regel gilt
fir Q4= 1 , 311(37»;——12) (2n+1) -

»Ist ¢ eine anzahl 7n—}—4 und wird ebenfalls ¢ = A*7B* ge-

»setzt, so hat man 2 A4 ___(3”-“)3;& (32";1) (2n+2) (mod. ¢), und hieraus

»wird A positiv oder negativ, je nachdem es, abgesehn vom Zeichen, die Form
wim-42 oder Vm+45 hat”

- Diese beiden Sitze vervollsiindigend, gesellt sich zu ihnen dasjenige
Theorem, welches Jucobi vor einer langen Reihe von Jahren schon im zweiten
Bande dieses Journals ohne Beweis publicirt hat; es betrifft die Primzahlen
7n-41 und lautet wie folgt:

»Wenn die Primzahl ¢ =7Tn+41 = A*4 7B’ ist, so ist

3n(3n—1 (2 1
”2AE n( ni 2) "‘I‘ ) ( mod. q)’

yund hieraus ergiebt sich 4=1 (mod. 7), so dafs A posiliv oder negativ
»sein wird, je nachdem sein absoluter Werth =1 oder =6 (mod. 7) ist.”

Von diesem lezteren Theoreme sehe ich mich veranlafst, meinen eige-
nen Beweis zuriickzuhalten, weil der Entdecker des Satzes denselben ebenfalls
bewiesen, seinen Beweis aber noch nicht publicirt hat.

Sonach kann man also fiir sammtliche Primzahlen ¢, ohne Ausnahme,
welche sich iberhaupt durch die Form A*-}-7B* darstellen lassen; den Werth
von A durch direcle Operationen bestimmen; und zwar ist, wenn die gefun-
denen Sitze kurz zusammengestellt werden:

g=Tnt1, 24= 3080 nCrtl) (og ¢y, A=1 (mod.);
3n(3n—~—1)

g—=17nt2, 24=228270 ‘2"+‘)(mod ¢, A=3 (wod. 7);

g="Tn+4, 24= (3”"_:).32".':."'(:"+2) (mod. ¢), A=2 (mod. 7).

———
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8.

Adnotationes ad seriem

:v(.r—{—i)' R w(:c—{-i)(m—}-Z). 3
yor 1" +y(y%-1>(y+2> v
(Auct. Dr. Schaeffer Berol.)

... in inf.

1ot

Seriem, quam hic perquirere conamur, in illa serie Gaussiana
a. a(e41). 1
1-{—1—’5&—[— (1j|'27)(yﬂ_i(_‘6;j— )-x2+.... etc
contineri, in aperto est. Sequimur autem, ad seriei naturam investigandam,
methodum satis obviam, seriei summam per integralia definita exprimendi,
horumque indolem perscrutandi. Tales quidem expressiones jam ab illustrissimis
geometris inventae sunt. Reperimus enim apud Eulerum (Inst. cale. int. I, 350)

hanc aequationem:

m. m(m-+n) i m(m+-n) (m+2n) ]
A+_ B+ () C+ (g An)(u+2n) D+ ete.

— i (A4 Ba' - Cat £ D o),

"'_ld.l‘ mtn—u
= f i o A—azmy "
a7

. . m ;
in qua si ponitur —=u, %:y, A=1, B=v, C=1*, D=1 elc.,

scribendo in integralibus 3 loco x, eruitur
x, zxt1) o x@t@4?)
ot oy Y T oo+ U T e
nx~1 .
= 51 ﬂnx—-ldﬂ /(1 ﬂﬂn)x—y+1(1 +vﬂ"+02[32" +‘U3ﬂ3"+ etc.)
A—pgr=r+

1 1 ﬂnx-—ldﬂ .
= [T g ) U=y d—vp)
A— Byt

Alque etiam apud Legendre (Exercices de calc. int. IV partie, 114) invenitur
haec relatio:
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/" xP—tdx
I—x)y (l—ax)
I'(p)I't—r)

7) \-n nn+1)  (1=r)(R—r)
r'ip+1— (H “ [1+1 p-—r+1 1—|—a+ 1.2 (p—rF)(p—r12) (H— +elc]

ex qua, posito n=1, l—r=x, p—ri{l=y, 1_‘;“:% nostra series
statim derivatur.
1. Ponatur
Lo ey = TS SO o SO v
hujusque seriei ii tantum valores hic considerentur, qui valoribus realibus quan-
titatum @, y, v respondeant. Ac primum quidem de convergentia seriei paucis
dijudicetur. At statim elucet, si y indicet zyphram aut quemlibet numerum
negativum integrum, terminos seriei fieri infinitos; si vero aut v==0, aut «
zyphra aut numerus negativus integer sit, seriem esse finitam. Deinde posito
4 — r(x+1).. (.z‘-l—n——‘l) o,
Ty e—1)

weininf.

erit
Lt — 2100, wnde fn (%) =,
Hine colligitur, si sit v.n.» <1, (v.n. v significat valorem numericum
quantitatis v) seriem convergere; sin v.n. v > 1, seriem divergere.
Porro si est v=—1, in serie a,-}a,-} a,-}- etc. signa terminorum,
saltem inde a certo termino, alternari facile intelligitur. At si est & >y, pro
valoribus satis magnis ipsius » erit @, —=1; hoc ergo casu series diverget.

. GBni1 Xr-t+n . - .
Si vero est x <y, ob ;: =—y-i+-n erit v.n. a,,, <<v.n.a,; itaque

nI=w
quoniam insuper esse lima, =0 constat, series ex theoremate noto converget
Denique ad perscrutandam seriei convergentiam eo casu, ubi est v =1,
sequamur methodum non ita directam. Est identice

1 1 r+m1
) T = yFe T OFmo ==t

1
et ey 1~{—:L'

—1 i 1

y—-.z‘—i ——1> € (4.), posito m=1,

T inde ex (4.), posito m =0,

x(x—f-i) x(aH)@4?) 1
Jr +y(y+i)+ yiy+1)  y—a—1’

}’_—--;:"—f etc.,
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. genera»liter y—1
y—a—1

. x x(x+H) x(x)..(w4r) | x(@H) ... (x4n—1) (@ +n) 1
=1+ +y(y+1)+ + (r+1)... (y-Lu—-i)+ (rH)e OFn—)  y—2—1

unde

1+£+ »T'(x+1)+ +.Z‘(.T+1 (.z‘—{—n—i)

y(r+1) y(y+1)....(yn—1)
_y=t =z ,(w+1)(x+2) (x+n),
y—r—1 y—ax—1  y(y+1).. y+n—i)

=2 (x +1)(x +2) .
Jam si est z+1>y, erit lim x'ﬁy)f;){' (y-gj:?) =o0, ideoque

series diverget; si est -1 =1y, series ipsa mutalur in hanc:
1 1 1 -
1+(}’—1)(7+m+;—+2+ in inf.);
ergo nisi est y =1, sive & =20, series diverget. Denique si est z-}1 <y,

=2 (g 4 ) (@ +2). ... (x4n) .
habetur llm Yo+ (y_’_"_i) =0, ideoque

xr x(x41) y—1
+y U y(y-HﬂL

y—.r—i

Ex quibus omnibus elucet, seriem propositam convergere, excepto eo
casu, ubi y zyphrae aut cuilibet numero negativo integro aequalis est,
1) si @ aut zyphra aut numerus negativus integer sit,
2) si v.n.v<<1, qualescunque sint = et y,
3) si v=—1, et simul <y,
4) si v=1, simulque 41 <y.
Ex deductione autem simul summa seriei pro v==1 innotuit; quae
quidem jam erat aperta (cf. v. c. Crelle Journal II, 36). Habemus igitur

2. vy, y,1) = ;—_9551:1-
Sponte ex serie demanant etiam hae relationes:
3. y(@, Y, 0) =
et si m zyphram aut quemlibet numerum positivam integrum exhibet,

e ] My M) m_ m(m—1).. ",
4. y(—my,v)=1 y +y(y+1) et =) y(y ). (J+m—1)

atque , 1
. 5  y(x,1,v) = ="

6. w(y,y,v) = 1i—'
Crlle’s Journal f. d. M. Bd. XXXVIL Heft 2. 17



130 8. Schacffer, adnotationes ad seriem1+= +’;§’;ii; v? ;((’;111))?; iﬁ; .. ininf.

2. Quum sit

x"l‘i (x4+1)(x+42) ,
w(x,y,v) = 1—}-—— <1+ +(y+1)(y+2)v—l—etc.>,

erit
x
. yxy,v) = 1'}'7”’:”(‘”"]'1’)"*‘17 v).
Eodem modo, si s numerum positivum integrum exhibet, invenitur

_J‘-'v-l‘.'l‘(‘r'*‘i)vz ' ”“+.T(.Z‘+1)....(.z'+m-—2) et

8. wyxyv) =1+

y oyt y(r+1)----(y+m-2)v
1)....
+ x(xih E;::__n”: vy (@ 4-m,y +m,v).
3. Sit ¢ quantitas positiva; tum —— inter O et 1 positum erit. Jam

Tte

si statuitur
py—l 1 n=wo

. i 0 xnI.l — . —x—n
¢© = =g v (@) = 51 2 Gmedte]

(accepta designatione Krampiana, secundum quam est " ' =z (z+41)...(x+n—1),
011

x'"'=1), obtinetur
dele) __ e —1) ine —x—n
Tl =0 = = 3 [T g1 4 gy
1 7'——@ xnll n— —x—l—n
J"“in—-o y£f1+") A€ & T R ]-;
et ob
(y4n—1) 1 1

=Dyt = [G—D)y—ii = 7 —TyTi® " (x+4n) = x(x4-1) 1

"'"” n—'w 1
¥ (()) = [(}’——1 )"11 ())’+"—2(1 +())-—x—-n] yf ;= (x;tl)l 9y+n-1<1+9)—x——1—-n]

sive
x

$0 = aelr(onr )~ (et )

et quia secundum (7.) est

xr

'l,ﬂ(.’l,‘,y‘—i, 14‘:@)—_}'—1‘1191&0(‘”"}’19 X &é) =1,

eruitur ¢’ (@) =

a + )x; unde sequitur
- o dg
(P(Q) - (1+e)x’)
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y(y+1) y (y+1)(y+2)
h. e.
o~*do __ ot o
% JSiror = Gonarer V(@ i) Const
(©>0)
Hinc, quoniam est @~'==0 pro ¢=0, si quidem est y>1, deducitur
¢ ay2de ot 0
10. = , _—e)
; Ute) (7—1)(1+9)"1’”(w Tt
(r>1, 0>0)
4. Sit ¢ quantitas positiva minorque quam %, tum 1:5(: inter 0 et
—1 situm est. Posito autem
— ot sy 0
eodem modo ut antea invenitur q)’(9)=(—1%, et inde
o*de __ ! —e
1 Simer = siior (@ 7=g)+ Const
0<e=}%

atque quum sit @"'=0 pro g=0, si y>1:

e ?de ot R
J U= = =t (& 7=g)

(r>1,0<e=1%

12.

5. In integralibus aequationum (10. et 12.) posito @ =93, invenilur
¢y ?de ., [ f2dE
0/ TEay — ¢ / xep)’
itaque aequationes (10. et 12.) suppeditant hancce:
1 ﬂy-—2aﬁ . 1 ____(_)_ .
8. S e = ohare @ v i)
(r>1,e=—9%
6. Adhuc alia via patet, funclionem vy per integrale definitum expri-
mendi. Habetur enim _
z(@+1)....(xfn—1) — I'(x+4n)I'(y) _ I(y) T(atn) Iy —x)
Y+ (y+n—1) I'(x)I(y+n) I'(x)I(y —x) I'(y+n)
At satis constat, esse, si p, ¢ sint quantitates posilivae:

[ sea—or = 5R8

17 *

]
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(cf. Legendre Exercices de calc. int. IV parlie, §. 1.); hinc, posito p=x-n,
¢ =y —x, sequitur

T(.l‘-’-")[(‘)’—.l‘) ! x+n— X
I(y+n) /a A=y de,
ideoque '
x4+ (rfn—1) I'(y) lax+n_1(.l__a)y—x—ldc.t

Y+ (yFn—1) — T(x)T(y—x)o

et
n=n xnIl Ao I‘(y) 1 n=m e et
= G } = TWIy—2)J ,f;{“ =t —ap— ol da
sive
_ I'(y) 1gx-1(l—a)y—>—lda
'bb(w,y}v) - I"(x)l"(},__x) / 1—7)0’, 9
unde
1gx=1({—a)—>—1d« Ix)T(y—
u [T = A=y ),
x>0, y>ux)
7. At est
1 —X 1
/ 11— a)—*1da fl (—;—1>y 2da
- l—va s 1—vea ’
unde posito — L =3, prodit
— ”ﬂ’"""(‘-l-ﬂ)‘ydﬂ Bt 4-p-rdg
%= f 1— / 1—vtg ’
: =T
itaque aequatio (14.) transit in
gt 4 g Hdf _ I(@)I(y—z)
15. " 5 V(@Y 0)

(x>0, y>x)

8. Relationibus inter functionem i variaque integralia inventis, in-
vestigatio functionis vy ad disquisitionem horum integralium reducta est. Atta-
men hac in re notandum est, hujusmodi relationes inter integralia definita et
functiones quaslibet plerumque non esse identicas, sed certis tantum conditio-
nibus locum habere. Proinde, si inter haecce integralia aequationes existant,
easdem pro functionibus, certis illis conditionibus valere rite concluditur. Ni-
hilominus hae inter functiones erutae aequationes generalius valere solent; id
quod aliunde demonstrandum relinquitur.

Recipiamus aequationes (9. et 11.).
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Est
o~2do _ ["odo o¥do - (__1)”_‘ QH"‘i‘i?_
/(“‘9)" (1+e)~ +/(1 For T ot o
— — v _ 1 n_
__./(1i9)x ()’Y +()Y l+()7+_..'+(+) 9‘)’+ 3)
- f (97—2__ (—_;1)"9)’+n—2) d@ 97—2 dg i = 9"'“'“2 d()
B (Iep*! = /(1 + g)*H + / (ET) Rk

ubi signa respondent superiora superlonbus, inferiora inferioribus. Hinc sub-
stitutis valoribus integralium ex (9. et 11.) invenitur

ot
(B —(V:Wi—o)?"”( y’1+o>+y(1+e)*1’"<$’}+1’1+9
ot

+(J+1)(1+e)"w< ’y+2’1+0>+

)n—l 9y+n—2

( —1

o

te
(‘y‘—W"”(”JF”Y’Tﬂ
(__1)7:-—1 gy+n—-l
+ 2 e (e thy o 5 K,
ubi K a ¢ non dependet, et inde

(C) 5:1__—1"‘/’('7::}’"1_3___(;>¥§1//(x; y+17 1_|_0)+ ’#’( ’y+2’ 1+Q>+

(=)=t gt
+ y+n_2¢(a:, +n— ’1+g
—rjﬂ’[ﬁw($+1’)'i+@)+(—1)n l} +,‘"_1w(:v+1,y+n,1 9)]
— ____..“eyi_f)"K.

Jam si est y > 1, aequatio (B.) etiam pro ¢ = 0 valet; unde conclu-
ditur K=0. Si vero est y<<1, aequationes (B. et C.) pro quovis valore
posilivo quantitatis ¢ locum habent. At significante ¢(¢) membrum sinistrum

‘ =0
aequationis (C.), facile intelligitur, ﬁm(cp(p)) non infinitum esse. Itaque etiam

=() x
i (H”P K} sive, quippe quum K ab ¢ non pendeat, Klﬁm{(g_ﬁ?)

} non

mﬁmtum esse debet; id quod fieri nequit, nisi est K=0. Habemus ergo,
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posito %F%zv, ex (C.) hanc aequationem generalem:
1
16. }‘,‘:‘i‘w(‘r’y ,0) — )4’(‘”’ y+1, v)+ 1<1——-v) Y@, y4+2,0)—..
___1 n—1
""+?(7k7?)~2(1—v> w(@yn—1,v)
—1
—_(1 ”)[“‘""#(“—‘Ti»)’, v)+y(+n)—-i (1——U> 1/’(‘7""!‘1’ )’—H% ’U)]

9. Ex (7), ponendo o —1 loco &, y—1 loco y obtinetur
—1
1)0

hincque, ponendo y -1, y—|—2, cee. y+n—1 loco vy,

y(x,y,v) = 1)01/}(93 1,y—1,v)—

#’(%‘,}”l‘io”) = (r— J’i)v W("L‘_i?y’ v)""i_zf)';a

1
v, y+20) = Zhove—1,y+1,0— 2,

. Y +n— y+n——2
Y@, yt+n—1,v) = @ — 1)0 y@—1,y4+n—2, v)—" e

et, ponendo &1 loco z in prima aequatione,

y@+1,y,0) = 2
et in hac y+4n loco y:

pd1,y+n,0) = 22y, y L a1, 0y 2E2=1,

xrv

Quibus valoribus in aequatlone (16.) substitutis, invenitur:
~1,y,0)+(2) -1y, —..
+ () w(w——i,r+n~2,v>]
—am @) =+ ()]
=@ y—1,0) 4 (=1 () vi@ y fa—1,0)]
~ (i)
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unde, scribendo rursus @1 pro z, y-+1 pro y, eruitur
17, p(z,y,0)—(£)v@ yH, 0+ vy +2,0)..
b () e, y Fa—1,v)
= =% @ty 0+ (0 (5 y )]
+ ()

10. Hinc habetur pro n=1,
1—v). ' 1
(D) 1/1(:1,‘, y,v)=(—x—_r”i—”[w(m+1,y,v)+iivww+1, Y"{’ia ”)]+m

~X
Quod quum ex (7.) sit vy/(m—l— 1,y41,0)= 11/1(3:, y,v) *, ex (D.) prodit
)—1

Y (@, y,v) = +1 Zy@41,y,0)+ St @ye) T,

unde deducitur

18yt y,n) = TETp@y, 0+ 7

v).z'

——v)x
Hinc generaliter, si 7 numerum positivum integrum exhibet, derivatur

xr—y+m

1
19 1//(‘1"‘{"”1, Y, v) == (Y—i)[(x+,n_1)(1_v) '1‘ (x+ln—1)(x+m—2)(1—v)‘

+ (w—y4m)(@—y+m—1) NEE (r—ytm)(@e—ytm—1)... -(m—w’+2)]
(w4m—1)(@4+m—2)(x4m—3)(1—v)®> ' " (x+m—1) (x+m—2)....x (1—v)"

(x—y+m) (x—y+m—1)....(x—y+41)
T ot e dm—2) .. s (o) ¥ (& Y5 O).

Deinde posito in aequatione ([).) secundum (7.)

p@y,0) = 1+ Zop(@+1,y+1,0),

et scribendo @ —1 loco x, obtinetur

ped 1
1+5;—1W(x,y+1,v> A=0 =) g, y, )+ 25y (ot 1,0 1L

unde sequitur

y_ .
v(r—y)

20. 1P(1"Y+1 v) - v(x_y)W(wI y’ )
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Hinc deducitur pro quovis valore posilivo integro ipsius m:

— (y+m—1) (rtm—)(y4m—2) (1—v
21. (z,y4m,v) v [(.r——y-m—l—i) T (#—y—m+1)( x—y—m+2)( )

| (y4m—1)(y+m—2)(y4+-m—3) 1—v

+ (x—y—m+H1)(x—y—m+42)(x—y—m+3) (_) + e
(y4m—1)(y4m—2). i—v m—l

" +(-T——y-m+1)(.z——y—m+2) .t—y) ) ]

(y4+m—1)(y4m—2).. 1—v
+ (x—y—m~4-1) (x—y —m+2) .1:—}/) ( > P(&, ¥, 0)-

.

1. Si aut k numerus positivus integer est, aut ¢ = 1, habetur, de-
notantibus k,, k., ks, .... coéfficientes binomiales potestatis %,

—2d =2
-/(19;0)"3" (H'Q)" “(Lte) ./((1)4— )s (At ko k0> £ ky0° - etc.)

)' ng }’ 1 Q Q)'do Qy-}- d@ .
f(1+9)x —k/(1+9) + /(1+g)" - AFo* + etc.;

itaque ex (9. et 11.) est

ot
—D) A Lo+ ‘/’(“' "’3”1+9) |

= =1 1+o)"7’”("” ¥ 11g>— ‘y(1+g)x '/’(“’ Y +1’ 1+9

Al to
+6
ubi C a ¢ non pendet; et hinc
w( ’y’i—i-g)

y—iw(w’y’11)+kl (‘”’y‘l'l’ﬁe)‘['k 1"’(“"Y+2a1+0

+ 3——_F§i/l(x', y‘—l—3,H_g>—}— etc.
(+o)*

+ = C.
Ex quibus relationibus eadem, qua antea usi sumus, ratione demonstratur esse
. T .
C—=0. Itaque, posito —‘“—‘—)--—-—:v, obtinetur

1t+e
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1
R g E—R Y0

( >//(,_y{—1 v)—]/.(_*_l)yj(a,y[%v)
-[-16‘3%1——02—)—1/1(.1', y+3,0) + ete.,

ubi aut £ positivus integer est, aut est v. n. (1—_”—_-;)21

= ’_‘11/’('7' );U)+1‘1

Ex qua relatione, ponendo 0 loco = et « loco — %, ob v (0,y, v) =1,
prodit haec relatio:

—1 a2
vy = dp i 5 s )

*Ji(ff%i.)(ﬁzf) = ) + ete.]

Sic series, signo w repraesenlata, in aliam seriem cerlis casibus magis con-
vergentem transformata est.

12. Posito
_/e &y ?de 0 ay—x—2
(1__a)x f (——_— x 9

. . 1
sistatuitur ——1 =/, est

(1—{-ﬂ)"“7d{9 f—>df %_l B—xdp
"‘—/l —/ a+mr—x—of [(E

At constat esse

s DA
AFap—= Ty —a)

Quapropter eruitur
e oy2de ﬂ—xdﬂ _ Id—ax)I(y—1)
AT—ay +/ At~ =" = To—a
(r<<t, y>1)

atque per (10. et 12.),

2wy =)+ vy —a, — 242, 1)
(y—)d— —er\" 71 -x+1)g—x+1'/_’(>‘ z 12, 1—¢

Ird—ax)I(y—1)
I'(y—x) ?

(x <1, y=>1)
Crelle's Journal f. d. M, Bd. XXXVH. Heft 2, 18
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unde, posito 1— ¢ =wv, deducitur

(E) 1//( z,y, — (——--——1)) ---———w(y—.v, —x-}2,v)
. v Td—a)L(y—1)
T (—up-t I'(y—ux)
(x<t,y>1,0v=14)
Quodsi significatio functionis 7" ita amplificatur, ut generaliter, quae-
cunque sit A quantitas, habeatur I'(14-1) = II(1), notante H(l) functionem

iy 1.2.3
illam Gaussianam H(l)———hm(n TFHETY (3+1)....(n+}t)>

generaliter pro quovis valore quantitatum x, y valebit. Quam quidem rem
ratione simillima methodo, quae vocatur Kaesineriana, probare licet. Primum
ostendatur, si aequatio pro x==x valeat, eam etiam pro x=x--1 locum
habere. Jam ex (18.) colligitur esse:

v—I1
(“‘"’y’ —(“- )) v(x+1—y) ( Ty, — (““ ) 1=y
et ex (7.)
1— 1—
41?”(y__.a',-, --—.t—'{“ 2‘, L‘) = -(7——;—;1)0‘!7[ (y X — 1—{ 1 U) (Y_—.—:—_t‘—:l—_l)( .
Quibus valoribus in (H.) substitutis, mvenitur

(y—1)v( r+1_~))‘/f(~b+1»)’,—(—— 1)) Z—H w(y —z—1,—ax+1,v)

vx _1"(1——-.r)T(y——1)
d—op-t I'y—x) 7

, aequatio (K.)

et hinc
i 1 .
(et y, —(G—1) + 5 vo—e—1 —o41,0)
_ vt eHl—y) TAd—a)I(y—1)
- (d—uplx L(y—ux) ?
et est
Id—: —aI(— ,
(wr)z xx( x)z*—](—x),‘
r+1—y _ 41—y o .
I(y—x) ()"—-Z'_UI'()"‘-""'U T(y_—.l'-—1)’
ergo erit

Lrv(e oy (G~ Ly —e—1, —o 4 1,2)

vt I(=x)I(y—1)
T (=t I(y—ax—1) '
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Hinc cernitur, si aequatio (E.)'pro Z =2 locum habeat, eam etiam pro
2 =x41 valere. At valet revera, si £ <1; ergo etiam valebit, si & <2,
ideoque etiam, si @ <C3, etc. Quo fit, ut aequatio (£.) pro quovis valore
ipsius & valeat, dummodo sit y > 1.

Jam demonstretur, si (K.) pro y =y vera sit, eam etiam pro y =y —1
veram esse. Ex (20.) autem patet esse

v (2 v, — (5 —1))

— y—1 1 v(iy—1)
o —(1__0)(VL,__},+1)1//(‘1‘,)”—1,——(—5- 1>)—{—(1-—11)(;:;—)'-{—1)’
et ex (18)

Yy —a, —a+2,v)

_ y—2 N T i —at1 )
= =y i—n O Im® — e e e

unde aequatio (K.) mutatur in hanc:

! 1
—i=re eyt =G -1)
v(y—2) o ‘

o vx _F(1—x)T(y—1)
(=t I'y—x) 7

et hinc

371‘5‘/’(1"7’”1v "(% "1)) +1ixw(r—1—w, —x4-2,v)

v*(y—1—ua) .T(i-——x‘)l"(_v—i) — v .T(i-—.x)T(y—-—Z)'
(I—op=*(y—2) I(y—uw) (A—op=t F(y—1—uw)

Hinc colligitur, si (E.) pro y =y existat, eam etiam pro y =y —1 valere;
itaque, quum pro y >>1 locum habeat, valebit etiam pro y >0, ideoque pro
y > —1, elc.

Ex quibus elucet, pro quovis valore quantitatum x, y, haberi hanc
aequationem:

24. 7—1_:—1‘7//(1"Y7—(_:)‘—1))+11£w(y—x’_w+2’v)

o ¥ .I'(i—x)l"(y—h.
T =yt I'(y—ux)

(=4

18 #
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13. Habetur

C’ ar-de eay—>=2d e
(1+a)x /( +) (posuo —= [;’)
v YdS 7S p"x—ydb"’

o = aFe T aFe

unde, ob
“gxvdp _ Iae—y1)T(y—1)
d+p)* I'(x) ?
(y>1,x>y—1)
sequitur

Y ?dea eﬂx“YIIﬂ . T(x——y—{-i}]“(y—*i)'
(fa)* +/ d+8x )
(y>1, x>y—1)
Proinde secundum (10.) est:

()7—1 ey-—l . 1
y—Nd+o* p(“’ Y 1+9>+ (@—yF)d+o)* ’7”(1"“"“3’+Z’ m)

_ Lx—y4 ) I(y—1)

I'(x) ’
- hine, posito 1_‘;9 = v, deducitur
‘ 1 1
25. }—,—::1—1//(37, }’,v)"l‘:-x—:_—;q:—i—?/}(.’lf, .’L‘—»}‘-{—Z, 1—0)
_ 1 Ta—y+)T(y—1)
Tt (d— vy I'(x)
(v>0)

Quae relatio valet, si est y>1, >y —1, sive y —2 < 1; attamen eadem
ratione, qua antea usi sumus, ex relationibus (18. et 7.) demonstratur, eam
generaliter locum habere.

14. Est

D o_x _:l_ —y+i
= fy=x=1(] 4 B)-rt1d g =f s ((5' +1) dg

1—v4g E——y (posit.o -{-:——_—;g,)

___l/wJ a2 (14-a)Ytde 1 '/‘w >4 o) 7t de
o 1 T A—v v )
° d"‘v+'&" i-l— 1_v+u

0
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Itaque ex (15.) habetur

I(x)I'(y— 1 T(y .r)I'
—f(;)‘“ ’/J(-T;)”: ‘U) - —U I- 1}’(7 fL‘;y; )

(x>07 )’>-l‘)

sive

1 —_—
26, (@, 0) = 7— t/f(y—fw,y, =)

quam relationem etiam generaliter pro quovis valore quantilatum x, y locum
habere, facile potest demonstrari.

15. Si in aequatione (25.) statuitur v =}, obtinetur

A 1 , __ ox Lx—y+) Miy—1)
2. @Y Dt V@ Tyt 4) =2 T(x) :
Hinc, posito * —y+4-2 =y, sive £ =2y —2, sequitur

2 oy L(y—1) I'(y—1)
1 1/}(2.7'—27}”";0 — 22}' 1"(2),_2) [}

unde, scribendo y -1 loco y derivatur
_ o1 YT I(y)
. yRy,y+1,4) = 2% T2,
h. e. facto A(y)=vRy,y+1,3%),
2yRr+1) 2r(2y+1)(2y+2)
9. A = e - : .
2 ) ! +2) {" (Ry+2)(2y+4) F Ry+2)Ry+4)2y+6) et
_ 2y I I(y)
I'2y)
Hinc adhibitis relationibus, quae inter functiones I' intercedunt, aliae relationes

deducuntur.
Sic, si # numerum positivum integrum indicat, habetur
2r(2r+1) 2r(2r4+-1)(2r4-2)
-} ® -+ ete.

9a. A(r) = ‘1+2,.+2 T Rri2)@r+4) r+2)2r44)(2r+6)
1.2.3.. (7""‘1) .91
= CFOEFACEY) e 0

Deinde, ob relationem 1(2%{'1)._2’_1 2r2—‘3 .3.1ym, oblinetur

. 2n+1 2r+1 (27‘—}-1)(27‘—]—2’) Rr+1)Rr42)Rr+3)

296. }'(———2. =1+ 2r43° (27--{-3)(27'—{—5) +(2a-+3)(2r+5)(2r+7) | ele.
__3.5.7....2r+1)

= 2.4.6.... (21

.1
7k
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Porro facile hae relationes probantur:

Rc. A(¥)A—y) = ETgﬁT

20d. ()2 (g +3) 1 (ot ) A +y) = @y (1
ubi 2 numerum integrum exhibet.

Quod quum, denotantibus r, s numeros quoslibet integros positivos aut
negativos, ¥ (2y -7, y-|-s, ) per aequationes (19. et 21.) ad w(2y,y-}-1, 1)
reduci possit, etiam w2y -7, y-}s, 1) sive

1+2}’+" i 2y +r) Rytr41) i 2y +r)@y+r4d)@ytr+2) + ete.
2y +2s | By F25)2r+2sF2) | Ry fen(@yT2s 2Ry +2s+d)
ope aequationis (28.) per functiones I" exprimi potest.

Denique etiam ex (27.) alias relationes derivare licet. Sic pro z =1,
invenitur:

30.

27
sin(y n)

1
y—1 1/’(17 Y %)‘1”5‘;7'/’(19 3_y’ .la) = —
16. Ponendo in aequatione (26.) v=14, prodit
3. y(x,y, d) = yp(y—a,y, —1)
Quo circa (27.) mutatur in
1 . 1 == (y—1) T1—ux)
32. 3/—:_—1‘1}’(-’5',)9’—‘1)‘{‘1__& T(y—2) .

Haec autem relatio immediate ex relatione (12.) deduci potest. Posito
enim 1—a = /3, obtinetur

e aY2de . 1 ﬂ—x_,_]_ﬂ—_ . 1 ﬂ—xdﬂ . 1—p ﬂ—xdﬁ
J (—ea)* "".4\ (1—g)—r+? - (1_ﬂ)—y+o [ _—“(1_{9)_”%
unde sequitur ‘
¢ de = f-xdg  I'l—ax)I(y—1)
./ 1-——a)x +/ t=pgr+r T Fly—x) 5
quae relatio, ponendo ¢ =}, secundum (12.) aequationem (32.) praebel.

Quodsi in (32.) statuitur y=R2—a, scribendo y-+1 loco y, facile
invenitur

2—3‘, -—1) =5

1y, —1) = 2y L) Iy)
3. y(l—y, 14y, —1) = Ty ,
h. e., posito A(y)=vy(1—y, 1+y,—1),

2=t 000 L 0-0=20-3) __ 2= () Iy
. k=1 e T oo T8 =" Te,




XOel) o) xledrdd) .
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Hinc facile derivantur aequationes, in quibus # et m numeros integros exhibent:
- r— (r-—-i)(r-—~2)_1_ (r—1)(r—2)....2.1
a. k(r) ”‘1+r+1+(r+1)(r+2) i "“+(r+1)(r+2)....(2r—2)(2r—1}
. 1.2.3....(r—1) grr=2
) e +3) @) T 0
] (2r+1 2r—1 |, r—1)(2r—3) | (2r—1)(2r—3)(2r—>) R}
340, IL( 2 ) 1 +21 +3+(21 +3)(2r+5)+ Rr43)(Rr+3) (Rr+7) T ete.
357 (2r 41 .
= 2.4.6.. 2r Y

unde pro r=20, ut facile persp1c1tur, series Leibnilziana prodit

1—"}“{“'5‘ '%‘—l‘.... == ;{'71.
Haec autem aequatio (34 4.) facile mutalur in hanc:
1 1 i
1.3.5....(2r—1).1.3.5....(2r41) + 1.3....(2r—3).1.3....(2r+3) T 1.3....(2r—5).1.3.... 2r+45)
1 1 1
T T (47—1)Jf 1.3....@r+1) 3.5....(4r+3)+5.7....(4r+5>—" ete.

— 1 1 .
= 1.23..2n Y

‘ y(i—y=
34e. k(y)k(l—y) = 2(1—-23)t=:mg(ﬂ”7

1 2 2 m
344d. k(y).k(z—”;—{—y).kcz—;n——]—y) (2 —{ _y‘>-__(2my +-m) “(M))
Ex (32.), ponendo y==z+1, sequitur
35. -——1//(.1', 41, =)+ —y(1—a,2—a, —1) =

17. Jam accuratius perpendamus functionem w(z,y,v) eo casu, ubi
est £ =1. Secundum relationes (10. et 12.) autem habetur:
, eey?de ot
F) ) e = p=hize (s ”1
(y>1
Denotante ¢ numerum integrum

7
sin (2 7)

M1

-2 ) 1 i 3 = {\yn—1t
-—-/ i da[l-’{-'a”‘—[—u’"'-‘g—'a"‘-[—....—}—( =, "']

2 m—1_
9«?"!10:,,_ y“h'—'.‘-_—zllw /an+'_'7_2da _ (—'1)""t/"'ay+ I
= ’ RETE A 1+e _'l-o 1+« Foot + / 1+e
="
Car2da 1T+ ¢,

—o 1ta 1ia;'.
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Itaque, si aut signum inferius valet, aut si s, numerum imparem exhibet, erit
[ de
—

0 Adam
. T

Jam statuendo ™ =3, aequatio transit in

my—me=1
V — nJ e ﬂ > g,
0

V =

BEEN D

Itaque, ex relatione antecedente (F.), functionibus v introducendis, eruitur
aequatio:

-1 .
ﬁfﬁé)“/’(lay,1+g)+< +_—1>(1+ ) ’(1’y+;7!?_»’1::i—%>
S 2 toy.
W L
(y+"—1>(i+9) ( AT )7
y+ =1
- (4 1, 1’ +o
Jf( P N P 'P( Y+ g

( i)my—m + i

m\ o™ m

= ¢ T w(l,my—m—}—i,;g_r_),
Idem

my—m(iie'")

hincque, posito simul —iﬁ_v, prodit

(=

2

PTRAC Y+ )+ ‘””> (Lt o)t

m—1

36. ’/’(19}',”) Jf"

+ 1_::_5_)1 '/’(1’7"""”1,:17”)

}’+T"“f

1

. .-
= ! L4 1,7n3’—1n+1,—:§1:_ﬁ->——

1 9

(y—1)(1—2) <1—-(,:l;>m) 1— 1‘_'_’;);
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in qua aequatione, si v positivum est, m numerum imparem indicat, si autem v
negalivum est, »» numerum quemlibet integrum exhibet. Sed haec relatio adhuc
conditione y > 1 adstricta est. Per aequaliones (20. et 21.) autem (36.) facile
mutatur in hanc aequationem:

1

—-v>'7:
1— 1—v

1——v 1
vl y—1,0)+ = T 2wOJ~1+;w)

—u(y—

m

n

_Qy):;'.
0 1~—r 1—o»

+.__

m

yp(Ly—14+2,0) 4.

. m—1

—p\ "
"-‘Jf“l:uv' _1”7:1)1_2”’(17 )‘_1 +’r'”’;n;’15v)

YT

m
1 2 r-t
— o\ — v\ —r\ "
1 1——0) 1—0) 1—U>

+35
v() ——2)+ (}’+——2) (y_*___z) o (J’+ )

1 1 1 1 1
I e . _L .
T 1 - 5 T 4.
y—A—= r_y y—l—= )

m
m ) m
1—v 1—v

ot 1 _ 1 y 11
A =]

1—v

_ —v)
‘ — o 1 miy—1) —m 41, — =2

T T
(- -/

1—v
unde sequitur:

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXVII. Heft 2. 19
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)(}"H)

1 2

( ) 1//(1’} 1+ )+ 1-——v)

;‘1‘5‘/’(1 (1,) 1—{——,0)

m—1

Foeet (’,:_"2 Sty —1 5 0)

m
1

! w1, m( _ 1_v>
(y—2) (1—v) <1~(;——) ) )

Hine colligitur, si aequalio (36.) pro y ==y valeat, eam etiam pro y =y—1
locum habere. Ergo, quum revera valeat pro y =1, valebit etiam pro y >0,
ideoque pro y > —1, etc. Unde cernitur, eam sine restriclione valere.

48. Sitin y(1,y,v), y:l’{—{—, indicante -—s-t fractionem genuinam.

Obtinetur

Cor2de ___f
V:o 1+u 1'-|—a ?

et posito o=/,

v — {/-t’(’ g1df
—— , 1+
Proinde, quum hujusmodi integrale per logarithmos et arcus circulares exprimi
possit, secundum (F.), deducuntur hae relationes:

2r 0 (si s par)

-
3. '/’(L 1_{_?’!) = sd—ow }3(—1)~*log{1+w) (si.s impar)
wsin = \
-—cos—f—_’—’—l'y/(l—2wcos£+w2)—|— sin——arc lang 2 -
’ s ¢ i—wcos—}
$
wsin?l:-z \

- cos-}-l-’-tl]/(l —2weos + w >+ sin ———-arc tang l—wcos?;’f)



8.Schaeffer, adnotationes ad seriem 14 v |- ;((;i B ;((;igf;f} v¥faininf. 147

. on
wsin —
s

5n 2) . bSrm
2wcos;——}—w ~—]—sm-————s arc tang =
1—wcos —
S

— cos® ﬂ’”l‘/(l——chos( —7')7—1 w2>

L (s—4)m )
w sin -

+sm archng LA
1—wcos 227 ;’
S
(v >0
. 0 o
38. ’/’(17 14 %, —v> . __2r ’ (si s impar)

s(I4v)w ‘(_ HA—w)4 L1} w) (sis par)

. 2n
ezrﬂl /(1#2wcosgf—{—zzy?> »{—sing—'f—'lrclano RY
_CO'—:S_" s s °

2
1—wecos—
s

4 wsin4—:E \
——cos—@l]/<1——2wcos——-}-w> [—smw—-mctang S
1——wcos—/)

S
wsing—’—: \

"_”_’fly/ 1——2wcos§;7—t—{—102)+sin§§f-arctang s(sn

1—wcos —
B

__cos(c_")ml‘/<l——2wcos ")1 +w )

. (s—3) 7
1 wsmf—.l)—
'7
~}—sn —2"% arclang
s T s
1_wc05(_£__—2_)£

(v >0, w= ‘/TJ%J)

19. Nunc eliam vy (ax,y,v) pro # =y —1 propius conlemplemur.

Est autem

—1 S N |
y(y—1,y, o) = 142 v ;'-{—1 v’_-l;;_}_zv“—{—elc.,

)/
19 *
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unde, si v positivam accipitur, sequitur

y—17 vr? vy Y‘H v7+2

At sponte patet, siquidem sit y =1, esse

-l Y Y‘H v‘ +2 v ay=2d e
y—1 —}—2 /

1fe
Ergo eruitur

—1 v oay—24
Yiy—1,y, tv) = ﬁ,_lo/ Toa

sive
VaY=2de Y1

39. / Tfa = ;= 1‘/’(.7 1,y, ¥v)

y>1,0v>0)

Hinc eadem ratione, qua (§. 17, 18) usi sumus, inveniuntur hae relationes:

1

40. 1’#()’—1,)’»1’)-} “—1//(}’—!-——-1,}’"{'“* )

y+

+T%'7w<y+%—1aY+%sv)+""

oA
R AP
y+—=—1

— }’_1_:_1_1/;()}3)’——-1”, 1ny‘—7ll+1, v),

ubi, si v posilivus est, m quemlibet numerum integrum indicat, sin v negativus
est, m numerum imparem exhibet;

M. yp(Z, 14+ L, 0 (si s impar)
‘/’(s ? + s v) swf %l(i-—w)-]-%l(j +u,) (si s par)
2n

w sin —
2rn s

— cos— 11/(1 2wcos-———]—w)—[—sm——-—arc tang

2n
i—wcos—s—
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y (y+1) y (y+D(y+2)
wsin4—n
——cosﬂll/<1——2wcos—-+w>+sm——arctang '¢4
1—w cos —
§
—cos® =3} ’)rnll/(i—2wcos ?)m—]— )
w sin (S—:'l‘)n
—}—sm —arctang —
1—weos T =27 ’
(v>0,w=};v)
(si s par)
r r
42. ,/,(?,14_3 ) = 1 log(1+w) (si s impar)
, n o ( wsin—’_i
__cos—swéll/(i—-2wcos~s—+w2>+sin ——arctang| — "W
\1—wcos—.
S
3rn ( wsmT
-—cos—ll/<1 2wcos——+w)-[—sm——arctang :;;0—53—"
\ 0
(q—:‘ml‘/(i 2w cos ")n~l— )
wsin & ——"l‘) =

l
'2' b
+ Slﬂ arc fa
$ ng (s—%m ?

1—wcos
(v>0, w=1yv)

ubi {— quamlibet fractionem genuinam indicat. Quae relaliones eliam alio modo

derivari possunt. Ex aequatione (26.) enim deducitur

-0
g ‘.r___v>7
quae quidem relatio valere nequit, nisi est v == 4. Hinc ex aequationibus

(36., 37. et 38.), factis substitutionibus, aequationes (40., 41. et 42.) sponte
demanant.

1//(:)"—1, Y



. . X x(x41) 9y x(x+1)(x+2) 3 .
150 8.Schaeffer, adnotationes ad seriem 1+ v+ 350 Y -+ oG Ve ininf.

20. 1ll. Gaufs pereleganter functionem y(a,y,v) in fractionem con-
tinnam converlit (cf. Comm. Gott. rec. Vol. Il., Gaufs Disquisitiones generales
circa seriem infinitam, §.13.). Liceat mihi, hanc formulam huc apponere:

Est
1
3. y(@,y,v) = pye
- b
1—1 cv

——1 dv

1Tl
ubi

= — Y=

=5 ‘b yo+D?
¢ — _(rty g — 2rti—a)
(r+H(r+2° r+2(r+3)°
_ 4ddh o B2
O+3)r+4)° r+H0r+3)’

etc.

Jam ope hujus aequationis, secundum relaliones supra erutas, alias expressio-
nes in fracliones continuas convertere licet, quarum nonnullas hic evolvisse
operae prelium erit.

Primum, adhibita aequatione (39.), ex relationibus (29.6. et 34.4.)
deducuntur hae aequationes:

3.5.7....02r+1) 1
LS w e 27r) = (r+1)(2r+1)
| BrihRri3)
1(2r—1)
’ +(2r+3><2r+5) .
(2r4-2)(2r+-3)
| Rr3)R2r47)
2(2r—3)
iJr(2f+7 )(2r19)
(2r4-3)(2r4-5)
(2r49)( 2r+11)
3(2'——5)
+(z,+m r13)

1 — etc.

1—
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y(y+1) y (y+D(y+2)
3.5.7...@r4h) 1
R v .(Zr) A @r—1)(2r§1)
i_@-+i)<2r+§1
47+2
14 P3N 15)

(2r—3)(2r1-3)
1 (2r45)(2r +7)
1411
14 (2r4-7)2r49)
(2r—5)(2r45)
| RrE9Rr+)

1 ete.
Quae aequationes pro r==0 dant:
v 1 1
46. é—ﬂ == li 47. ;{—7[ = 11
13 13
1— 11 1+—3
T 33
5.7 o
T "t
7-9 7.9
1= 35 1+ 1 4- etc.
1 9.11
- 3.5
11-13
T 1— etc.
Deinde ex (30. et 35.) demanant hae aequationes:
1 4
2n y-2 y—i
sin(ym) — 1(v—2) 1(y—1)
2(r—2)(y—3) j 2=y
S Tp) 1G—)
2(y—3)(y—4) 2y (y+1)
R T N
1 +2(y—4)(y—-5) 1 2 OH)42)
_2(r=3) .
1 _l_2(y-—5)(r—6) § 20+ +3)
3(y—4) _ 30D

+20=60=0 20F3)0+D
14 etc. 1— etc.
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¥ (y+1) YO Y
1 1
w ar - |
49. sin(wm) Lo T a—a—1
2 (o+1) (x—1)(r—=2)

I+—13 /1
1+(.I‘+1)(.l‘+2) 1_}_(.r-—'z,)(.v——3)

(x41)(r+1) (£—2)(r—2)
1+(-l'—|—2)(.l‘j:3£ 1_|_(."—3)(.r;‘§)
1+%§ﬂ H’Em—&)
WERER e
Atque eodem modo etiam 5(1’,—)2%1)— r (28. et 33.) in fraclionem conli-
nuam, et ?(I:)i_@ sive / AP=1(1—24)7-'d 4 variis modis secundum (7. et 32.), '

vel (24. et 25.) in bmas fractiones continuas evolvi potest.

21. Nunc non alienum videtur, casus speciales enumerare, ubi y (z, y,v)
algebraice aut per funcliones notas exhiberi possit. Ex relationibus allatis au-
tem facile intelligitur:

1) pro v=0, esse y(z, y,v)=1 secundum (3.);

2) pro v =1, esse y(x,Y, v):;—_}—';__i

3) si vo=1, y(x,y,v) per functionem I' exprimi posse, dummodo sit
2y —a aut O aut numerus quilibet integer vel positivus vel negativus,
secundum relationes (28., 19. et 21.);

4) si v=—1, y(x,y,v) per funclionem ' exhiberi posse, dummodo -}y
aut O aut numerum quemlibet integrum vel positivum vel negativum prae-
beat, secundum aequationes (33., 19. et 21.);

5) si « zyphrae aut numero cuilibet integro negativo aequetur, y(a,y,v)
algebraice dari per (4);

6) si  numerum integrum positivum indicet, w(x, y, v) per logarithmos et
arcus circulares exprimi posse, si modo y ralionalis sil, secundum aequa-
tiones (37., 38., 19. et 21.);

7) si y numerus posilivus integer sit, ¥ (x, y,v) algebraice dari posse per
aequationes (5. et 21.);

8) si @ —y aut zyphrae aul numero negalivo integro aequalis sit, y/(x,y,v)
algebraice exhiberi posse per aequationes (6., 19. et 21.);

secandum (2.);
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9) si & —y numerum positivam integrum praebeat, y(x, y, v) per logarith-
mos et arcus circulares exprimi posse, dummodo y rationalis sit, secun-

dum (41., 42., 19. et 21.).

22. Atque etiam hoc notari potest. Fingamus, valores functionis y(x,y,v)
notos esse ab x =0 ad x=1, ab y=1ad y=—=2etab v=0 ad v=
Tum y(x,y,v) ex (18., 19., 20. et 21.) notescet pro quovis x et quovis y
ab v=0 ad v==1%. Deinde ex (25.) inveniuntur valores ipsius y ab v =1,
ad v =1, alque ex (26.) ab v=—1 ad v=0. Unde patet, sub illa hypo-
thesi, omnes valores functionis y ex datis relationibus computari posse.

23. Obiter etiam de hac re fiat mentio. Posito in aequatione (23.)
—

i— —::-Q, y =23—/[3, prodit

'—9 .Lrll
(1—p) (1 g)xw(‘r’ =P 1—9> 1—ﬂ Jr1(2 —B) Tt rr+1—5) + ele.
At est

7'—}—11——[3 n,%jg(r+ﬁ;)"+lz

ergo ponendo

x(@+e* | x(x4+1)(x42)0° | QU
1+1 PETE + 1.2.37+1 + 1.2.3.4n+1 +ele. =S¢y

obtinetur
—0y _ QW SA S®
50. (T____ﬂ) )x’lll ('T’ R— ﬁ) 1— ) S x:e) (x,g) + /)2 x, (’)+ ete.,
unde colligitur, seriem S(x,emLﬁ S((Q(.)‘{‘/PS((QQ) - etc. iisdem casibus summari
posse, quibus funclionis w(w, 2—f, 1:_%) summa assignari possit.
Quod quum ex (13.) sit
1 de . 1 i —o0
0/ (1—ga)*ef (1—ﬂ)(1—9)x¢(a’ 20 T:[,)"
(50.) transit in
! 1 (1) @) n Q (1)
/ (1——90&)“0:/9 (xa(’) ﬂS(")(’)—! + ﬁ S(x,{, —{'" etc.
(/]

Hinc vero colligitur :

(n+1)
n! dﬂ" ./(1__9a)xaﬂ S(x,e) ”
(8=0)
h. e.
51 f (log(—)) do _ go,
) n! (1—9a)’r (x,0)

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXVH. Heft 2. 20
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X X(x+l) »? x(x+1)(x+2) 3 .
Y y(y+1) +)(7+1)(y+1) V3. ininf.
Jam posito
(n+1) (n+1) x(;l'+1)92
S0 — 8GR 1= ey
ob

T3 3 T et

. J l(log(—i—))ndm =

7&'/(\1_0 G —O(log(%)) do — S0,

(x,0)
log i) Iog ..!_ ?
o), )

Hinc, quoniam est

1
— —&-—,
deducitur
J) 1 do (l) @ >
;,/ ((1-—90:)"_1) c Z(Jr,e) I z(x,o) {- e T ete,
unde, ponendo in integrali .._i_._.-% prodit

O] @ ®)
53.  Zipt Zino T+ =

l—e x—ld’,
etc. — / 7 — /
0 7(7~1)
Quae inlegralia, si @ rationalis est
primi possuni.

per loganthmos et arcus circulares ex-
Deinde quum sit

~ mg<——> 0s(2)

2!
ex (52.) derivatur

/((1_9‘1)‘ 1)ocdoc = 3

xg)

— .. ==,

(1)

(3)
(x:(’)

Z(x,0) — €lc.;
unde, posito in integrali

== sequitur
- m @ 4 O
54, Zip— Zep T

1
1 e =) (yp—1)
(e T Zwg) — €l = ’7/ s
¢ 0"y 7’ 7
quod integrale algebraice aut per logarithmos exprimi potest.

24. Denique theorema memorabile, quod ad functionem wy speclat
exponamus. Staluatur

55, fz,y) = Llt2sinGyn)

Xy In-__)
wighegiy AR
r)ta
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8.Schaeffer, adnotationes ad seriem i+y v-{»-y(y“) -{-)(),H)(y“)v +....ininf. 155

ubi 7 quantitatem positivam, % vel positivam vel negativam indicat, et 7'(1 -} y)
in significatu generaliori accipitur.

Primum autem indagemus valorem functionis f(x,y) pro valoribus po-
silivis integris ipsius y.

Pro y =0 quidem, quum habeatur, ex (5.),

o tortie) = (o) " = aany

sin (0 7)

I athn)t
On x T

(1+/er)77

Quod si y numerum positivum integrum s indicat, erit

=0 v
, fm(gmb )-1 obtinetur f(x, 0)=

sumendo loco

A .
1;1(/‘ 1—y, 1_:/“) = o0, sin(ym) = 0;

ergo f(x, y) formam 0. cc recipit. Jam si hoc casu, solito more, accipitur limes,
versus quem f(x,y) convergit, dum y versus m convergit, ad valorem cor-
respondentem funclionis f(z, y) inveniendum ponatur y ==m—c, indicante
o quantitatem infinite parvam.

Quo facto erit

in(y x hr
o) = = Zy(L, -y, 115

sin(m—-a)nw(%_,

T

— o, gy 1+Iu )

(—1)m—1sin an)"”’" { (h )"“ (1 hr )..i ’

plo) = 7T =0 ld—m—a) 1t N\ 4hr

nl1
(—1)m=1sin (e 7) "=£;'1 (%) hr >n=

({)(a) - 7 T n=q) (1___m+u)n[1 1+h‘r)

. mlIl x nl
| (—1)1"—1 sin (a ﬂ) (%-) hr n N=D0 = ——}-m) hr ) }
T an(l—m eIt (1+hr)> (1+a)"“ 14-hr)
Jam pro - =0 membri dextri hujus aequationis terminus prior evanescit; unde,

ob lim {s";(:”)}z—‘—i, facile invenitur

7

20 *
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Y (y+1) y O+D(y+2)
It
- (—1)m=1 (:?L)"'
(l._ /’,

hr )m "—°°§<x+m) )

iim (o) = —mta— () 2 | () §

& (,, )

= m—1)! <1~|—hr) (1 1.?.%,‘) " )'(/r)'"(i {-Izr)"

Hinc, quum sit

(2, m) = llm [(x,y) = ](‘l_,}]u ; I'l4+m—a)

E (Pas 9
(m—ea)(d +hr)hym—e
colligitur
x mll
f(z, m) = m! (7) (b = ()" = g,
x (m—1)! h
m(1-hr)rrm
Itaque, quoniam etiam est 2°’*=1, habemus hanc aequationem generalem,
ubi m aut zyphram aut quemlibet numerum integrum positivum indicat:
56. f(x,m) = x"

25. Simili modo, si y numerum negativum integrum indicat, expressio
finita pro f(x, y) invenitur. Hoc vero casu est I'(1 +y) =00, sin(yn)=0;
itaque statualur y = —m e, indicante sn numerum quemlibet integrum posi-
tivum, et « quanlitatem infinite parvam.

Ob I'(i—-}—a);a(a—-i)(oc-——2) ceei(0—m4-1)I'A—m-}-ea), erit

ra4»)sin(yrn) _ I'd—m-ea)sin(—m-+ta)z (—1)" I'1 +e)sin (e n)

7 - 7 T an(e—1)(e—R)....(e—m+1)°
unde

=V FA—m+e)sin(—m+a)n)  T'(A—m)sin(—ma) 1

hm{ p } = ~ — — T

/ 2

Jam vero 1/1(, 5 14, 1+/ )aequntlone (21.) ad z/z(l , ’1-}-12 )—(1+hr)’

reducitur. Quo ratiocinio absolulo, ex (55.) prodit haec aequatio, ubi m quem-
libet numerum positivum integrum exhibet:

1
3. [(&—m) = GG —moh) . e —h
1 rm=1 pm—2

—

(1+kr)—;‘£ (m—1)(r—mh) }'(m—-2) N — m/c)(.z'—(m_”/,)‘{

r 1 ]
+ 1 @—mh)(x—(m—1)h)....(x—2h) + (w—mbh)(x—m—A)h)....(x—2h)(x—h) '
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26. Secundum (10. et 12.) est

¢y 2de o1
(fe) ()’——1)(1+gxw( ’3’1+9
(>0, y>1)
Proinde, indicantibus %, r quantitates positivas, ponendo :Fﬁli' loco x, 1—y
loco y, hr loco ¢, erit -
vhr a—y—lda 1 +hr
X = x 1/’(.{_/ },1 )
5/ (1 £ e)*h (hr) (A4 hr)ER ' hr
(r<0)
unde
T(1 +Y)Sl|’l(yﬂ) y +’27 1(1 +)/) s",(yn) hr g=y—1de
yn(i+ln‘)+" )’ J (1 _‘i‘_a)ih
sive ex (D5.), si in hac aequatione scribilur + /% loco 4:
)/ In‘ O Raad
58. f(.’L', y’) 1+1)Sln(1n hf a Y Id::c.
0 “iam
(y <0)

27. Jam de functionibus f(x,y) generaliter theorema binomiale valere
demonstremus, h e. hanc aequationem locum habere:
(G) fe42y) = @)ty f(@y—1).f(z D4y f(x, y—2)./(2,2)
+y:f (@, y—3).f(z, 3) + etc.
denotantibus )y, ¥2, ¥3, .... coéfficientes binomiales potestatis y. At si y
numerus posilivus integer est, per (56.) aequationem (G.) valere constat. Si
autem y non positivum integrum est, haud difficile est visu, seriem propositam
non convergere, nisi 27 ad summum unitatem aequet. Nam posito
An = ynf(w) y—n)f(z) n)7
ex (55. et 56.) est
yaITA4y—n sm(y—-n)ﬂ: gk (

(y—n)yn(1 —|—hr)’l y—n

ey I'd+y)
et ob I'(14y—n) =~y

hr
A" = 1~'y+n) 1+/”.)7

od n
T(l-l-'y)sin(yn).(7f> (hr) ‘/’(i 1—y4n hr )
x 1(y — 9 ) 2. )"
(14 hrt s nlly—=m) h 1A

Primum patet, esse debere Ar= —1}.

A, =
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Quod quum w(—z—,l—y—{-n, —1—%%), quantitate # in infinitum ex-

crescente, versus 1 convergat, ex aequatione antecedente facile intelligitur,
seriem A,, 4,, A,, .... convergere, si hr<1, divergere si kAr>1. Si

. .« 3 . T —
autem est kr =1, series converget, si -~ <2, diverget, si --=2. Quod

quum ex aequatione antecedente facili negotio comprobari possit, hac in re
non commoremur. :

Jam ponatur +4 loco 4, ita ut 4 quantitatem positivam indicet, atque sit

n=wo

S = Xy, f@ y—n).f(z,m).

Tum, quoniam est f(2, n) = 2"'*%, secundum aequationem (58.) erit

n=w Vn T(i y—n) Slﬂ('y—-—-n T yn oI hr g—y+n—1 da
S = .__"2“) g + = ) % 1+j/" 2,
) [ ta
sive
- T(i +‘})Sln(yn) hr g—y=1 (la "'—”’ Znlth a\"
S = hf { - ( . }

i (e afih "=

At posito W= ::{’"IMC— ) }, obtinetur

n!

"

( )ﬂl—l
W= n-—u n! S (—-_) } = 2—5) % n! ¢ "%;
ideoque, siquidem est c = hr=1, erit W= ———-—1-—, atque
1+ a)xh
T4 hr a=y-1d
S — — (+y7)tsm(yﬂ)hy" a :_:E;»
v (Ife)*h

h. e. ex (58.),

S = f(®z+2y)
Hinc elucet, relationem (&) valere, certe si sit y<Z0. Eam vero genera-
liter veram esse, hoc modo perspici potest. Scribamus denuo % loco +4, ita
ut & quantitatem vel positivam vel negativam exhibeat. Secundum (26.) habemus

FERNS SRR S

ergo est
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S = yof (@ y—n)f(z,n)}

n Mn

o\
n=w, m=w — in(y — znlh (i -y+ " —>
Y ya (1 4y —n)sin(y - nm. 3k h (—hr)S

—_— mll
n=0), m=0 (y—-n)n(i-{—kr)r-l _ (1—y+n)
unde
mlIl
; : n=wu, m=xn (_1)n(1_—y+’a—'£) z"Ih
; _____T(i—{—v)sm(yn) H h A\ -y t+mtn
(l{.) S_— (1+, )%‘1 ":(‘)’Z:nz(){ "!('“)’-!‘")”"'“ ( ,‘) ST
7T hr
Deinde est
f@tsy)=-LCIIROD (4, odz — k),

yn(l-l—hr)ﬁ‘— r

7l=m m..m

[(@+g, y)=LUtNsnl j”
yr(1 -]-/n)" =ty m0

1-—-y——£j-—~ (—hr)" 2 "
( (/'1_7')"“'"’ (h) (——/ﬂ‘)'"} 9

sive

N mI1
(1) flats, y)=—TERLRODT7S™ )O"J ) @)

]l m+nr—y+m+n .
m (14 hr)? —1  a=0, m=0 (=)t m! (=) %
Ex aequationibus (H. et 1.) colligitur esse, ponendo m+-n =1,

(K)  S—flotzy) = TtDMODT gy,

R b =
ubi est
n 1-nl. \{-nl
et (1 —‘EJ—FE’ “(%) "y (~1)n(1—y+n~%) anth(pytn
(L) B( :l)—-—n_u (= },)11-’.11([_,,)! - )l (—y+n)F =t

Jam in superioribus demonstratum est, esse S —f(x-=,y)=0 pro
omnibus valoribus quantitatis = intra 0 et v.n. (—:;) positis atque pro omnibus

valoribus negativis ipsius y. Quod quum, siquidem y non positivus integer

I(4y)sin(yn)
a(14+heff
l=»

debere 2 {B(y p? ¥} = 0 pro iisdem valoribus; proinde vero etiam esse

est, expressio zyphrae non aequetur, ex (K.) perspicitur esse

B(y, l)=0 pro omnibus valoribus negativis quantitatis y. Atqui ex aequa-
tione (L.) cernitur, B(y,!) praebere functionem rationalem fractam ipsius y-.

N ————
.
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Ergo identice pro omnibus valoribus quantitatis y esse debet B(y,?)=—0. Ex
quo deducitur, secundum aequationem (K.), etiam S'— f(x-}-2, y) pro omnibus
valoribus ipsius y zyphrae aequari. Itaque habemus hanc aequationem generalem :
59.  flz+2y) = (&) +rif(@y—Df(% D)4 y:f(a, y —2)f (2, 2)
+ysf(®, y — 3)f(=,3)4 in inf.
28. Scholion. Si functio f(x,y) non per aequationem (55.), sed per (58.)
definita esset, pro ~r =1, valente signo inferiori, obtineretur f(x, y)=a""*.
Constat enim esse

/l(x—)"l(i——o:)%da . T(“J’)I(%"f‘i).

o T(—y-l-—,? +1) ’

(r<0,%>~1)

ergo erit

fla,y) = — T(1+)’)T(—-))Sm(1n T(h 1>
S e )

et, quum sit

I'A4y)I'(—y) =

sin(—ym)
habebitur

xr
r(3+1)
r(—y+3+1)
(cf. Gaufs in commentatione laudata, §. 22.), sive f(x, y) = 2" (siquidem
facultas, differentia negativa, veluti maxime consentaneum videtur, ita definitur,
ut sit @ P= (x — (y —1)h)*H).

Quibus assumtis, etiam demonstrationis in paragrapho antecedente expo-
sitae pars prior valet; ea igitur simul continet demonstrationem theorematis
binomialis facultatum, certe talium, in quibus exponens et differentia negativa,
baseos autem prima pars differentia major sit.

Berol. mens. Julii 1847.

flz,y) = W

= (z—(y —1)i)"
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9.

Elementare Losung einer geometrischen Aufgabe,
und tber einige damit in Beziehung stehende
Eigenschaften der Kegelschnitte.

(Von Herrn Prof. Steiner in Berlin.)

(Auszug aus einer am 19ten April 1847 der Akademie der Wissenschaften vorgelegten Abhandlung.)

§. 1.

Auf gabe I. ,Aus der Spitze C eines Dreiecks ABC nach irgend
einem Puncte D der Grundlinie AB eine solche Gerade CD zu ziehen,
deren Quadrat su dem Rechteck unter den Abschnilten der Grundlinie,
AD und BD, ein gegebenes Verhdlinifs hat, wie m:n.” Und
‘ II. ,Wenn die Grundlinic AB der Grifse und Lage nach gege-
ben, so soll die Grenzlage fir die Spitze C gefunden werden, uber welche
hinaus die Forderung (1.) unmdglich wird.”

Erste Auflosung.

Man setze m:n=¢, so soll sein

CD* — ¢.AD.BD.

I. Was zunichst die Construction der geforderten Geraden CD, so
wie deren Moglichkeit und Unméglichkeit betrifft, so ergiebt sich dieses Alles
leicht wie folgt.

Man beschreibe um das Dreieck ABC (Taf. II. Fig.1.) den Kreis und ziehe
mit seiner Grundlinie parallel die Geraden U und V, deren gleicher Abstand p
von derselben sich zu der Hohe & des Dreiecks verhilt, wie n:m, so dafs also

h:p=m:n=y.

Zieht man nun weiter aus der Spitze C durch die Schnitte £ und E,,
F un F, der Parallelen U, V und des Kreises die Geraden CE, CE,, CF,
CF,, welche die Grundlinie in D und D,, © und D, treffen, so sind CD,
CD,, CD, C9, die vier verschiedenen Geraden, welche der Forderung (I.)
geniigen. Denn vermoge des Kreises ist z. B.

_ CD.DE = AD.DB,
und zufolge der Construclion
. CD:DE=/I:]):1/,

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXVII. Heft 2. 21
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folglich ist
CD* = ¢.AD.DB.

Yon den vier Puncten der Grundlinie, nach welchen die verlangten
Geraden gezogen sind, liegen allemal zwei, D) und D,, zwischen den End-
puncten der Grundlinie AB, wogegen die beiden andern, ® und D,, auf ihrer
Verlingerung, und zwar entweder auf jeder Seite einer, wie Fig. 1., oder
beide auf einerlei Seite wie Fig. 2., liegen, je nachdem néamlich beziehlich
m>n, oder m<mn ist. Ist insbesondere m=mn und h=p, so geht V
durch die Spitze C, F' vereiniget sich mit C, und dann fillt CD, auf ¥V, so
dafs der Punct ©, sich ins Unendliche entfernt, und die Gerade C® wird
Tangente des Kreises im Puncte C.

Hiernach ist es auch klar, wie die construirten vier Geraden paarweise
unmoglich oder imaginir werden konnen. Denn je nach Beschaffenheit der
gegebenen Grofsen m, n, £, kann die eine oder andere Parallele U oder vV,
oder es konnen beide zugleich jenseils des Kreises liegen, wo dann das eine
oder beide Paar Gerade unmoglich werden. Beim Ubergangsfall, wo eine
der Parallelen U oder V den Kreis berihrt, fallen das bezigliche Paar Ge-
rade in eine zusammen. "

Bemerkung. Die vier Geraden CD, CD,, CD, CD,, oder einfacher
bezeichnet, d, d,, J, J,, bilden paarweise mit den Schenkeln des Dreiecks,
CA und CB, oder « und b, gleiche Winkel, nimlich es ist

Wink. (ad) = (bd,), und Wink. (¢d)= (b)),
weil Bogen AE = BUE,, und Bogen AF == BF).

Es folgt daraus umgekehrt: Dafs wenn man aus der Spitze eines
Dreiecks nach der Grundlinie zwei Gerade zieht, welche mit den Schen-
keln gleiche Winkel macken, und welche entweder beide innerhalb oder
beide aufserhalb des Dreiecks liegen, dann die Quadrate dieser Geraden
zu den Rechtecken unier den respectiven Abschnitien der Grundlinie alle-
mal gleiches Verhdiltnifs haben, d.i. d*:AD . DB —=d}:AD,.D,B, oder
7 AD. OB = 0;: 49,.9, B.

Ist insbesondere die Gerade CE, Durchmesser des Kreises (Fig. 1.),
so ist der Winkel CEE, ein rechter, und dem zufolge CD oder d das Per-
pendikel aus der Spitze C auf die Grundlinie AB. Somit hat man den be-
kannten Satz: ,Zieht man aus einer Kcke eines Dreiecks den Durchmesser
des umschriebenen Kreises und das Perpendikel auf die Gegenseite, so
bilden dieselben mit den anliegenden Seiten gleiche Winkel.”’
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Nimmt man fir einen Augenblick das Dreieck ABC als gegeben, da-
gegen p oder ¢ ==rh:p als unbestimmt an, so ist klar, dafs ¢ ein Minimum
wird, wenn die Parallele U oder V den Kreis beriihrt, in K, oder F, (Fig. 2.);
dabei fallen d und d, in eine Gerade d,, oder J und J, in eine Gerade J,
zusammen, und diese Geraden d, und J, hilften also die Winkel (innern und
dufsern) an der Spitze C. Seien D, und D, die Puncle, in welchen diese
Geraden die Grundlinie treffen, so ist also einerseits d}: AD,.BD,, und an-
dererseits 05: AD,. BD, ein Minimum. — Ist inshesondere das Dreieck an der
Spitze C rechtwinklig, so ist:

d;:AD,.BD, — J}:AD,.BD,.

I. Was nun die zweite Frage: Die Grenzlage der Spitze C betrifft,
wenn die Grundlinie AB als fest und ¢ als gegeben angenommen wird, so
lafst sich dieselbe getrennt, das eine Mal in Betracht der inneren Geraden d, d,
und das andere Mal in Riicksicht der #ufsern Geraden J, J,, wie folgt leicht
beantworten.

A. Wir haben bereits gesehen, dafs d und d, nur so lange maoglich
-sind, als die Parallele U den Kreis schneidet, und dafs also der Zustand, wo
U den Kreis nur noch berihrt, die Grenze bildet. Dabei vereinigt sich der
Punct £, mit E, D, mit D, und die Gerade d, mit d. Der Punct £ (Fig. 3.)
ist die Mitte des Bogens ABC, und sein Ort — wenn das Dreieck und der
ihm umschriebene Kreis sich éndern — ist die auf der Grundlinie AB, in
deren Mitte M, senkrechte Gerade Y. Die Gerade d hilftet den Winkel (a6)
an der Spitze C. Wird unter diesen Umstinden 4D =a,, BD —,, und
a,+-b,==2y, oder MA= MB =y gesetzt, so hat man zunéchst

1. & = ¢q.a/b,,

9 a __ b,

o b,

Da nach einem bekannten Satze iiber das Dreieck:
ab = d*t-a,b,,
so ist ferner (1.):
3. ab=(11q).ab = —1%-"--412.

Aus (2.) und (3.) folgt:

_a b

v 4. l/(i +q) — _“_L- = 7;1‘7

und daraus weiler

5. atb = (aFb)yd+q) = 2yy1+9),
‘ 21 *
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d. h. die Summe der Schenkel @b ist constant. Man setze diese Conslanle
Ryy1+¢) = ¢, und &—yp = &,

so ist
@ a b
6. 7__1/(1—]—(/)—;1———31—, oder
a® __ab | Pq _d* _/9______.112
“op=lty=0n aE T T W AT

7
8. d=Lyab)= -fi,/(a1 by).

Man setze ferner CE.—e, DE—=f und AE = BE =g, so ist
d:f=h:p=¢q, und e=d-f,
oder
9. d——qf, und e = (1+4¢).f = 1_1-" >
und weiter:

10.  e:d:f = o’: 1)
1. de—ab; df=ab; ef— %ab:é’;-ab.
Da die Dreiecke DEB und DAC iahnlich sind, so ist
12, £ -2 = —;— = etc. (6.),
und weiter:
13. g= ff..f_—_-‘—g—-e 7 g 3'—-1/((41)).

Wird der Winkel (¢b) oder ACB durch ¢
Winkel BAE = L ¢, so ist

o

ezeichnet, und bemerkt, dafs

7 8
T Y(ab)”’

costp =
oder :
14. y(ab).costp = f.
Die vorstehenden Gleichungen enthalten nebst der Losung der obigen
Aufgabe zugleich auch viele, theils bekannte, Sitze iiber die Ellipse, namlich
in Worten enthalten sie folgendes:

»Alle Dreiecke ABC, deren sztzen C in der verlangten Grenze
liegen, haben die gemeinsame Kigenschaft, dafs die Gerade d den Win-
kel (ab) an der Spitze hilftet; dafs die Schenkel a und b zu den iknen
anliegenden Abschnitten a, und b, der Grundlinie constantes Verhilinifs
haben, namlich wie y(1-}¢):1; dafs daher auch die Summe 2o der
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Schenkel constant ist und sich zur Grundlinie 2y ebenfalls wie (1--¢):1
verhdlt (6.); u. s. w.” Oder:

nDie gesuchle Grenze ist eine Ellipse, welche die Endpuncte A,
B der festen Grundlinie su Brennpuncten hat, und deren grofse Are 2«
sich zur Grundlinie oder doppellen Excentricitdt 2 y verhdlt, wie /(1 ¢):1,
oder deren halbe grofse Axe «, halbe kieine Ave 3 und Excentricitit y
sich verhalten, wie (14 ¢):y¢:1.”

wJede HEllipse hat folgende Eigenschaften: Zieht man aus irgend
einein Puncte C derselben die beiden Leitstrahlen a, b und errichiet die
Norinale CE, so theilt letztere das Stick AB der Hauptaxe X zwischen
den Brennpuncten allemal in solche Abschnitte, a, und b,, welche zu den
ithnen anliegenden Leitstrahlen constantes Verhdltnifs haben, und zwar
wie y:o, d. h. wie die Excentricitit zur halben grofsen Axe.”” ,Hbenso
hat das Rechteck unter den genannten Abschnitten, ab,, zum Quadrat
der Normale d* — diese bis an die Hauptaxe X genommen — constantes
Verhdaltnifs, namlick wie y*: 3% d. k. wie das Quadrat der Excentricitit
zum Quadrat der halben kieinen Axe” ,Desgleichen.hat das Quadrat der
Normale, d° zwm Rechteck unter den Leitstraklen ab, constahtes Ver-
haltnifs, wie 3*:¢%, d. h. wie diec Quadrate der halben Axen; u.s. w. (7.).”
wDie drei Abschnitte der Normale, zwischen ihrem Fufspunct C und ihren
Schnitlipuncten D, E mit den Axen X, Y haben unter sich constantes
Verhdltnifs, und zwar wie die Quadrate der halben Azxen und der Ez-
centricitat, ndmlich es verhdlt sich e:d:f—=«*::y* (10.); also verhalten
sick die Sticke, d und e, der Normale bis an die Axen X, Y umgekehrt
wie die Quadrate der respectiven halben Axen; u.s.w.” ,Das Rechi-
eck, de, unter den Sticken d, e der Normale bis an die Axen ist gleich
dem Rechteck, ab, unter den Leitstrahlen; u.s. w. (11.).” — ,Die Gerade g,
welche einen der Brennpuncte mit dem Schnittpunct £ der Normale und
der zweilen Azxe Y verbindet, verhdlt sich zum Stick der Normale bis
an diese Axe, e, wie die Excentricitdt zur halben grofsen Axe (1‘3.),
und zum Stick der Normale zwischen den Axen, f, wie die halbe grofse
Axe zur Excentricitit (13.); so dafs also g die mittlere Proportionale
2wischen e und f, oder g* = ef ist, u.s.w.” — ,Die wmittlere Proportio-
nale, y(ab), zwischen den Leitstrahlen, a und b, mulliplicirt in den Co-
sinus ihres kalben Winkels, k¢, ist constant, ndmlich gleick der halben
kleinen Axe 3 (14.).”
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Man setze den Halbmesser CM = (3,, und denke sich den conjugirten
Halbmesser MH — o, gezogen, so ist letzierer bekanntlich gleich der mittle-
ren Proportionale zwischen den Leitstrahlen @ und b aus C, also o, = y/(ab)
und somit ist (14.)

o,.costp = f.

Wird der Winkel, welchen die Leitstrahlen aus dem Scheitel H ein-

schliefsen, durch vy bezeichnet, so ist eben so
' Bi.costy = fB. _

Nun ist bekanntlich ofi-} 37 ==ca’-}-3*; daher folgt fir die Winkel ¢

und y leicht die interessante Relation:

15. tang}¢’+tangfy’ = %’; = _‘1,_,
d. h. ,Die Winkel, welche die zwei Paar Leitstrahlen aus den Scheiteln C,
H irgend zweier conjugirten Halbmesser der Ellipse unter sich bilden,
haben die Eigenschaft, dafs die Summe der Quadrate der Tangenten
der halben Winkel constant ist, ndmlich gleich ist dem Quadrat der Ex-
centricitat dividirt durch das Quadrat der halben kleinen Axe.”

2

o
puz

Fir die Axen-Scheitel ist tang ¢’ = und tang Jy® =— 0, was

auch stimmt.

Fir die besondere Ellipse, deren Axen sich verhalien, wie die Diago-

nale des Quadrats zur Seite, oder bei welcher o =2/3*=24" hat man
16. tang}¢®4tangiy® = 1.

Fiir diese besondere Ellipse treten iiberhaupt in den obigen Gleichun-
gen und Sitzen #hnliche interessante Modificationen ein. Sie entspricht der
vorgelegten Aufgabe fiir den speciellen Fall, wo das Quadrat der aus der
Spitze C des Dreiecks zu ziehenden Geraden, CD oder d, dem Rechteck
unter den Abschnitten, 4D und BD, der Grundlinie gleich, oder g=1
sein soll. ‘

B. In Ricksicht der #ufsern Geraden & und J; findet nun Analoges
Stalt. Namlich sie sind nur so lange moglich, als die Parallele ¥V den Kreis
schneidet; berihrt sie ihn, so befindet sich C' in der gesuchten Grenze, und
alsdann vereinigt sich der Punct ¥, mit F, D, mit D, und die Gerade J; mit
J, und es ist der Punct F' die Mitte des Bogens AFB, so dafs sein Ort die-
selbe, auf der Grundlinie AB in deren Mitte M senkrecht stehende Axe ¥
ist, und dafs & den aufsern Winkel an der Spitze C des Dreiecks halftet.
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Fir diesen Fall selze man
AD=a,; BD=1b,; und AB=2y=10,—a,,
S0 hat man gleicherweise, wie oben (A.):
1. 0 = q.ab,

a b
2. \ E; = ‘b":,
3. ab=a,b,— 9= 1—¢q).a,b ,,_____._ 0%
b
4. )/(1—(/):;:‘:‘=E9

5. b—a = (h—a).f(1—g) = 2yy(1—y),
d. h. die Differenz der Schenkel a, & des Dreiecks ist constant. Man selze

Ryy(1—¢) = 2¢a, wnd p*—o’ = 3,

so ist
6 _"‘_.__._/(1___)=_‘_£______b_-
oy V=08
o’ __ab £ q 9 Ik e
“CoEpTle=s e T T W T

8. ¢ = Lyah) = Ly@b).
Wird CF=e¢, DF =, und AF = BF = g gesetzt, so ist ferner
O:f=h:p=y¢, und e=f—J, oder
9. d=—yg.f; ud e=(—gq)f = =1 " J
10.  e:d:f = o?:f3%:9% )
11. Jde=ab; Of = a,b,; ef = —;—ab == %g-ab.
Da die Dreiecke ©BF' und ©CA éhnlich, so ist weiter:

12. L=2 — 2 — etc. (6.), oder

f a, v
. =2f="Le=220=2y(ab).
1. g =2f=Le=5t0=Tyab)
Wird der dufsere Winkel an der Spitze C' durch ¢, bezeichnet, so hat man
7 B8 .
cos fop = - = V@b’ oder

14. ;/(ab).coszqal = f3.
Diese verschiedenen Gleichungen besagen in Worten Ahnliches, wie die obi-
gen (A), z. B.
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wAlle Dreiecke, deren Spilzen C in der gesuchlen Grenze liegen,
haben die Kigenschaft, dafs die Gerade 0 den dufsern Winkel an der
Spitze hdlftet; dafs die Schenkel a, b zu den ihnen anliegenden Abschnitien
ay, b, der Grundlinie constantes Verhdiltnifs haben, wie y(1—¢):1, (4.)
und dafs daher die Differenz 20 der Schenkel (b—a, oder a —b) con-
stant ist (5.) und sich zur Grundlinie 2y ebenfalls wie Y(1— ¢):1 ver-
hilt (6.), u.s.w.” Oder: i

nDie gesuchle Grenze ist im gegenwdrligen Falle eine Hyperbel,
welche die Endpuncte A, B der festen Grundlinie su Brennpuncten hat,
und deren Hauptaxe 2o sich zur Grundlinie oder doppelien Excentri-
citit 2y verhdli, wie y(1—q):1, oder deren Halbaxen o, 3 und Ex-
centricitit y sich verhalten, wie y(1—¢q):yq:1, (wenn 3 als reell ange-
sehen wird).”

Fir die Hyperbel enthalten die Gleichungen analoge Eigenschaften, wie
oben fir die Ellipse, was ich nur anzudeuten brauche.

Wie man sieht mufs hier ¢ <1, und also J° > @,b, sein, wenn die
Hyperbel reell sein soll.

Ist insbesondere ¢ =1, so wird die Hyperbel gleichseitig, nimlich
a=3=3yy2, und dann treten in den Formeln und Sitzen Modificationen
ein, wie oben bei der speciellen Ellipse, bei welcher ¢ =1.

Bemerkung. Die in der Aufgabe (IL.) verlangte Grenze besteht
demnach im Allgemeinen aus zwei Kegelschnitten, einer Ellipse und einer Hy-
perbel, welche confocal sind und zudem die zweite Axe 23 gemein haben
(abgesehen davon, dafs dieselbe fir die Hyperbel imaginar ist); ihre Haupt-
axen verhalten sich, wie y(1+¢):y(1—¢). Die Kegelschnitte schneiden ein-
ander in vier Puncten C,, und zwar rechtwinklig. Somit giebt es vier solche
besondere (einander gleiche) Dreiecke ABC,, deren Spitzen C, in beiden
Kegelschnitten zugleich liegen. Fir jedes dieser Dreiecke ist daher

d*:a,b, = *:a,b, — ¢,
woraus man schliefst, dafs dieselben an der Spitze C, rechtwinklig sind (s. oben
I. Bemerk.). Demnach folgt: '

»Bleibt die Grundlinie AB constant und in fester Lage, wihrend
die Verhdilinifszahl ¢ sich dndert, so dndern sich auch die beiden Kegel-
schnitte, aber -der geomelrische Ort ihrer vier Schnittpuncte C, ist ein
Kreis, welcher die feste Grundlinie sum Durchmesser hat.” Oder
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»S0ll ein Dreieck ABC,, dessen Grundlinie AB in fester Lage
gegeben, die Higenschaft haben, dafs die Quadrate der beiden Geraden
d und 0, welche die Winkel ¢ und ¢, an der Spitze C, hilflen, sich
2u den Rechiecken unter den respectiven Abschnitien der Grundlinie
gleich verhalten, so mufs es an der Spilze rechtwinklig sein, oder so ist
der Ort seiner Spitze C, ein Kreis, welcher die Grundlinie zum Durch-
messer hat.”

Werden die beiden Kegelschnitte, Ellipse und Hyperbel, oder kiirzer
E und H, gezeichnet gedacht, so theilen sie zusammen die Ebene in 7 Theile
oder Riaume R. Von diesen Riumen liegen: 1) zwei sich gleiche R,, inner-
halb E und H zugleich; 2) einer R, innerhalb E allein; 3) zwei gleiche R,
innerhalb H allein; und endlich 4) zwei gleiche R, aufserhalb K und IH.
Liegt nun die Spitze C' des Dreiecks ABC entweder: 1) in einem der bei-
den Réume R,, so sind sowohl zwei Gerade d (d.h. 4 und d,) als zwei
Gerade J moglich; 2) im Raume R,, so sind nur zwei Gerade d moglich;
3) in einem der zwei Raume R;, so finden nur zwei Gerade J Statt; und
endlich 4) in einem der zwei Riume R,, so findet weder d noch J Statt,
d. h. die Aufgabe (I.) ist unmoglich.

Zweite Auflésung.

Von der in der Aufgabe (II.) verlangten Grenze, kann man sich durch
folgende Betrachtung eine klare Anschauung verschaffen.

Wird in der gegebenen Grundlinie AB der Theilungspunct D irgend
wo angenommen, so ist, wenn zudem auch ¢ gegeben, die Linge der Gera-
den CD oder d bestimmt, da d*=—=¢.AD.BD sein soll. Daher ist fir
jeden Theilungspunct D) der Ort der Spilze C' des Dreiecks ein Kreis, der
D zum Mittelpunct und d zum Radius hat. Und daher ist klar, dafs die ge-
meinsame Enveloppe K aller dieser Kreise I) die gesuchte Grenze ist. Je-
der Kreis wird von der Enveloppe E in denjenigen zwei Puncten C beriihrt,
in welchen er von dem ihm zunichst folgenden geschnitten wird, oder, wenn
man sich so ausdriicken darf, in welchen er von dem mit ihm zusammenfal-
lenden (oder von sich selbst) geschnitten wird. In jedem andern Puncte C,
wird er von einem der iibrigen Kreise geschnilten, aber nur von einem. Jene
zwei Berihrungspuncle C lassen sich z. B. durch die Eigenschaft der Ahn-
lichkeitspuncte zweier Kreise leicht geometrisch bestimmen.

Es seien D) und D, zwei der genannten Kreise, und F' und F; seien

ihre Ahnlichkeitspuncte: so sind diese (nicht allein zu den Millelpuncten D
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXVIL Heft 2. 22
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und D,, sondern zugleich auch) zu den gegebenen Puncien A und B har-
monisch, was leicht zu erweisen ist. Eine &ufsere gemeinschaftliche Tan-
gente ¢, die also durch den &ufsern Ahnlichkeitspunct F' geht, berihre die
Kreise beziehlich in € und G,, und der diesen Puncten zunichst liegende
Schnittpunct der Kreise heifse C;. Bleibt nun D fest, wihrend D), ihm néher
riickt, bis er endlich mit ihm zusammenfillt, so ricken die Puncte € und C,
auf dem festen Kreise D einander auch néher, bis sie zuletzt sich in einen
Punct C vereinigen, welcher der verlangte Beriihrungspunct ist; dabei fallt
auch G, in C, und der innere Ahnlichkeitspunct F, der stets zwischen D und
D, liegt, fallt in D. Demnach werden die zwei Puncte C, in welchen ein he-
liebiger Kreis D von der Enveloppe E berithrt wird, wie folgt gefunden:

»Zu den drei Puncten A, D, B suche man den vierten, dem
D zugeordneten, harmonischen Punct I, und lege aus ihin Tangenten
an den Kreis D, so sind deren Berihrungspuncte die verlangten zwei
Puncte C.

Zieht man aus einem der construirten Puncte C nach den Puncten A,
D, B, F Strahlen a, d, b, f, so sind diese auch harmonisch; und da d und
[ zu einander rechtwinklig (als Radius und Tangente des Kreises D), so
hélften sie die von « und b gebildeten Winkel. Hierdurch gelangt man, fir
die Bestimmung des Orts von C, zu denselben drei Fundamentalgleichungen,
wie bei der ersten Auflosung (IL. A. 1., 2.,3.), woraus also, wie dort, folgt,
dafs die Enveloppe £ eine Ellipse sei.

Der Kreis D kann mit der Enveloppe K reelle oder imagindre Be-
rihrung haben. Ob das Eine oder Andere Statt findet, hangt davon ab, oder
wird bei der obigen Construction daran erkannt, ob aus K Tangenten an den
Kreis D maglich sind oder nicht, also ob F' aufserhalb oder innerhalb des
Kreises liegt, oder ob d kleiner oder grofser als DF ist. Es finden immer
beiderlei Kreise Statt, und der besondere Fall, wo gerade d=DF, oder
zur Unterscheidung, o,= D, F,, bildet den ﬁbergang von den einen zu den
andern. Bei diesem Ubergangsfalle vereinigen sich beide Beriihrungspuncte
C, mit F,, und der Kreis D, wird der Krimmungskreis der Ellipse E im
Scheitel F, ihrer Hauptaxe 2. Die Lage des Mittelpuncts D, wird durch
die zwei Gleichungen

d} = ¢q.AD,.BD,, und MA*— MD, MF,,
oder, wenn MD,=x und MA=MB =y gesetzt wird, durch
di=q(y'—x%, wd = =z@@+d,)
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bestimmt. Daraus ergiebt sich:

T = V(l}:‘"‘l) =%; und do = 0—T = %-

Von den auf diese Weise bestimmten zwei Puncten I}, und D)} liege der er-
stere nach 4 und der andere nach B hin. Die Mittelpuncte der beiderlei
Kreise D vertheilen sich nun so: ,Die Strecke D), Dj enthilt die Mittelpuncte
aller reell beriihrenden Kreise D, wogegen die Mittelpuncte der émagindr be-

riihrenden Kreise D) in den beiden Strecken AD, und BD)} liegen.” Dabei ist
2 2 .
DD} — —T:,—, und AD, = BD}— —g-(a — )

Die Beriihrungspuncte C der Kreise I mit der Enveloppe £ konnen
ferner auch auf folgende umstindlichere Art gefunden werden, was hier noch
um eines unten folgenden Saizes willen in Betracht gezogen werden soll.

Zieht man in allen Kreisen D) parallele Durchmesser GG, = 2d nach
einer beliebigen Richtung R, so liegen ihre Endpuncle &' und &, jedesmal
in irgend einem Kegelschnitte K [denn da &* = ¢q.AD.BD, so ist y*=
g(y—x)(y+x), wenn man d=y, MD =x und MA=y setzt]. Wird
nun an diesen Kegelschnitt K im Puncte &' die Tangente GF' gelegt, so trifft
diese die Axe X im namlichen Puncte F', aus welchem die an den Kreis D
gelegten Tangenten die verlangten Beriihrungspuncie C geben (wie bei der
obigen Construction). — Fiir den oben genannten Ubergangsfall, d. h. fir den
besondern Kreis I),, hat man dabei das Merkmal: dafs die Tangente G'F' mit
der Richtung R und mit der Axe X gleiche Winkel bildet, oder dafs D,F
= D,G ist; und je nachdem sie mit R einen grdfsern oder kleinern Win-
kel bildet, als mit X, beriihrt der zugehorige Kreis D die Enveloppe K reell
oder imagindr. Bei dem besondern Kegelschnite K, der entsteht wenn R
zu X senkrecht, bildet also fir jenen Fall die Tangente G'F' mit der Axe X
einen Winkel von 45°, und je nachdem sie mit derselben einen kleinern oder
grofsern Winkel bildet, beriihren sich D und E reell oder imagindr. — Da
beim Ubergangsfall D,F = D,6 = D,G,, so folgt, dafs die Tangenten GF'
und G, I dabei einen rechien Winkel bilden. Beildufig mag noch bemerkt
werden, dafs aus der Bestimmungsart der Kegelschnitte K unmittelbar folgt,
dafs dieselben die Grundlinie 4B zum gemeinsamen Durchmesser haben (so-
mit unter sich und mit £ concentrisch sind), und dafs der demselben conju-
girte Durchmesser fir jeden K der zugehorigen Richtung R parallel und fir
alle K von constanter Grofse ist, nimlich er ist zugleich ein Durchmesser 2d

22 *
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desjenigen Kreises D) oder D), , dessen Mittelpunct in M fallt, so dafs also
2d,=23=2yyq. Ferner folgt, dafs jeder Kegelschnitt K die Enveloppe
E in zwei Puncten H und H,, in den Endpuncten eines ihnen gemeinsamen
Durchmessers, berihrt; dieser Durchmesser ist dadurch bestimmt, dafs die
Normalen (der E) in seinen Endpuncten der jedesmaligen Richtung R parallel
sind. Demzufolge ist E zugleich auch die Enveloppe der Schaar Kegel-
schnitte K, welche siammtlich Ellipsen sind und innerhalb der Ellipse K
liegen. Jener oben erwihnte besondere K, hat mit K die Axe 23 gemein
und beriihrt sie in den Scheiteln derselben. — Fiir die obige specielle Ellipse,
die eintritt, wenn ¢ =1, und bei der ¢ =3y2 = yy2, ist AB fur jeden
Kegelschnitt K einer der gleichen conjugirten Durchmesser, indem 2d,, — 23
== 2y; und daher wird in diesem Falle K, ein Kreis iber dem Durch-
messer AB. :

Wird oben anstatt des Theilungspuncts I), zwischen A und B, ein
Theilungspunct © in der Verlingerung der Grundlinie AB, also jenseits 4
oder B angenommen, und wird sodann mit der dadurch bestimmten Geraden
J um ihn ein Kreis © beschrieben, so gelangt man zu analogen Resultaten.
Némlich die Enveloppe E aller Kreise © ist eine Hyperbel; die Kreise zer—
fallen in zwei Abtheilungen, die einen haben mit E reelle, die andern ima-
gindre Berithrung, und der Ubergang von den einen zu den andern geschieht
durch die Krimmungskreise ©, in den Hauptscheiteln der Hyperbel K, etc.
Ferner: Zieht man in den Kreisen je ein System parallele Durchmesser GG,
so liegen deren Endpuncte in einer Hyperbel K, welche die Hyperbel E in
zwei Puncten I und H;, in den Endpuncten eines gemeinsamen Durchmessers
(eines reellen oder imagindren) berihrt; u. s. w.

Bemerkung. Dafs die obigen Kreise D eine Ellipse E zur Enve-
loppe haben, und dafs die Endpuncte & und G, je eines Systems paralleler
Durchmesser derselben in einer andern Ellipse K liegen, u. s. w., davon kann
man sich durch stereometrische Betrachtung, durch Projection, eine klare un-
mittelbare Anschauung wie folgt verschaffen.

Man denke durch den Mittelpunct M einer Kugel eine feste Ebene p,
die sie in einem Hauptkreise P schneidet; ferner einen der Kugel umschrie-
benen (geraden) Cylinder T', dessen Axe f, die immer durch M geht, gegen
die Ebene p unter beliebigem Winkel 4 geneigt ist, und welcher die Kugel
in einem Hauptkreise € berihrt, der mit dem Kreise P einen Durchmesser
QR oder Y gemein hat. Der Cylinder T' schneidet die Ebene p in einer
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Ellipse E, die M zum Mittelpunct und QR zur kleinen Axe (23) hat. Sei
Z der auf der Ebene p senkrechte Kugeldurchmesser, und % und B dessen
Endpuncte. Jede durch Z gelegte Ebene schneidet die Kugel in einem Haupt-
kreise &; geht die Ebene insbesondere durch Z und Y, so heifse der Kreis R,.
Jeder Kreis & hat mit dem festen Kreise € einen Durchmesser $§, gemein.
Alle Kreise & haben den Durchmesser UB (oder Z) gemein, und die dem-
selben conjugirten Durchmesser haben sie einzeln mit dem Kreise P gemein.
Eine mit der Ebene p parallele, aber bewegliche, Ebene p, schneidet die
Kugel in einem kleinen Kreise ©, dessen Mittelpunct © den Durchmesser AB
zum Ort hat. Der Kreis © schneidet den festen Kreis & in zwei Puncten @,
die reell oder imaginir sein konnen, namlich es giebt zwei besondere Kreise
D, und ©;, welche den Kreis & nur beriihren, und iiber diese hinaus schnei-
den sich © und € nicht mehr reell, aber die Schnittlinie €€ ibrer verlin-
gerten Ebenen bleibt immerhin ihre ideelle gemeinschaftliche Chorde. Die
Schaar Kreise © werden von der Ebene jedes Kreises & in einem System
paralleler Durchmesser &@®, geschnitten, deren Endpuncte & und @, in &
liegen; u. s. w.

Werden nun diese auf der Kugel beschriebenen Elemente nach der
Richtung der Cylider-Axe ¢ auf die feste Ebene p projicirt, so ergiebt sich
folgendes:

Der Kreis P entspricht sich selbst. Dem Kreise € entspricht die El-
lipse E; dem senkrechten Durchmesser Z entspricht die grofse Axe X von
E; den Endpuncten % und 8B entsprechen die Brennpuncte A und B von K.
Jedem Kreise © entspricht ein ihm gleicher Kreis D), dessen Mittelpunct D
die Strecke AB der Axe X zum Ort hat; den zwei Schnittpuncten € von
D und € entsprechen die zwei Berihrungspuncte C von D und E; den be-
sondern zwei Kreisen ©, und D; entsprechen die Krimmungskreise D), und
D} in den Scheiteln der grofsen Axe X; und tberhaupt je nachdem der
Kreis © den Kreis € schneidet oder nicht, hat D) mit E reelle oder imagi-
nire Berihrung, und der Schnittlinie €€ der Ebenen von © und € entspricht
immer die reelle oder ideelle Berihrungssehne CC von D und E. Die
Kreise § gehen in eine Schaar Ellipsen K iiber; je einem System paralleler
Durchmesser &®, der Kreise © entsprechen parallele Durchmesser GG, der
Kreise D), deren Endpuncte & und &, in je einer Ellipse K liegen; den
Schnittpuncten $ und §, von & und € entsprechen die Berihrunspuncte H
und H, von K und E, und HH, ist allemal gemeinsamer Durchmesser der



174 9. Steiner, elementare Losung einer yeometrischen Aufgabe,

letztern; dem gemeinsamen Durchmesser AB aller Kreise & entspricht der
gemeinsame Durchmesser 4B aller Ellipsen K, und die diesen beiden Durch-
messern beiderseits conjugirten Durchmesser fallen zusammen und sind zu-
gleich die Durchmesser des Kreises P. Dem besondern Kreise &, entspricht
die besondere Ellipse K,, u. s. w.
Die Verhaltnifszahl oder der Coéfficient ¢ wird hierbei bestimmt durch
g = tang A’

Ist insbesondere der Winkel 4 =45°, so ist ¢ =1, und dann wird
E die mehrerwihnte besondere Ellipse, bei der ¢ = f3y/2.

Anstatt der Kugel konnen auch andere Umdrehungsflichen zweiter
Ordnung zu Hilfe genommen werden, namlich die Sphiroide und das zwei-
theilige Umdrehungs-Hyperboloid. Dabei ist gleicherweise die feste Ebene
p durch den Mittelpunct M der Fliche und senkrecht zu ihrer Drehaxe Z
anzunehmen. Beim Hyperboloid ist dann der umschriebene Cylinder 7' ein
hyperbolischer, und sein Schnitt ' mit der Ebene p ist eine Hyperbel, und
ebenso werden alle Kegelschnitte K Hyperbeln, u. s. w.

Bei diesen Fillen wird die Grofse ¢ durch den Winkel 2 und durch
die zwei verschiedenen Axen 2¢, 273 der jedesmaligen Fliche bestimmt, nim-
lich es ist

2
g = rlangd’,

wo 2¢ die ungleiche Axe ist, die in der Drehaxe Z liegt.

§. 1L <

Die vorstehende Untersuchung fiihrte auf ein System Kreise, welche
einen Kegelschnitt doppelt berihren. Aber es kamen dabei einerseits nicht
alle Kreise in Betracht, welche den Kegelschnitt doppelt beriihren, und an-
dererseits stellten sich nicht alle Arten Kegelschnitte ein. Dies giebt Anlafs
diesen Gegenstand fir sich etwas ausfihrlicher zu erortern. Es bieten sich
dabei noch einige nicht ganz uninteressante Eigenschaften und Sitze dar.

1. Ein gegebener Kegelschnit K kann von zwei Systemen oder zwei
Schaaren Kreise £ und Q doppelt beriihrt werden, deren Mittelpuncte in den
beiden Axen X und X des Kegelschnitts liegen, und zwar ist jeder Punct
in der einen oder der andern Axe als Mittelpunct eines solchen Kreises an-
zusehen, der reell oder imaginir ist. Die Kreise P, deren Mitlelpuncie in
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der Hauptaxe X liegen, berithren den Kegelschnitt K von Innen und liegen
ganz innerhalb desselben, wogegen die Kreise (0, deren Mittelpuncte in der
zweiten Axe Y liegen, denselben entweder von Aufsen berihren, oder ihn
umschliefsen und von ihm von Innen beriihrt werden. Die erste Kreisschaar
P besteht aus reellen und imagindren Kreisen, wogegen die andere Schaar
Kreise Q sammtlich reell sind. Die reellen Kreise P der ersten Schaar zer—
fallen in zwei Abtheilungen, wovon die einen mit K reelle und die andern
imagindre Berihrung haben, (was bereits im Vorhergehenden sich heraus-
stellte). Bei den Kreisen Q hingt es von der Art des Kegelschnitts K ab,
ob ihn dieselben alle reell berihren, oder ob sie, ebenso wie jene, in zwei
Abtheilungen zerfallen, wovon die einen ihn reell und die andern imaginir
berithren.

Sei A4, =20 die Hauptaxe, in X, und BB, =273 die zweite Axe,
in Y, ferner ¥ und F, die Brennpuncte (in X) und FF,=2y; seien ferner
9 und %,, B und B, beziehlich die Krimmungsmittelpuncte der Axen- Scheitel
A und 4,, B und B,, und sei endlich M der Mittelpunct des Kegelschnitts
K: so lafst sich das Gesagte bei den verschiedenartigen Kegelschnitten wie
folgt specieller angeben.

a. Bei der Ellipse. 1) Die Kreise P werden von der Ellipse um-
schlossen. Die Mittelpuncte der reellen Kreise P sind auf die Strecke FF)
beschrénkt, und jeder derselben berihrt die Ellipse reell oder imaginir, je
nachdem sein Mittelpunct in der Strecke AA,, oder in einer der beiden
Strecken AF oder U, F, liegt. Der Kreis P wird am grofsten, ein Mazximum,
wenn er M zum Mittelpunct und BB, =23 zum Durchmesser hat; er wird
um so kleiner, je weiter sein Mittelpunct von M absteht, bis er in den Gren-
zen F und F, sich auf seinen Mittelpunct reducirt. 2) Die Kreise Q um-
schliefsen die Ellipse und beriihren sie reell oder imagindr, nachdem der Mit-
telpur;ct'in der Strecke BYB,, oder auf der einen oder andern Seite jenseits
dieser Strecke liegt. Der Kreis Q wird ein Minimum, wenn er M zum
Mittelpunct und AA,=2c zum Durchmesser hat; er wird um so grofser,
je weiter sein Mittelpunct von M absteht. — In beiden Fallen findet der
fJbergang von den reell zu den imaginir berthrenden Kreisen bei den Krim-
mungskreisen in den Scheiteln der respectiven Axen A4, und BB, Statt.

b. Bei der Hyperbel. 1) Die Kreise P werden von der Hyperbel
umschlossen. Die Mittelpuncte der reellen Kreise P liegen zu beiden Seiten
jenseits der Strecke F'Fy, von deren Endpuncten an bis ins Unendliche, und
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jeder Kreis P beriihrt die Hyperbel reell oder imaginir, nachdem sein Mittel-
punct jenseits der Strecke U,, oder in einer der beiden Strecken UAF' oder
A, F, liegt; in den Grenzpuncten F' und F; wird der Radius des Kreises
= 0, etc. 2) Die Kreise Q beriihren die Hyperbel von Aufsen, jeder be-
rithrt beide Zweige derselben, und alle berithren reell, so dafls jeder Punct
der unbegrenzten Axe Y Mittelpunct eines die Hyperbel reell und doppelt
berihrenden Kreises Q ist. Der Kreis Q¢ wird ein Minimum, wenn er M
zum Mittelpunct und 44, =2 « zum Durchmesser hat; er wird um so grofser,
je weiter sein Mittelpunct von M entfernt.

c. Bei der Parabel. 1) Die Kreise P werden von der Parabel
umschlossen. Die Mittelpuncte der reellen Kreise P liegen von F' an nach
dem Innern der Parabel, bis ins Unendliche, und jeder Kreis P beriihrt die
Parabel reell oder imaginir, je nachdem sein Mittelpunct jenseits %A, oder in
der Strecke F'Y liegt; bei F' wird der Radius des Kreises = 0, elc. 2) Hier
ist die zweite Axe X unendlich entfernt; als ihr entsprechende Kreise Q kann
man die gesammten Tangenten der Parabel ansehen.

Bemerkung I. Die Radien der Kreise P und (0, welche nach deren
Beriihrungspuncten mit dem Kegelschnitte K gezogen werden, sind zugleich
die Normalen des letztern. Somit sind umgekehrt die beiden Kreisschaaren
durch die Normalen des Kegelschnitts K bestimmt, namlich dieselben bis an
die Axen X und ¥ genommen, sind die Radien der respectiven Kreise. Aber
wie aus dem Obigen ersichtlich, erhélt man hierdurch nicht die ganze Kreis-
schaar P, sondern nur diejenige Abtheilung derselben, welche mit K reelle
Berithrung haben. Ebenso verhdlt es sich mit der zweiten Kreisschaar Q,
im Falle, wo K eine Ellipse ist. —

IL.  Von den zwei Kreisschaaren P und Q, die einen Kegelschnitt K
doppelt berithren, will ich hier beildufig folgenden Satz angeben:

»Die gemeinschaftliche Secante S irgend zweier Kreise aus der
ndmlichen Schaar und ikre Berithrungssehnen CC und C,C, wit dem
Kegelscimitte K sind parallel, und die erstere liegt immer in der Mitte
zwischen den beiden letztern.” (Dabei konnen die genannten drei Geraden
reell oder ideell sein.) Oder:

yWerden zwei gegebene Kreise N und N, von irgend einem Kegel-
schnitte K doppelt berihrt, aber beide gleichartig, so sind die beiden Be-
ruhrungssehnen CC und C,C, immer mit der gemeinschaftlichen Secante
SS der Kreise parallel, und stehen gleichweit von ithr ab” — Die zwei
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dufsern, so wie die zwei innern gemeinschaftlichen Tangenten der Kreise IN
und N, sind als ein solcher Kegelschnitt K anzusehen: und fir diesen be-
sondern Fall ist der Satz bekannt. — Ubrigens findet der Satz auch etwas
allgemeiner Statt, was ich bei einer andern Gelegenheit nachzuweisen mir
vorbehalte.

TII. Die zweile Schaar Kreise Q haben, unter andern, folgende be-
sondere Eigenschaft: §

wZieht man aus den Brennpuncien F und F, nach allen Tan-
genten des Kegelschnitts K Strahlen unter demselben beliebigen Winkel o,
so liegen ihre Fufspuncte allemal in einem solchen Kreise Q, so dufs
durch Anderung des Winkels ¢ die ganze Schaar Kreise Q erhalten
wird.” Oder umgekehrt: ,Bewegt sich ein belicbiger gegebener Winkel ¢
so, dafs der eine Schenkel stets einen festen Kegelschnitt K beriihrt,
wihrend der andere bestindig durch einen der beiden Brennpuncte F
oder F, desselben geht, so beschreibt sein Scheilel einen solchen Kreis Q,
welcher den Kegelschnitt doppelt berihrt (reell oder imagindr) und sei-
nen Mittelpunct in der zweiten Axe Y des lelztern hat. — Fir den be-
sondern Fall, wo ¢ == 90", ist der Satz allgemein bekannt; ebenso fir den
Fall, wo K insbesondere eine Parabel, aber ¢ beliebig ist, und wobei der
Kreis Q unendlich grofs, d. h. eine Gerade, eine Tangente der Parabel wird. —
Zur weitern Entwickelung dieses Satzes und seines Zusammenhanges mit an-
dern Eigenschaften, ist hier nicht der geeignete Ort.

2. Kirze halber wollen wir die obige Annahme (1.): ,dafs X die
erste, oder die Hauptaxe des gegebenen Kegelschnitls K sei,” fiir einen Au-
genblick aufheben, und vielmehr es unbestimmt lassen, ob X die erste oder
zweite Axe, und ob die ihr zugehorige Kreisschaar P die erste oder zweite
sei, wobei dann gleicherweise unbestimmt bleibt, ob die in X liegende Axe
AA,=2a, so wie die Brennpuncte F' und F), und deren Abstand FF,=—
2y, u. s. w. reell oder imaginir seien. Alsdann braucht man nur von einer
Kreisschaar P zu sprechen und kann doch die ibereinstimmenden Eigenschaf-
ten beider Schaaren zugleich beschreiben.

Einige schon im Frihern angedeutete Sitze (§.I, 2te Auflos.) lauten
nun vollstandiger wie folgt:

yWerden in einer Schaar Kreise P, welche einen gegebenen Kegel-
schnitt K doppelt beruhren, nach belicbiger Richtung R parallele Durch-
messer GG, gezogen, so liegen deren Endpuncte G und G, in irgend
" Crelle’s Journal f. d. M. BA.XXXVII. Heft2. 23
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einem andern Kegelschnille K,, welcher FF, sum Durchmesser hat, der
mit den Brennpuncien F' und F, zugleich reell oder imagindr ist. Der
diesem Durchmesser F'F, conjugirte Durchmnesser G'G; in K,, ist der
Richtung R parallel, namlick er ist zugleich der Durchmesser GG, des-
jenigen Kreises P, dessen Mittelpunct in M liegt, und somit ist er auch
gleich der andern Axe BB,=— 2(3 des gegebenen Kegelschnitts K (1.),
und mit derselben zugleich reell oder imaginir. Daher ist die Summe
der Quadrate dieser conjugirten Durchmesser FF, und GG} von K,
gleich dem Quadrat der Axe AA, = 20 von K. Werden diese conju-
girten Durchmesser von K,, als solche, durch 2f und 2¢ bezeichnet, so ist
=y und g=p3, und da in K (5*4)* =0’ so ist auch, wie behauptet,
G = |
Ferner: Der Kegelschnitt K, berithrt den gegebenen K in denjenigen zwei
Puncten H und H,, in welchen die Normalen, auf K, der Richiung R
-parallel sind, somit in den Endpuncten eines gemeinsamen Durchmessers
HH, = 2h. Die diesem Durchmesser in beiden Kegelschnitten K und K,
conjugirten Durchmesser LL = 21 und L, L, =21, fullen also aufeinan-
der, und die Differenz ihrer Quadrate ist gleich dem Quadrat der andern
Axe BB, des gegebenen Kegelschnitts K. Denn in Ricksicht auf K, st
R4 = ¢g*+f*=2¢, und in Bezug auf K ist A*-}1°==o’ |-/, folglich ist
=1 = p

Wird die Richtung R so viel wie moglich geindert; so entsteht eine
Schaar Kegelschnitte K,, oder abgekirzt 8. K,, welche insgesammi folgende
Eigenschaften haben. «

»Die S.K, haben FF, zum gemeinsamen Durchmnesser und sind
daher unter sich und mit K concentrisch. Die diesem Durchmesser con-
Jjugirten Durchmesser GG} in der S. K, sind zugleich die gesammien
Durchmesser desjenigen Kreises P, welcher M zum Mittelpunct hat, also
alle gleich und auch gleich der andern Axe BB, des K, Daher ist fur
alle K, die Summe der Quadrate conjugirter Durchmesser constant, und
zwar gleich dem Quadrat der fivirten Aze AA, des K (denn es ist
§+1=0’). Der dber der Ave A4, =2c, als Durchmesser, beschricbene
Kreis M hat daker die Eigenschaft, dafs die aus irgend einem Puncte m
seines Umfanges an je einen K, gelegten Tangenien allemal einen rechien
Winkel bilden. Die S. K, haben den gegebenen Kegelschnitt K zur ge-
meinsamen Enveloppe, ndmlich jeder von jenen berihrt diesen in den End-
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puncten eines ihnen gemeinsamen Durchmessers HH,, und zwar in den-
Jjenigen Punclen, in welchen die Normalen der zugehirigen Richtung R
parallel sind. Die diesem Durchinesser HH, in dem jedesmaligen K, und
in K conjugirten Durchmesser LiL,=21, und LL =21 fallen aufein-
ander, und die Differenz ihrer Quadrate ist constan!, ndmlich gleich dem
Quadrat der andern Axze BB,—2 (3 des K (oder ' — I} = [, oben).” —
wLegt man aus irgend einem Puncte p des gemeinsamen Durchmessers FF,,
oder dessen Verlingerung, an jeden K, zwei Tangenten pg und pg,, so
liegen die Berihrungspuncte g und g, simmtlich in einem der Kreise P,
und die Beruhrungssehnen gg, sind Durchmesser desselben, und schnei-
den sich somit in einem Punct.” — ,Die S. K, sind unlter sich und im
Allgemeinen auch mit K von gleicher Art, nur wenn K eine Ellipse und
X ausdricklich die zweite oder kleine Axe derselben ist, sind die S. K,
anderer Art, ndamlich Hyperbeln.”

Gemaifs einer friihern Bemerkung (1. I.) kann man den ersten Satz
auch so aussprechen:

yWerden die Normalen eines Kegelschnitts K bis an eine seiner
Axen X gezogen und um die Puncte, in welchen sie diese (reffen, so
herumbewegt, bis sie irgend einer gegebenen Richtung R parallel sind, so
liegen ihre Endpuncte allemal in irgend einem andern Kegelschnitte K,
welcher jenen ersten in den Endpuncten eines ihnen gemeinsamen Durch-
messers HH, berihrt, und welcher allemal den Abstand FF, der in der
Aze X liegenden Brennpuncte des K von einander zum Durchmesser
hat. U. s. w. ‘

3. Aus dem Vorhergehenden ergeben sich durch Umkehrung fol-
gende Sitze.

wZicht man in einem gegebenen Kegelschnitte K, ein System paral-
lele Sehnen GG, nach beliebiger Richtung R, so liegen ihre Mitten P in
einem Durchmesser F'F, = 2f desselben; und beschreibi man uber den
Sehnen, als Durchmesser, Kreise P, so haben diese irgend einen be-
stimmten andern Kegelschnitt K zur Hnveloppe, und zwar berithren sie
ihn doppell, jeder in zwei Puncten C. Hine Axe AA,=2c des K fillt
auf den Durchmesser FF, und die ikr zugehorigen Brennpuncte fallen
in dessen Endpuncte F' und F,, so dafs also FF, =2y die doppelte Ex-
centricitit des K und dieser mit K, concentrisch ist. Die andere Axe
BB,=—2p des K ist dem zum System der Sehnen GG, gehirigen, und

23 *
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dem FF, conjugirten, Durchinesser G"GY=2g des K, gleich. Daher ist
das Quadrat jener Axe AA, des K gleich der Summe der Quadrate der
conjugirten Durchmesser FF, und G°GY des K,. Die aus einem Scheitel A
der Axe AA, an K, gelegten Tangenten AS und A®, bilden einen rech-
ten Winkel, und die Beruhrungssehne &®, gehirt mit zum Systemn Seh-
nen GG, sie ist der Durclunesser des Krimmungskreises, oder ihre Milte
ist der Krimmungsmittelpunct U des Kegelschnitts K in jenemn Scheitel A
(S. L. 2te Auflosung). — Der Kegelschnitt K berithrt den gegebenen K,
in den Endpunclen eines ihnen gemeinsamen Durchmessers HH,, und zwar
n denjenigen Puncten H und H,, in welchen die Normalen des K, der
Richtung R und somit auch den Tangenten in F' und F, an K, parallel
sind. Daoher sind die Brennpuncle 1" und F, und die Berihrungspuncte
H und H, des K zugleich auch die Berukrungspuncte der Seilen eines
dem K, wmnschriebenen Rechtecks. Die dem Durchmesser HH,=— 2h beid-
seitig conjugirten Durclmesser 21 und 21, fullen aufeinander und es ist
12—4112 — [Ju — yz.w

Wird die Richtung R so viel wie moglich geidndert, so entsteht aufl
diese Weise, bei demselben gegebenen Kegelschnitte K, eine Schaar Kegel-
schnitte’ K, oder S. K, welche folgende gemeinsame Eigenschaft haben.

yDie S.K haben mit K, denselben Mittelpunct M. Alle K haben
eine gleiche Axe AA,, deren Quudrat der Swmnme der Quadrate je zweier
conjugirter Durchmesser des K, gleich ist; daker sind sdimmiliche Axen
AA, Durclunesser eines Kreises M, welcher in Bezug auf K, der Ort
der Scheitel der ihm wumschriebenen rechten Winkel ist. Die in den
Axen AA, liegenden Brennpuncte F' und F, der S. K sind zugleich die
Endpuncte je eines Durchmessers FFy des K,, und somit ist K, ihr geo-
metrischer Ort. Der genannte Kreis M ist ferner fur jeden Kegelschnitt K
der Ort der Fufspuncte der aus seinen Brennpuncten F und F, auf seine
Tangenten gefillten Perpendikel” — ,Die andern Axen BB, der S. K
sind respective den einzelnen Durc/cmessern des K, gleich, ndamlich je dem,
der dem Durchmesser FF, conjugirt ist. Der Or! der Endpuncte dieser
Axen BB, ist eine Curve dien Grades *).” — , Jeder Kegelschnitt K be-
ruhrt den gegebenen K, in den Endpuncten eines ihnen gemeinsamen

*) Die Glexchung der genannten Curve ist
(2* 497 (@ 2 0y a8 = @+ 1) (@2 5,
wobei @, b die Halbaxen des gegebenen Kegelschnitts K, sind. '
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Durchmessers HH,, in welchen Endpuncten ndmlich die Normalen der
Jedesmaligen Ricktung R parallel sind; die beiden Brennpuncte F' und F,
und die beiden Berthrungspuncte H und H, jedes K sind immer zugleich
die Beriihrungspuncte der zwei Paar Gegenseilen eines dem K, wmnschrie-
benen Rechtecks, und es giebt allemal einen zweiten K, welcher verwech-
selt H und H, zu Brennpuncten und F und F, zu Berihrungspuncten
hat. Und wumgekehrt: Die zwei Paar Berihrungspuncte der Gegenseiten
eines jeden dem K, umschriecbenen Rechtecks entsprechen in diesem Sinne
sweien Kegelschnitten K. — ,Die gemeinsame Enveloppe aller K be-
steht aus zwei Theilen, aus dem gegebenen Kegelschnitte K, und aus dem
genannten Kreise M; letzterer berihrt jeden K in den Endpuncten A
und A, seiner Ave AA,” — ,Das dem K, eingeschricbene Viereck, dessen
Ecken in den Beruhrungspuncten eines umschriebenen Rechtecks liegen,
wie FHF,H,, ist ein Parallelogramm, seine Seilen sind den Diagonalen
des Rechtecks parallel, und von den sich anliegenden Seiten desselben ist
die Summe oder der Unterschied constant, und zwar gleich der Diago-
nale des Rechtecks, also FH-4F H=— AA,—=20a. Die um vorstehenden
Satze genannte besondere Sehne &®,, Durchmesser des Kriunmungs-
kreises P, im Scheitel A jedes K, beruhrt oder hat zur Enveloppe einen
bestimmien Kegelschnitt M,, ndimlich die Polarfigur des Kreises M in
Bezug auf den gegebenen Kegelschnitt K, ; dieser Kegelschnitt M, hat
ebénfalls M zum Mittelpunct. Der Ort der Mitten der Sehnen &G,
oder der Krummungsmittelpuncie ) aller K in ikren Axen- Scheileln A
(und A,), ist eine Curve dten Grades*), die M zum Mittelpunct und
sudem die Higenschaft hat, dafs je 2wei Durchmesser derselben, AU,
und WU, welche auf irgend zwei conjugirte Durchmesser F'F,, und
G'G’ von K, fallen, constante Summe oder constanten Unlerschied ha-
ben, und zwar dafs WY, + U = AA, = 2« ist, und dafs ferner die
Durchmesser WA, der Curve einzeln den Durchmessern &S, der ge-
nannten Krimmungskreise P, gleich sind.” Denn auf je zwei conjugirte
Durchmesser FF, und G°G, des K, (Fig. 4.) fallen immer die Diagonalen
AA, und A°A} eines umgeschriebenen Rechtecks 44°4, 4, und auch um-
gekehrt, und dabei sind die Seiten des zugehorigen eingeschriebenen Parallelo-

*#) Die Gleichung dieser Curve ist
, (a* 409 (a4 0'2%* = a'b* (y*+ 1),
wo « und b die Halbaxen des K, sind. »
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gramms & ®,®,®, (gleichbedeutend mit dem genannten FHEF H,) den Dia-
gonalen des Rechtecks parallel, so dafs AA, — GS; und AU = G®,, und
somit AY, |+ AW = OG; - GG, = 44, =20 ist. Ubngens ist auch nach

2

friherem (§.I. 2te Auflés.) M%:g und MYU" =%> und somit M-} MA°
_fte __
a

Es folgt ferner:

wDie Tangenten jedes Kegelschnitls K schneiden alle den Kreis M;
und umgekehrt: jede Sehne mn des Kreises M, die den gegebenen Kegel-
schnitt K, nicht schneidet, berihrt irgend zwei bestimmie Kegelschnitte K,
und zswar sind diese dadurch bestimmt, dafs die auf die Sekne, in deren
Endpuncten m und n,- errichtelen Perpendikel mm, und nn, den K, in
den zwei Paar Brennpuncien F' und F derselben schneiden. Wenn ins-
besondere die Sehne mn den gegebenen Kegelschnitt K, berikrt, in einem
Puncte H, so beriahren ihn auck die Perpendikel mm, und nn, in einem
Puncten-Paar F und F,, und alsdann fallen die zwei K in einen zu-
sammen, welcher die Selme mn und den K, in jenem Puncte H zugleich
beruthrt; ete.”

Die S. K sind im Allgemeinen mit K, von gleicher Art; wenn
jedoch K, eine Hyperbel ist, so kﬁnnen die S. K sowohl Ellipsen als
Hyperbeln sein, so wie auch imaginir werden.” — Uberhaupt treten bei
den angegebenen Eigenschaften verschiedene Modificationen ein, wenn der ge-
gebene Kegelschnitt K, eine Parabel, oder eine besondere Hyperbel (gleich~
seitig, oder mit stumpfen Asymptotenwinkel) ist.

Aus der Bestimmungsart und aus den angegebenen Eigenschaften des
dem K, eingeschriebenen Parallelogramms FHF,H, (oder ®,8,®,, Fig. 4.)
geht hervor, dafs seine Winkel durch die respectiven Normalen (und Tan-
genten) des K, gehalftet werden, so dafs daher, im Falle K, eine Ellipse ist,
sein Umfang ein Maximum sein mufs *), was den interessanien Satz giebt:

yUnter allen einer gegebemen Ellipse K, eingeschriebenen Vier-
ecken hat dasjenige den grifsten Umfang, dessen Ecken in den Beruh-
rungspuncten der Seiten eines der Ellipse wmschriebenen Rechtecks lie-
gen; es giebt unendlich viele solche Vierecke, nimlich jeder Punct der

#*) S. meine Abhandl. im Journal des mathém. de Mr. Lcouvclle, iome VI, oder
im Jonrn. f. Mathem. Bd. 24 S. 151 von Crelle. ‘
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Ellipse ist Ecke eines solchen Vierecks, dessen Umfang ein Maximum ist:
aber alle diese grifsten Umfinge sind einander gleich, und zwar gleich
der doppelien Diagonale des genannlen Rechtecks, oder gleich der vier-
fachen Sehne, welche zwei Axen-Scheitel der Ellipse verbindet, also
= 4y(&’+ ) = 40. Alle diese Vierecke von grifstem Umfange, die
sammtlick Parallelogramme, sind zugleich einer bestimmten andern Ellipse
M, wmgeschrieben, deren Axen 2a,, 2b, auf die gleichnamigen Axen 2a,
20 der gegebenen Ellipse K, fallen, und welche mit letzterer confocal ist.
Namlich zwischen den Axen beider Ellipsen finden folgende Grifsen-
Relationen Statt:

1. s 2. @—bB = a—F;
und daraus

a2
3. a, -——W und b ;/(a*-l-b)’
4. & =a(a,+b) und U = b,(a,}b,);
5. (a,+b) = a+b = o

2b2
6. albl ESS a—:‘q:Z';‘;
7. ab = (a,+b)y(ab,); etc.”

Hierbei will ich noch eines interessanten Umstandes erwihnen. Aus
- einem Satze namlich, der zu meinen Untersuchungen iber Maximum und Mi-
nimum gehort, lafst sich leicht darthun, dafs die namlichen genannten Vierecke
(FHF,H, oder 8®,®,®;) in Bezug auf die zweite Ellipse M, zugleich
auch die Eigenschaft haben, dafs sie unter allen ihr umschriebenen Vierecken
den kleinsten Umfang haben, so dafs man mit dem vorstehenden zugleich den
folgenden Satz hat:
yUnter allen einer gegebenen Ellipse M, umschriebenen Vierecken
hat dasjenige den kleinsten Umfang, bei welchem die Normalen in den
Beruhrungspuncten seiner Seiten eine Raute (gleichseitiges Viereck) bilden.
Es giebt unendlich viele solche Vierecke, deren Umfang ein Minimum ist,
jede Tangente der Ellipse ist Seile eines derselben, aber der Umfang ist
bei allen gleich, und zwar gleick der doppellen Summe der Azen der
Ellipse, also = 4a,-+4b,. Alle diese Vierecke, Parallelogramme, sind
2ugleich einer bestimmlen andern Killipse K, eingeschrieben, und haben
unter allen ihr eingeschricbenen Vierecken den grofsten Umfang; elc.”
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Fir je zwei Ellipsen, deren gleichnamige Axen aufeinander liegen und
nach Grofse den obigen Gleichungen (1.) und (2.) geniigen, finden also die
angegebenen Eigenschaften Statt, namlich: dafs unendlich viele Parallelogramme
der einen ein- und zugleich der andern sich umschreiben lassen, und dafs der
Umfang derselben constant ist, und dafs dieser Umfang bei der ersten Ellipse
ein Maximum, dagegen bei der andern ein Minimum ist, in Bezug auf alle
andern Vierecke, welche jener ein— und dieser umgeschrieben sind. Auf je
zwei conjugirte Durchmesser der innern Ellipse M, fallen die Diagonalen F'F,
und HH, eines der genannten Parallelogramme, sie werden durch die éufsere
Ellipse K, begrenzt.

Der Inhalt der verschiedenen Parallelogramme (F'HF'H,) ist nicht con-
stant, so wenig als der Inhalt der zugehorigen (der Ellipse K, umschriebe-
nen) Rechtecke, ,vielmehr ist jener ein Maximum oder ein Minimum, und
dieser gleichzeilig umgekehrt ein Minimuin oder ein Maximum, wenn die
Seiten des Parallelogramms bezieklich den gleichen conjugirten Durch-
messern oder den Axen der Ellipse K, parallel sind, oder wenn die Dia-
gonalen des Rechtecks auf jene Durchmesser oder auf diese Axen fallen.”
Wird der Inhalt des Rechtecks durch R und der Inhalt des zugehorigen Paral-
lelogramms durch P bezeichnet, so ist stets

R.P = 84’0* = 8a,b,(a,-}b,),
also das Product der Inhalte constant. Werden ferner die Maxima der In-
halte B und P durch R, und P, , und die Minima durch R, und P, be-
zeichnet, so hat man ’ ' '

R,=2(a@}+6)=2(a,-+b), und R,—4ab=4(a,}-b)y(a,b);
P, — a‘ij‘r";: —4ab, und P,—2ab—2(a4b)y(aby);
R,.tR, = 2(atb);
P,.+P, = 2(Ya,+vb,)y(a,b)); etc.

Uber die der Ellipse K; umgeschriebenen Rechtecke 44°4, 4} und die
zugehorigen eingeschriebenen Parallelogramme & ®,®,®; (oder FHF, H,)
will ich hier noch folgende Eigenschaften angeben. Man bezeichne die Brenn-
puncte der Ellipse K, durch B und B,, und setze BB, =24.

nDie vier Ecken jedes der genannten Rechtecke liegen mit den
beiden Brennpuncten B und B, in einer gleichseitigen Hyperbel , welche
mit der Ellipse K, concentrisch ist, nimlich A4,, A°A}, BB, zu Durch-
messern und M zum Mittelpuncte hat; und ebenso liegen die Kcken des
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Parallelogramms &®,&,®, mit den Brennpuncten B und B, in einer
andern gleichseitigen Hyperbel ,, welche mit § den Durclunesser BB,
gemein hat, und also mit ihr und mit K, concentrisch ist. Die Haupt-
aren 2a und 2a, dieser beiden zusammengehirigen gleichseitigen Hyper-
beln © und $, bilden einen constanten Winkel von 45°, und zudem ist
die Summe der Biquadrate dieser Axen constant, und zwar dem Bigua-
drate jenes Durchmessers BB, oder 2b gleich, oder
at-ay = b

Die auf diese Weise bestimmien zwei Schaaren gleichseitige Hperbeln,
S(H) und S(9,), sind im Ganzen nur eine und dieselbe Schaar, S($,$,),
und als solche einfach dadurch bestimmt, dafs sie den reellen Durch-
messer BB, gemein haben. lhre Tangenten in den Scheiteln ihrer Haupt-
axen beruhren sdimmilich diejenige, $),, unter iknen, welche die grifste
Axe, ndamlich den Durchmesser BB, zur Hauptaxe hat. Daher liegen
die Haupischeitel der S($,9,) in einer Lemniscale, welche BB, zur
Axe und M zum Mittelpuncte hat” In dem Gesagten ist somit auch der
Satz enthalien: ,Die Lemniscate hat die Eigenschaft, dafs die Summe der
Biquadrate je zweier Durchmesser derselben, welche einen Winkel von 45°
einschliefsen, constant, und zwar dem Biquadrat ihrer Axe gleich ist.”

Durch Umkehrung folgt:

wJede gleichseitige Hyperbel § (oder £,), welche mit einer gege-
benen Ellipse K, concentrisch ist und durch deren Brennpuncie B, B,
geht, schneidet dieselbe in den Ecken (®, ®,, ®,, ®,) irgend eines ihr ein-
geschriebenen Parallelogramms, oder in den Berithrungspuncten der Seiten
eines ihr umngeschriebenen Rechtecks.” Oder:

n,Die Schaar gleichseitige Hyperbeln $ , welche einen nach Grifse
und Lage gegebenen Durchmesser BB, gemein haben, besitzen die Eigen-
schaft, dafs die Tangenten in ihren Hauptscheiteln simmtlich eine und
dieselbe und swar diejenige, §),, unter ihnen berithren, welche jenen Durch-
messer zur Hauptaxe hat; dafs ihre Hauptscheitel in einer Lemniscate
liegen, welche denselben Durchmesser BB, sur Axe hat, und dafs auch
ihre Brennpuncle in einer Lemniscate liegen, etc.” Und ferner: ,Jeder
mil den Hyperbeln concentrische Kreis M, dessen Durchmesser grifser
als BB, , schneidet jede derselben in den Ecken eines Rechtecks AA°A, A},
und alle diese Rechtecke sind einer und derselben Ellipse K,, welche die
Endpuncte B und B, jenes Durchmessers zu Brennpuncten hat, umge-
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schrieben und berithren sie in solchen 4 Puncten etc.” Oder: ,Jede El-
lipse K,, welche die Endpuncte des Durchmessers BB, zu Brennpuncten
hat, schneidet jede Hyperbel $ in den Hcken eines Parallelogramms, alle
diese Parallelogramme haben gleichen Umfang und sind zugleich einer an-
dern Ellipse M, umgeschrieben, welche mit jener concentrisch ist; u.s.w. —

4. Die obige Betrachtung der beiden Kreisschaaren P und Q (1.u.f.),
welche einen gegebenen Kegelschnitt K doppelt berithren, ist ibrigens nur
ein besonderer Fall von der allgemeinen Betrachtung, wo der gegebene Ke-
gelschnitt K von solchen beliebigen andern Kegelschnitten P und Q beriihrt
werden soll, welche durch zwei gegebene Puncte ¢« und b gehen. Denn
unter dieser Bedingung finden bekanntlich gleicherweise zwei Kegelschnitt-
Schaaren P und Q Statt, welche die Eigenschaft haben, dafs ihre Beriihrungs-
sehnen PP, und OO, mit K beziehlich durch zwei feste Puncte p und ¢ in
der Geraden «b gehen. Diese Puncte p und ¢ sind auch dadurch bestimmt,
dafs sie sowohl zu den gegebenen Puncten @ und b, als auch zu den Schnitten
s und ¢ der Geraden @b und des Kegelschnilts K zugeordnete harmonische
Puncte sind. In jenem speciellen Falle nun, wo blofs verlangt wird, die
Kegelschnitte P und Q sollen Kreise sein, werden durch diese Bedingung
die Puncte « und & stillschweigend gesetzt, aber sie sind imaginir und lie-
gen auf der unendlich entfernten Geraden ab der Ebene; dagegen bleiben
die genannten festen Puncte p und ¢ reell und liegen nach den Richtungen
der Axen X und Y des Kegelschnitts K auf der unendlich entfernten Gera-
den ab, so dafs die Berihrungssehnen %, und O, beziehlich diesen Axen
parallel laufen.

5. Wollte man die obige Betrachtung in der Art umkehren, dafs man
zwei beliebige Kreise M und NV als gegeben annihme und sodann die simmi-
lichen Kegelschnitte K beriicksichtigte, welche dieselben doppelt berihren, so
wiirde man zu neuen Resultaten gelangen, deren Entwickelung hier zu weit
fihren wiirde. Aber auch diese Betrachtung wire wiederum nur ein beson-
derer Fall von derjenigen, wo statt der gegebenen Kreise zwei beliebige Ke-
gelschnitte M und N angenommen werden, und woriiber ich das Nahere bei
einer andern Gelegenheit mitzutheilen mir vorbehalte. Hier will ich mich auf
folgende, darauf ‘bezﬁgliche Angaben beschrinken.

Die Aufgabe: ‘

yEinen Kegelschnitt K zu finden, welcher jeden von drei gegebenen
Kegelschnitten M, N, O doppelt berihrt,”
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ist im Allgemeinen mehr als bestimmt, und nur unter gewissen beschrinkenden
Bedingungen moglich. Diese Bedingungen lassen sich wie folgt niher angeben.

Ein Kegelschnitt hat unendlich viele Trippel zugeordnete harmonische
Pole =, y, = und zugeordnete harmonische Gerade X, Y, Z. Je zwei (in
derselben Ebene liegende) Kegelschnitte haben ein solches Trippel zugeord-
nete harmonische Pole x, y, £ und Gerade X, Y, Z gemein, und zwar sind
jene die Ecken und diese die Seiten eines und desselben Dreiecks, oder sie
haben drei Paar sich zugehorige Pole und Polaren  und X, y und Y, = und
Z, gemein (Abhing. geom. Gestalten §. 44. S. 165 u. 166). Ferner haben
die zwei Kegelschnitte drei Paar gemeinschafiliche Secanten r und r,, 9 und i,
3 und 3, (reell oder imaginir), welche sich beziehlich in jenen Polen z, y, %
schneiden.

Nun seien « und A irgend eins der drei Paare sich zugehorige ge-
meinschaftliche Pole und Polaren der gegebenen Kegelschnitte M und N; ein
eben solches Paar seien & und B von den Kegelschnitten M und O, und ein
gleiches Paar seien ¢ und C von den Kegelschnitten N und O; ferner seien
o und ¢, 3 und 3,, y und y, die in den Polen @, b, ¢ sich schneidenden
gemeinschaftlichen Secanten der respectiven Kegelschnitte M und N, M und O,
N und O; und endlich seien 4,, B,, C, die Seiten bc, ac, ab des Drei-
ecks abe, so wie a,, b,, ¢, die Ecken des Dreiseits ABC': so sind die ge-
nannten Bedingungen folgende:

nDie Dreiecke abc und ABC (oder a,b,c,) missen perspectivisch
sein, d. h. die drei Geraden aa,, bb,, cc, durch ihre enisprechenden
Ecken wissen sich in einem Puncte treffen, oder, was gleichbedeutend,
die drei Schnittpuncte ihrer entsprechenden Seiten (A und A,, B und B,,
C und C,) miissen in einer Geraden liegen; und ferner smiissen die Sei-
ten B, und C, zu den Secanten « und «,, so wie die Seilen A, und C,
2u den Secanten (3 und 3,, und ebenso die Seiten A, und B, xu den
Secanten y und y, harmonisch sein.”

Finden sich diese Bedingungen erfillt, so giebt es einen Kegelschnitt K,
welcher die drei gegebenen Kegelschnitte M, N und O doppelt berihrt, und
zwar sind dann die Seiten A,, B,, C, des Dreiecks abc zugleich seine Be-
rihrungssehnen mit den respecliven Kegelschnitten M, N, O; auch sind a
und 4, b und B, ¢ und C drei Paar sich entsprechende Pole und Polaren
in Bezug auf den Kegelschnitt K, und dieser ist durch dieselben beslimmt.
Und umgekehrt: wenn ein Kegelschnitt K irgend drei andere Kegelschnilte

24 *
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M, N, O doppelt berihrt, so finden die genannten Eigenschaften Statt. —
Lafst man jeden der drei Kegelschnitie M, N, O entweder 1) in zwei Puncte
oder 2) in zwei Gerade ibergehen, so resultiren aus den angegebenen Be-
dingungen die bekannten Pascal’schen und Brianchon’schen Sitze iiber das
einem Kegelschnitte K ein- oder umgeschriebene Sechseck. Ferner erhilt
man andere specielle Sitze, wenn von den drei Kegelschnitten M, N, O
entweder 3) zwei in zwei Paar Puncte und der dritte in ein Paar Gerade,
oder 4) einer in zwei Puncte und jeder der beiden ibrigen in zwei Gerade
iihergeht.

6. In Ricksicht auf blofs einfache Beriihrung der Kegelschnitte unter
einander ist meines Wissens bis jetzt noch” wenig geschehen. In dlterer und
selbst bis in die neueste Zeit hat man sich fast ausschliefslich nur mit dem
sehr beschrinkten Falle, mit dem Beriihrungsproblem bei Kreisen beschifligt,
aber nicht mit den entsprechenden Aufgaben bei den allgemeinen Kegelschnitten.
Die letztern sind aber auch in der That ungleich schwieriger. Um dies zu
zeigen, wird es geniigen, hier nur die folgende Hauptaufgabe hervorzuheben,
namlich

wlinen Kegelschnitt K zu finden, welcher irgend fanf gegebene Ke-
gelschnitte beruhrt.”

Beschrinkt man sich darauf, nur die Anzahl der fraglichen Kegel-
schnilte K, nicht diese selbst zu finden, so lifst sich schon an gewissen spe-
ciellen Fallen ermessen, dafs dieselbe bedeutend grofser sein mufs, als bei
dem Problem iber die Kreise, wo bekanntlich drei gegebene Kreise von 8
verschiedenen andern Kreisen berihrt werden konnen. Denn z. B. schon fiir
den Fall, wo jeder der finf gegebenen Kegelschnitte aus zwei Geraden be-
steht, giebt es 32 Kegelschnitte K, welche der Aufgabe geniigen; und eben
so viele giebt es, wenn jeder der gegebenen Kegelschnitte aus zwei Puncten
besteht. Und wenn ferner von den finf gegebenen Kegelschnitten drei aus
drei Paar Geraden und zwei aus zwei Paar Puncten bestehen, so finden schon
128 Auflosungen Statt; und eben so viele finden Statt, wenn zwei der gege-
benen Kegelschnitte aus zwei Paar Geraden und die drei ibrigen aus drei
Paar Puncten bestehen. Diese respectiven 32 und 128 Kegelschnitte K sind
iibrigens auch selbst leicht zu finden, und zwar auf elementarem Wege, wie
aus meinem kleinen Buche *) zu ersehen ist. Hiernach wird man um so mehr

*) Die geom. Constructionen aus%efﬁhrt miltelst der geraden Linie und eines festen
Kreises. §. 20. S.97 u. 99. Berlin 1833, bei F. Dimmler.



und iber einige damit in Bezieh. stehende Eigenschaften der Kegelschnitte. 189

eine hohe Zahl von Losungen zu gewirtigen haben, wenn die gegebenen fiinf
Kegelschnitte beliebig sind *).

Durch eine gewisse geometrische Betrachtung glaube ich nun gefunden

zu haben:
wDafs fanf beliebige gegebene Kegelschnitte im Allgemeinen (und
hichstens) von 7776 andern Kegelschnitten K berithrt werden.”

Mein Verfahren erhebt sich stufenweise bis zur vorgelegten Aufgabe.
Nimlich zuerst stelle ich die Frage: \

,Wie viele Kegelschnitte K giebt es, welche durch vier gegebene
Puncte gehen und einen gegebenen Kegelschnilt berihren?”

Hier ist leicht zu beweisen, dafs es im Allgemeinen 6 solche Kegel-
schnitte K giebt. Sodann ist die zweite Frage:

»,Wie viele Kegelschnille K konnen durch drei gegebene Puncte ge-
hen und zwei gegebene Kegelschnitte berithren?”

Hier stellt sich heraus, dafs es 6.6 =36 solche Kegelschniite giebt.
Und wird auf diese Weise fortgefahren, so gelangt man zuletzt zu 6°=— 7776
Kegelschnitten K, welche der obigen Aufgabe enisprechen.

Bemerkung.

7. In Bezug auf den obigen Saiz uber die der Ellipse ein— oder um-
geschriebenen Vierecke von beziehlich grdfstem oder kleinstem Umfange ist
zu bemerken, dafs derselbe nur ein einzelner Fall eines umfassendern Satzes
ist, welchen ich hier, nebst noch einigen andern Sitzen miitheilen will, die
sammtlich aus meinen anderweitigen Untersuchungen iiber Maximum und Mi-
nimum entnommen sind.

yEiner gegebenen Ellipse lassen sich unendlich viele solche con-
vexe n Ecke einschreiben, deren Umfang ein Maximum ist, namlich jeder
Punct der Ellipse ist Ecke eines solchen n Ecks. Alle diese n Ecke sind
zugleich einer bestimmien andern Kilipse umgeschrieben, und in Riick-
sicht auf alle andern derselben umgeschriebenen convexen n Ecke ist ihr
Umfang ein Minimum.” Oder auch umgekehrt: «

wEiner gegebenen Ellipse lassen sich unendlich viele solche con-
vexe n Ecke umschreiben, deren Umfang ein Minimum ist, ndmlich jede

*) Selbst bei den genannten besondern Fillen lafst sich schon eine weit grofsere
Zahl von Lésungen nachweisen, als die angegebene, wenn bemerkt wird, dafs ein Kegel-
schnitt K einen andern, welcher 1) aus zwei Geraden oder 2) aus zwei Puncten be-
steht, schon beriihrt, wenn er nur 1) durch den Schnittpunct der Geraden geht, oder
2) die durch die Puncte gezogene Gerade beriihrt.
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Tangente der Ellipse ist Seite eines solchen n Ecks; und alle diese n Ecke
sind zugleich einer bestimmten andern Ellipse eingeschrieben und haben
unter allen ikr eingeschriebenen convexen n Ecken den grifsten Umfang,
und zwar haben alle denselben Umfang.”

Dieser Satz gilt nicht allein fir die gewohnlichen n Ecke von nur einem
Umlaufe, sondern eben so fir diejenigen von 2,3,4,.... v Umliufen, welche
trotzdem ihre Seiten einander durchkreuzen, dennoch convex sein konnen (so
z. B. bilden die 5 Diagonalen eines regelméfsigen Fiinfecks ein convexes Finfeck
von zwei Umliufen). Némlich etwas allgemeiner gefafst hat man statt des
vorstehenden Satzes den folgenden.

»Von irgend einem Puncte A eines gegebenen Kegelschnitts K
gehe ein Lichtstrahl unter beliebigem Winkel o aus und treffe den Ke-
gelschnitt in einem zweiten Puncte B, werde hier von demselben reflectirt,
oder (falls der reflectirte Strahl den Kegelschnitt nicht trifft) so ge-
brochen, dafs der gebrochene Strahl gerade die enigegengesetzte Rich-
tung des reflectirten hat, eben so geschehe es in allen folgenden Puncten
C,D, E,...., in welchen der Lichtstrahl den Kegelschnitt trifft: so be-
rihrt der Lichtstrahl fortwdhrend einen bestimmten andern Kegelschnitt
K,; und lifst man sodann ferner von einem belicbigen andern Puncte A,
des ersten Kegelschnitts K einen newen Lichtstrahl A B, so ausgehen,
dufs er den zweiten Kegelschnitt K, beriihrt, dann aber von dem ersten,
eben so wie der erste Lichtstrahl, wiederholt reflectirt oder gebrochen
wird, so berihrt er gleicherweise auch fortwdihrend den ndmlichen zwei-
ten Kegelschnitt K,.”

Bei diesem Satze findet je einer von zwei verschiedenen Fallen Statt,
namlich der Lichtstrahl kehrt entweder

@) nach bestimmter Anzahl, », Umliufen in den Anfangspunct 4 zurick, oder
b) er kehrt nie (oder nur nach unendlich vielen Umléufen) dahin zuriick.

Im ersten Falle («) durchlauft der Lichtstrahl die Seilen eines ge-
schlossenen Vielecks N, etwa von n Seiten und # Umldufen, welches dem
Kegelschnitte K ein- und zugleich dem Kegelschnitie J; umgeschrieben ist;
und dabei kehrt der Lichtstrahl unter gleichem Winkel ¢ nach dem Anfangs-
puncte A zuriick, wie er von da ausgegangen ist, so dafs er bei fortgesetzter
Bewegung das némliche nEck NV wiederholt beschreibt. Und in diesem Falle
beschreibt dann ferner auch jener genannte zweite Lichtstrahl A, B,, der von
einem beliebigén andern Anfangspuncte A, ausgeht, allemal ebenfalls ein ge-
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schlossenes, mit dem vorigen gleichnamiges, Polygon V,, d. h. von gleicher
Seitenzahl 2 und gleicher Umlaufszahl .

Ist nun der erste Kegelschnitt K eine Kilipse und soll das Polygon N
convex sein, so ist dann auch der zweite Kegelschnitt K, eine Ellipse, und
alsdann haben die verschiedenen n Ecke N, N;, .... die oben genannte Ei-
genschaft: dafs sie unter allen der Ellipse K eingeschriebenen oder der
Ellipse K, wmgeschriebenen gleichartigen n Ecken beziehlich den grifs-
ten oder kleinsten Umfang haben, und dafs sie unter sich gleicken Um-
fang haben.

Der Leitstrahl aus einem Brennpunct der Ellipse K nach jeder Ecke
des n Ecks V (oder NV,, ....) theilt den zugehorigen Polygonwinkel in irgend
zwei Theile £ und y: wird die Summe der Cosinusse aller dieser Winkel-
theile &, y mit der halben grofsen Axe der Ellipse K multiplicirt, so erhalt
man den Umfang U des n Fcks; oder in Zeichen

U= a.Z(cosx-}cosy) = 2a.=Z[cos}(x+y).cosi(x—1y)]

In der oben citirten (3. Note) Abhandlung iber Maximum und Mini-
mum finden sich die Bedingungen angegeben, unter denen der Umfang eines
geradiinigen Polygons N, welches einem beliebigen Curven-Polygon P oder
einer einzelnen Curve P oder einem andern gleichnamigen geradlinigen Po-
lygon P eingeschrieben ist, ein Minimum oder ein Maximum wird. Den dor-
tigen Sitzen sind die nachfolgenden zur Seite zu stellen.

a. ,Unter allen einem gegebenen (geradlinigen) n Eck N wmge-
schriebenen n Ecken kann der Umfang nur bei demjenigen, N,, ein
Minimum sein, welches die Higenschaft hat, dufs in Betracht jeder Seite
desselben das aus der in ihr liegenden Ecke des n Ecks N auf sie er-
richtete Perpendikel mit den beiden Strahlen, welche die an dieser Seite
liegenden Aufsenwinkel des n Ecks N, hdlften, in einem Puncte zu-
sammentrifft.

Mag auch die Construction des n Ecks IV, schwierig sein, so ist da-
gegen, wenn umgekehrt dasselbe als gegeben angenommen wird, alsdann das-
jenige nEck N, welchem es mit kleinstem Umfange umgeschrieben ist, sehr
leicht zu construiren, wie aus dem Satze selbst erhellet.

p. nUnter allen einem gegebenen Curven-Polygon P, oder einer
einzelnen gegebenen Curve P umgeschriebenen geradlinigen Polygonen P,
von gleicher Seitenzahl, kann nur bei demjenigen der Umfang ein Mini-
mum sein, welches die Eigenschaft hat, dafs in Betracht jeder Seite
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desselben die Normale in ilrem Berihrungspuncte mit den beiden Ge-
raden, welche die der Seite anliegenden Aufsenwinkel des Polygons P,
hélften, in irgend einem Puncte zusammentrifft.”

Diese beiden Sitze (o. und (3.) finden iibrigens auf analoge Weise auch
fir die sphérischen Figuren Statt.

Fir den speciellen Fall, wo das umzuschreibende Polygon P, nur ein
Dreieck sein soll, hat die angegebene Bedingung (/3.) zur Folge: ,dafs die
drei Normalen in den Berihrungspuncten der Seiten des Dreiecks sich
in einem und demselben Puncte treffen.” Und in Riicksicht des ersten
Saizes (o.) folgt ebenso: ,dafs die in den Ecken des Dreiecks N auf die
Seiten des Dreiecks N, errichteten drei Normalen in einem Puncte zu-
sammentreffen.”
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10. |
Uber die Factoren der algebraisch losbaren irre-
ductibeln Gleichungen vom sechsten Grade und ihrer
Resolventen.

(Von Herrn Dr. E. Luther, Privatdocenten an der Universilit zu Kdnigsberg.)

Bei der durch den Titel bezeichneten Untersuchung werden wir denselben
Weg einschlagen, welcher in einem friher von uns mitgetheilten Aufsatze
,De criteriis, quibus cognoscatur, an aequatio quinti gradus algebraice resolvi
possit” verfolgt ist, um die Factoren der Resolventen einer algebraisch los-
baren irreductibeln Gleichung vom finften Grade zu finden. Es wird aber
nothig sein, vorher die simmtlichen Satze zusammenzustellen, auf welche sich
die Untersuchung stiitzt. Dies wird in den finf ersten Paragraphen geschehen.

S 1.
Jede algebraische Function y von gegebenen Grofsen x, ', 2", ..
lafst sich bekanntlich aus folgenden Grofsen rational zusammensetzen:

z, a2, a5 ....

n n’ n’
Ve, VP VP, ...
n, n’ nY
1. VP Ve, Vs . ,

n, n,’ N
VP VP VP o
nu ny' ny'
- }/p,u’ '1//714'7 Vl’,u”’ e
Die sammtlichen n sind Primzahlen; die Grofsen p unter den Wurzelzeichen
bezeichnen rationale Functionen siammtlicher Grofsen, oder einiger derselben,

welche in den vorhergehenden horizontalen Reihen vorkommen, so dafs also die
Py ps P .. .. rationale Functionen von z, ', &", ....; die p, p/, p,' ...

net

n o
rationale Functionen von z, ', 2", .... Vp, ;/p', vp's oo sind; u. s, f.
Offenbar lafst sich annehmen, dafs es nnmaglich sei, eine der Wurzel-
grofsen durch eine rationale Funclion der iibrigen, welche in derselben hori-
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXVIL Heft 3. ' 25
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zontalen Reihe vorkommen, und durch die Grofsen in den vorhergehenden hori-
zontalen Reihen auszudriicken: denn wire es moglich, so konnte dieselbe, als nicht
unumgéinglich nothig, bei der Bildung des Ausdrucks von y weggelassen werden.

Diejenigen Wurzelgrofsen in (1.), welche in den Grofsen p der fol-
genden horizontalen Reihen nicht vorkommen, nennen wir dufsere Wurzel-
grdfsen. Nach dieser Definition ist leicht zu sehen:

1) Dafs die simmtlichen Wurzelgrofsen der letzten horizontalen Reihe aufsere
Wurzelgrofsen sind, dafs aber auch unter den Wurzelgrofsen der andern
Reihen dufsere vorkommen konnen;

2) Dafs diese dufsern Wurzelgrofsen nicht durch die Wurzelgrofsen in den
folgenden horizontalen Reihen, also iiberhaupt nicht durch die iibrigen
Wurzelgrofsen rational ausgedriickt werden konnen.

§. 2.

Abel hat gezeigt, dafs sich jede algebraische Function y von z, 2/, 2, ....
auf die Form

ne1

1 2
2. Gtar tept-- guap”

1
bringen lafst, wo p" eine dufsere Wurzelgrofse bezeichnet und ¢,, ¢, ¢, ... ¢,_,

rationale Functionen von den iibrigen zur Bildung der Function y nothigen
Wurzelgrofsen und von x, &/, 2", .... sind. Er hat ferner gezeigt, dafs
in diesem Ausdrucke immer ¢, =1 gemacht werden kann. Dies geschieht
dadurch, dafs man

qgip = 7,
oder wenn die Coéfficienten ¢, bis ¢,_, der Null gleich sind,
gp” ==

setzt. Alsdann erhilt der Ausdruck (2.) die Form

1 2 »—1

3. ¢t n—"——}— k2n7’+ Cees k,,_ln—"—;
wo k,.... k,_, rationale Functionen von p, p,, ps,.... ., bezeichnen. Es
ist aber einleuchtend, dafs, wenn ¢, oder ¢, aufsere Wurzelgrofsen enthalten,
diese in der Form (3.) nicht als éufsere Wurzelgrofsen erscheinen. Dadurch
also, dafs man den Coéfficienten ¢, oder ¢, des Ausdrucks (2.) =1 macht,
wird die Anzahl der dufsern Wurzelgrofsen scheinbar verringert; aufser wenn
¢, oder ¢, keine aufsern Wurzelgrofsen enthalten. Dieserlletzte Fall findet

aber immer Stalt, wenn y nur eine dufsere Wurzelgrofse p* enthilt.
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Da es fir die vorliegende Untersuchung von Wichtigkeit ist, dafs man
einer algebraischen Function immer diejenige Form gebe, welche zulifst, dafs
alle dufsern Wurzelgrofsen auch als dufsere aufireten, so sprechen wir fol-
genden Satz aus:

Eine algebraische Function y von x, ', ", ...., welche m dufsere
Wurzelgrifsen enthdlt, kann immer auf die Form

n—1

1 2
Gt p" +p"t o Guap "
1

gebracht werden, wo p" eine dufsere Wurzelgrifse ist und q,,q,, ¢>, .... ¢,
rationale Functionen von z, z', " und den ubrigen Wurzelgrifsen be-
geichnen, unler welchen m —1 dufsere vorkommen. ‘

In dem besondern Falle wenn m =1 ist, d. h. wenn. die Function
y nur eine dufsere Wurzelgrifse enthdilt, kann dieselbe auf die Form

1 2 ne—1
GoFP"+ 0"+ G
H !
gebracht werden, wo p* die einzige dufsere Wurzelgrifse bezeichnet und
Gos G2+« §u_y rationale Functionen von z, x', =",.... und den dibrigen
Wurszelgrifsen sind. ‘

§. 3.
Eine Gleichung:

n—1

1 2
rofrprtrptt .o rpt =0,
WO Tyy Ty Tay oovo Thgy P alyebraisclzel Functionen gegebener Grifsen

x, &, &', .... sind, durch welche sich p* nicht rational ausdricken lifst,
kann nur bestehen, wenn die Gleichungen
r,—=0, r=0, r,=0, .... r,_,=—0

Statt finden. |

Dieser Satz ist von Abel im §. 2. seines Beweises der Unmoglichkeit,
algebraische Gleichungen hoherer Grade allgemein zu losen, aufgestellt und
bewiesen (S. dieses Journal Bd. L 8S. 65).

Aus diesem Satze geht unmittelbar der folgende Saiz von Abel hervor:

Die Werthe

Y1
Ya

n—1

1
g%+ 9. p" \ i uap” ’
¢+ ‘ll"‘i’T +oee 7n-1“"'lPTv

|

|

n—1

1
== ¢ eI ap ™
Yy dot 41 Gnor 0P o #
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eines algebraischen Ausdrucks y, welche man erhdlt, wenn man der dufsern
1

1 L1 1
Wurzelgrifse p* alle ihre Werthe: p, ap, .... o™ 'p" giebt, sind sdmmi-
lich von einander verschieden.

§. 4.

Aus den beiden vorstehenden Sitzen folgt:
Jeder algebraische Ausdruck

n—1

1
Y = ¢+ q@pP + i fuul” |
1 1 1 L
welcher m dufsere Wurzelgrifsen p», pt, pr, .... pinzy enthill, hat

wenigslens n.n,.n,....n,,_,, verschiedene Werlhe.
Der zweite Satz in §. 3. besagt, dafs die Werthe

n—1

1
Yi= ¢+ qp"  +.iiquap”,
1 n—1
Y2 = ot qrop® +....quap",
Yo = (otqe"p" ... g op”

des Ausdrucks y alle von einander verschieden sind. Da der Ausdruck y

mehrere dufsere Wurzelgrofsen enthilt, so miissen wenigstens einige der Grofsen
1 1

—

¢os §1o + -+ ¢ny Funclionen der #dufsern Wurzelgrofsen pr., pt:, .... sein.
1 1

Giebt man daher der dufsern Wurzelgrofse pi‘? irgend einen andern Werth w p;'—.,
wo o irgend eine imaginire n,' Wurzel der Einheit bezeichnet, so erhilt man

folgendes neue System von Werthen:
1 n—1

y' = ¢+ %'l""— +.. ‘];—11’7:

. 1 . n—1
1y =g/t gler f.gaip,
Yo = ¢/ F@' T p L gaaep” .
Aus dem zweiten Satze in §. 3. folgt unmittelbar, dafs alle Werthe dieses
Systems von einander verschieden sind, und zugleich, dafs die Werthe des
einen Syslems den correspondirenden Werthen des andern nicht gleich sein
konnen.
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Daher bleibt nur noch zu beweisen, dafs irgend ein Werth

n-—l

2 gotaqp’ . aT gt
des ersten Systems einem Werthe

n—1
3. ¢/ taqp + T gap”
des zweiten Systems nicht gleich sein konne. Setzt man beide Werthe gleich,

so findet sich
’ 1t ' n—1

4 (=g HEp—ug It (G e — e )P = 0.
1
Da sich nun p" nicht rational durch die Coéfficienten

(qu'—(Iul)q (%‘]1""‘0‘171')7 e e (a(",_llln—x "ulq':-—l

1
ausdriicken lassen darf, weil alsdann p® zur Bildung des Ausdrucks y nicht

nothwendig wire, so miissen, wenn die Gleichung (4.) bestehen soll, die Coéf-
ficienten einzeln der Null gleich sein. Es miissen demnach folgende Gleichun-
gen Statt finden:

5 ¢—¢q, = 0,

6- auql.— 0‘171’ = O’ IR "—lqn_l_a:_lq;_l = 0.

~ Die erste dieser Gleichungen kann nach §. 3. nur Statt haben, wenn ¢,
1

keine Function der aufsern Wurzelgrofse pr. ist. Die iibrigen Gleichungen
konnen, wie sich sogleich zeigen wird, nur bestehen, wenn die Grofsen

Gy G25 «+ -« §o_y entweder einzeln der Null gleich, oder in dem Falle wo
l

n, =mn, solche Functionen von p1 sind, dafs weder p , noch p;, zur Bildung
des Ausdrucks y nothig ist.

Hieraus folgt, dafs die Gleichung (4.) nur allein in dem Falle m(")glich ist,
wenn vy, der Annahme zuwider, weder eine Function von p , noch von p“x ist.

Um zu beweisen, dafs die Gleichungen (6.) nur dann bestehen konnen,
wenn die Grofsen ¢,, ¢, .. q,._l entweder einzeln der Null glelch oder falls

n,=—n, solche Functionen von p1 sind, dafs weder p , noch pi, zur Bildung
des Ausdrucks y nothig ist, entwickele man dieselben nach den Potenzen von
. : - ,

pi, indem man setat:
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.:L n—1
q, = k, "l‘ k1l9;‘ + e kn,—lplnl ’
1 ny—1

7. qz' = k) + k1’l7—i: + oo kr:,—l PT:
e e e e e e —1- e e e -
G =KD F Pt LR

"1"'

wo die Grofsen & rationale Functionen von =, &', 2", .... und den ibrigen
1 1

Wourzelgrofsen sind, welche aufser p» und p?z in y vorkommen. Substituirt
man diese Ausdriicke (7.) und die aus ihnen hervorgehenden

1 . n,—1

[ N X —1
9 = k 4 kop +.... K, _ o " pm,
_l_ ny—1
' ’ ' -1, 0
q2 == k() + kl w’?i"l "l—o.b' k”'l_lw”i lplﬂ‘ ’
ny =1

1
Gror =kC P LU Pwpy L RSP0
in die Gleichungen (6.), so ergiebt sich

1 n—1
(g —ty) ko + (tg— ey ) K, r -+- cene (00g— alw"l"‘) k,,‘_l pt =0,
i 7'1—1
8. (algl -_ ai) kO’ ‘l"‘ (atz) — ai w) kl' Pf‘ "l“ (au -_ al "‘_l) knl—-l P "=
e e e e e e s v s -

(an.—l _an—l) ,‘.(n-Q) +(a"“ 'n—lw) kin-z)pn‘ + n—l ._an—lwn‘—l) k(n-Z) m ().

Da p';: sich nicht rational durch die Coéfficienten dieser Gleichungen aus-
. A .

driicken lassen darf, weil sonst pi eine rationale Function der ibrigen Wur-
zelgrofsen in y wire, so missen, damit die Gleichungen (8.) bestehen konnen,
die Coéfficienten derselben einzeln der Null gleich sein. Wenn aber die simmi-
lichen Coéfficienten der Null gleich sind, so miissen entweder alle Grofsen A
einzeln der Null gleich sein, oder es mufs unter den Grofsen

(aﬂf" o), (—ow), .... (g—oc,0™1),

(o5 — 1), (ef—ojw)y . ... (af — ™),
(as—l""a:_l) I (a!,;—l—a:‘lw), o o (a"“ a”"w"t—l)
wenigstens eine vorkommen, welche der Null gleich ist. Die erste verticale
Reihe der Tafel (9.) kann, da n eine Primzahl ist, keine Grofse enthalten,
welche der Null gleich ist. Kame unter den iibrigen Grofsen der Tafel (9.)
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eine Grofse vor, welche der Null gleich wire, so mifste eine Gleichung

o —ojw" = 0
Statt finden, in welcher » irgend eine der Zahlen 1,2, 3,.... n—1 und »,
irgend eine der Zahlen 1,2, 3, .... m,—1 bezeichnel. Alsdann wire aber

Y —— o
o) = alw™,
VN . VR Ve
o)t = ot wn,
Vil o
1 = o,

welche Gleichung, da » und n, Primzahlen sind und v», <'mn, ist, nie beste-
hen kannj aufser in dem speciellen Falle

n, — n.
In dem allgemeinen Falle, wenn », nicht = n ist, mifsten also, wenn die
Gleichungen (8.) bestehen sollten, alle Grofsen %, und folglich auch alle
Grofsen ¢, einzeln der Null gleich sein.

Wenn aber n, = n ist, so bezeichnet w eine der imaginiren nten
Wurzeln der Einheit «, o, ¢, .... "', Alsdann sind unter den Grofsen
der Tafel (9.) folgende:

(tg—oyw”), (o —eiw™), .... (¢g'—oi™ =)
der Null gleich, und folglich ist in jeder horizontalen Reihe der Tafel (9.) eine
Grofse der Null gleich. Da aber bekannilich die Reihe
w, o, w7 ... oV
alle n —1 Wurzeln
w, o, o, .... o™
enthilt, so konnen in keiner verticalen Reihe der Tafel (9.) mehrere Grofsen
vorkommen, welche der Null gleich sind. Es ergiebt sich demnach

v

9q=k,pi,
2y 5 2
¢.=k},p;* oder, wenn 2v>>n ist, ¢,= —"-’-:-‘—-’ Pl
‘u. s T l
¥ 2y (n—1)»

Bezeichnet man nun die Coéfficienten von py, pi,.... p, in den Ausdriicken
VO ¢y, §oy ovv. G,y Tesp. mit Ky, Kyy ... k,_,, so erhalt man

k4 ki4 (r=Dhy
(/1=k1pi', %":kzpfa e oo Q=K. ,p" 3

wo k,, ky, .... k,_, rationale Functionen von x, a', ", .... und den ibri-
‘1 1

gen Wurzel grofsen sind, die aufser p* und pj in y vorkommen. Substituiren
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wir ‘diese Ausdricke in den Ausdruck fir y:
oz n=t
- QTGP+ P+ quapl s
so erhalten wir '
. I 2y 2 (w—-l)y n-—-l

R N E N o U M
1 1
welcher Ausdruck von der Form ist, dafs die Wurzelgrofsen p'"‘ und p; bei

der Bildung des Ausdrucks y durch eine Wurzelgrofse {p;. }" ersetzt wer-
den konnen, q. e. d.

§. 5.

In den §§. 3. und 4. des oben erwihnten Aufsatzes ,De criteriis, qui-
bus ete.” sind die beiden folgenden Siize bewiesen:

1) Die Antahl der Werthe eines algebraischen Ausdrucks ist immer
ein Product aus den Exponenten gewisser Wurzelgrifsen, welche in ikm
enthallen sind. Die Exponenten aller dufsern Wurzelgrifsen miissen noth-
wendig unier den Factoren dieses Products vorkommen.

?) Wenn einer Gleichung, deren Coéfficienten rationale Functio-
nen von x, &', «", .... sind, der Werth eines algebraischen Ausdrucks

aus x, &, &', .... genugt, so sind simmtliche Werthe dieses Ausdrucks
Wurszeln der Gleichung.

Das bisher Gesaglte moge als Einleitung zu der nun folgenden Unter-
suchung angesehen werden. Aus demselben geht unmittelbar hervor:

1) Dafs die Wurzeln einer algebraisch losbaren irreductibeln Gleichung vom
sechsten Grade die sechs verschiedenen Werthe eines algebraischen Aus-
drucks sein missen; und

2) Dafs ein algebraischer Ausdruck, welcher sechs verschiedene Werthe hat,
eine Quadrat— und eine Cubikwurzel enthalten mufs, von denen wenig-
stens eine eine dufsere Wurzelgrofse ist.

Es kann demnach ein solcher Ausdruck drei verschiedene Formen *)
annehmen, je nachdem die #ufsere Wurzel die Quadratwurzel oder die Cubik-

T

*) Diese drei verschiedenen Formen sind drei verschiedene Hauptformen. Jede dieser
Hauptformen zerfillt in zwei Nebenformen, je nachdem nur die nothwendige Quadrat- und
Cubikwurzel in dem Ausdrucke vorkommen, oder noch eine Quadratwurzel darin enthalten
ist. Dafs in einem Ausdrucke von sechs Werthen nur diese Wurzelgrofsen. vorkommen
konnen, ist leicht zu schen. Wir werden in den Anmerkungen die erwahnte, nicht un-
bedingt nothwendlge Quadratwurzel die moy chclw Quadratwurzel nennen,
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wurzel ist, oder endlich beide Wurzeln #ufsere Wurzelgrofsen sind. Jeder
dieser ‘drei Fille erfordert eine hesondere Uniersuchung.

S. 6.

Es sei y ein algebraischer Ausdruck aus =, &', ", ...., welcher
sechs verschiedene Werthe hat und eine Quadratwurzel als einzige #ufsere
Waurzelgrofse enthilt. Die sechs Werthe von y seien:

Y1 = ¢ +pé’,
Yo == qo' +I"‘;}
10. Ys = ¢+ P:'é,
Yo = ¢y — P
Ys = ([(),—p,%’
Yo = ¢ —p"'},

wo ¢, und p algebraische Functionen von x, &', 2", .... sind und ¢,, ¢,", p', p"
die Werthe von ¢, und p bezeichnen, welche man erhilt, wenn man der in
ihnen vorkommenden Cubikwurzel ihre andern Werthe giebt.

Die Grofsen ¢,, p enthalten aufser der nothwendigen Cubikwurzel mog-
licherweise noch andere Wurzelgrofsen. Einer oder mehrere der in ihnen vor-
kommenden Wurzelgrofsen kann ein anderer Werth gegeben werden, so dafs
sich aus den Werthen (10.) der Reihe noch die folgenden sechs Werthe des
Ausdrucks y ergeben:

0, +P,

o/ +P't,

Q()" '}__ Pll i,

0(} —P %,

0/ — P,

()"—P"%.
Da aber der Ausdruck y nur sechs verschiedene Werthe hat, so miissen die
sechs vorstehenden Werthe mit den Werthen (10.), in irgend einer Ordnung
genommen, ibereinstimmen. Es mufs demnach eine Gleichung
11, Q4 Pt = ¢+ B, p03

Statt finden, wo ¢’ eine der Grofsen ¢,, ¢,, ¢, und p® die correspondirende
der Grofsen p, p', p" bezeichnet und 3, eine zweite Wurzel der Einheit vorstellt.

Aus dieser Gleichung folgt:

Pi= {0— 0} + 6,0,

P = g0 — O+ p - 26,4 — 0 p
Crelle's Journal f. d. M. Bd. XXXVII. Heft 3. 26
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Da nun p®* nicht rational durch ¢, p©®, @, und P sich ausdriicken lassen
darf, so mufs nach dem ersten Saiz in §.3. der Coéfficient von p* der Null

gleich sein: also ist
20{4” — O} = 03}

0, = 4,
Pt = B p9t,

0utP* — ¢ 46,0,

Q,— Pt = ¢©—p pOn,
Auf dieselbe Welse wie die Glelchung (11) lassen sich auch die Gleichungen
00 +P’§ = ¢ 4 B p™t,
Qn”"l'P"% = q((;2) '*" /32,’(2)%
discutiren. Demnach ist leicht zu sehen, dafs man folgendes System von
Gleichungen erhalt:

mithin erhalten wir:

und folglich ist, wenn

auch

0, +P' = ¢+,
) + Pt = q()l)"—ﬂ P,
Qo"+ p"i = ¢® B, p®4,
0, —P} — ¢O—p,p,
0 b1 Z oo
ﬂN__PH% J— q((,Q)__[;lzp(Q) }’
wo (I(()U}? n ’ q;()) und qgm, 1”7 gz)’ respect. Yo» qn” qu” und ViR (/1'7 qln n
irgend einer Ordnung genommen bezeichnen, und f3,, f3,, 3, zweite Wurzeln
der Einheit vorstellen. Aus diesen Gleichungen ergiebt sich mit einiger Uber-
legung Folgendes.
Die Grofsen
Q(’ Qof "71 P P7 PH
konnen der Reihe nach die folgenden Werthe annehmen :

% 9 49 p pr P

" ’

12. % % 9% PP P
% % 4% rp 7
% 9% ¢ »r PV
qo" %( % P 7’
% 9% 9 P pr P,

#) Die drei letzten Reihen von Werthen fir 0,, 0./, 0,", P, P', P" rihren von
der moglichen Quadratwurzel her.
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Ferner kinnen, wenn . . P P p"

die Werthe . . . . . . p P r’
haben, die Quadratwurzeln P: P't P
der Reihe nach die folgenden Werthe annehmen :

+rt 4t 4p™
—pt Jp't Fp"?

13, +pt —p't pm
+pt Fp't —p't
__pk _p’% ___p"§
+pt —p't —p"
- —=pt Jpt —p"t
—pt —pt 4p"t
§. 7.

14. y'— Ay} By*—Cy’+Dy’—Ey-{F = 0
sei eine algebraisch-losbare, ‘irreductible Gleichung , deren Coéfficienten rationale
Functionen der Grofsen x, &, ", .... sind. Die Wurzeln dieser Gleichung
seien die sechs Werthe

r)’ y = ¢o +ph
Y2 = ¢ +p'%
15. < Yo = q'+p"%
Ye = ¢ —ph
Ys = ¢ —p'h ‘
[ Yo = ¢"—p"?
eines algebraischen Ausdrucks aus x, «', 2", ...., welcher eine Quadrat-

wurzel als einzige éufsere Wurzelgrofse hat. Giebt man alsdann den Functio-
nen ¢y, 455 4o’y P> p'> p" nach der Tabelle (12.) alle Werthe, deren sie fihig
sind, so ist einleuchtend, dafs die Wurzeln der Gleichung (14.) auf folgende
Weise: '

Yr Y2 Ys Ysi Ys Ye

Y2 Ys Y1 Ys Ye Ya

Ys Y1 Y2 Ye Ya Xs

Y Ys Y2 Ys Yo s

Ys Yo Yi Yo Y5 Ya

Y2 X1 Ys Ys Ys Yo
in einander ibergehen. Giebt man ferner den Wurzelgrofsen p?, p'}, p"t alle
Werthe nach der Tabelle (13.), so ist ersichtlich, dafs die Wurzeln auf fol-

26 *
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gende Weise:
Yr Y2 Ys Y:i Y5 )'6.
Yo X2 Y5 Y1 Y5 Yo
Yr Ys Ys Y Y2 Yo
Y1 Y2 Yo Yi Ys Y3
Yy ¥Ys Ye Y1 Yo )3
Y1 Ys Yo Y& Y2 )s
Ye Yo Yo Y1 Y5 X
Yo Ys Y Y1 Yoo e

in einander ibergehen. Hieraus folgt:

Wenn die Wurzeln der Gleichung (14.) die durch die Gleichun-
gen (15.) angegebene Form haben, so kann jede rationale Function der
Wurzeln y,, Yoy Y3y Yis Yss Yoo welche fir die 48 Verselzungen

123456 423156 153426 126453
231564 531264 261534 234561
312645 612345 342615 315642
132465 432165 162435 135462
321654 621354 351624 324651
213546 513246 243516 216543

456123 156423 426153 453126
564231 264531 534261 561234
645312 345612 615342 642315
465132 165432 435162 462135
654321 354621 624351 651324
546213 246513 516243 543216
ungedndert bleibt, nur einen Werth haben, mufs also eine rationale

16.

Function der Grifsen z, ', z', .... sein.
. §. 8
Man selze:
J’1+}’4 = Xa
Y2 tys = Yo,
}’3’{‘)’6 = ¥;.

Ferner selze man:
| (Yoh 7 Vo Xy = 0,
{Yi+7 Lty Yof = 6,
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wo 7 und »* die imaginéren dritten Wurzeln der Einheit bezeichnen. Alsdann ist
v 01+ 02‘ == Txv
eine der Wurzeln der Resolventen des Lagrange vom 15ten Grade (S. Traité
de la résolution des équations numériques par Lagrange. Note xu.).
Es ist aber
= 3ttt rityityd — ittty tys e
+ Mryari by +y2ys 0y +rsye(yst yol}

FA8Y 12 YsFy1Ya Yoy 1Y s Y Y1 Ys Yoy Y s Yot Yo Ya Yo ysyaYsTyasyols
welcher Ausdruck fir die 48 Versetzungen (16.) ungeéndert bleibt. Setzt man

in denselben fir die Wurzeln yy, y25 Y35 ¥s, ¥, Yo die Ausdricke (15.), so
erhilt man zufolge des vorhergehenden Paragraphs, eine rationale Function der
Grofsen x, «', ", .... 'Wir haben also folgendes Resultat gewonnen:
Wenn die Wurzeln einer algebraisch-losbaren, irreductibeln
Glewlmng vom sechsten Grade, deren Coédfficienten rationale Functionen
von x, x', &' sind, eine Quadratwurszel als einzige dufsere Wurzelgrdfse
enthalten, so hat die Resolvente des Lagrange vomm 15ten Grade einen in

Besug auf x, ', 2", . ... rationalen Factor vom ersten Grade.
§. 9.
y'—uy-+v, =0,
y'—wy+tv =0,
Y —uytv, =0

seien die drei Factoren der Gleichung (14.), von denen der erste die Wur-
zeln y,, y,, der zweile die Wurzeln y,, y;, der dritte die Wurzeln y;,
hat. Alsdann sind die Coéfficienten #,, u,, ¥; und v, v,, v; die Wurzeln
der zwei Gleichungen , _
17, %u — Ru'+ Su—T = 0,
¢ —R o+ So—T, = 0,
deren Coéfficienten folgende Functionen von den Wurzeln der Gleichung (14.)
sind: ‘
R=y,+y:+ystystys+¥e,
5S~—Y1Y2+Y1¥s+?13’s+)’tﬁ+ﬁ}"s+Yz)’4+}’2}6+3’s>’4+ysﬁ+3’4)5
: +yiyetys Yo,
T-—r-Y1)”2}"3+71Y2y6+3’1}’3}’5"}‘3"1)’5.7’6"[‘)’2)3)"4‘{"}’2)’4)"6'{-)’3)4}’5'f Y1Ys5Ye6s
R,="y,ys} Y2¥sTYsYes
S = y1Y2YaYs T Y1Y3Ys Yo Y2Y3Ys Yoo
T1=)’1}’2)"3Y4}"57'G-
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Aus diesen Gleichungen ist ersichtlich, dafs

R=A4 uwd T,=F
ist und dafs die ibrigen Coéfficienten S, T, R,, S, solche Functionen von
Y1s Y1s Y3s Yo ¥ss Yo sind, welche fir die 48 Versetzungen (16.) ungeindert
bleiben. Mithin sind die saimmtlichen Coéfficienten der Gleichungen (17.) ra-
tionale Functionen von &, &', 2", .... und es ist demnach folgender Satz
bewiesen :

Eine algebraisch - losbare, irreductible Gleichung vom sechsien Grade,
deren Coéfficienten rationale Functionen von x, «/, 2", . ... sind und
deren Wurzeln eine Quadratwurzel als einzige dufsere Wurszelgrifse
enthalten, lifst sich immer in drei Facloren vom zweiten Grade zerlegen,
deren Coéfficienten Wurzeln von Gleichungen dritten Grades sind, die ra-
tionale Functionen von x, &', &, .... 2u Coéfficienten haben.

§. 10.

Es sei jetzt y ein algebraischer Ausdruck aus x, 2/, 2", ...., welcher
sechs verschiedene Werthe hat und eine Cubikwurzel als einzige édufsere Wur-
zelgrofse enthélt. Die sechs Werthe von y seien:

(y1=qu+ p'+ quf.
e = q + 7pt 7 ¢:0%

18. ) Ys = ¢ +7' P+ 140",
v = o+ ri+ @'p"
Yo = ¢/ +7r*7ep",

Yo = ¢/ + 70+ v ¢ p'h

W0 ¢y, ¢, und p algebraische Functionen, von x, &', 2", . ... sind und
4y 5 -5 p' die Werthe von ¢y, ¢., p bezeichnen, welche man erhilt, wenn
man der in ihnen vorkommenden nothwendigen Quadratwurzel ihren andern
Werlh giebt. 4 stellt eine der imagindren dritten Wurzeln der Einheit vor.

Die Grofsen ¢,, ¢., p enthalten aufser der nothwendigen Quadratwurzel
moglicherweise noch andere Wurzelgrofsen. Einer oder mehreren der in
ihnen vorkommenden Wurzelgrofsen kann ein anderer Werth gegeben werden,
so dafs man aus den Werthen (18.) der Reihe nach die folgenden sechs Werthe
des Ausdrucks y erhilt:
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0,+ P4 QP

0, "}“ 7P% +7202P*,

Q(,_]..;,?P%..}_Q,Qzlﬁ,

0/+ Pt /P4,

Qu"{' VP’%"I‘?’zQz,P’%,

Q)+ 7P +y 0P,
Da aber dér Ausdruck y nur sechs verschiedene Werthe hat, so miissen die
sechs vorstehenden Werthe mit den Werthen (18.), in irgend einer Ordnung
genommen, ibereinstimmen.

Bei dieser Gleichsetzung sind zwei wesentlich verschiedene Fille zu
unterscheiden. In dem ersten Falle werden die drei Ausdriicke, in denen P
vorkommt, dreien Ausdriicken gleichgesetzt, die eniweder alle p, oder alle p'
enthalten; in dem zweiten Falle findet sich in diesen Ausdriicken sowohl p, als p'.
In beiden Fillen miissen aber unter den drei Ausdriicken zwei vorkommen, die
entweder beide p, oder beide p’ enthalten. Es komme p doppelt vor. Als-
dann finden die zwei Gleichungen
Q0P £ 0P} = g, 10'p - 0%g.pb,
0t ePHLe QP = gt dpb ¢ gup?

Statt, wo sowohl & und &, als ' und ¢, zwei von einander verschiedene dritte
Waurzeln der Einheit bezeichnen. Eliminirt man aus diesen Gleichungen Q, P%, so
ergiebt sich eine Gleichung von der Form

20. P'= r,-rpilrpl,
wo r,, 7;, T, rationale Functionen von Q,, ¢,, ¢, bezeichnen, und hieraus

P = t,}4,p5L t,pt,
wo ?y, &, , £, rationale Functionen von ry, 7,, ,, p, also auch von Q,, ¢,, ¢., p
sind. Da aber p* nicht rational durch Qy, ¢y, ¢, p, P sich ausdriicken lassen
darf, so missen nach dem ersten Satze in §. 3. die Gleichungen
t,=0 und 4, =0

Statt finden. Mithin ist auch

P = {r,4yrp*+ynptl,

7VPJS = r0+ 7r1p*+72r2p%.
Nach der Gleichung (20.) ist aber:

7Pt = prtyrpttyept;

19.

also
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also folgt '
@ =Drot (7 = Drp* " =7 mpt = 0.
Es darf aber p’ nicht rational durch r,, r,, 7, p sich ausdriicken lassen;
also miissen die Coéfficienten
(77 —=Dry, (=0t (=71
einzeln der Null gleich sein. Unter den Ausdriicken 5" —1, " —y, " —¢°
kann aber, da 3 eine Primzahl ist, nur allein der Ausdruck y” — % der Null gleich
sein. Es miissen mithin zwei der Functionen »,, r,, 7, gleich Null sein. Hieraus
folgt, mit Beriicksichtigung der Gleichung (20.), dafs eine der Gleichungen:
. . PJ“':T(,, Pé:ﬁ}’"l"; P%=7'2]T‘% ,
Statt finden mufs. Die erste derselben kann nicht bestehen, da P* nicht rational
durch Q,, ¢,, ¢, sich ausdricken lassen darf. Es mufs mithin
Py = rpb, oder = r,p}

sein. Selzt man diese Werthe in die Gleichungen (19.), so erhdlt man
entweder

{Q—qu} +{dr — 3} %+{520ﬂ‘3—3'2q 'y |

{Q(,*q(,H—{arl—s}p +{E0ri—¢" ‘12}7’% = Ov)

(0, — g + 1" Qurip — f’}I"Jr{d‘rz—ty g}p =0,
(00— ¢} +{Qurip — &) pt | {er,— g} p* = 0.
Aus diesen Gleichungen folgt, da nach dem ersten Satze in §. 3. die Grofsen
in den Klammern einzeln der Null gleich sein miissen, entweder
d’ & o'

I
S

oder

R Qo=qo7 022’/29 P = Pl;
oder

" & _ S 2

3T Q()=QU9 02—";;";"" P%:‘j"qude .

und hieraus
) e S LS Y, L 2
Qo“l";P)g‘{“:QQzP% == qu+§~gp’+€2§;q2p?,
oder
< 6' 1 ! 2
0+ EP T 0P = ¢+ pt 55 gp
In beiden Fillen ergiebt sich
Qu gPL‘f"CzQ P = qu"{‘Q P"ng ¢ p
wo & die von J und &, ' die von 0’ und ¢ verschiedene dritte Wurzel der
Einheit ist. :
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Hieraus folgt, dafs von den beiden zuerst aufgestellien Fallen nur der
ersle moglich ist, dafs also die drei Ausdriicke, in denen P vorkommt, nur
dreien Ausdriicken (18.) gleich gesetzt werden konnen, die alle entweder p,
oder alle p' enthalten.

Demnach ist leicht zu sehen, dafs wir folgendes System von Gleichungen
erhalten werden:

0,+ P4 0.P

I

o | ¥ 2 (0) 0 (0) 2
9+ 7,0 + 7047 p 3,

0+ 7P 47 0.PF = ¢+ 7p"% £ 1igl? p©%,
0, + 72 p? + y 0, P — ,/g» + 72 pw)% + 73 ,Ig:) p(o)%’

i+ P QP = g4y p 0t g p0,
01 P47 OPY = g +yp® g ph

0,47 P4y QP = ¢P+ysp®t - yi g p3,

wo entweder ¢, ¢%°, p© respeclive ¢y, ¢., p, und ¢%°, ¢{, p® respective
q)s ¢y p' oder umgekehrt bezeichnen, und y,, 71, 72, S0 Wie y,, 7., 75 die
dritten Wurzeln der Einheit sind.

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich durch einige Uberlegung Folgendes:

Die Grifsen Q, Q) p P 0P 0P
kionnen der Reihe nach die folgenden Werthe annehmen :

9 q) P r @G . p"

% P r P ¢p" @y’
21. %o ¢ ¢P 4 P "

@ ¢  ¢"°p" P ? @p’

q() ‘Il), p ‘I?B plz q; p2 p'

q(’l q“ pl (I; p2 (I2I3 pl2 p

% 9 @p P P p'

(/u' 9 ‘12'3 pm qg pz P' p *)‘

*) Die sechs letzten Reihen von Werthen fir Q,, Q,, P, P', Q; P*, 0,2 P* riih-
ren von der méglichen Quadratwurzel her.
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Ferner kinnen, wenn P P

die Werthe P ?

haben, die Cubikwurzeln ) 23 _p*
der Reihe nach die folgenden Werthe annehmen :

pt P

v’ P

7p r?

22. pt yp't

et

7t ot

P

7Y

et

§. 11.
2. Yy —Ay'+By—Cy+Dy —Ey+F =0
sei eine algebraisch-losbare, irreductible Gleichung, deren Coéfficienten rationale
Functionen der Grofsen x, &', ', .... sind. Die Wurzeln dieser Gleichung
seien die sechs Werthe
(i =+ P+ @b
Y: = ¢o+ yP* +7 00"

01, (V= 0Trr +rer’,
Y:s = qo"{" P,%’!" qu"?’
ys = ¢, + 7o 4724 p'h,

Yo = ¢, +7p+ re p?
eines algebraischen Ausdrucks aus @, #', 2", ...., welcher eine Cubikwurzel
als einzige dufsere Wurzelgrofse hat. Giebt man alsdann den Functionen ¢,, ¢,
P> P ¢3p’ ¢ p” nach der Tafel (21.) alle Werthe, deren sie fahig sind, so
ist einleuchtend, dafs die Wurzeln der Gleichung (23.) auf folgende Weise:
Yo Y: Ys Ya )5 Y
' Ys Ys Ys Y1 Y2 Y3
Yr ys Yx Ya Ys Y
Yo Yo Y5 Y1 Y2 )3
Y Y2 Ys Ys Ye Ys
Ya Ys Yo Y1 Y3 Y2
Y Ys Y:x Y Yo X5
Yo Yo Ys Y1 Ys Y.
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in einander ubergehen. Giebt man ferner den Wurzelgrofsen p%, p'* alle Werthe
nach der Tafel (22.), so ist es ersichilich, dafs die Wurzeln auf folgende Weise:

Yr Y Ys Ys Ys Yo
Y2 Ys Yt Ye Ys Ye
Ys Yi Y2 Ya Ys Y
Y Y2 Ys Ys Ys Y
Y2 Ys Yi Ys Yo )i
Ys Yr Ye Ys Ye Ya
Yo Y Ys Ye Y: Ys
Y2 Ys Yr Yo Ys O Ys
Ys Yt Y2 Ye Yi Ys
in einander ubergehen. Hieraus folgt:

Wenn die Wurzeln der Gleichung (23.) die durch die Gleichun-
gen (24.) angegebene Form haben, so kann jede rationale Function der
Wurzeln yi, ¥ay Y3y Yas Yss Yoo welche fur die 72 Verselzungen:

: 123456 132456 123465 132465
231456 213456 231465 213465
312456 321456 312465 321465
123564 132564 123546 132546
231564 213564 231546 213546
312564 321564 312546 321546
123645 132645 123654 132654
231645 213645 231654 213654
312645 321645 312654 321654

456123 456132 465123 465132
456231 456213 465231 465213
456312 456321 465312 465321
564123 564132 546123 546132
564231 564213 546231 546231
564312 564321 546312 546321
645123 645132 654123 654132
645231 645213 654231 654213
645312 645321 654312 654321
ungedndert bleibt, nur einen Werth haben, mufs also eine rationale
Function der Grifsen x, ', &, .... sein.

25.

7 *
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§. 12.

Yityetys = ¥y,
YitYstYe = Y.

{Y'l . 172 }2 = X

eine der Wurzeln der Resolventen des Lagrange vom 10ten Grade (S. Traité
de la résolution des équations numériques par Lagrange. Note xm1.).

Es ist aber
T = yityi+yi+rit i+ x4+ 2ty trays+ yays Hyayet yoyel

—2{ysFys-byryet veyat yays - yaYet Yyt s ys s Yol
welcher Ausdruck fir die 72 Versetzungen (25.) ungeindert bleibt. Setzt man
in denselben fir die Wurzeln vy, y., ¥5, ¥u» Yss Ye die Ausdricke (24.),
so erhalt man geméfs dem vorhergehenden Paragraphen eine rationale Function
der Grofsen x, a', 2", .... Es ist also folgendes Resultat gewonnen:

Wenn die Wurzeln einer algebraisch-Iisbaren, irreductibeln Gleichung

vom sechsten Grade, deren Codfficienten rationale Functionen von x, z',
&', .... sind, eine Cubikwurzel als einzige dufsere Wurzelgrifse ent-
halten, so hat die Resolvente des Lagrange vom 10fen Grade einen in
Bezug auf x, 2!, 2", .... rationalen Faclor vomn ersten Grade.

§. 18.
y—uy*foy —w, = 0,
Y —thy +vy —w, = 0
seien die zwei Factoren der Gleichung (23.), von denen der erste die Wurzeln
Y15 Y2 Y3, der zweité die Wurzeln y,, y5, yo hat. Alsdann sind die Coéf-
ficienten u,, u,; v, v, und w,, w, die Wurzeln dreier Gleichungen:

26, w—UutV=0, oV—Uw+4V,=0, w—Uw}V,=0,
deren Coéfficienten die folgenden Functionen von den Wurzeln der Glei-
chung (23.) sind:

U= yity:tystystysto,

V =y tyystyYetyYstyeYs Yot 33 yst ys¥s -+ ysye,

Ui= y1iy2y1ys 52yt yaYs T Ya Yot yo Yo,

V= y172YuYs ‘f’ Y1Y2Ya Yo T Y1Y2Ys Yo +¥1Y3YsYs +}’1Y3}"4)’5+}’1}'3)'5)'ﬁ
+y2y3YeYsFy2YsYaYe FY2YsYsye,

Man setze

Alsdann ist

U,= y,y:y3 +yiysYo
V,= Y1Y2Y3YaYsYe-



10. Luther, tiber die Gleichungen vom secksten Grade. 213

Aus diesen Gleichungen ist ersichtlich, dafs

U:Al und V_:‘:Fl
ist und dafs die ibrigen Coéfficienten V, U,, V,, U, solche Functionen von
Y1s Yas Yss Yas Ys» Ye sind, welche fir die 72 Versetzungen (25.) unge-
dndert bleiben. Mithin sind die saimmtlichen Coéfficienten der Gleichungen (26.)
rationale Functionen von x, 2/, 2", ...., und es ist demnach der folgende
Satz bewiesen:

Eine algebraisch-lisbare, irreductible Gleichung vom sechsten Grade,
deren Codfficienten rationale Functionen von x, ', £", . ... sind und
deren Wurzeln eine Cubikwurzel als einzige dufsere Wurzelgrifse ent-
halten, lifst sich immer in zwe: Facloren vom drillen Grade zérlegen,
deren Coéfficienten Wurzeln von Gleichungen zweiten Grades sind, die
rationale Funclionen von x, ', 2", .... 2u Coéfficienten haben.

§. 14.

Es sei endlich y ein algebraischer Ausdruck aus =, 2/, &, ...., wel-
cher sechs verschiedene Werthe hat und zwei &ufsere Wurzelgriofsen enthalt.
Alsdann kann y nach §.2. immer, wenn man die beiden #ufsern Wurzel-
grofsen durch p* und n' bezeichnet, sowohl auf die Form

q(l + q.p %’

als auch auf die Form
ky+ Ryt - byt
‘gebracht werden. -
Fir die erste Form seien die sechs verschiedenen Werthe von y folgende:

r YL = ¢ + (Ilp%)

Y2 = ¢, + ¢'ph

97, <ys==W%ﬂﬂw,
Yo = ¢, — (/Ipé’

Ys = ¢, — ¢/ P},

Yo = (/()”'_ql”pi;

WO ¢y, ¢, algebraische Functionen von x, 2', 2" sind, von denen jede oder
eine die dufsere Cubikwurzel n* enthilt, und ¢, ¢,", ¢', ¢," die Werthe von
¢, und ¢, bezeichnen, welche man erhilt, wenn man der Wurzel nt ihre an-
dern Werthe giebt. Die Grofsen ¢,, ¢,, p enthalten aufser der Cubikwurzel 7*
moglicherweise noch andere Wurzelgrofsen. Einer oder mehreren der in ihnen
vorkommenden Wurzelgrofsen kann ein anderer Werth gegeben werden, so
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dafs man aus den Werthen (27.) der Reihe nach die folgenden sechs Werthe
des Ausdrucks y erhalt: ‘
[ 0, +0,P,
0,/ + 0/ Pi,
0s [ OO P,
. Qu _Ql P %,
0/ — 0/ Pt,
0"_01" Pk’
welche mit den Werthen (27.), in irgend einer Ordnung genommen, iberein-
stimmen miissen.

Fir die zweite Form Folgendes die 6 verschiedenen Werthe von y:
(}’1 = k,+ k,nt + ey,

Yo = ko byl ki,
vo. )7 = bty 4k,
' < Yy = ko"‘l‘ kl,ﬂ%‘{‘ kz'n%x

ys = k/+ 7,‘1'71%_{_72]‘.2’71%’

\.YG = ku’“f‘?’z/ﬁ’”%‘{‘ 7"72’71%;

wo k,, k,, k, algebraische Functionen von x, &/, ", .... sind, von denen
alle oder einige die #ufsere Quadratwurzel p! enthalten, und &), &/, &' die
Werthe von k,, &,, &, bezeichnen, welche man erhilt, wenn man der Wurzel pi
ihren andern Werth giebt.  stellt eine der imaginiren dritten Wurzeln der Ein-
heit vor. Die Grofsen A,, &,, k; und 7 enthalten aufser der Quadratwurzel pi
moglicherweise noch andere Wurzelgrofsen. Einer oder mehreren der in ihnen
vorkommenden Wurzelgrofsen kann ein anderer Werth gegeben werden, so
dafs sich aus den Werthen (29.) der Reihe nach die folgenden sechs Werthe
des Ausdrucks y ergeben:

(K,+ K,IT*4 K,I1?,

K,y K1 47 K 11,

K, + K I |y K, IT%,

K/ 4+ K/'m*4 K,m,

K/t y Kllﬂ%"l‘i’ﬁKz'ﬂ%,

| K4y K/ m 4y KT,

welche mit den Werthen (29.), in irgend einer Ordnung genommen, iber-
einstimmen miissen.

30. <
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Bei dieser Gleichselzung gelangt man durch dieselben Betrachtungen

wie in §. 10. zu folgendem Systeme von Gleichungen:

K,+ KI' | K,II% = KO+ y kOad -2 k0 nb,

K, + y KD 4 K1Y — K04y k0 | 20,

K, -+ P KD |y K1 = KO,k nt k03,

K/ 4+ KM KT = kY4 y ko L2 koat,

K+ y K I 2K 1T = ROy, k0 20 at,

K+ 7K Ty K ITY = kO Ly kO nb ot k0 ad,
wo entweder k$”, k", k(" respective k,, k,, k,, und &P, A, kP respeclive
k), k', k' oder umgekehrt bezeichnen, und y,, 7,, 7., so wie y;, 7., 7 die
dritten Wurzeln der Einheit sind.

Aus diesen Gleichungen geht hervor, dafs, wenn man den Wurzel-
grofsen in y ihre verschiedenen Werthe giebt, die drei Werthe von y, welche
+ p* enthalten, entweder nur in einander, oder alle drei in die drei Werthe von y
iibergehen, welche — p* enthalten. Wird dies bei Gleichsetzung der Werthe (27.
und 28.) beriicksichtigt, so gelangt man durch dieselben Betrachtungen wie in
§. 6. zu folgendem Systeme von Gleichungen:

0 + QP = ¢+ BqPph,

I

Q)+ O/ Pt = ¢34 pt,
0+ 0" Pt = ¢4 B¢ ph,
0, — 0. Pt = (Il()“)'—'ﬂqgu)p%’
0/— 0/ Pt = (/l()l)—'ﬂqgl)p%’

0/'— 0" P! = ¢®—pyp,
wo ¢, ¢, ¢@ und ¢, ¢, ¢ respective ¢y, ¢, ¢,” und ¢, ¢, ¢,", in
irgend einer Reihenfolge genommen, bezeichnen, und /3 eine zweite Wurzel
der Einheit vorstellt.
Aus diesen Gleichungen ergiebt sich durch einige Uberlegung Folgendes:

Die Grﬁ/ken o 0' 0/ oiPp 0P 0P

konnen der Reihe nach die folgenden Werthe annehmnen:
%o 4 9% @p  ¢"p 4."p
31, % 9 9 9°p 9"p qip

n ] "2

% 9% 4 ¢p 4r ¢."p
% 9, ¢ qGp ¢"p ¢"p

" ¢ ¢ 9"r 9"p 4r
‘/(,' qo qnn (/1'2,’ '/f" (/lmp *)'
*) Die drei letzten Reihen von Werthen fir Q,, 0/, 0,", O:P, Q,'”*P, 0,"*P
rihren von der mdglichen Quadralwurzel her.
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Ferner konnen, wenn . . . . o:pP 0.’ P 0P
die Werthe . . . . . . . . @p ¢."p ¢."p
haben, die Quadratwurzeln . . o P 0,/ P Q' P}
32. dz’e’folyenden Werthe annehmen: - ¢, pi d-g/pt g p
—qrt —g'rt —q'p
_ §. 15.
3. yY—4y'+By' —Cy'|+Dy —Ey+F,=0
sei eine algebraisch-losbare, irreductible Gleichung, deren Coéfficienten ratio-

. . ! " . . . .
nale Functionen der Grofsen x, &', 2", .... sind. Die Wurzeln dieser Gleichung
seien die sechs Werthe:

(Y1 = ¢+ q.ph
Y2 = ¢+ ¢/ ph
34, )V = TP
Ys = ¢o— @}
Ys — %’"“ 71'I)§,
yo == q"u__ qlu I’é

eines algebraischen Ausdrucks aus x, &', 2", ...., welcher zwei &ufsere Wur-
zelgrofsen hat. Giebt man alsdann den Functionen ¢,, ¢,, ¢,", ¢ip, ¢."p, ¢."p
nach der Tafel (31.) alle Werthe, deren sie fahig sind, so ist es einleuchtend,
dafs die Wurzeln der Gleichung (33.) auf folgende Weise:

Yr Y2 Ys Ya Ys Yo

Y2 Y3 Y1 XYs Yo Ya

Ys Y1 Y2 Yo Y Y

Yr Ys Y2 Ys Yo Y

Ys Y2 Y1 Ye Ys Ya

Y2u Y1 Y3 Ys Ys Yo
in einander iibergehen. Giebt man ferner den Wurzelgrofsen ¢, p?, ¢.'p?, ¢." pt
alle Werthe nach der Tafel (32.), so ist ersichtlich, dafs die Wurzeln auf
folgende Weise:

Y Y2 Ys Ys Ys Yo

Yo Ys Yo Y1 Y2 Y
in einander uibergehen. Hieraus folgt:

Wenn die Wurzeln der Gleichung (33.) die durch die Gleichun-
gen (34.) angegebene Form haben, so kann jede rationale Function der
Wurzeln yi, Y2, Y35 Yir Yso Yoo welche fur die 12 Verselzungen
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[ 123456 456123
231564 564231
95, < 312645 645312

132465 465132
321654 654321
213546 546213
ungedndert bleibt, nur einen Werth haben, mufs also eine rationale
Function der Grifsen x, x', 2", .... sein.

§. 16.

Die 12 Versetzungen (35.) sind sowohl in den 48 Versetzungen (16.),
als auch in den 72 Versetzungen (25.) enthalten. Es bleiben daher sowohl
die Wurzeln T und T'* der Resolventen, als auch die Coéfficienten S, T,
R,S in§9 wdV, U, V, U, in § 13. fir die Versetzungen (33.)
unveréindert. Hieraus folgt:

1. Wenn die Wurzeln einer algebraisch-lisbaren, irreductibeln
Gleichung vom sechsten Grade, deren Coéfficienten rationale Functionen
von x, &', 2", .... sind, 2wei dufsere Wurzelgrifsen enthalten, so ha-
ben beide Resolventen des Lagrange einen in Bezug auf z, x', 2", ....
rationalen Faclor vom ersten Grade.

2. Eine solche Gleichung vom sechsten Grade lifst sich immer,
sowohl in drei Factoren vom sweilen, als auch in zwei Factoren vom
dritten Grade zerlegen, deren Coéfficienten Wurzeln von Gleichungen
respective dritten und zweiten Grades sind, die rationale Functionen von
x, &', &', .... zu Coéfficienten haben.

§. 17.

Aus allen Diesem folgt:

Die algebraisch - losbaren, irreductibeln Gleichungen vom sechsten
Grade, deren Codfficienten rationale und deren Wurzeln algebraische
Functionen von irgend welchen gegebenen Grifsen x, &', ", .... sind,
zerfallen in drei Classen:

1) In solche Gleichungen, welche drei quadratische Factoren haben,
deren Coéfficienten Wurzeln von cubischen Gleichungen sind, die
rationale Functionen von z, z', 2", .... su Coéfficienten haben;

2) In solche, welche zwei cubische Factoren haben, deren Coéfficienten
Wurzeln von quadratischen Gleichungen sind, die rationale Func-
tionen-x, ', 2", .... 2u Coéfficienten haben;
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3) In solche, welche sowohl drei quadratische, als auch zwei cubische
Factoren haben, deren Coéfficienten Wurszeln von respective cubi-
schen und quadratischen Gleichungen sind, die rationale Functio-
nen von z, ', ", .... su Coéfficienten haben.

Bei den Gleichungen von der ersten Classe hat die Resolvente vom 15len
Grade einen in Bezug auf =, &', ", .... rationalen Factor vom ersten Grade;
bei den Gleichungen zweiter Classe hat die Resolvente vom 10ten Grade
einen in Bezug auf x, &', ", .... rationalen Factor vom ersten Grade; bei
den Gleichungen dritter Classe haben beide Resolventen einen in Bezug auf
r, x', 2", .... rationalen Factor vom ersten Grade.

Schliefslich wollen wir noch untersuchen, von welchem Grade fiir jede
der drei angezeigten Classen von Gleichungen die iibrigen, in Bezug auf
x, &', 2", .... rationale Factoren der Resolventen sind. Es ist zu dem Ende
nicht nothig, die 15 und 10 Wurzeln der Resolventen selbst zu betrachten,
sondern wir konnen dieser Untersuchung einfachere Functionen der Wurzeln
Yis Y25 Y3» Yas Ysy Yoo Welche den Wurzeln der Resolventen dhnlich sind,
zum Grunde legen. Die einfachste, der Wurzel 7™ shnliche Function ist

V1Yt yaystysye = £
die einfachste, der Wurzel T'* ahnliche Function ist

Y12 Ystyaysye = €3

denn ¥ und T, so wie ¢* und T, bleiben zusammen ungeindert und dn-
dern sich zusammen fiir dieselben Versetzungen der Wurzeln y,, ¥2, ¥35 Ya» Y55 Yo-
Da dhnliche Functionen aus den Wurzeln einer Gleichung sich immer gegenseitig
rational durch einander und durch die Coéfficienten der Gleichung ausdricken
lassen (S. Hermile's eleganten Beweis: Nouvelles Annales des Mathématiques;
redigé par Terquem et Gerono. Tome I. page 329.), so wird Alles, was von
der Rationalitit der Factoren der beiden Gleichungen, deren Wurzeln die
15 Werthe von ¢*' und die 10 Werthé von ¢* sind, gesagt ist, auch von
den Factoren der beiden Resolventen gelten.

§. 18.
Die 15 verschiedenen Werthe von ¢*' sind:
YiYst YaYs+YsYe =1, Y1y YsYet Yays =10,
Y1iYs Tty Yat YsYe =1, YiYatY2Yst Ys Yo =1,
YiYat Yo Yot ysys=1t, Yiystyaystysyo==t,

YiYsTYeYsT Ysye =1, y1Yet ¥sYa b Ysye =to,
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Y1Ys Y2 Ystysyo=1, Y1iYe+YsYs+yayo =13,
Y1Ys+ Y2 Yot ¥YaYs =tw, Y1Yst YsYs -ty yo=ts,
Y1Ysty2yat¥sYe="tu, 1Yo by ystysys=ts.

Y1Yot Yo Ys+YaYs ="lu,
Die 10 verschiedenen Werthe von ¢* sind:

Y1Y2Ys+YaYsYe="la, 3’1)’2}’5'}')"3)’4)’6="—tfa
Y1YsYeT Y2 YsYa=1s, YYaYstY2YsYe =1y,
Y1iYsYs+YoYaYo=1c» iYXYot Y2YsYs ==ty
Y1Y2 Yo+ YsYaYs =ta, Y1Y3YeFYaYsYs=1;,
Yx}’s)"x;"")’z}"s}"ﬁ:tm Y1}”2,7'4+)’3y'5}"s=tk-

Fir die 48 Verselzungen (16.) bleibt ungeindert:
1) Die Function #,,
?) Jede symmetrische Function aus Z,, #,, %, 74,

3) - - - - - - - ti’ taa th {51 163 t7a
4) - = = = = = =ty ey b, B, U, b
5) - - - - - - - tso ’9, tm, tns tna ’na tus 515-

Demnach bleiben die Coéfficienten jeder Gleichung, welche die Werthe einer
Gruppe zu Wurzeln hat, fir die 48 Versetzungen (16.) ungeindert. Bezeichnen
nun yi, Y2, Yss Yas Yss Yo die Wurzeln einer Gleichung von der ersten Classe,
und haben dieselben die durch die Gleichungen (15) angegebene Form, so sind
nach §. 7. die Coéfficienten einer solchen Gleichung rationale Functionen von
x, @, &', .... Hieraus folgt, mit Beriicksichtigung der in der Einleitung zu
§. 18. gemachten Bemerkung: -

Bei den Gleichungen von der ersten Classe hat im Allgemeinen *)
die Resolvente 15ten Grades drei in Bezug auf x, x', x", .... rationale
Factoren vom ersten, 6ten und Sten Grade, und die Resolvente 10ten
Grades zwei rationale Factoren vom 4ien und 6ten Grade.

Fir die 72 Versetzungen (25.) bleibt ungeindert:

1) Die Function ¢,, :

2) Jede symmetrische Function aus ¢,, &, &, #,, 44, &5,

3) - - - - - = - ’57 tti') t79 fea tgs tms tn, trz-; tn,

4) = = - - - = = Uy, td9 tey tfa tg9 tha lis &
Demnach bleiben die Coéfficienten jeder Gleichung, welche die Werthe einer

*) In besonderen Fillen konnen die angegebenen rationalen Factoren noch weiter
in rationale Factoren zerlegt werden; niemals aber in rationale Factoren vom ersten Grade,
ohne dafs man mehrere gleiche Factoren erhilt.

28 *
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Gruppe zu Wurzeln hat, fir die 72 Versetzungen '(25.) ungedndert. Bezeich-
nen NUR yy, Y2, Ys, Yss Yss Yo die Wurzeln einer Gleichung von der zweiten
Classe, und haben dieselben die durch die Gleichungen (24.) angegebene Form,
so sind nach §.11. die Coéfficienten einer solchen Gleichung rationale Functio-
nen von x, z', ", .... Hieraus folgt, mit Beriicksichtigung der in der Ein-
leitung zu §. 18. gemachten Bemerkung: ‘

Bei den Gleichungen von der zweilen Classe hat im Allgemeinen die
Resolvente 15ten Grades zwei in Bezuyg auf x, x', 2", . ... rationale
Factoren vom 6ten und 9ten Grade, und die Resolvente 10ten Grades
2wet rationale Factoren vom ersten und 9len Grade.

Fir die 12 Versetzungen (35.) bleibt ungeindert:
1) Die Function ¢,

) - - - 1,
3) Jede symmetrische Function aus #,,, ¢,
49H - - - - = = = b, l,
5) - - - - - - - tsa tﬁv 179
6) - - = = = = =yl
' 7) - - - - - - - 1, 199 110’ tn, 112’ txsa
8) - = = = = = = Uyt by by b

Demnach bleiben die Coéfficienten jeder Gleichung, welche die Werthe einer
Gruppe zu Wurzeln hat, fir die 12 Versetzungen (35.) ungeindert. Bezeich-
nen nun yy, Yz, Y3, Yas Yso Yo die Wurzeln einer Gleichung dritter Classe,
und haben dieselben die durch die Gleichungen (34.) angegebene Form, so
sind nach §. 15. die Coéfficienten einer solchen Gleichung rationale Functio-
nen von z, ', &', .... Hieraus folgt, mit Bericksichtigung der in der Ein-
leitung zu §. 18. gemachten Bemerkung:

Bei den Gleichungen von der dritten Classe hat im Allgemeinen
die Resolvente 15ten Grades drei in Bezug auf z, &', 2", .... rationale
Factoren vom ersten, 2ten und 6tén Grade und zwei rationale Factoren
vom dritten Grade, und die Resolvente 10ten Grades hat drei rationale
Facloren vom ersten, dritten und 6ten Grade.

Konigsberg im October 1847. '
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11.

Uber unendliche Reihen, deren Exponenten zugleich
in zwei verschiednen quadratischen Formen

enthalten sind.
(Von Herrn Prof. C. G. J. Jacobi.)

( Fortsetzung der Abhandlung No. 5. in diesem Bande.)

Gleichungen zwischen drei Doppelsummen.

M kann der in der Einleitung aufgestellten Fundamentalgleichung die fol-
genden Formen geben:

a) H{(l _q2i+2) (1 +q2i+1 2)(1 _‘_ q“‘z")} =2¢'zzi’

B) (-2 ) IT|A—g*)(1 +¢H ) (14 ¢iH157)] = Zgit+d g,

7 E—2 YTl —¢™) A —¢ ") (A —¢H'27) = (1) g2,
wo, wie immer, fiir den Index ¢ unter dem Zeichen I7 die Werthe 0,1,2, .. oo
und unter dem Zeichen = die Werthe 0, +1, +2, .. + 0o zu nehmen sind.
Die Formel 3) wird aus o) erhalten, wenn man respective /¢ und ygq.2*
fir ¢ und 2 setzt und mit 2 dividirt. Die Formel y) folgt aus «), wenn
man 2y-1 fir 2 setzt und mit y-1 dividirt.

Ich will jetzt in diesen allgemeinen Formeln fir 2 primitive 3, 5,

8 und 12'° Wurzeln der Einheit setzen, und bei Aufsuchung von unend-
lichen Producten, welche sich auf doppelte Art in zwei elliptische zerfillen
lassen, unter die Zahl der letztern auch diejenigen aufnehmen, welche fir die
angegebnen Werthe von 2 aus «) — ) erhalten werden. Die Gleichungen,
zu welchen man auf diesem Wege gelangt, werden sich von den oben mit-
getheilten dadurch unterscheiden, dafs sie nicht mehr zwischen nur zwei,
sondern zwischen drei oder einer grofsern Zahl Doppelsummen Statt finden.
Obgleich einige dieser Resultate sich aus den friher gefundnen zusammensetzen
lassen, so habe ich sie doch deshalb fir bemerkenswerth gehalten, weil sie
mehrere derselben in einer einzigen Formel umfassen, zu welcher man durch
dieselbe Methode der doppelten Zerfillung gelangt, welche auf jene Formeln
gefihrt hat. Es beruht dies auf der Eigenschaft der elliptischen Transcen-
dente =¢*s, dafs sie, wenn man fir 2 Wurzeln der Einheit setzt, in meh-
rere Reihen zerlegt werden kann, welche aus derselben Transcendente erhalten
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werden, wenn man darin, wie in den frihern Untersuchungen, fiir 4 und = Po—
tenzen von ¢ setzt. Ich werde zur grofsern Deutlichkeit einige elementare
Eigenschaften der 3eckigen und Seckigen Zahlen, auf welchen die Zerlegungen
der elliptischen Transcendente, welche hier zu betrachten sind, beruhen, be-
sonders hervorheben, und bei dieser Gelegenheit einige allen Polygonzahlen
gemeinschafiliche Eigenschaften bemerken.

I. z = einer imagindren Cubikwurzel der Einheit.

Alle ganzen Zahlen von — oo bis } oo, welche fir den Index ¢ un-
ter den Summenzeichen zu setzen sind, sind unter den drei Formen 3¢,
—(3i41), 3i+1 enthalten. Wenn man in dem allgemeinen Ausdruck der
Beckigen Zahlen }i(¢-+1) fir ¢ die Formen 3¢ und —(3¢-}-1) setzt, so erhlt
man in beiden Fallen 3(3¢*--¢); setzt man dagegen 3¢-41 fir ¢, so ver-
wandelt sich }¢(i41) in $(¢*4-4)41. Man hat daher den folgenden Satz:

die durch 3 theilbaren 3eckigen Zahlen sind die 3fachen der vor- und
rickwirts fortgesetzten Seckigen Zahlen; die durch 3 nicht theilbaren
3eckigen Zahlen lassen durch 9 dividirt den Rest 1, und geben, wenn man
von ihnen 1 abzieht und den Rest durch 9 dividirt, wiederum die simmt-
lichen 3eckigen Zahlen.
Es folgt aus diesem Satze das Corollar,

dafs man aus jeder 3eckigen Zahl unendlich viel andere erhilt, wenn man
wiederholt mit 9 multiplicirt und 1 addirt.

Da (3i4-1)(3i-+2) unverindert bleibt, wenn man — (¢4-1) fir ¢ setat,
wihrend sich gleichzeitig 2é4-1 in — (2¢-}-1) verwandelt, und man fir  unter
dem Zeichen = auch ¢-}a oder —(i-}-a) setzen kann, wo @ eine beliebige
ganze positive oder negative Zahl bedeutet, so hat man

Eq%(3i+l)(3i+2) zﬁi+3 J— zq§(3i+l)(3i+2) z—(ﬁi+3)’
S (—1 ) OO g3 — (] ) AOHN0HD g 6i43),
Man kann ferner fir ¢ unter dem Zeichen = nach einander

e(mita), &smita), .. & ,(mita,,)
setzen, wo ¢, &, .. &,_, entweder +1 oder —1, und sa, ¢a,, .. &, ,a,_,
alle verschiednen Reste bedeuten, welche durch Division mit der ganzen Zahl m
erhalten werden konnen. Man erhalt daher, wenn man in &), 3), 7) fir ¢ unter
dem Zeichen = nach einander 3i, —(3é-}-1), 3i-}1 setzt, und die vorste-
henden Sitze benutzt, die folgenden Formeln:
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0. I{A—g)+gH A g e = Z¢'sf
—_— quizzsi +2q(3i+1)2(23i+1+ z_(3;+1)) ,

1. (st ) I |A—g*) (14 *a) (1 +gHa)| = Sgarozin

= q§(3i2+i) (26i+1 + z—-(ﬁi-}-l)) _*_ by q%(3i+1)(3i+2) zﬁx‘+3

—_— zq%(siaﬁ)(zﬁiﬂ ‘*_ z—(6i+1)) + % > q§(3i+1)(3i+2) (zﬁi—}-S + z_(,;+3),
2. (g—2 H)IT|(1—¢*H(1—¢+'=22)(1 —gitig?)) = Z(—1) gl Dt

J— 2(__1 )i (l;}(siz+i) (zﬁH-l_____ z—-(ﬁi+1) ) . 2(__1 )i q§(3i+1)(3i+2) 26i+3

2(_1 )i q%(3i2+i) (zﬁi+l__ z-—(ﬁi-i—l)) — } 2(__1 )i q5(3i+1)(3i+2) (26i+3___ 2_((;,'.,.3))'

Selzt man in diesen Formeln die Grofse 2 einer imagindren Cubikwurzel
der Hinheit gleich, so erhilt man

93, 2(1_q2i+2)(1+q6i+3) — 2q9i2~—2q(3i+l)2,

14 g4t
24. 7 o q;':)(i. _j{ q3i+3) p— zq%(ii*+i) — 2q§(3i+1)(3i+2)’
ql
25. mi— q3i+3) —_ 2(__1)iq%(31'2+i).

Die letzte dieser Formeln giebt, wenn man ¢ fiur ¢ setzt, die Eulersche Ent-
wicklung des Products I7(1— ¢**').

Man kann der Reihe =¢i¢+9GH noch eine andere merkwiirdige Form
geben. Es sind némlich alle Werthe des Index ¢ in den beiden Formen 2:¢ und
—(2¢-}+1) enthalten, und fiir beide geht die Grofse }¢(¢-}-1) in denselben Aus-
druck 2¢°4-¢ iiber, was dem Satz entspricht,

dafs die 6Geckigen Zahlen, vor- und rickwirts fortgesetzt, alle 3eckigen
Zahlen geben *).
Man erhilt hieraus
26. 2(/5i(i+l) — 22q2i1+." 2(__1 )i q-.}-i(i+1) —_— 0,
und daher
27. 2q§(3i+1)(3i+2) = gq zq-g(i*-l-i) = 9 g zqs(ni~z+i) — 9 zq(3i+1)(6i+1)’
R8.  Z(—1) gieiHnein — (,

*) Proclus in seinem Commentar zum isten Buch des Euclides bemerkt als Beispiel,
dafs man nicht alle mathemalische Sitze umkehren konne, dafs jede 6eckige Zahl eine
3eckige, aber nicht jede 3eckige Zahl eine 6eckige ist. Man sieht, dafs wenn man die
Benennung sechseckige Zahlen auch auf diejenigen Zahlen 2i*—i ausdehnt, welche den
negaliven Werthen von ¢ entsprechen, die Umkehrung in der That erlaubt ist.
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Vermoge der Gleichung (27.) kann man die Gleichung (24.) auch so darstellen:

(A—q ) (A 4¢+)
T A4ttt

Wenn man die unendlichen Producte (23.) und (24.) von ihren Nennern be-
freit, und ihnen ihre einfachste oder ihre Normal - oder ihre characteristische
Form giebt, so erhilt man

1— g2i+2) (1 L g6i+3 u i i
29. II( q1+)q(2ij;q ) = HK‘I__q +1)(1_q4+4)(1 "l“‘/ﬁ +3)!

T ‘(1 q6i+1) (1 q6i+5) (1 q4i+4) ( 1— ql2i+6){
Hi(i qlm-{»l) (1 q121+4) (1 ql2z+5) (1 _q121+6) (1 (Il2x+7) (1 121+s)
X (1 ql2x+u) (1 (I12z+12)}

zq%(si%i) —9 zq(sz‘+l)(ﬁi+n.

l

|

— Zq!)iﬂ__z(l(si+l)'2

1___ 41 1 3i4-3 . . .
30. H( 1_}_);{;{;‘7 ) — H:(»l___qx+l)(1___q61+1)(1_(lb:+5>!

III(:[ ___q2i+2) (1 Gz+1\2 (1 qﬁx+3) (1 qﬁz+u) 2

= ]I{(i _qei+1)z(1 __q61+2) (1 ___q61,+3) (1 . bz+4) (1 __qoi+5)2 (1 _q6i+ﬁ)!
== zqi}(3i2+i) _> q§(3i+x)(3i+2) —_ q%(3i2+ h__g 3OO0 ] \

|

Andere Darstellungen dieser unendlichen Producte werde ich weiter unten geben.

Von den Formeln (23.), (24.), (25.) ist die letzte, welche mit der
Kulerschen iibereinkommt, oben noch auf eine andere Art, welche von der
im Vorigen gebrauchten wesentlich verschieden ist, aus der allgemeinen Formel
abgeleitet worden. Nach den beiden Methoden erhilt man (25.) aus der For-
mel ), indem man entweder fir 2 eine imaginire Cubikwurzel der Einheit
setzt und mit y/(—3) dividirt, oder indem man fir ¢4 und 2 respective ¢° und ¢*
setzt und mit —¢’ multiplicirt. In ahnlicher Weise kann man auch zu den
beiden andern Formeln (23.) und (24.), welche durch Substitution einer imagi- k'
niiren Cubikwurzel der Einheit fiir 2 erhalten wurden, durch eine Combination der
friher gefundnen Formeln gelangen, welche aus der Fundamentalformel dadurch
abgeleitet worden waren, dafs man fir ¢ und 2 Potenzen von ¢ gesetzt hat. Ich
will diese zweite Beweisart hier mittheilen, weil man daraus desto leichter erken-
nen wird, ob und auf welche Art die aus den Formeln (23.) und (24.) folgen-
den Gleichungen zwischen Doppelsummen aus den friher gefundnen erhalten
werden konnen.

Von den oben aus der Fundamentalformel abgeleiteten Formeln wihle ich,
um die Formeln (23.) und (24.) dadurch zu beweisen, die Formeln IV. (6.)
und 1IV. (7),
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. 1 S AGI2+)
1y — q

H(1 + q ) - ﬂ(1~q2i+‘) - 2;(_1)1' qsiv 2

; . 1 2”61'?-1-3:'
A+ = mi—gm = sty

31.

Multiplicirt man mit den Nennern der Briiche, und setzt —¢* fiir ¢, so erhilt
man, nachdem man die zweite Gleichung noch mit ¢ multiplicirt,

-3-i(3l+1)

g = I ST,
Zq(3£+1)2 — H(l +qei+3)-2(—1)iq(3i+1)(ﬁi+l)-
Zieht man diese beiden Gleichungen von einander ab, so kann der in I7(1 -} ¢%*%)

multiplicirte Factor in den einfachern Ausdruck =(—1)'¢**** zusammengezogen
werden. Setzt man nidmlich in (21.) 2=1, so erhilt man

32.

3 .
33. ¢ — 2 2(}3@1“)_]_ SQOHDEHD

oder, vermoge (26.) und (27.),

3i ..
34. = qm’“' — 2q7(31+1)+ Zq(3i+l)((ii+1),

und hieraus, wenn man —g¢ fir ¢ setzt,

X @it

35. 2(_1)iq2i2+i — 2(__1)%(1'2—{)72 _2<___1)iq(3i+1)(6i+1)'

Mit Hiilfe dieser Formel erhilt man aus den Gleichungen (32.), wenn

man die zweite von der ersten abzieht, ‘
36. Eqﬂiz_zq(3i+l)? —_— H(i __}_ q6i+3)2(_1)iq21:'+i.
Substituirt man hierin die haufig im Vorhergehenden angewandte Formel,
2(_1>iq2£2+i — H{(l-—-qgi“)(i-— q4i+4)¥ R

welche sich aus (c.) ergiebt, wenn man darin respective ¢* und —¢ fir ¢
und 2z seizt, so folgt die Formel (29.).

Die Formel (30.) findet man aus denselben Gleichungen (31.) auf fol-
gende Weise. Setzt man in denselben ¢° fir ¢, so erhilt man

: ;f(ai-u) i3 ;o
37. =q = II(14-¢""). =2 (1) ¢,
Zq(3i+l)(6i+1) —_ H(1 __}_ q3i+3) .2(__1 )iq(3i+l)‘1,

und hieraus, da =(—1) ¢ = X (—1) ¢®-1?,
3
38. =¢ O o geHDED
—_ H(1 + q3i+3) ‘2(_1 )z' (Igiz____ 2(_1 )i q(32+1)2__2(__1);q(3;.1)2‘

= HO(1+¢*)=(—1)q"
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXVIJ. Heft 3. 29

i
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Substituirt man hierin die ebenfalls sehr haufig im Vorhergehenden angewandte
Formel,

I 22 z a2 i——- i+1
39. I(—1)¢" = I|A—g¢"*)(A— ¢+ = H1+:”x+1,
welche aus (1.) fir = —1 folgt, so erhilt man die Formel (30.).

Fiir den hier vorliegenden Zweck, Gleichungen zwischen Doppelsummen

von der Form
=+ qai’+ﬁk’+yi+6k+e
zu finden, kommt es darauf an, die elliptischen unendlichen Producte (29.) und (30.)
mit solchen andern elliptischen unendlichen Producten zu multipliciren, dafs das
unendliche Product, welches man durch diese Multiplication erhalt, sich noch auf
eine andere Art in zwei elliptische unendliche Producte zerfillen lifst, oder,
was dasselbe ist, die unendlichen Producte (29.) und (30.) als Briche
darzustellen, deren Nenner ein elliptisches unendliches Product und
deren Zdhler dus Product zweier elliptischen unendlichen Producte ist.
Die Formeln III. fihren mit Leichtigkeit zu mehreren solchen Darstellungen.
Wenn man nimlich die unendlichen Producte (29.) und (30.) auf folgende Art
ausdriickt,
T |(1— ¢*+)(1—g"+)] I ¢+,
T |(1—g P A —g)] ITA +¢70),
so sind die ersten Factoren bereits elliptische unendliche Producte, und es
kommt nur noch darauf an, die zweiten Factoren
IA+¢), A4
als Briiche darzustellen, deren Zihler und Nenner elliptische unendliche Pro-
ducte sind. Dies geschieht aber mittelst der Formeln III. fir jedes dieser beiden
unendlichen Producte auf 7 verschiedne Arten. Man erhalt fir 77(1- ¢%+°)
sieben solcher Briiche, wenn man in III. —g¢* fir ¢ setzt und alle Briiche
umkehrt, und eine gleiche Anzahl fir IT(1 4 ¢***), wenn man in IIL selber
¢ fir ¢ substituirt. Es ergeben sich hiernach aus (36.) und (38.) vierzein
Gleichungen zwischen Doppelsummen. Bezeichnet man némlich jeden der 7 Briiche
in IV. mit L ((q;, so folgt aus (36.):
[(— @) [Z¢" = 2¢O = o(— @) Z (1™,
und aus (38.), .
9(@) =g

Jiisn)

— 2 ZE] — f(g) (Vg
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Es wird aber nicht nothig sein, diese 14 Gleichungen besonders auf-
zustellen, da sie keine wesentlich neuen Resultate geben. Denn durch das-
selbe Verfahren, durch welches im Vorhergehenden die Formeln (36.) und (38.)
aus den Formeln (32.) und (37.) abgeleitet worden sind, welche ihrerseits aus
den Formeln IV. (6.) und IV. (7.) folgten, missen sich auch die aus den For-
meln (36.), (88.) und IV. (1.) — (7.) folgenden 14 Gleichungen zwischen
Doppelsummen aus denjenigen Formeln der obigen Tabelle ergeben, welche
durch Combination der Formeln IV. (6.) und IV. (7.) unter sich und mit den
ibrigen Formeln IV. (1.) — (5.) erhalten worden sind.

Man kann aber die unendlichen Producte (29.) und (30.) noch auf an-
dere Arten als solche Briche darstellen, deren Nenner ein elliptisches unend-
liches Product und deren Zihler das Product zweier elliptischen unendlichen
Producte ist, und diese Darstellungen werden zu Resultaten fiihren, welche
in den Gleichungen der obigen Formelntabelle nicht enthalten sind. Es ist
namlich

1— g2i+2) (1 4 Gi+3) 2 i
H( qi +)il(2i+1q = X¢" —ZqCth

. II{(i-— qﬁi+1) (1_ l’6i+5) (1__ qei+6)} .H(i— ,]4i+4)

- J7i (1 — qui+u)

_ I — ) JT{1 — g%+ (1 4 %42 (1 + q54) (1 4 g% (1— ¢5145) (1— ¢¥i+9))

T (11 ¢+ (1—q**0)}

_ I{d—g¢+ IT{(1 g+ (A 1 g0+ (1— ¢}

= II(1— ¢+

. Ha___ q2i+2) . H(i-——— q6i+6)

T IRA ) (g5 (I — g%
woraus, wenn man fiir die elliptischen unendlichen Producte ihre Entwicklun-
gen selzt, die folgenden Gleichungen erhalten werden,

10 ITjA—¢™)A—¢*H(A+¢")
2(—1)iq3i2+2i.z(—i)i qﬁi2+2i
}_"(__1 )r' qwi=+ﬁi
S(—A)i @it Z(—E-d gl I (1) i) I pitH
— 2(_1)%(1'2 +i) q%(3£2 +i) - 2(___1);' q%(a.'a +i)

—_ qui’-— Eq(3i+1)2 —

2(___1)i q3i2+i .2(____1)1',’91'? 437
= Spern ‘

29 *
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Es ist ferner "

1 —agi+) (4 3i+3 3320 ; :
II( 'I1 +)(§l+'1"l ) ‘]’(3 +i) qu(s +1)(3i42)
g I ) A g8 At A T — 50
I {1—¢) I+ @) A7 A= ¢ o)}

woraus
41. 7 *(1 . qi+1) (1 . q6i+1) (1 — qﬁi+5)z
= q%(aiufi) - q§(3i+1)(3i+2) —_ Zq%(3“+") —9 zq(3z’+1)(ﬁz‘+1)

I

2(_1)iqg(3i2+i).E(_i)iqsi'2+2i L (_1)1” 3312 +1) 2(_1);,]2(3zz+z)
2,‘(___1)iq3(3i~z+i) - z‘,r}(sﬂﬁ)

folgt. Aus den Formeln (40.) und (41.) ergeben sich durch Multiplication mit
den Nennern die unten folgenden Gleichungen zwischen Doppelsummen. Da
in den Zahlern der Briche (40.) der Factor =(—1)'¢**t’, in den Zahlern der
Briiche (41.) der Factor =(—1)'¢*" nicht vorkommt, so miissen diese Gleichun—
gen von denen, welche auf die oben angegebne Art aus (36.) und (38.) ab-
geleitet werden konnen, wesentlich verschieden werden.

Der Zihler des letzten Bruchs in (40.) wird aus dem Zihler des letzten
Bruchs in (41.) erhalten, wenn man darin ¢* fiic ¢ setzt. Es ergeben sich daher
fiir denselben aus (40.) und (41.) drei oder, wenn man noch in (40.) —¢
fir ¢ setzt, vier verschiedene Darstellungen durch Doppelsummen, wobei man
diejenige nicht mitrechnet, welche aus der doppelten Form der in (41.) mit dem
Minuszeichen behafteten Summe folgt. Die hieraus erhaltenen Gleichungen ge-
horen zur Classe (3, 3), die iibrigen aus (40.) und (41.) folgenden zur
Classe (2, 2). Sie konnen den zu diesen Classen gehérigen Formeln der obi-
gen Tabelle angeschlossen werden, obgleich sie sich von ihnen dadurch unter-
scheiden, dafs sie jede eine Gleichung zwischen dre: Doppelsummen geben.
Die unendlichen Producte in den folgenden Formeln sind die Zéhler der Aus-
driicke, welche die Briiche (40.) und (41.) ergaben; nur sind diese Producte,
wie in der obigen Formelntabelle, durch ihre Normalformen ausgedrickt.

XI.
B. (2, 2). |
3. H’(l—q‘ji+l)(1~—t/6i+5)(1——qm“)(1—-—-(/12'.*6)(1——(/““8)(1—-(/m“z)?}

— 2(_1>k(l9i3+18k?+0k_ v(_i)kq(ﬁ-}-l)?-{-lskf-}-ﬁk - 2(__1)i+kq3z‘?+om+2i+2k
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4. II K»l _qﬁi+1)(1+ qﬁi+3) (1 ___qﬁi+5) (1 __q0i+6>2(1 __quH 4) (1 ___qn,q_s);

= X(—1 yicke+h q‘-’f’++}(3k2+l’) — 3 (—1)i+h q(3i+l)’+%(3k2+k)

= IZ(—1)HE-b q3i2+%k2+i+§k

5. IT Ki _q2i+1) (1 __‘_q6i+6)2 (1 _q12i+4) (1 ___q12i+s)}

— 2(___1)k q9i2++}(3k2+7<) —_ 2(_1)kq(3i+1)a+,~%(3kz+k) —_ 2(__1 )iq%i!.f.sk?,*_%i_i.k
6. IT|(—g" (1= A" (A —g ) (A== P (1 =™

= 3(— 1)Ic q%(3i2+i)+3(3k*+k) -9 z(__ 1 )k (I(3i+1)(6i+l)+3(3k?+k)

= I(—1)+k q%i’+3k2+§i+2k.

C. (3, 3).
2. IIK‘I ___qsi+2)(1 —(Iﬁi+4)(1“"(lﬁi+ﬁ)2f
> q9i2+3k?+2k I~ q(3i+1)e+3k 242k
=(— 1 )i+k q932+3k2+2k + 2(__ 1 )i+lc q(3i+1) 243k242k
—_ q3(3i2+i)+3kﬂ+k —_ Eq(3i+1)(3i+2)+3k2+k

I

|

J— zq3(§i2+i)+3k=+k —9 2q2(3i+1)(6i+1)+3k2+k
— 2(._1)i+kq3~i2+9k2fi+3k;

Man kann durch Combination der Formeln (36.) und (38.) noch eine
Gleichung zwischen finf Doppelsummen ableiten. Multiplicirt man namlich die
Formeln (36.) und (88.) mit einander, nachdem man in der ersten —g¢ fir ¢
gesetzt hat, und bemerkt, dafs JT(1-} ¢**+*)IT(1—¢*t*) =1, so erhilt man

. 49. z(__i)iqie+2ke+k '
— ! Z(—i)i q9i2 "l' 2(_1)1' q(3i+1)=} { zq%i(3i+1)_2 zq(3i+1)(tsi+1)z_
Diese Formel lafst sich aber auf die Gleichung B. (2) zurickfahren. Setzt
man namlich fir =(—1)'¢", =¢**+ die aquivalenten, blofs durch andere Grup-
pirung der Glieder unterschiednen Ausdriicke, ‘

E(—l)i qgi't_ 2 E(—i )i q(3i+1)=’ ' zq%{?)i?-{-i) + b q(3i+1)(ﬁi+‘l),l
von denen der erstere aus (20.) fir =1 folgt, und der zweite durch
die Formel (34.) gegeben wird, so wird die Doppelsumme links vom Gleich-
heitszeichen - ‘ : N S
! 2(__1>i qgiz__z 2(__1):'7(3:’“)2! { Eq%i(aiu) + Eq(‘?‘i""l)(ﬁi“);,,
und es kommt daher die Gleichung (42.) auf die folgende zuriick,

‘ 2(___1)1' q(3i+x)?+..}l(31:+1) — Z’(-—-‘l)i q9i2+(3k+1)(6%+1)’
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welche aus B. (2.) erhalten wird, wenn man darin ¢* fir ¢ setzt und mit ¢
multiplicirt. ‘

II. 2z = einer imagindren 5ten Wurzel der Einheit.

Ich will jetzt in der Formel (3.) fiir £ nach einander zwei imagindre
nicht reciproke 5te Wurzeln der Kinheit setzen, und die daraus hervorgehen-
den Gleichungen mit einander multipliciren. Wenn man in der Gleichung (3.),

(z ____2—1)11-’(1 __qi+l) (1_qi+1z2)(1_qi+;z_2)} J— 2(_1)iq§i(i+1)zzi+1’
fir den Index i unter dem Summenzeichen nach einander 5i, —(5¢4-1),

ferner — (5é-}2), 5i4-1, endlich 5¢--2 setzt, wodurch alle Werthe von i
erschopft werden, so verwandelt sich dieselbe in die folgende,

43. (z— Z—I)HI(1_¢+]‘)(1——qi+lz2) d ___qi+xz-2):
= Z(—1) qi}i(z‘+x) (R — g~ Wi+D) 4 =(—1 ¥ q§(5i+1)(5i+2) (2= (03 _ g10i43)
+ 2(___ 1 )i q5(5i+2)(5i+3) li+5,
Setzt man —i—1 fir 4, so erleidet die letzte Summe kejne weitere Aenderung,

als dafs die Grofse (—1)'2""** unter dem Summenzeichen in — (—1)ig—(1+5)
iibergeht; man kann daher fir diese Summe auch

’i’ z(___i ):’ q§(5i+2)(5i+3) ( zmi-}-s —_— z-—(mi+5))
setzen, woraus man sieht, dafs dieselbe verschwindet, wenn 2z einer beliebi-

gen Sten Wurzel der Einheit gleich wird. Bedeutet daher o eine imagindre
5te Wurzel der Einheit, und setzt man in (43.)

2 == 0,
so erhalt man nach Division mit 6—o7,
4. I|(A—¢*™H(A—¢te)(1—gtie?)
= Z(—1) q%i(5i+1)+ (04 071 Z(—1)igiGiHDGI+D,
Setzt man hierin ¢® fir o, so eigiebt sich
I{1—g+)(1—g*+ o) (1—g+ o)
o 2(__1)iq+}i(5i+l) +(0’ _I__G-n) 2(_1 )i q}(5i+1)(5i+2)'

Multiplicirt man beide Formeln mit einander, und bemerkt, dafs sowohl die
Summe als das Product von o-}o™ und o*-}6~* gleich —1 ist, so findet man
25, IT|(A—g*)(A—g )] = F(—1) giointd T(—1)gleisd
— | 2(_1)i q&i(5i+1)}2___ 2(__1 )z‘ ¢}i(5n‘+1) 2(_1 )z' q|(5i+1)(5i+2)___ * 2(__1 )i qi(5i+l)(5"+?);2,
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oder die zur Classe (1, 5) gehorige Gleichung,

46. IT|(1— g (1— q5i+5)2 — 2'(-— 1)tk Ik itsh)
—_ 3 (_ 1)¢'+7: qa}i(si+1)+%l(5k+1) — 2(___1 )z’+k qgi(5i+1)+%(5k+1)(5k+2)

— 2(__ 1 )i+k qgf5i+1)(5i+2)+§(5k+1)(5k+2)_

In der ersten der drei Summen rechts vom Gleichheitszeichen sind die Ex-
ponenten von ¢ durch 5 theilbar, in den beiden andern lassen dieselben, durch
5 dividirt, respective die Reste 1 und 2. Wenn man daher auch die Doppel-
summe links vom Gleichheitszeichen in drei andere theilt, je nachdem die Ex-
ponenten von ¢ oder, was dasselbe ist, die Werthe von }i(3i41), durch 5
dividirt, die Reste 0, 1, 2 lassen, so zerfilli die Gleichung (46.) in drei
Gleichungen, von denen jede zwischen Doppelsummen Statt hat, in denen
die Exponenten von ¢, durch 5 dividirt, dieselben Reste lassen. Je nachdem ¢
die Werthe 5¢ und —(5¢-+2); —(5¢-+1); 5i41 und 5¢-2 annimmt, erhalt
die Zahl }4(3é4-1) die ihren drei Resten O, 1, 2 entsprechenden Formen,
3i(15i+1) und $3if-1)(5it2); Fi(Bif1)+1;
$i(15¢4+-7)4-2 und $(3i4-2)(5i{-1)4-2.

Es werden daher die sich je nach diesen drei Fillen aus (46.) ergebenden
Gleichungen, wenn man im zweiten und dritten Falle respective mit ¢ und ¢*
dividirt, und hierauf iberall ¢ fir ¢° setzt, die nachstehendéen. Die den Dop-
pelsummen gleichen unendlichen Producte, welche ich beigefiigt habe, ergeben
sich leicht aus dem Fundamentaltheorem.

XII.

1.~ II{(‘I _q5i+1)(1 _qsi+2)(1 __qsi+3> (1 _q5i+4> (1 _qsi+5)2}

— 2(_1)i+kq§(3i7+i)+m}(3k2+k) —_ 2(__1)i+kq“5,'z+5p+;+3h
2. II{(‘I __qaz‘+2) (1 __qsi+3) (1 ___q5£+5)} 2

= I (—1)+* gqi(lﬁf*+3l’+i+k>+ GHOHDEHDIIHD) . (] )itk glGistsketivh
3. I{A—¢+)A—g")(1—g™))"

—_ 2(___1 )i+k { q§(15i~1+3k'2+7i+l) __ qic(3i+2)(5i+1)+3k‘z+k); — 2(_1 );.,.k q§(5;2+5p+3,-+3k).
Die erste dieser Formeln ist dieselbe, wie die oben in der Formelntabelle auf-
gestellte, welche dort durch eine ganz verschiedne Methode gefunden worden ist.

Die Formel XII (1.) ergab sich im Vorhergehenden aus (46.) durch
die Bemerkung, dafs, wenn man dem ¢ den Werth —(5i-}-1) giebt, die
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Seckigen Zahlen }i(3i{-1) die Form %#(3¢41)J1 erbalten. Dies giebt
den Satz:

Wenn man von den Seckigen Zahlen, welche durch 5 dividirt 1 ubrig

lassen, 1 abzieht, so geht der Rest nicht blofs durch 5, sondern auch

durch 25 auf, und man erhilt nach Division mit 25 wieder 5eckige Zahlen.
Werden die unter der Form }(3#—¢) enthaltenen Zahlen in 2 Classen ge-
theilt, je nachdem ¢ positive oder negalive Werthe annimmt (von denen die
erste Classe die eigentlichen Seckigen Zahlen umfafst, deren Name aber, wie
im Vorhergehenden, auch auf die andere Classe ausgedelnt zu werden pflegt):
so kann man den vorstehenden Satz ndher so bestimmen, dafs, wenn man
von jeder von beiden Classen Seckiger Zahlen diejenigen nimnt, welche
durch 5 dividirt 1 abrig lassen, von denselben 1 abzieht und den Rest
durch 25 dividirt, die sdmmtlichen Seckigen Zahlen der andern Classe
erhallen werden.

Der vorstehende Satz ist dem oben fir die Seckigen Zahlen bemerkten
analog. In beiden Fillen werden diejenigen 3- und 5eckigen Zahlen betrachtet,
welche um 1 vermindert respective durch 3 und 5 aufgehn; zieht man von
jhnen 1 ab, so lassen sich die Reste respective durch 3° und 5* theilen. Es
werden ferner nach geschehner Division respective die simmtlichen 3- und
5eckigen Zahlen erhalten. Wenn man das umgekehrie Verfahren anwendet, und
aus 3- und Seckigen Zahlen durch Multiplication mit 9 und 25 und Addition
der Einheit immer andere 3- und 5eckige Zahlen ableitet, so erhilt man den Satz,
dafs, wenn A eine beliebige 3 - oder Seckige Zahl ist, auch L(9"—1)-}-9" A4,
S (0" —1) 4 25"A respeclive 3- und Seckige Zaklen werden, von denen
die letztern zu derselben oder einer andern Classe wie A gehiren, je
nachdem n gerade oder ungerade ist.

Der Satz, dafs die 3~ und 5eckigen Zahlen von der Form 3i--1,
5¢--1 immer auch die Form 341, 5*4-1 haben, lafst sich durch folgende
Betrachtungen auf alle vieleckigen Zahlen ausdehnen.

Es sei M eine meckige Zahl, welche durch = dividirt den Rest 1 lafst.
Ist M die nle meckige Zahl

M = jn|m—2)(n—1)42,
so wird
M—1 = }(n—1)|{(m—2)n-|2|
=m-ynn—1)—(n—1)".
Aus dieser Formel folgt, dafs, weil M —1 durch m theilbar ist, auch (n —1)*
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durch m theilbar sein mufs. Es sei

m — a’b,
wo a* das grofste Quadrat bedeutet, durch welches m theilbar ist, und also &
durch keine Quadratzahl theilbar sein darf. Es mufs dann (n—1), welches
durch @®b==m theilbar ist, auch durch @*4* = mb und daher n—1 durch ab
theilbar sein. KEs werden daher nur digjenigen meckigen Ziahlen durch

m=a'b dividirt den Rest 1 lassen, deren Seite (n), durch ab =—§ divi-
dirt, den Rest 1 lifst. Es sei
. n—1 = abc,
so wird
M—1 = inadbc—a’b’cd = a*b’clin.a—c|.

Es sei zuerst m ungerade, so werden a und b ungerade, und wegen n—1
=abec, von den beiden Zahlen » und ¢ immer die eine gerade. Es wird
also ¢(4na—c) eine ganze Zahl, und daher M —1 durch «*4? theilbar. Es
sei zweitens m das Doppelte einer ungeraden Zahl, so wird « ungerade
und & ebenfalls das Doppelte einer ungeraden Zahl; es wird daher auch n
ungerade, und c(}na—c) fir ein ungerades ¢ nicht mehr eine ganze Zahl
werden. In diesem Falle wird also M —1 nur durch } a*&* theilbar. Wenn
drittens m das Vier- oder Achtfuche einer ungeraden Zahl ist, wird a
das Doppelte einer ungeraden Zahl; es wird daher sowohl = als }a ungerade,
und ¢(ina—c) fir jedes ¢ nicht blofs eine ganze Zahl, sondern auch immer
gerade, und also M—1 durch 24°4® theilbar. Wenn viertens m durch 16
theilbar ist, so wird a durch 4 theilbar, ¢|ina—¢| eine ganze Zahl, und
M —1 durch a*b* theilbar. Man erhilt daher, wenn man Q fir «*8* setzt, den
Satz: Wenn M eine meckige Zahl ist, welche durch m dividirt den Rest 1
lifst, und Q das kleinste durch m theilbare Quadrat bedeutet, so wird
M—1, wenn m das Doppelte einer ungeraden Zahl ist, durch }Q, in
allen andern Fdllen durch @, und 'wenn m das Vier- oder Achtfache
einer ungeraden Zahl ist, immer auchk durch 2 Q theilbar. Wenn g =1,
hat man b=m, Q =m’ und daher den Saiz: ,

Wenn = eine durch kein Quadrat theilbare ungerade Zahl ist, und M eine

meckige Zahl, welche durch m dividirt den Rest 1 lifst, so wird M —1 o

auch durch m* theilbar sein.

Die fir M und M—1 angegebne_n Werthe zeigen, dafs immer gleich~
zeitig 2 M durch #n und 2(M—1) durch »—1 theilbar ist. Wenn also M
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXVII. Heft 3. 30
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nicht blofs die zweite Meckige, sondern noch aufserdem eine vieleckige Zahl
ist, so haben die beiden Zahlen 2 M und 2 (M —1) aufser den Factoren 2 und 1
noch andere Factoren, welche nur um 1 verschieden sind. Diese Eigenschaft
kann als Definition einer vieleckigen Zahl gebraucht werden. Man beweist
niamlich sehr leicht den umgekehrten Satz:
Jede Zahl M ist so oft eine vieleckige Zahl, als 2 M einen Factor hat,
welcher von einem Factor der Zahl 2(M—1) nur um 1 verschieden ist;
wenn von den beiden um 1 verschiednen Factoren der Zahlen 2 M und
2(M—1) der Factor von 2 M der grofsere ist, so ist M eine eigentliche
vieleckige Zahl und dieser Factor ihre Seite, und wenn man
M =[f, 2M—1)=gg, [=g+1
hat, so wird ¢'—f'-}-2 die der Seite f entsprechende Eckenzahl von M.
Mit der Aufgabe, zu bestimmen, wie oft und auf welche Art eine
gegebene Zahl eine vieleckige sein kann, schliefst das grofse Werk des
Diophantus; doch ist ihre Losung in den auf uns gekommnen Handschriften
abgebrochen, vielleicht vom Verfasser selbst unvollendet gelassen.

III. z = einer primitiven 8ten oder 16ten Wurzel der Einheit.

Bezeichnet ¢ eine primitive 16te, 0= @* eine primitive 8te Wurzel
der Einheit, so wollen wir jetzt in den Gleichungen
Hi(i_q2i+2)(1+q2i+1z)(1 _l__q2i+12—1); —_ 2(/'.22'.,
(z__l‘z—l)IIKi__qi-u)(l+qi+122)(1+qi+1z-—2)§ — qu§(i2+i)z2i+1’
in der ersien nach einander £ == ¢, z= —o0, in der zweiten nach einander

% ==@, %= 0° selzen, und die beiden jedesmal erhaltnen Formeln mit einander
multipliciren.

Man kann den rechts vom Gleichheitszeichen befindlichen Reihen die fol-
gende Form geben:

47. zqizzi — Eqmiz 245 + > q(4i+1)f (z4i+1 + z—(4i+1)) + _%_ > q(4i+2)2 (z4i+2 +z.(4i+2)),
48, ZqACtHguH o L 3 i) (g2 | o= QD) FRIHD (2841 | g=(itD)

+ zq(nz’+1)(4i+1) (28i+3 +z°(8i+3)),
Die beiden Summen rechis vom zweiten Gleichheitszeichen in der Formel (48.)

werden aus der Summe X¢¥(*+)2%+! erhalten, wenn man dem Index ¢ respeclive
die Formen 4¢ und —(4i41), 4é41 und — (4i4-2) giebt.
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Da
G—oi = (=1, ¢tet=0 =0, ¢het=otot=y2,
¢+o = (o+o™Me o —1] = (ofoH(y2—1),

so folgt aus (47.) fir 2==0 und aus (48.) fir 2=¢, wenn man lelztere
Gleichung mit ¢+-o~* dividirt,

49.  HI|A—¢")(A+g* o) (14 ¢ ™)) = Zo'¢”

= Z(—1) ¢ yR = (—1) gt
50.  IT|(1—g"™)(1+g+0) (1L g+o™) = 3 €HED ey

et+e™t
— 2( —1 )iqzi(4i+1) 'I" (‘/2___ 1 ) 2(__ 1 )i q(2i+1)(4i+1).

Setzt man in diesen Gleichungen ¢° fir ¢ und also — o fiir o, so éndert sich
in den Ausdriicken rechts blofs das Zeichen von y2. Man erhilt daher durch
Multiplication je zweier durch diese Anderung aus einander abgeleiteten Formeln,

51.  IT{(1—¢** (14 ¢%+%)
|Z(—1) ¢ |2 — 2 | Z(—1) g0
2(_1>i+k qlﬁ(i’+k’) —9 422(—-1 Ytk qlﬁ(i‘l+k2)+8(i+k)
52.  IT|(1—¢™')(1+4"+)
— 12(_1)1' q2i(4i+1)}2__ 22(__1 )iqai(4i+1).2(__1)iq(2i+1)(4i+1) _ 12(___1 )iq(2i+1)(4,‘+1)}2
—_ 2(_1 )i+k qs(i‘l+k2)+2(i+k)___ qz 2(_1 )i+k qS(i2+lc?)+ﬁ(i+k)___ 2 q 2(__1 )c'+k qS(i‘l+k?)+2i+ﬁk.

I

I

Die beiden unendlichen Producte kann man jedes in zwei elliptische unend-
liche Producte zerfillen, und erhélt auf diese Weise fiir die vorstehenden Aus-
driicke noch andere Darstellungen durch Doppelsummen. Man hat némlich
53. IT|(1—g"**F (144 = IT[(1— g+ (=g IT [(1—g¥ ) (1—¢'+%)|
= I(—1) ¢ S~ = [T — 2 T S(— 1)
— 2(__1):’,’8(1'?-}-7(?) -9 qzz(_i)iqS(i?Hk?)HGk
54. IT|(A—q P (1+¢H)] = I |(1—g (1—g**)| T [(1—g* ) (1—g"+*)|
—_ 2(__1)1'(,,'1'Z(_i)iqzi(2i+1) —_— izqu‘z_z.zq(uﬂ)a} 2(__1)iq4i2+2i
— 2(__1)iq4(i?+k9)+2i__2qz(__i)il]4(£2+4ki‘)+2i+8k. '
Wenn man die Formeln (51.) und (53.) mit einander vergleicht, und die
Reihen, in denen die Exponenten von ¢ die Form 8¢ und in denen sie die
Form 8i -|-2 haben, besonders gleich setzt; ferner in den so erhaltenen Gleichun-

gen ¢ fir ¢° setzt, nachdem man die zweite derselben zuvor mit ¢* dividirt hat, |
30 *
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so kommt man auf die bereits friher gefundnen Gleichungen A. (1) und A. (4)
der Formelntabelle.

Ebenso zerfillt die durch Vergleichung von (52.) und (54.) erhaltene
Gleichung in zwei Gleichungen, wenn man die Reihen, in denen die Expo-
nenten von ¢ gerade und in denen sie ungerade sind, besonders einander gleich
setzt. Wenn man die zweite dieser Gleichungen durch ¢ dividirt, und hierauf
g fir ¢* setat, so ergiebt sich die Formel A. (6). Wenn man dagegen in der
ersten von diesen Gleichungen ¢ fir — ¢ setzt, so erhilt man eine neue Formel,

55, SR L SR g kLk,

Man wird aber weiter unten sehen, dafs diese Gleichung in einer allgemeine-
ren enthalten ist, welche unmittelbar aus der Fundamentalformel fliefst.

IV. z = einer primitiven 24ten Wurzel der Einheit.

Setzt man in (21.) unter den Zeichen = fiir ¢ nach einander 2¢ und
—(2%-}1), so erhalt man
56. (Z—i—%_l)IIKl——-qi“'l)(i +qi+122)(1+qi+1z—2)} —_— zq-}i(i+l) 22i+1
—_ Zq;}i(si-u) (zﬁz‘+1 +z—(ﬁi+l)) + 2q§(3i+1)(3i+2) zﬁi+3
—_ qzi(6£+1) (212i+1 + z—(12i+1)) + Eq(3i+1)(6i+3)(zmi+5 +z-—(m‘+5))
__l_ > q(3i+1)(6i+1) (z12i+3 _l_ z-(12i+3))_
Es bedeute jetzt ¢ eine primitive 24ste Wurzel der Einheit, welche in der
vorstehenden Gleichung fir = gesetzt werden soll. Da
¢ =(—1), ¢+o¢*=0, o¢'t¢=1, ¢+toe7=1y3,
o'+ =(eto ) (et o7 —1)=(e+¢7)(3—1),
Ctot=(te ) te"—e—¢" Tt =(e+¢H(R—¥3),
so folgt aus (56.) fiir =9 und nach Division mit 9o},
57.  H{1—¢*)(14¢™" ) +¢" ™)
—_ 2(_1)iq3i(6i+1) + (2—1/3) E(__«l)iq(si+1)(ei+3) +(}/3__1) E(—-1)iq(3i+l)(ﬁi+l).
Setzt man ¢’ fir ¢, so geht y3 und ¢* in —y3 und — ¢* iber. Man er-

halt daher aus (57.) eine zweite Formel, wenn man darin gleichzeitig ¢* und
¥3 in —¢® und —y3 verwandelt. Durch Multiplication beider Formeln er-

giebt sich, da =
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_ _ A4
A—e'a)(1—e™2) = Fio

die folgende, ,.
(=g (1 + %49
58. IT T g

J— {2(_1)1 q3i(6i+l) __'_ (2 - ]/3)2(—1 )iq(3i+1)(6i+3) __l__ (___1 _’_ ]/3) 2(_1 )i(l(3;+])(ﬁi+1)l

. {2(—1)i([3i(6i+1)+(2 _{_ ]/3)-2(_1)%(?;“)(6;“) +(_1_V3) E(—l)iq(3i+l)(ﬁi+l)}-
Anderseits folgt aus (56.), wenn man fir 2 eine imaginire Cubikwurzel der
Einheit und dann ¢* fir ¢ setat,

A—g?) (1 4 ¢%*) iGi D@2
7 qi-]-q?ij;q = ey 0D

= ZPOHD __ 9 30D,
Multiplicirt man diese Gleichung mit
I —¢*PA— ¢ ) = Z(—1)¢" = Z(—1)i¢"* — 2 Z(—1) ¢+,
so erhialt man das unendliche Producte (58.) noch auf eine andere Art als
Product zweier Reihen ausgedrickt,
0. mUEOLe
= IO — 2 X uIHD] |3 (— 1) —2 S(—1) O,

Wenn man in (58.) und (59.) die angedeutete Multiplication ausfiibrt, indem
man das Product zweier Summen immer durch eine Doppelsumme ersetzt, so
giebt die Vergleichung dieser beiden Formeln eine Gleichung zwischen zeln
Doppelsummen. Diese Gleichung zerfallt in drei einfachere, wenn man die Dop-
pelsummen besonders einander gleich setzt, in welchen die Exponenten von ¢
respective die Formen 3¢, 3¢+1 und 3¢ 2 haben. Wenn man in diesen
Gleichungen — ¢ fiir ¢° setzt, nachdem man respeclive die zweite und dritte
Gleichung durch ¢ und ¢ dividirt hat, so kommt die dritte auf die Gleichung A. (1)
zuriick, und es werden die beiden andern Gleichungen,

60. zqﬁ(z‘2+kﬂ+i+3k __I_ Eqﬁ(i’+k2)+5i+3k+l —_ zqs(i2+k2)+i+2k
61. 2q6(52+k?)+i+3:_ 4 zqs(z'2+k2)+i+5k+1 'l" > qﬁ(i?+k’)+5(i+l)+2
—_ 5 q3i=+37x2+z‘__ 4 Eqain+m2+2i+ek+1

Je nachdem die Zahl ¢ gerade =2¢ oder ungerade — —(2i-}-1) ist, ver-
wandelt sich }(3#*44¢) in 6#°4-¢ oder in (2i-}1)(8éi-}1) = 6#-45i41.



238 11. C.G.J. Jacobi, uber Reihen, deren Exponenten zwei quadr. Formen haben.

Hieraus folgt, dafs man in (60.) die beiden Doppelsummen links vom Gleich-
heitszeichen in die eine

60*. Eq§(3i2+i)+6k2+3k e 2q3(i’+7‘2)+i+2’€

zusammenziehen kann. Zufolge A. (7.) werden in (61.) die zweiten Doppel—-
summen auf den beiden Seiten des Gleichheitszeichens einander gleich. Die
Gleichung (61.) wird dadurch auf die folgende reducirt,

62. zqﬁ(i2+k2)+i+k+zqs(i2+k2)+5(i+l)+2 —_ 2q3i2+3k2+z‘-

Wir werden im Folgenden sehen, dafs auch die Gleichungen (60*.) und (62.)
in allgemeineren Formeln enthalten ist.

Allgemeinere zur Classe (4, 1) gehorige Gleichungen zwischen
Doppelsummen.

Ich will jetzt zeigen, wie man unmittelbar aus den Fundamentalformeln
drei allgemeine Gleichungen zwischen Doppelsummen ableiten kann, in welchen
die Grofsen ¢ und 2, welche sie enthalten, beide beliebig bleiben. Diese zur
Classe (1, 1) gehorigen Gleichungen werden die Formeln A. (1) — (7) der
Formelntabelle, so wie die im Vorhergehenden gefundenen Gleichungen (55.),
(60*.) und (62.) als besondere Fille umfassen. Eine dieser Formeln kommt
mit derjenigen, welche ich in der Anmerkung zur Formelntabelle mitgetheilt
habe, iiberein, wenn man fir ¢ und 2 beliebige Potenzen von ¢ setzt, was
dasselbe ist, als wenn diese Grofsen ihre vollige Allgemeinheit beibehalten.

Man erhilt zwei von diesen allgemeinen Gleichungen, wenn man die
beiden Formeln

I —g#) 1 L 2) (1 4 e ) = Z¢°s,
T (1—¢") (1 — ¢ 2) 1 —¢"*1 57| = Z(—1)q"%,
ferner die beiden Formeln |
A=)+ ¢ 2) A+ e )] = Zqa,
(2 -+ 2 Y IT|(1—¢*) (1 F- ¢+ 22) (14 ¢+ 272)] = Z¢i+ighi+!
mit einander multiplicirt. Man kann némlich jedes der beiden unendlichen
Producte, welche man nach geschehener Multiplication erhalt, noch auf eine

andere Art in zwei elliptische unendliche Producte zerfillen, von denen nur

das eine die Grofse ¢ enthilt, und erhélt hiedurch die beiden allgemeinen
Formeln:
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63.  IT|(1—g""P(1—g") IT[1—g (1 —g"+ 2) (1 —¢*+22~)
—_— 2(__1)i+kq2£2+2k2z'2k — 2(__1):’?:‘2-{-7‘221'-}-1:
64. A+ ¢*HA—g*) . (z+2 ) T {(1—¢ ) A+ ¢ 2 (14 ¢+ 2]
— zqé(i2+r)+2kz+k22i+1 —_ zqi2+k2+iz2i+2k+1.
Da S¢i®*+h — 3 Z¢g*+X g9 wird die erste Doppelsumme in (64.)
%qu(i2+kﬂ+i+k)z'zi+1;
vertauscht man in diesem Ausdruck die Indices ¢ und %, und setzt hierauf
wieder 2 = ¢ +F fir Z¢gt*¥+h, 5o erhalt man

qu-(i2+i)+2k2+k22k+l —_ Eqi2+k?+iz2i+2k+l’

oder, wenn man mit 2 dividirt und dann 2 fir 2° setzt,

64%, 2qé(i2+z')+2k2+kzi —_ zq%(i2+i)+2k9+k kK 2(/,'?+1;z+;2,~+k.

Die beiden Formeln (63.) und (64*) umfassen sdmmtliche Formeln
A. (1) — (7) und die im Vorigen gefundne Formel (60*.). Setzt man nimlich
in (63.) fir ¢ und 2 nach einander

s 1 e

so erhalt man die Formeln A. (2)*), (4), (5). Setzt man ferner in (64%.)
—g¢* fir 2 und fir ¢ nach einander ¢, ¢%, ¢°, so erhilt man die Formeln
A. (3), (6), (7); setzt man in derselben Formel ¢~ fir = und ¢* fir ¢, so
erhilt man A. (1); endlich, wenn man ¢~ fir 2 und ¢* fir ¢ setzt, die For-
mel (60*.). Die Formel (63.) verwandelt sich in die oben S. 84 im ersten Hefte
dieses Bandes gegebne, wenn man fir ¢ und = beliebige Potenzen von ¢ setzt.

Eine dritte allgemeine Formel kann man auf folgende Art aus der
Fundamentalformel ableiten.

Man setze in der Formel
H{(i—q"’i+2)(1 +(I'zi+1z)(1 _}_qzi-}-lz—l)t J— Eqi’z"
fir ¢ nach einander die Werthe ¢y-1 und —gy~1, und multiplicire die beiden
hiedurch erhalienen Gleichungen. Da
H(1—¢*+) = IA—g*)I(1—¢"+),
E(ﬁ)iﬂqhzi —_— Eq“"zﬁ _*_}/_—1' Z'qm*'mz?"“,

*) In dieser Formel ist in der zweiten Doppelsumme fiir 3¢i+%% zu lesen 3ii-3kk.
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so findet man auf diese Weise,
II!(I —{—q""“)’(l—-q““)} .H.i(i-—q“"“) (1 +;I4i+222) (1 +_ (/4"“2‘2)}
J— 2q2i2.2q2i222i J— {Zq‘l-i?z?i!il_‘l_{Zq(i’i-i-l)?zQi—)—le,
oder, wenn man wieder fir jedes Product zweier Reihen eine Doppelsumme
und zugleich ¢, 2 fir ¢, 2* setzt,

65- T 2(1 + q2i+1)2 (1 __q2i+2)2 (1 + q?i-i—l 2) (1 + q21'+1 2—1)}

—_ Eqi"*‘“zi — 2q2i2+2knzi+k ‘l‘ S q2(z‘?+k2)+2(i+k)+l itk

Setzt man in dieser allgemeinen Formel wieder ¢ fiir ¢ und giebt der Grofse 2
den Werth ¢, setzt man ferner rechts vom Gleichheitszeichen —i und —&%
fir ¢ und &, so erhilt man die obige Formel (55.). Setzt man dagegen in der
zweiten Doppelsumme rechts —¢—1 und — % —1 fir ¢ und %, wodurch sich
2t jp 2=C@+kD gndert, und hierauf ¢° und ¢ fir ¢ und 2, so erhilt man die
obige Formel (62.). Diese particuliren Formeln (55.) und (62.) waren dadurch
gefunden worden, dafs in den Fundamentalformeln fir = primitive 16te und
24te Wurzeln der Einheit gesetzt wurden, wahrend im Vorhergehenden die
allgemeine Formel (65.) aus denselben Fundamentalformeln dadurch abgeleitet
worden ist, dafs man fir ¢ die Grofse ¢y/-1 setzte, welche Methoden wesent-
lich von einander verschieden sind.

Neue Gleichungen zwischen Doppelsummen, welche aus den der
Transformation der 3ten und 7ten Ordnung angehdrenden
Modulgleichungen hervorgehen.

Zu den zahlreichen in den vorhergehenden Untersuchungen aus einer und
derselben Fundaméentalformel abgeleiteten Gleichungen zwischen Doppelsummen
will ich noch einige hinzufigen, welche aus einer andern Quelle fliefsen, néim-
lich aus den Modulgleichungen oder den algebraischen Gleichungen zwischen
den Moduln zweier elliptischen Integrale, welche in einander transformirt werden
konnen. Unter den unendlich vielen Gleichungen dieser Art konnen jedoch nur
die auf die Trangfbrmation der 3ten und der 7ten Ordnung beziiglichen zu dem
vorliegenden Zweck angewendet werden. Diese nehmen ihre einfachste Form an,
wenn man die erstere zwischen den Quadratwurszeln und die letztere zwischen
den Biquadratwurzeln der Moduln und ihrer Complemente aufstellt. Es wird
nimlich die erstere eine linedre Gleichung zwischen dem Product der Quadrat-
wurzeln des gegebnen und transformirten Moduls und dem Product der Qua-
dratwurzeln ihrer Complemente; die letziere eine linedre Gleichung zwischen
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dem Product der Biquadralwurzeln des gegebnen und transformirten Moduls
und dem Product der Biquadratwurzeln ihrer Complemente. Ich habe in den Fun-
damentis S. 184 die Quadratwurzel des Moduls und seines Complements durch
gebrochne Functionen von ¢ ausgedriickt, welche denselben Nenner haben, und
. oben S.76und 77 im 1sten Heft dieses Bandes dasselbe in Bezug auf ihre Biquadrat-.
wurzel gethan, und zwar auf vier verschiedene Arten. Setzt man in diesen Aus-
driicken ¢” fir ¢, so verwandeln sie sich nach der von mir aufgestellten Theorie
der Transformation der elliptislchen Functionen respective in die Ausdriicke der
Quadrat- und Biquadratwurzel des durch eine Transformalion der nten Ordnung
transformirten Moduls und seines Complements. Wenn man daher in dem Aus-
drucke der Quadraiwurzel des Moduls und seines Complements ¢* fir ¢ und in
den Ausdricken ihrer Biquadratwurzel ¢’ fir ¢ setzt, so wird man alle in die
beiden Modulgleichungen eingehenden Grofsen durch ¢ ausgedriickt haben, und
zwar werden die beiden Producte, zwischen denen eine lineire Gleichung ge-
geben ist, durch Briiche ausgedrickt werden, welche denselben Nenner haben.
Die beiden Zibler derselben und ihr gemeinschafllicher Nenner werden Doppel-
summen von der hier betrachteten Art, und es wird daher durch Multipli-
cation mit dem gemeinschaftlichen Nenner jedesmal eine Gleichung zwischen
diesen drei Doppelsummen erhalten. In mehreren dieser Gleichungen trifft es
sich jedoch, dafs die allgemeinen Glieder zweier von diesen Doppelsummen nur
im Vorzeichen verschieden sind, und sich daher in eines zusammenziehen las—
sen. In diesen Fillen erhélt man aus den beiden Modulgleichungen Gleichungen
zwischen nur zwei Doppelsummen, doch wird in der einen das allgemeine Geselz
der Vorzeichen einen complicirteren Ausdruck haben. Die Modulgleichung, die
sich auf die Transformation 3ter Ordnung bezieht, filrt zu einer zur Classe C.
oder (3,3) gehorenden Formel. Die auf die Transformation 7ier Ordnung be-
ziigliche Modulgleichung fihrt durch Combination der verschiednen Ausdriicke,
die ich oben fir die Biquadratwurzel des Moduls und seines Complementes ge-
geben habe, zu 16 Formeln, die sich aber, wenn man diejenigen ausschliefst,
die in den ibrigen enthalten sind, auf 7 zurickfilhren lassen, von denen 3 der
Classe (7,7), 2 der Classe (7, 14) und 2 der Classe (21, 42) angehoren.

I. n=3.
Wenn man durch eine Transformation 3ter Ordnung oder durch eine Sub-

stitution von der Form . ‘
asing 4 bsing?
1+4csing®
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXVIJ. Heft 3, 31

- siny =
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/;/(1—1» sing?)? /;/(1—l‘sm1p)

in einander transformiren kann, so findet zwischen den beiden Moduln & und 2
und ihren Complementen &' = y(1—#&*), 2'=1y(1—4?) die einfache Gleichung
YE V)LL) = 1
Statt, welche zuerst von Legendre in seinem ,,Traité des Fonclions Elliptiques”

aufgestellt worden ist. Substituirt man in den in den Fundamentis gegebnen
Ausdriicken von yk und y&, \

vk = 2V Vg +Ya ) 2Vq S

die Integralem

T iR2gRRet Rt T
K — 1—2qg42¢q*—2¢° + I(—1)i gt
T+2q+2¢ +2¢°+.. 2t 0
fir ¢ die Grofse ¢°, 5o erhalt man
4 . .
2y’ 3 P2 S(—1)ig?
YA = ,___73,7‘173;2 , YA = __’31?_.

Wenn man diese Ausdriicke in die Modulgleichung substituirt, so ergiebt sich
die folgende Formel, welcher ich das den Doppelsummen gleiche unendliche
Product in seiner Normalform beigefiigt habe,

XIIIL.
4 q HKI + q121+2) (1 + q1f>x+0) (1 + q12z+1()) (1 241+8) (1 q24x+lb) (1 q24,‘+24)2¥
231_ (__1)x 1—&2 qn+3n — 4 Tq4ﬂ+12k2+2, H»k+1

Diese Formel gehort der Classe (3, 3) oder C. an, und kann den oben gegebnen
Formeln dieser Classe hinzugefiigt werden.

Die in XIIL links vom Gleichheitszeichen befindliche Doppelsumme besitzt
die Eigenschaft, dafs wenn von ihr blofs diejenigen Glieder, deren Exponent
durch 3 aufgeht, genommen werden, fir welche ¢ die Form 3 annimmt, und in
denselben ¢ fiir ¢° gesetzt wird, man auf die urspriingliche Doppelsumme wieder
zuriickkommt. Dieselbe Eigenschaft lifst sich auch von der hinter dem letzten
Gleichheitszeichen befindlichen leicht erweisen. Um néamlich alle Glieder, deren
Exponent durch 3 theilbar ist, zu erhalten, hat man in derselben unter dem
Zeichen = nur —(3i-|-1) fir ¢ zu setzen, wodurch sich 4#-42i+|1 in
12¢4-18:¢}3 verwandelt; setzt man hierauf ¢ fir ¢* und vertauscht die In-
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dices z und %, so kommt man auf den urspringlichen Ausdruck zurick. Es
giebt daher die besondere Vergleichung derjenigen Glieder der Gleichung XIIIL., -
deren Exponent durch 3 theilbar ist, wieder dieselbe Gleichung XIIL, nur dafs
in ibhr ¢ fir ¢ steht.

Will man in XIII. die Glieder der Doppelsummen besonders mit einander
vergleichen, deren Exponent, durch 3 dividirt, den Rest 1 Ilifst, so hat
man in der Doppelsumme links +(3¢4-1) fir ¢ zu selzen, in der Doppel-
summe rechts dagegen mufs man dem Index ¢ die Formen 3¢ und 3¢4-1 geben.
Wenn man dann noch mit 2¢ dividirt und ¢ fir ¢’ setzt, ferner auf beiden
Seiten die Indices ¢ und %4 vertauscht, so erhilt man

=1 + (__1)i+k) (/3'.2"'3"2"‘2" — 2Z(I4i'2+12k‘2+2i+2k+ 2Eq4i?+12k?+2i+wk+2.

Die beiden Doppelsummen rechts kann man in eine zusammenziehen. Da néimlich
125} 10k +2 =Rk -}+1)(6k2), so sind 124*--2k und 124* 104k} 2
die beiden Formen, welche die Zahl k(34-}1) annimmt, je nachdem % gerade
=2k oder ungerade =— —(2k+41) wird. Man kann daher stait der vor-
stehenden Gleichung einfacher die folgende setzen, bei welcher ich zugleich
das den Doppelsummen gleiche unendliche Product in seiner Normalform bei-
gefiigt habe:

2017 1 (1 _}_q12i+2)2 (1 _I__q12£+10)2(1__(l12i+12)2( 1 +(,24i+4)( 1 +q24i+20)(1 _q4si+16)(1_q48,'+32)‘
— 2(1+ (__1)i+k) qi2+3lx2+‘2k J— 2 z(/4i~z+31‘2+2i+,,.

Wie diese Gleichung aus der Gleichung XIII. folgt, so wird sich auch umge-
kehrt aus ihr die Gleichung XIII. ergeben. Wenn niamlich ¢ <1 und f(¢) eine
Function, welche fir ¢ =0 verschwindet, und durch f(¢) eine andere Func-
tion ¢(¢) mittelst der Gleichung

@) = ) +99@)
definirt wird, so wird umgekehrt ¢(¢) aus f(¢) durch die unendliche Reihe

19+ Po@")+ 9@ +47 9(¢*) - ete. = flg)

bestimmt. Bezeichnet man eine der beiden Doppelsummen in XIII. mit f(g),
so wird die auf derselben Seite des Gleichheitszeichens befindliche Doppelsumme
in der aus XIII. abgeleiteten Gleichung } ¢ (¢); und da immer auch f(¢) durch
¢(g) bestimmt ist, so folgt, dafs wenn die beiden Doppelsummen der letzteren
Gleichung einander gleich sind, auch die beiden Doppelsummen in XIII. ein-
ander gleich sein miissen.

31*
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II. n=—>=".

In dem 12ten Bande des gegenwirligen Journals S.173 hat Herr Dr.
Gulzla/f die algebraische Transformation der 7ten Ordnung untersucht, und
die auf diese Transformation beziigliche Modulgleichung auf die einfache Form

YR Ay Lyki) = 1
gebracht. Jede der beiden Grofsen )7/6 und Vk’ habe ich oben durch vier
verschiedene Briiche ausgedriickt. Es ist nimlich

8 PTR e
V2.V qZ (—1)igb+% , 3 (—1) iGir+i)
«) ¥ k 2 (— 1)+ ghGie+) 3 Vk > (—1)3(:*+z) G

s V2.Yq qinen s Z(A)gr
o, )P VEE T vk = “2‘7,35?7"’
~ Y ;/2.;/q2(—1)iq2"’+i T T 2(—’)%“
I k=" WS Se
8
R R V2T ik o S
d) ]//c - —._——quz 7 ‘/k 2' il

wo die neben einander gestellien Briiche denselben Nenner haben. '
Wenn man in diesen Ausdriicken fiir q die Grofse ¢’ setst, so erhalt

man 4 verschiedne Briche fir jede der beiden Grofsen ;/l und {/}.', welche
wieder respective dieselben Nenner haben. Man substituire jetzt beliebige die-

ser Ausdricke von {/k, {/k’, ;/l, 1‘/).' fir diese Grofsen in die Modulgleichung,
indem man jedoch fur {/Ic und {//c' und eben so fur ;/2. und ;/}.’ gleich-
geitig immer nur diejenigen Briche setzt, welche denselben Nenner haben.
Es werden dann jedesmal auch die Ausdricke von ;/(Icl) und ;/(lc’i.’) einen
gemeinschaftlichen Nenner haben, und es wird sich durch Multiplicalion mit
demselben jedesmal eine Gleichung zwischen drei Doppelsummen ergeben.

Bezeichnet man die aus den Formeln «), 4), ¢), d) durch Verwandlung
von ¢ in ¢’ hervorgehenden Formeln respective mit ), 3), ), d), so erge-
ben sich auf die angegebne Art aus der einen Modulgleichung 16 Gleichun-
gen zwischen Doppelsummen, welche dadurch erhalten werden, dafs man jede
der Formeln @), 8), ¢), d) mit jeder der Formeln &), 3), ), J) combinirt.
Diese Gleichungen werden zu Classen gehoren, von denen in den vorhergehen-
den Untersuchungen noch kein Beispiel gefunden war. Es geben némlich die

Combinationen
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ac, b3, cy, do Gleichungen der Classe (7, 7);
af, ay, ad

be, ca,dey ~ ~ T T T T (21, 42);
by, b9, ¢d
cf, dB, d7$ S

Diese Gleichungen lassen sich jedoch, wenn man nur die wesentlich verschied-
nen von ihnen betrachten will, auf eine viel geringere Anzahl zuriickfihren.
Es werden némlich die aus den Combinationen dd'; 4J, df3, dy; ad, da her-
vorgehenden Gleichungen respective aus den durch die Combinationen c¢y;
by, ¢f3, ¢J; ay, ca gefundnen durch blofse Verwandlung von ¢ in —g¢ er-
halten. Es ergiebt sich ferner bei niherer Untersuchung, dafs die aus den Com-
binationen by, af3, ay entspringenden Gleichungen respective in den durch
die Combinationen ¢f3, be, -co gefundnen enthalten sind und aus ihnen dadurch
abgeleitet werden konnen, dafs man die Glieder, deren Exponent durch 7 auf-
geht, besonders mit einander vergleicht. Ich werde daher in dem folgenden
Tableau nur die 7 aus den Combinationen

ac, b3, ¢y; e, ¢d; ba, co
hervorgehenden Gleichungen zusammenstellen, aus denen die ibrigen folgen.
Die diesen Gleichungen hinzugefiigten unendlichen Producte habe ich in einer
einfachen, nicht in der Normalform dargestellt, da in diesen Fillen das allge-
meine Glied der Normalform eine sehr grofse Factorenanzahl umfafst.

XIV.
L. (7, 7).
1. 2 ‘III{(i +q12i+4) (1_'__ ql2i+8) (1__qm‘+12) (1+ q84i+28)(1 _}_ qs«h‘—kss) (1 ___(Isoi+s4)i

— 2{(_1)§(i?+k2+z‘+k) . (__1)i+k} q§(3i2+21k=+i+7k)

= 2 z(;1)i+k q6i2+42k?+2i+l4k+1 .. ... e
2, 2¢qI|(1+4¢*)(14 50) (1 — g +8) (14 g9+1%) (1 - g442) (1 — gi+30)]
= = {1—(—1)‘“‘; D e Y A

3., IT 2(1 __qzi-u)z (1 _q2i+2) (1 ___(Im'+7)2 (1 __q14i+14):
p— 2(___ 1)i+k (li1+7k2
J— 2(__1)i+k qzi.?.}_l&ka__ 22(__1)1'1-1( q'z"“+14k2+i+7k+l L. ¢, y
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M. (7, 14).
1. H{(l _q4i+2)2 (1 __q4i+4) (1 + q28i+7) (1 "l" q28i+21) (1 _q28i+23)t
J— 2(__1)iq2i2+14k2+7k
= 2(___1)i+kqi2+l4k7+7k _l_ 22(_1)1 q252+28k2+i+14k+1 ... e /3
2. 2 qn Ki _q2i+1) (-l___q4i+4) (1_]_ ql4z'+7) (1 _q23i+2§)}
2=(—1 )i (,2i‘z+14k itTh+

(=) S qyhgiree g9

|

|

N (21, 42).

L 2¢I (4" A—g ") A—g")
== 2{(-—-1)“""”— (—1)f+7ﬂ; ikt
B A
2. IT|(1—g¥y(1 — ) (1 — g7
= I(—1)ik-bHidertukdth __ g 3 )itk pirekirikn

— I(—1)thgieriakern o g oa

Wenn man in den drei Gleichungén L. und der Gleichung M. (2) die
Glieder besonders vergleicht, deren Exponenten, durch 7 dividirt, respeclive
" die Reste 2, 6, 0, O lassen, so wird man wieder auf &hnliche Gleichungen
zuriickgefiihrt. Aus dieser Eigenschaft lassen sich, wie die folgenden Betrach-
tungen zeigen, dhnlich wie in I., besondre Formen schliefsen, welche die durch
die Doppelsummen ausgedriickten Reihen haben miissen.

1. Die Zahl %(3#-¢) erhilt die Form 7¢|2 nur fir die Werthe
von #, welche die Form 7¢- 1 haben. Setzt man 7é-|1 fir i, so verwandelt
sich $(3#4i4-10) in-§ (2184 7¢+4-2) und 6#4-2¢-6 in 7(428 -} 14i 1} 2),
und es erhdlt (—1)¥"*? den entgegengesetzten Werth. Wenn man daher in
der Gleichung L. (1) nach Multiplication mit ¢° nur die Glieder beibehalt, deren
Exponent durch 7 theilbar ist, und in denselben ¢ fiir ¢ setat, ferner mit
— ¢ dividirt und die Indices ¢ und & vertauscht, so werden auf beiden Seiten
der Gleichung wieder die urspriinglichen Doppelsummen erhalten werden. Be-
zeichnet man daher die auf den beiden Seiten von L. (1) befindlichen Doppel-
summen mit f(¢q), so wird _

fl9) = —¢F)+1(9),

wo fi(¢) eine Function von ¢ ist, in welcher kein Exponent die Form 7|2
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hat. Aus dieser Gleichung ergiebt sich umgekehrt f(¢) durch f,(¢) mittelst der
Formel, '

() = L) —H)+ ¢ LG — $TOfi(g7) + ete.
Das Characteristische dieser Form der Reihe f(¢) besteht darin, dafs, wenn
man den Theil derselben, welcher die Glieder umfafst, deren Exponent durch
7™ dividirt den Rest (7™ —1), aber nicht auch durch 7"+ dividirt den Rest
1(Tm+—1) lafst, durch (—1)"¢3™=Df,(¢"™) ausdriickt, die Function fi(¢g) fir
jedes m dieselbe bleibt, und die Glieder der Reihe f(¢) enthélt, deren Expo-
nent durch 7 dividirt nicht den Rest 2 lafst.

In der Gleichung L. (1) ist die Doppelsumme hinter dem zweiten Gleich-
heitszeichen eine ungerade Function von ¢; man beweist leicht, dafs dies auch mit
der Doppelsumme vor diesem Gleichheitszeichen der Fall ist, indem der Factor
(—1)pErk il 4k — 0 ist, so oft der Exponent (3¢ --214*4¢-|- k)
gerade ist. Weil hier die Function f(¢) eine ungerade ist, mufs auch f;(¢)
eine ungerade Function sein.

2. Man multiplicire die Gleichung L. (2) mit ¢, und behalte blofs die
Glieder, deren Exponent durch 7 aufgeht, was dadurch geschieht, dafs man
—(7¢-2) fur ¢ substituirt, wodurch 2#--é4-1 sich in 7(14#-}7i|1) ver-
wandelt. Setzt man hierauf ¢ fir ¢° und dividirt mit ¢, so erhalt man nach
Vertauschung der Indices wieder auf beiden Seiten der Gleichung die urspriing-
lichen Doppelsummen. Bezeichnet man daher die Doppelsummen in L. (2) mit
. f(g) und mit fi(¢q) die Glieder von f(¢), in welchen kein Exponent die Form
7n+-6 hat, so wird

) = 1)+ 19
Man erhilt hieraus fir f(q) die Form

RO FCLED+ 4G+ filg™) + ete. = [g).
Das Characteristische dieser Form besteht darin, dafs wenn man die Glieder von
¢[f(q), deren Exponent durch 7™, nicht aber durch 7"** aufgeht, durch den Aus-
druck ¢™fi(¢™") darstellt, die Function ¢f,(g) fir jedes m dieselbe bleibt, und
die Glieder der Reihe ¢f(¢) enthalt, deren Exponent nicht durch 7 aufgeht.

3. Die beiden Doppelsummen in L. (3) gehen in sich selbst iber,
wenn man in den Gliedern, deren Exponent durch 7 theilbar ist, ¢ fiir 4" setzt.
Hieraus folgt, dafs sie die Form

)+ )+ Fi(g7) + ete.
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haben, wo fi(q) eine Reihe bedeutet, in der kein Exponent durch 7 theilbar
ist. Bezeichnet man daher den Theil derselben, welcher die Glieder umfafst,
.deren Exponent durch 7™, aber nicht durch 7"*! aufgeht, mit f,(¢™), so bleibt
fi(g) fir jedes m dieselbe Funclion.

4. Betrachtet man in M. (2) diejenigen Glieder, deren Exponent durch
7 theilbar ist, setzt in ihnen —¢ fir ¢’, und kehrt alle Zeichen um, so kommt
man wieder auf die urspriinglichen Doppelsummen zuriick. Bezeichnet man da-
her diese Doppelsummen mit f(¢), und umfafst mit f,(¢) die Glieder dersel-
ben, die einen durch 7 theilbaren Exponenten haben, so mufs die Gleichung

@) = —f(—9)+1()
Statt finden, woraus ‘
@) = L —H(=¢) () —[i(—¢7) + ete.
folgt. Diese Formel zeigt, dafs wenn man in f(¢) alle Glieder, deren Expo-
nenten durch 7", aber nicht durch 7™*' theilbar sind, durch den Ausdruck
(=D fi((—1)"¢™) umfafst, fi(¢) fir jedes m unverandert bleibt.

Man kann noch aus andern Darstellungen der Modulgleichung Gleichun-
gen zwischen Doppelsummen ableiten, welche aber in den im Vorhergehenden
aufgestellten Formeln enthalten sein werden, weshalb die folgenden Andeutun-
gen geniigen -mogen. = Die Grofsen .

VK, Vk, VK, YkE), vk
lassen sich durch Briiche darstellen, welche alle denselben Nenner =¢** haben,
wiihrend die Zahler Reihen &hnlicher Art sind. Fiir ;/(kk’) erhélt man einen solchen

Bruch, wenn man den Werth von {/Ic aus (66. ¢) mit dem Werlhe von {/k’

aus (66. d) mulliplicirt. Figt man aus (66.) die mit dem Nenner =¢* behaf-
teten Ausdricke der andern 4 Grofsen hinzu, so erhalt man -

. . 8 .
4 ' 2(_1)1(’21? a - 1/2.‘/(’2‘(’21?-}-1'
o We=—m— Vh=""5m—

e ____2(__.1):‘,,:‘2 y o 1/2.;/q2'(—1)iq’i'+i e 2;},’2q4i2+2i
]/k - N Z'qit .9 ]‘/(kk’) _— zlqiz ) ]/k-—-—-—zT-ll;——.

Bedeutet % irgend einen transformirten Modul, so folgt hieraus, dafs, so oft
man zwischen den 36 Grofsen, welche aus der Multiplication von 1, ]‘//c', ;/k,
vk, }‘/(kk'), vk mit 1, ;/}v', {/l, V&, {/(u'), Y4 erhalten werden, eine lineire
Gleichung hat, sich aus derselben auch éine Gleichung zwischen Doppel-
summen der hier betrachteten Art ergiebt. Multiplicirt man z. B. die Modul-
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gleichung f/(k'}.')—}-]‘/(kl) =1 mitA{/(Ic' A'") oder mit f/(kl) und substituirt in
den hieraus entstehenden Gleichungen,

VO VYL R RN = YK LY), YR KN ;YA = y(ki)
die Formeln (67.), so erhalt man nach Mnultiplication mit dem gemeinschaft-
lichen Nenner =¢** = ¢ Gleichungen zwischen Doppelsummen, die mit den obi-
gen L. (2), (3) ibereinkommen. Ob es aufser den hier gegebnen Beispielen
noch andere Modulgleichungen giebt, welche als linedre Gleichungen zwischen
den angegebnen 35 Grofsen dargestellt werden konnen, bezweifle ich. We-
nigstens scheint die zur Transformation Ster Ordnung gehorige Modulgleichung,

Vi) [k —ya} = YK V) A — Yk,
die ich in den »Fund. Theor. F. Ellipt. S. 69 gegeben habe, welche man
auch auf die beiden folgenden Arten darstellen kann,

Yk —yi = Y& V) k) Sy E D),
YU — Yk = Y)Y YRV YR )],
auf keine solche Form gebracht werden zu konnen.

Ich will jetzt alle zwischen Doppelsummen gefundnen Gleichungen, welche
in der obigen Formelntabelle und in den Formeln XI— XIV. enthalten sind, in
einer zweiten Formelnlabelle zusammenstellen, dabei aber zugleich durch Sub-
slitution einer Potenz von ¢ fir ¢ selbst und durch Multiplication mit einer
Potenz von ¢ die Exponenten auf die Form

m(aitBF+n(yk49y
bringen, was fir jede der in derselben Gleichung enthalinen Doppelsummen
durch dieselbe Substitution und Multiplication bewerkstelligt werden kann. Die
Formen der Exponenten habe ich in Klammern ibergeschrieben, wobei gemein-
schaftliche Factoren von 2 und n fortgelassen sind. Die Gleichungen A. 1 — 6.
der ersten Formelntabelle und die Formeln (55.), (62.), (64.) habe ich durch
die allgemeinen Formeln, in denen sie enthalten sind, ersetzt.
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Zweite Formelntabelle.

Allgemeine Gleichungen zwischen Doppelsummen.

1. Hz(i_{l2i+2)2(1_(l4i+222) (1_q4i+22—2>}

= 2(""1)iqiz+k?zi+k —_ 2(___1)i+kq'z(ia+p)22,‘
2. (2-{—2"1)17{(1 —(Ilﬁi+10)2 (1 Jf' q8i+822)(1 __{__ qsi-ysz_z);

= IO 2N 3 CHDTHRD? g2itL
3. I+ (A—g" P (¢ e (1444227

= E(,?(i.’.l-k?)g?i o 2q4(iz+k?)22(i+l)+ E(/(Q"‘“)2“2"“)"29(*'“-%1)'

Particulire Gleichungen zwischen Doppelsummen, deren Exponenten
ihnliche quadratische Formen habeg.

[xx+yy]
‘12173(1 __ql(ii+8)‘2 (1 _(Il(ii»lrlﬁ)ti! .
= X4k _{_ 1),/(4z+1)?+(4k+1)'= —_ 2(_1)i(4k _l_ ”(/?[xiwﬂ*ku)?]_

A [z +2yy]
1. qanz(i_qm.urn) (1__(/144;“44)2}
= X(—1 )"'”‘q3[(0"+1)’+?(0k+1)?] = 3(— 1 )k [I((ii+1)ﬂ+8(3k+1)-z ’

- 2(__1)/{ qO[(4i+l)?+SI{’«‘]
2. qs 7 !(1 __(I24i+24> (1 ____(I3Ui+0) (1__(/361’+éu) (1 _q30i+36>l
— 2(_1 )iqS((si+1)?+54k2 . Z(——‘l)i q3((ii+l)?+6(3k+1-)'2
J— 2(__1 )i+kq(6i+l) 2.4-2(3k+1)2
3. qs T K 1 __(Iasi+24) (1 ___qgﬁiwﬁ) (1 + qlui+72)2 (1 _qmi+144)'
P E(__i)g(i‘z-i-i) q3(0i+1)2‘+216k2__ E(—-—l)*("z“’ q3((ii+l)3+'.’4(sk+l)'~'
— 2(.__ 1 )&(iz-—fH k q(5i+1)"+?(0k+l)"
4. qan ‘(1 __q48i+24) (1 __qlni+144)2 (1 _q288i+96) ( 1 ___(/'.’881'+1m);
— E(_i)iq3(6i+l)?+216k2 — z(__1)iq3(6i+1)2+'.’4(3k+l)!
—_— 2(_1)iq(ﬁi+l)?+2((;k+lp )
5. qQH |(1 __q24i+24) (1 __qini+24) (1 _qm:‘+mo) (1 ___q144i+144)l
— 2(_ 1 )k q3(6i+1)‘t+0(6k+1)2 . 22(_1)k {I27(4i+1)-7+0(6k+1)'~'

= I(—1)+k gD +20k+1)2,
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[zz+3yy]
1. 1/4 H(‘l . (I4si-;-4s )2
= 2(__1 )i+k q4[(6i+l)?+l'2k2] —_ 2(_4)& q(6i+1)2+3(“+1),
= 2(_ 1 )%(i’+l')+k q(6i+l)?+3(4k+1)a
2. q‘lﬂ {(1 __q72z'+24) (1 ___q72i+48) (1 _q72"+72)2}
—_ 2q4[(3i+1)?+27k?] - 2q4[(3i+1)2+3(3k+1)2]
= E(I(ﬁi+l)2-!‘3(ﬁk+ 1)? _— 2 Zq((j[+1)}+27(4k+’),

J— i+k (6i41)243(6k+1)2
—_ 2(__1)L+ q(u+)+( +1)

3. 4 (,411' {(1_{_ (Ilﬁz’+ 8) (1_,,321‘4»32)) (1 _}_ (I4Si+24) (1 ___qf)ﬁi+90)z
—_ 2{1_(_1)1'”; q4(i~z+312) —_— 424(4i+1)2+3(4k+1)?_

[z 7yy]
' 1. 2 q32 H 1(1 + q288i+%) (1 _l_ q288i-|—192) (1 —_— q'283i+288) (1 + q2()lﬁi+672) (1 + q‘Z(JIGi—l-lSM)

(1 — q2010i+2016)%
_ X K_ 1 )%(i'~’+k2+i—k) — (_.1 )i+k§ ,I(Gr‘+1)2+7(61<+1)2

— 9 2(__1)i+k q4[(6i+1)2+7(6k+1)e]
2, 2 qsﬂi(l _l__(lﬁ4i+16)(1 _}_ qmi+4s) (1 _q64i+64) (1+ qﬂsi+112)(1+ q448i+336)
(1 — qmi-}%%)}
—_ X “ — (__1)1'—}-1\} q(4z'+l)2+7(4k+1)2 — 22qg[4;+1)z+7(4k+1),]
3. I Ki __q165+8)2 (1 __qlﬁi:l—lﬁ) (1 ___(I112i+56)2 (1 _qmi“m); '
J— 2(_1)i+kqlﬁ(i?+7k7) -9 2(_1 )i+kq(4,‘+l)2+7(4k+1)2

— 2(___1 )i+k (Is(i?+7k2).

Particulire Gleichungen zwischen Doppelsummen, deren Exponenten
in wesentlich verschiedenen quadratischen Formen enthalten sind.

[z tyy, ®z+2yy]
PITAF ) =gy
F— 2(.—1)i-}-kqﬁ[(4i+l)2+l(§k?] —_— 2(_1)1\'(l3[(4i+1)2+(4k+1)2]

—_ 2(__ 1)i-Hx(I'z[(tsi+l)a+2(0k+1)a] — 2(_1 )kq()[(4£+l)?+8k2].

32 *
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[zz+yy, zz+3yy]
q‘lﬂ'(i _q48i+48)2
2(___1)i+kl,2[(6i+1)’+(ﬁk+l)’]

I

=(— 1 ¥ q(6i+1)2+3(4k+1)2 = 3(— 1)k (I4[(ﬁi+1)‘z+ 12k7] ),

|

[eztyy, @o+6yy]
GIT{(1—¢g* 2P — q%i-mﬁ)?!
= E(_. ’l )§(i2+i)+74 q(6i+1)2+(6k+1)2

— i+-k (i13 2424k
= I(—1)HkgAeiHD 2k

¢ I ‘(1 '—‘748;+24) ¢! _.qssi+4s) (1— q96i+96)2§
= E(_i)i+kq(ﬁi+1)2+4(6k+l)2

— . i+k,,2(6i+1)2+3(4k+1)?
== 2(._1)1+ ,I(+)+( +1)2,

[zz+2yy, zz+3yy]
1. qIT|(A-} ¢+ (1 —¢™ %) (1 — g™ ™) (1 —gHit™))
= Z(—1 )i(i?+i)+k q(ﬁi+1)2+72kz
e z(_ 1 )k q(6i+1)°+48k2
2. qo T {(1 ___q96i+48)2(1 ____qsex'+96) (1 __I_ qmi+7z)(1 —qm'"“"s)}
—_—> (...1)%(" 24i)+k q(6i+l) 24 8(3k+1)2
= Z(—1 )" q’[lﬁi’+3(4k+l)’1
3. GHIT|(1—g™) (1 —g™i+7) (1 —g¢™ %))
= I(—1)itkgHCitnr+1sk]
= Z(—1 )* q(ﬁi+1)’+3(4k+1)=

4. qn I { (1 . qgﬁi+96) (1 . ql‘ﬂi+?4) (1 — qxuiuzo) (1 — qlni+144)’
= 3(—1 )"+7‘q4((6i+1)’+2(3k+1) 7)

= Z(—1) q_3[(4i+1) 2434417

#) In der entsprechenden Formel der ersten Formelﬁtabelle ist fir ZI(1—g+Y)? zu
lesen II(1—q*+9H)™
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[zz42yy, cx{|6yy]
1. q ]I‘(i __q72i+24) (1 __l’72i.+4s) (1 _ q144£+7z)3(1 "”Il“iﬁﬂ)z}
= 2(_1‘)i+kq(6i+1)?+72k?
= 2(_1 )k é;6i+1)2+24ks
2 PIT|(L— g ) (1) (1 — i1 (] — i
=] 2(__.1)i+k q(‘ii+1)?+8(3k+1)2
= 2(—1)" qﬂk4i+1)?+24k2
8. PIT|(14 g™ ) (1—g™ ) (1~ (1— g™
' S (—1) gD 20k :

|

I

2(__1 )k 93[(41'—{-1) 24-24k?] .

[xz+Ryy, 2zx+|3yy]
(Iunki_q‘lsi-us) (1_!_(1144i+72) (1 _q288i+288)z
2(___ 1 )7: q9(4i+l)?+2(67(+1)?

I

|

i 8(3i+1)2+3(4k+1)2
S(—1) ¢ .

[zx+3yy, zax46yy]
1. qﬂg(i_q‘t&'ﬂ‘i) (1~f/%i+48)3(1—l/%i+%)2}
J— 2(_1 )i+k q(Gi+1)2+4.3](2

—_—> (_ 1 )i(i”+i)+k q(6i+l) 24-24k3

2. ¢ IT|(1— g2 (1 — g% +) (1 — g™+ %7
= 2(__1 )i+kq(6i+l)2+3(4k+1)e

3. (I7HK1+ q48i+24) (1 ___qoﬁi+96)2:

=(—1 ) q4(6i+l)2+3(4k 2

—_ E(—- 1 )i+k q4[(6i+1)2+6k 7]

|

|

Z(—1)ie+d q(6i+1)2+6(4k+l)‘2_

[zx+tyy, zxc+5yy]

1. qao T *(1 — quoi+120) (1 . (Iwui-t-an ):
2( —1 )i+k qsl(wi+ 1)2-4(10k43)2]

|

2(__ 1 )i+k q5[((}l+l)'~‘+5(6k+l)?]

|
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R

’/6172(1 __qﬁmi+'z40) (1 _q(mi+3m) (1 ___(/ux)i-m_l))} 2
2(__1)i+ Irlls[(wi+1)2+(10k+1)2] i

I

_5:(__ 1 )z‘+7r(,(30i+1)2-l 5(6k4+1)2 + 2(_ 1 )i+k (l(wi+u)@+s(nk+|):

q54H {(1 _q(XX)i+12U) (1 ___qf}()()i+4&)) (-1 __qo(x)i+ml)>l2
— 2(___ 1 ‘}x‘+k (/3[(1()i+3)2+ (10k+3)7]

[

— 4 itk (B30I +7)245(6k+1)2 __ 4 )itk (30i+13)24-5(6k+-1)2
S(—1)y*+tq S(—=1)*yq .

[exd-Tyy, xx-}14yy und 2xx4 Tyy]

qv T {(1 _q32i+16)2 (1 ___{/32i+ 32) (1 _}_ q224z‘+56) (1 "l' q224i+|(i8) (1 _(/?24£+224)%
— E(——i)l (Il(ii‘2+ 7(4k+1)?

— I(—1)itkgsiren g 5 q )iq(""“)”‘i*(“‘“)’ .
qSH K1 _llmi«i-s) (1 __q32i+32> (1 __]_ q1125+56) (1 ___(’2245-;-224)‘

= 22(—1)iq(4i+1)?+7(4x+1)z ,

- 2(____1 )iqlﬁi?—*}—f:ﬁl? — 2( _1)i+kq8i°+1ml -1.

[3:1'.19 +7yy, 3zxxt14yy]
2 q34H {(1_\[_ (/m‘.“s)(l _(llmi+192)(1 _l/?72i+672)'§
R {(__ 1 )g(h—l) _ (__ 1)i+l; (/3(4i+1)2+7(0k+1)w

— 2 2'(_ 1 )k q'2[3(4i+l)'~‘+14(6k+l)"].

BaxztTyy, 6a:z'—|—'?xy]
qT I7 1(1 ___q48i+24)2 (1 _q4si+4s) (1 ____(IIGSi-HGS);
2(—-1)‘}("2"7‘)“ 948:'?—}-7(0](4.1): —92 2(__1)£+kq3(4i+1)’+28(ﬁl+1)-;

I

2(__ 1 )i+k q24i9+7(§k+l)2. N

(Die Fortsetzung folgt.)
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12.

Uber die Kennzeichen der Convergenz eines
Kettenbruchs.

‘(Von dem Herrn Dr. Stern, Universilits-Docenten zu Géllingen.)

-

1. Bei allen analytischen Ausdriicken, welche aus einer ins Unend-
liche fortgehenden Anzahl von Operationen zusammengeselzt sind, ist die Frage,
wie man Kennzeichen ihrer Convergenz oder Divergenz finden konne, von der
hochsten Wichtigkeit. Nach dem gegenwiirlig vorherrschenden Sprachgebrauch
nennt man nur solche Ausdriicke convergirende, bei welchen man sich einem
einzigen endlichen Werlhe desto mehr nahert, je weiter man die angedeuteten
Operationen fortsetzt, wihrend man alle ibrigen als divergirende hezcichnet.
In dieser Weise sind aber offenhar unter dem Namen divergirender Ausdriicke
zwet Gallungen zusammengefafst, die sich ihrem Wesen nach so sehr von
einander unterscheiden, dafs es nicht angemessen scheint, sie durch einen und
denselben Namen zu bezeichnen. Bei der ersfen Gattung wichst der Werth,
welcher einer beliebigen Zall anfinglicher Operationen entspricht, mit dieser
Zahl, iiber jede angebbare endliche Grenze hinaus. Bei der sweifen Gattung
dagegen nihert man sich zwar nicht mebr einem einzigen endlichen Werthe,
woll aber, je nach der verschiedenen Zahl der ausgelihrten Anfangs-Operatio—-
nen, verschiedenen, jedoch vollkommen bestimmfen endlichen Werthen. Im
Folgenden werde ich daher nur die in der ersten Gallung ecnthalltenen Aus-
driicke als divergirende bezeichnen, die zur zweiten gehorenden dagegen
oscillirende nennen, und eben deswegen der Concergenz nicht die Diver-
genz, sondern die Nichtconvergenz enigegen setzen *). In diesem Sinne ist

z. B. die Reihe
2 3

E)
zwar keine convergirende, aber auch keine divergirende, sondern cine oscilli-
rende Reihe, indem man sich einem der zwei Werthe log2 oder 1--log2 immer

#) Das Auffinden der verschiedencn Werthe, welche einem oscillirenden Ausdrucke
entsprechen, scheint mir cine der Mathematik nichi minder wirdige Aufgabe zu scin, als
die Bestimmung des einzigen Werthes eines convergirenden Ausdrucks. In den bekann-
teren Werken tber Analysis vermifst man jedoch alle hierauf abzielenden Untersuchungen.
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mehr nihert, je nachdem man eine immer grofsere gerade oder ungerade An-
zahl Anfangsglieder zusammennimmt.

2. Man ist bis jelzt vorziiglich bemiiht gewesen, fir die unendlichen
Reihen Kennzeichen ihrer Convergenz oder Nichtconvergenz zu finden. Fir
die unendlichen Producte hat man die entsprechende Untersuchung auf die
unendlichen Reihen zuriickgefithrt *) und am wenigsten sind noch die Ketten-
briiche in dieser Beziehung behandelt.

Zwar ist es leicht, jeden Kettenbruch in eine gleichwerthige Reihe zu
verwandeln und so die Frage iber die Convergenz eines Kettenbruches eben-
falls “auf die iber die Convergenz einer Reihe zuriickzufiihren. Allein diese
enisprechende Reihe erscheint in der Regel in einer so verwickelten Gestalt,
dafs ihre Beschaffenheit nicht leicht zu erkennen ist; und diese Schwierigkeit
ist es, an welcher bis jetzt die Versuche, Regeln iber die Convergenz oder
Nichtconvergenz der Kettenbriiche aufzustellen, gescheitert sind.

Ist nemlich der ins Unendliche fortlaufende Kettenbruch

1. a+ b
a, +

b2
ty + ‘..
gegeben, und bezeichnel man, wie ich es schon friher gethan habe, durch

a, a, den Zahler, durch @,, @, den Nenner des gewohnlichen Bruchs **), in
welchen der endliche Kellenbruch

. e

b,
b?
“ta T

b
am
reducirt wird, so kann man, wie bekannt, den Keltenbruch (1.) in die un-

endliche Reihe

9. u+ _bi___ b b, b, b, 0,

' o, « .a ¢, ' a,a,.a,0a, )
verwandeln, welche mit dem Kettenbruche vollkommen identisch ist, so dafs,
wenn man Keitenbruch und Reihe beide abbrechen lifst, indem man z. B. 4, =0
setzt, auch der endliche Kettenbruch '

b,
"'}‘url-'o. -

Qn-1

#)  Cauchy, Cours d’analyse Note 9.
##) Theorie der Kettenbriiche S. 4. (Crelle Journ. f. d. Mathem. Bd.10. S.4.)
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der endlichen Reihe

b bb,....0.—
af L g e G
a1 ax g Un—2. (ll ’ Qp—y

gleich ist. In denselben Fallen, in welchen die Reihe (2.) convergirt, oder
nicht, wird dies mithin auch bei dem Ketlenbruche (1.) der Fall sein, und es
kime daher nur darauf an, fir diese Reihe allgemeine Kennzeichen ihrer Con-
vergenz oder Nichtconvergenz zu finden. '

3. Die Untersuchung wird einfacher, wenn man, wie es im Folgen-
den immer geschehen soll, von der besondern Voraussetzung ausgeht, dafs
sammtliche in dem Kettenbruche (1.) vorkommenden Grofsen positiv sind. Unter
dieser Vorausselzung kann der Keltenbruch (1.) nie divergiren, sondern nur
convergiren, oder oscilliren, da sein eindeutiger oder vieldeuliger Werth zwi-

schen den Grenzen @ und a--}-% eingeschlossen ist; Dasselbe gilt mithin auch
1 . \

von der Reihe (2.). Da aber alsdann die Glieder dieser Reihe abwechselnd
positiv und negaliv sind, so wird sie, und mithin auch der Kettenbruch, wie
bekannt, convergiren, sobald der Werth ihrer Glieder zuletzt unter jede an-
gebbare endliche Grenze hinabsinkt. -

b’ bz""b_'!___, der Reihe (2,) le'Ch G,,, S0

a,,8n—1.8,,0Un
hat man (ohne Riicksicht auf das Zeichen):

Bezeichnet man das Glied

Guy1 b T B
G, ", e’
oder, da
a,a,, = lyy1.0,4 @, + boy1-ay, @,y ist:
3. Gé.].l — 1 .
n 1 +2£:!—_1 . G 40y

bn+l a, ., Gn-1’
Man setze zur Abkirzung

Gopr 1
. Gn - Kn+1
und eben so .
Goy2 1
Gn+l Kn+2
u. 8. W.;
s0 ist ) .
1 1 . ‘
= e -G,
Gn+p -l‘n+1 Kn+2 Kn+p :

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXVIL Heft 3. 33
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Da von -den Grofsen K,,,, K,,, u. s. w. keine kleiner als die Einheit ist,
so wird das Product :
1 1 1
K Koy Koy
entweder gegen Null, oder gegen einen Werth, der zwischen Null und der
Einheit liegt, convergiren. Im ersten Falle ist lim. &, ,=0. Dann ist die
Reihe (2.) und daher auch der Kettenbruch (1.) convergent. Im zweiten Falle
convergiren die Glieder der Reihe gegen einen und denselben Werth, der grofser
als Null ist. Bezeichnet man diesen Werth durch I, so erhilt man
lim.(6,—6,,,+6,,,—6G,;....) = D—D4+D—D....,
d. h. die Reihe oscillirt; und zwar convergirt sie abwechselnd gegen einen von
zwei Werthen, die man durch W und WD bezeichnen kann. In diesem
Falle oscillirt also auch der Kettenbruch, und seine Ndherungswerthe con-
vergiren abwechselnd gegen einen der zwei Werthe W und W D.

4. Vermoge der Gleichung
al’ an = an'aLS an-—l+bn'al, an-—‘.’
kann man statt der Formel (3.) auch schreiben:

Gn+] I i
G, - Ani1 @, 5 o2’
1 ___[a b _t_’__]
+ bn-}-l fl+ " a5 ty—1
mithin ist
Gn+1 i N
G, = )
n 1+_“"+‘_‘_‘£
bn+l
a [(3
oder, wenn man — " =1/, selzt,

bn+l
- 1

Gn+l < man'
Hieraus folgt allgemein '

1 1 S
4. Gn+r < 1+hn+1.1+/¢”+2 Y Lt by G-

Dieser Ausdruck wird sich aber unbegrenzt dem Werthe Null nihern, wenn

bei wachsendem n die Grenze von T—{%Tf kleiner als die Einheit ist, d. h. wenn

lim. 2,>>0, und dies giebt folgenden Salz:

Der Kettenbruch (1.) wird convergiren, wenn £r+1% hei unbegrenzt zu-

6n +1
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nehmendem n immer grofser als Null, d. h. wenn U eine endliche
. . * Anlnyy
Grofse bleibt.

Ist lim. A, =0, so wird noch immer lim.&,,,= 0 sein, wenn

. 1 1 .
hm:(i—l-lz,,_u'i-{»h,,.w . ) = 0,

tim [(1— ) (1= 5) o ] = 0 st

Nach bekannten Regeln wird aber die Grenze dieses Products Null sein, wenn
die Reihe

d. h. wenn

Doy . Py
5.‘ 1+kn+l—{ 1+hn+2+ ceee
eine divergirende ist. Hieraus folgt nachstehender Salz:
Der Kettenbruch (1.) wird convergiren, wenn die Reihe (5.) divergirt

und zugleich lim.f"—"bi‘—g’—‘—_:o ist.
n+1

5. Die beiden vorstehenden Sitze sind, so viel ich weils, die ein-
zigen, welche man bis jetzt in diesem Gebiete kennt. Der Weg, auf welchem
sie hier gefunden wurden, fihrt jedoch viel weiter *).

Zunichst bemerke man, dafs sich diese zwei Silze in einen einzi-
gen zusammenziehen lassen. Die Reihe (5.) divergirt nemlich sicher, sobald
lim. &, > 0 ist, daher:

Satz 1. Der Keltenbruch (1.) convergirt, wenn die Reihe, deren

allgemeines Glied die Form
: 1

b, 1
| o @
hat, eine divergirende ist.
Wenn dagegen die Reihe (5.) convergirt, so kann der Kettenbruch (1.)
sowohl convergiren als oscilliren. Fir diesen Fall dienen folgende Betrachtungen.
Entwickelt man die Formel (3.) noch weiter, so findet sich
Gopr 1

Gn 1+Z"+l a.+ b a, .
H “n—l‘*‘ bn—lh———-——l rn=?

Gy (bp—2

#) Den ersten findet man in dem ,Handbuch der algebraischen Analysis von Dr. Oskar
Schiimileh”, den zweiten in der Inauguraldissertation ,Disquisitiones nonnullae de fractio-
nibus continuis auct. P. F. Arndt, Sundiae 1845.” ‘

33 *
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Selzi man
an-l-l .
n+1 ( l— an-—1> = "+“
so ist ’
Gn+1 > 1+lx+1 G K
Hieraus folgt ]
P 11 1 g,

R F R A F PR E A
a}so wird der Kettenbruch osciﬂiren, sobald das Product
1 . 1
T4bopr Adtngn ™77 .
gegen eine Grenze converglrt, die grofser als Null ist. Dies ist aber der
Fall, wenn die Relhe ‘

l

n+1 n4-2 -

6 1+ln+1+1+ln+z'{’*"'
convergirt. Mithin

Satz 2. Der Kettenbruch (1.) wird o.s-czllzren, wenn die Belhe, deren
allgememes Glied die Form

1  ————
T
n+1
-+ ——

hat, eine convergirende ist.

So z. B. mufs der Kettenbruch
7. :'l'—‘é'
1_|__‘__.

2
+,Jr

in welchem der mie Theilzahler == 2i***+™ jgi, nothwendig osc¢illiren. Denn
hier ist das allgemeine Glied der entsprechenden Reihe (6.)
; 1+ T 28 -+ n=1) ?

welcher Ausdruck bel Wachsendem n gegen ‘2-»- convergu't und klzemer als die-

ses ist. Dxe Bexhe convergm a1so eben wie die Relhe, deren allgememes
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Glied - 1 ist. Wirklich findet sich, wenn man die ersten Néhemngswerthe
des Kettenbruchs (7.) berechnet:
1; 0,3333....; 08181....; 0,3596....; 0,8100....; 0,3603....;
0,8099....; 0,3603....; u. s w.;
woraus zu sehen, dafs die geraden Naherungswerlhe gegen einen bestimmten
Werth, und die ungeraden gegen einen andern bestimmten Werth convergiren.
6. Da das allgemeine Glied der Reihe (6.) grofser ist, als das ent-
sprechende Glied der Reihe (5.), so mufs die Reilie (5.) convergiren, wenn die
Reihe (6.) convergirt, und die Reihe (6.) mufs divergiren, wenn die Reihe (5.) di-
vergirt. Wenn dagegen die Reihe (5.) convergirt, wahrend die Reihe (6.) divergirt,
so bleibt die Beschaffenheit des Kettenbruchs zweifelhaft und man bedarf neuer
Regeln, zu welchen die Forlsetzung der vorhergehenden Betrachtungen fiihrt.

Selzt man
Uny. v b
n- l.an-‘_ S — 1n"+l’
bn-}-l bn-—l
un—l'}"'—“

so folgt aus der weitern Entwickelung der Formel 3):
G, << T—{——:nZ:G" 3
und hieraus durch ahnliche Schlisse, wie sie im Vorhergehenden angewandt
wurden, dafs der Keltenbruch convergiren wird, wenn das Product
" 1 1
i 1+m'n+l.1+mn+2."'
Null ist; d. h. wenn die Reihe

M1 M2
, 8  FmmTTFma |
divergirt. Da nun das allgemeine Ghed dieser Reihe grofser ist, als das ent-
sprechende Glied der Reihe (5), so kann erstere Reihe divergiren, wenn
letztere convergirt, und mithin die Convergenz von Keltenbriichen nachweisen,
deren Beschaffenheit durch die Reihe (5.) nicht wiirde entschieden werden.
7. Es ist nun leicht, das aligemeine Resultat dieser Betrachtungen aus-
zusprechen. Bekanntlich ist*) .
9. ———-———a"”" = a, ] -——-—-——b" —
a,, Gn-1 . | “n-l+ bn—1

a.hz-i-

+__..

y ) a,

*y Vergl. ,Theorie der Kellenbriiche” S.7. (Cpelle Journ. f. d. M. Bd. 10. S.7)
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Substituirt man diesen Werth in die Formel (3.) und selzt

PR A = b,
an—-l+ n—l
a"—2+ + n—;+1
(-
so ist G(;”" kleiner als jeder der Werthe
A 1 1- 1
y y )
(l,,+1 ? Gty (ZES]
B R R vl B LS et
dagegen ist G(;“ grofser als jeder der Werthe
1 1 1
l‘n-’-l ? [(EN] [N
147 gt lo 135 b,

Eine w1ederholt.e Anwendung der friheren Betrachtungen fihrt mithin
zu folgendem Resultate:

Der Kettenbruch (1) wird convergiren, wenn eine der Reihen
divergirt, deren allgemeines Glied in der Folge

1 1 1
10- 1+ ? i+b"+l 1°? 1+bn+[ 1
a,,.H /l h

a,,+1 /l an-}l
mt/mllen ist; dagegen wird er oscilliren, wenn eine der Reilen con-
vergirt, deren allgemeines Glied in der Folge
. 1 1 1
11.

0n+1 1 ? bn+1 1 ? bn+1 1 ?
o— 1
1+ +a..+1 hy ! Gnt1 /05

9

u,.+1 ,l‘
enthallen ist.

8. Aus den Elementen der Theorie der Kettenbriche folgt:

Erstens. Dafs die geraden Néiherungswerthe 4,, A;, Ay, . ... simmt-
lich grofser sind als die ungeraden Naherungswerthe Ay, A,, A, .... Mithin
sind auch die in (11.) enthaltenen Ausdricke grofser, als die in (10.), und
die Reihen, welche erstere zu allgemeinen Gliedern haben, miissen daher diver-
giren, wenn die Reihen divergiren, deren allgemeine Glieder in der Folge
(10.) enthalten sind.

Zuweitens. Dals jeder spilere unter den Ausdriicken /g, h,, .
grofser als ein vorhergehender, jeder spatere unter den Ausdricken &, A, ....
kleiner als ein vorhergehender ist. Mithin kann unter den Reihen, deren all-
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gemeine Glieder in (10.) enthalten sind, eine spitere divergiren, wihrend
die friheren convergiren; so wie unter den Reihen, deren allgemeine Glieder
in (11.) enthalten sind, eine spitere comvergiren kann, wihrend die fritheren -
divergiren. ) :

9. Der allgemeine, in (§. 7.) aufgestellte Salz reicht indessen keines-
weges in allen Fallen hin, die Beschaffenheit eines Kettenbruchs zu heur-
theilen; es lassen sich vielmehr sogar sehr einfach gebaute Keltenbriiche an-
geben, bei welchen er seine Diensle versagt. Es kann nemlich vorkommen,
dafs die successiven Reihen, deren allgemeine Glieder in der Folge (10.)
enthalten sind, convergiren, wihrend diejenigen, deren allgemeine Glieder
in der Folge (11.) enthalten sind, divergiren. Oder es konnen die in Be-
tracht kommenden Reihen, deren allgemeine Glieder jedenfalls immer com-
plicirter ausfallen, eine je spilere Reihe man zu wihlen hat, so beschaffen
sein, dafs die Beurtheilung ihrer Beschaffenheit nicht leichter ist, als die des
Kettenbruchs. Man wird sich daher nach andern Mifteln umsehen missen.

Offenbar wird man aber alles Wiinschenswerthe geleistet haben, wenn
es gelingt, die Untersuchung iber die Beschaffenheit eines Kettenbruchs auf
die Untersuchung der Beschaffenheit einer verhélinifsmifsig viel einfacheren
Reihe zuriickzufiihren. Auch ‘die Theorie der Convergenz eines unendlichen
Products besteht in nichts Anderem. Dals dies aber wirklich geschehen kann,
soll in Folgendem nachgewiesen werden.

10. Man sieht leicht, dafs man den Kettenbruch (1.) in einen andern,
dem Werthe nach identischen, verwandeln kann, welcher unter der Form

12, kb1
T
erscheint, wo k==« und dann allgemein
. — bl bs e e l)gm_l A . U 42 1)2 IIA PP IIQ," o
I‘Qm - aZm' bz b4 “eoe b2m ? ]‘2m+1 - b?n1+1 ) bj bs “ e me..l ISL

Verwandelt man nun den Kettenbruch (12.) in die identische Reihe
1 1
13. Ic—{«E——mI+ Ceeey
welche mithin zugleich mit dem Keltenbruche convergirt oder oscillirt, so haben
zwei aufeinander folgende Glieder dieser Reihe allgemein die Form
b 1 — 1 .
—_,‘a:"?m'k¢>l‘2'n+l . + knkﬂm-t-l;"nk?w!
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Der Werlh eines Ausdrucks wie k,, k,, oder %,, k,,,,, welcher aus einer
geraden Anzahl Theilnenner zusammengeselzt ist, kann aber, wie bekannt,
immer durch 1-|- R ausgedriickt werden, wo R eine posilive Zahl bedeutet, indem

by kow = (ky, k?fn)(;+(k15 Kam)y oo ve + (1, kflm)gm
und’ (kyy ko), =1 ist®). V
Dagegen kann der Werlh eines Ausdrucks, wie k,, k,,,,, welcher
aus einer ungeraden Anzahl Theilnenner zusammengesetzi ist, immer durch

‘ k;—}-ka—[--ks--’-.-i—ln'ng‘,l-{«S
dargestellt werden, wo & einen positiven Werth hat. Denn es ist
kiy ko == (Biy Kamyn)y+ (Buy Kamt), - oo o 4 (K, Kamir),, o
wo (kiykomyr), ==ki4-&s. .. 4Ty ist.

Der Nenner des allgemeinen Gliedes der Reihe (13.) kann also jeden-
falls unter der Form A
R Sy A +k2m+1—[— T
dargestellt werden, wo T eine positive Zahl bedeutet. Mithin wird die
Reihe (13.) convergiren, wenn die Reihe

kbl bkt

divergirt. Man hat daher folgenden Satz.

2mn

2m

Satz 3. Der Kettenbruch (1.) wird convergiren, wenn die Reihe

a b, «a 0,0, «
14. b—l‘—{—[-;:'—zf—{—————b:b: b—:l—f e

divergirt.
11. Es sei z. B. der Keitenbruch
1
14 —
1+—-—§ -
rE

gegeben, so findet man durch Satz (1.), dafs er convergirt, weil die Reihe,
deren allgemeines Glied ﬂ%; ist, divergirt. Dasselbe findet man aus Satz (3.),

weil -auch die Reihe

2 2.4, 2.4.6
1+ 3+35 355+

eine divergirende ist.

) Vergl. Theorie der Keltenbriiche S.42. (Crelle Journ. f. d. M. Bd. 10. S.248.)

L4
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Wire dagegen der Kettenbruch

1.3
1+ 3.5

gegeben, so wiirde der Satz 1. zu keiner Entscheidung fihren, indem die Reihe,
deren allgemeines Glied m ist, convergirt. Eben so wenig kann der

Satz 2. eine Entscheidung geben, da die Reihe, auf welche er in diesem
Falle fihrt, eine divergirende ist. Dagegen wird die Reihe (14.) in diesem Falle:

1 3.5 3.5.7.9
1‘3"”1-3-5-7 + 1.35.7-911 T

und da diese Reihe divergirt, so mufs der Keltenbruch convergiren. Wire
aber der Kettenbruch

zu untersuchen, so liefse sich aus dem Satze 3. Nichis mehr schliefsen, da
die entsprechende Reihe

1 1 1 i 1.3
Ttz ate it
convergirt, wihrend aus Satz 1. folgt, dafs der Kettenbruch convergirt. Die

Convergenz dieses Kettenbruchs ergiebt sich aber auch aus einem anderen Satze,
welcher aus derselben Quelle wie der Satz 3. abzuleiten ist.

12. Es ist nemlich einerlei, ob man die Beschaffenheit des Ketten-
bruchs (12.) oder die des Kettenbruchs

15» kl - —

SIS

kt+"a+‘-

untersucht. Nun kann
1
It, ) kam 'kz 5 ’C2m+1
fir das allgemeine Glied der Reihe genommen werden, welche diesem letzteren
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXVIL Heft, 3. 34
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Kettenbruche gleich ist. Aus éhnlichen Grinden, wie sie bei der Reihe (13.)
erortert wurden, folgt, dafs das Product

k23k2m'k27 k2m+1 = k2'{“k4+'°°' kan'_l"T

geselzt werden kann, wo wieder T eine positive Zahl ist, und hieraus der

Satz 4. Der Kettenbruch (1.) wird convergiren, wenn die Reihe

b,.b,.0,
16. aQb‘—}—a,Lb b’—} O b+

divergirt.

Wendet man diesen Satz auf den zulezt belrachteten Kettenbruch an,
so geht die Reihe (16.) in

246.
1+13+-135

iiber, und da diese Reihe divergirt, so mufs der Kettenbruch convergiren.

Die Anwendung des Satzes (4.) auf den Kettenbruch

m
"- I_ (m+n)‘
+ +(m+2n)2 -
EE
fihrt zu der Reihe
m T m*.(m42n)* I m’.(m—l—2n)2.(m-{-4.n)2
(mFn)* T (mt2)% m+3n)* 1 (mIn)t(mF3n)% (mF5n)* +

welche divergirt: daher ist der Kettenbruch convergent.

Man bemerke, dafs in der Reihe (14.) alle Glieder von der Form «,,,
in der Reihe (16.) alle Glieder von der Form a,,,, fehlen. Der Ketten-
bruch (1.) convergirt also, wie immer die geraden Theilnenner beschaffen seien,
sobald die Reihe (14.) divergirt, und wie immer die ungeraden Theilnenner
beschaffen seien, sobald die Reihe (16.) divergirt.

13. Eine Reihe, deren simmiliche Glieder positiv sind, z. B.
wtu....+utu,,..

divergirt bekanntlich, wenn lim. ""“

>1 oder auch wenn lim. ¢“—_1 und

n
“n-{-l

zugleich = m geselzt) lxm. no <1 ist. Wendet man dies auf die

Reihen (14. und 16.) an, so finden sich folgende zwei speciellen Sitze:
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Satz 5. Der Keltenbruch (1.) convergirt wenn

a2n+l R

lim.
2n—1 b2n+l

> 1,

oder wenn lim. 22+, b 4 ypg zugleich lim. n(éi"i‘—'-‘-@ﬂ—-1><i ist.

a2n—1 b2n+1 an «@2n41

Satz 6. Der Kettenbruch (1.) convergirt, wenn

lim, 222, bania

>1

fan bgn+n

Uany2 ’lzn+1 ’lgn.{—z 2,

1) <1 ist.

b?n+lo A2n42

oder wenn lim.

o 02"+2=1 und zugleich lim.n<

Fir die specielle Voraussetzung, dafs alle Theilnenner gleich sind und
zugleich der Quotient zweier aufeinander folgender Theilzihler gegen die Ein-
heit convergirt, wie es bei den zuletst betlrachtelen Beispielen der Fall war,
ergiebt sich aus den zwei vorhergehenden Saizen noch folgender

Satz 7. Wenn in dem Kettenbruche (1.) simmiliche Theilnenner gleich

sind und lim.-[%*—‘-zi ist, so convergirt der Kettenbruch, wenn zugleich

lim. n( 2l 1)<1 oder lim.n(ﬁ"—+i —1><1 ist.

b2n+l
14. Wenn hei der Reihe
utu oo fu

lim. —'%J—'—’ =1, lim.ne =1 ist, aber o bestindig kleiner als — bleibt, so ist auch
1/

n

noch in diesem Falle, wie schon Dukamel bemerkt hat *), die Reihe eine
divergirende. Diese Bemerkung lifst sich noch weiter ausdehnen. Die Reihe

. . . . Unt1
wird nemlich auch dann noch divergiren, wenn lim. ;+

=1, limna=1 und

n

. . . .
o grofser als —:-‘—, aber zugleich bestindig kleiner als ——F Ist; wo k einen

endlichen Werth bedeutet. Dividirt man nemlich in der divergirenden Reihe
1

1—k+2"—-k +""Tn——h+""

das n--1te Glied v,,, durch das vorhergehende v,, so ist der Quotient

Untt - 1

v,

o—-l» )

#) Journal des Mathématiques T.4. pag. 214.
34 %
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1 .
Da nun a<;‘—-_——E, so ist

T | Unt1,

w,  1+4e - U
mithin mufs die Reihe, deren allgemeines Glied w, ist, ebenfalls divergiren.

Eine Anwendung hiervon kann man z. B. machen, wenn die Beschaf-
fenheit des Kettenbruchs

untersucht werden soll. Hier ist b, =2n.2n-1. Fir die Reihe (14.) ist

T I by o 4n{2.4n43 . 8adf3

lim. t*n == lim. bont1 =1, o= ban 1= 4n.4n+1 T 8n42n’

also lim.ne =1, a>—}l—; aber zugleich o< ! —: also ist in diesem Falle
'

die Reihe (14.) divergent und daher der Kettenbruch convergent.

Fir die Reihe (16.) dagegen finde man lim.noe=1, o <C -,17; woraus
die Divergenz dieser Reihe und die Convergenz des Keitenbruchs folgt.

15. Eben so wie im Vorhergehenden aus der Reihe (13.) Merkmale
der Convergenz des Kettenbruchs (1.) abgeleitet wurden, kann aus derselben
auch ein Merkmal gefunden werden, welches nachweiset, wann dieser Ketten-
bruch oscillirt. Soll dies der Fall sein, so mufs auch die Reihe (13.) oscilliren,
d. h. ihre Glieder missen einen endlichen Werth behalten; mithin mufs jeder
der zwei Factoren &,, k,,, und k,, k,,,, des allgemeinen Gliedes des Nenners
gegen eine endliche Grenze, die grofser als Null ist, convergiren. Die Zu-
sammensetzung der Werthe &,, k,,, und k,, k,.,, aus den Grofsen &,, k,, ....
zeigt aber unmittelbar, dafs in diesen Werthen keine andern Ausdriicke vor-
kommen, als solche, die einzelne Glieder der Summe sind, welche man erhalt,
wenn man beziiglich aus den 2m Elementen k,, k;, .... k,,, oder aus den
2m -1 Elementen k,, k,, .... ky,,, alle Combinationen ohne Wiederholung
bildet und sie zusammen addirt; nur dafs in k,, k., auch noch die Einheit
vorkommt. Bezeichnet man daher die Summe dieser Combinationen beziiglich
durch €.2m und C.2m 41, so ist

lim &, k., << C.2m41,
lim %y, k,,, << 14C.2m.
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7

14Cn = A+k)A+k)....(A}Ek),

Nun ist

also ist

lim &y, &, <<lim. (14-A)A &) . ... (14+E,).
Da nun k,; k,; u. s. w. positive Grofsen sind, so hat bekanntlich das unend-
liche Product (14 %,)(1+4k,) .... einen endlichen, von Null verschiedenen
Werth, sobald die Reihe
17. ki k...

convergirt, oder, was Dasselbe sagt, sobald jede der zwei Reihen (14. und 16.)
convergirt. Unter dieser Bedingung ist also auch lim. &,, &k, eine endliche
Grofse und man hat mithin den

Satz 8. Der Kettenbruch (1.) oscillirt, wenn jede der zwei Reihen
(14. und 16.) convergirt.

Durch die Sitze 3., 4. und 8. wird also die Untersuchung iiber die Be-
schaffenheit eines Kettenbruchs mit lauter positiven Grofsen auf eine einfache
Regel zurickgefihrt, die gar keine Ausnahme hat, und man hat folglich den
allgemeinen

Satz 9. Der Kettenbruch (1.) convergirt oder oscillirt, je nuchdem
(wenigstens) eine, oder keine der zwei Reihen (14. und 16.) divergirt.

16. Es wurde schon oben (Satz 2.) gefunden, dafs der Kettenbruch
18, 14+ ——ps

oscillict. Hier sind die Reihen (14. und 16.):
1 1 1 1
shetetamt
und
1 1 1 1
gt F ot gt
Da beide Reihen convergiren, so folgt hieraus wieder, dafs der Keltenbruch
oscillirt.
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Wire der Keitenbruch

19. 142

gegeben, so wirde der Satz 2. nicht dber dessen Beschaffenheit entscheiden;

denn das allgemeine Glied der Reihe (6.) ist fir diesen Fall = !

To2m 0
T
also diese Reihe divergent. Dagegen sind hier die Reihen (14. und 16.) beide

1 1 1
= —2—-‘}-2—;"}—2-—3—}—.4,
und da diese Reihe convergirt, so mufs der Kettenbruch oscilliren. Die erslen
Naherungswerthe desselben sind (bis auf 4 Decimalstellen):
Ungerade: 1; 1,4; 1,5376; 1,5921; 1,6162; 1,6275; 1,6330;
Gerade: 3; 2,3846; 2,2298; 2,1723; 2,1473; 2,1356; 2,1301.

Es folgt aus denselben Griinden, dafs der allgemeinere Kettenbruch

20. a+Z—
a+ o
at

xs

a+.,..

oscillirt oder convergirt, je nachdem z grofser, oder nicht grofser als die
Einheit ist.

17. Dafs der Kettenbruch
21.

welchen schon Fuler (Opusc. anal. T. 2. pag. 156) entwickelt, jedoch als
convergent angesehen- hat, oscillirt, ergiebt sich unmittelbar, wenn man ihn
nach der Formel (2.) in die gleichgeltende Reihe

2 3 4 5 .
Tz t3—7t+
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verwandelt, welche nichts Anderes als

1 1 1
a+D—(z+D)+G+) -G+ D+
ist, also gegen die zwei Werthe log nat2 und lognat2 |1 oscillirt; wie schon

oben bemerkt wurde. Dasselbe folgt auch aus dem Satz 8. Lifst man’ nemlich zur
grofseren Einfachheit den ersten Theilzahler weg, so werden fiir den Kettenbruch

13.3
"tz
1+ ..

die entsprechenden Reihen (14. und 16.) beziiglich

1,14 2 1.4.6 2%.4°
=3T3 % Trsa T oo

und
3 1,85 1.3 3.5.7 1°.3%5°
T Trers T res et

sein. Beide Reihen convergiren *): also oscillirt der Kettenbruch. Der Satz 2.
wiirde hier wieder keine Entscheidung geben.

18. Uberhaupt ergiebt sich aus diesen Betrachtungen, dafs der Kettenbruch

1%k
a+ 3k'/'14

@t a+t-.

oscillirt, wenn in der Zahlenreihe 4, &,, &, .... keine folgende kleiner als
die vorhergehende und zugleich & =2 ist. Dagegen wird der Kettenbruch
1k

2k
a+—-3—k

a+a+

23. et

convergiren, sobald &= 2.

*) In der ersten Reihe ist jedes Glied kleiner, als das entsprechende Glied der Reihe
2 2%.4°
i+3_3-l‘§'§'.r?+ovto,

welche convergirt. In dieser haben nemlich die zwei aufeinander folgenden allgemeinen

. e . 2.4..--2n—2\3 4o 20 . \?
Glieder u, und2un+13bezughch die Werthe 351 und (—-———-—-———-3.5_.“ T +—1-) , also
iy Mnpl n . 1 N AV -
ist w =\ 1) , und wenn man dieses = T setzt, a._(i-}-g;) 1, mithin

lim.ne = 3. Eben so folgt, dafs ’die zweile Reihe convergirt.
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Eben so leicht sieht man, dafs der Kettenbruch

k"1.3-m
4. et kFoyr2-4d-m

o+ +(k+2t)r 3.5-m

oscillirt, sobald » > 0. :
In dieser Form ist z. B., wenn man k=3, m =4, a——2 r=2,
=2 setzt, der Kettenbruch -

32.2.6
2t—%18

2+ 7%.6-10

enthalten, welcher gegen die zwei Werthe Sffn und 12+ oscillirt; wie sich

leicht findet, wenn man bemerkt, dafs demn Kettenbruche

die Reihe (1 1)—(-— 1)—1—(5 —]—1) (—— 1) .. als gleichgeltende enl-

spricht, welche gegen die zwei Werthe }n und }n-|-1 oscillirt.

19. Die bisher festgehaltene Voraussetzung, dafs siammiliche in dem
Kettenbruche (1.) vorkommenden Grofsen positiv sind, kann man insofern auf-
heben, als sich auch annehmen lifst, dafs sémmtliche Theilzéhler positiv, da-
gegen sammtliche Theilnenner negativ sind. Setzt man nemlich

1.  ath _
“ta ¥

=w,

so ist .
25, —a+ —————— = —W.
m+_a+

Der Kettenbruch (25.) convergirt und oscillirt daher unter denselben Bedin-
gungen wie der Kettenbruch (1.).
Gottingen im October 1847,
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13.
Entwicklung der elliptischen Function

2K 2K
A am —ﬁ—x.cosi‘am x. smi’ J‘am———x dz
7T

nach den Sinus und Cosinus der Vielfachen von x.
(Von Herrn Carl Olto Meyer, Dr. phil. zu Konigsberg in Pr.)

Fﬁr einzelne Fragen der analytischen Mechanik, welche von elliplischen In-
tegralen abhangen, wird gefordert, nicht nur diese Integrale selbst in conver-
gente Reihen nach den Sinus und Cosinus des einen Arguments zu entwickeln,
sondern auch Producte von trigonometrischen Functionen, die von demselben
Argumente abhangen, und diese Integrale durch &hnliche Reihen darzustellen.
Jacobi’s ,Fundamenta nova” enthalten bekanntlich mit dem einen Argument (x)
der Entwicklung, das elliptische Integral von der ersten Gattung (#) multi-

. . . 7 . . . 2K K-
phcu-t mit 553 und die sehr convergenten Reihen fiir 4am——x, cos am — z,

sinam ——2—I£:c, und fir die Integrale Qter und 3ler Gattung, gehen nach den Sinus

und Cosinus der Vielfachen dieses Arguments fort.

Ferner loset Jacobi in dem Abschnitte seiner Fundamenta nova §. 43 ff,
,Formulae generales” das Prob}em:

Ji’amz—lga:, cosi'am’—z—l-‘:x, sini"amﬂ:v
7T n n

(unter r eine ganze posilive Zahl verstanden) in Reihen nach den Sinus und
Cosinus der Vielfachen von & zu entwickeln. Er zeigt, dafs jede dieser Gri-
fsen durch eine endliche Reihe der Glieder

2K . RK .41 2K
A*am —, cos™! am—-ux, sin*! am —x,

2K 2K . 2K
Ailam—;—w, cosi‘am——;x, smi‘am—;t—x

und deren Differenlia]quoliénten nach & dargeslellt werden kann; jedes noch
mit einer rationalen Function von & mulliplicirt. Darauf enlwickelt er die erslen

s

2K 2K . 2K
und zweiten Polenzen von 4*'am —— T, cosam—=z, sinam— nach den

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXYVII. Heft 3. ) 35
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Sinus und Cosinus der Vielfachen von a. An diese Untersuchungen mich
anschliefsend, werde ich versuchen, fir

2K K . 2K R
.di"am——n—a: .cos™ am . sint’ am-—— 2. EamT:v

N 2K
(E amz—K:L' __——/ " fam-%—lgx.d.am———ZKw)
7T ¢ 7T T
o

ahnliche Entwickelungen aufzustellen, worin », s, # ganze positive Zahlen
hedeuten.

1.
re 2K . .«
Wird ¢ statt am——z geschrieben, so soll zunichst untersucht werden,

auf welche von einander verschiedene Formen

P — 4¥¢.cos™¢.sintp
fihre (unter r, s, ¢ ganze positive Zahlen verstanden). Wendet man die
Zerlegung in Partialbriche an, wenn mehrere der Grolsen ¢, cosg, sing
im Nenner vorkommen und benutzt die rationale Umwandelung je zweier der
Grofsen 4°¢, cos’g, sin*g in die dritte, so wird, wenn r, s, £ gerade Zahlen
sind, die Form:

AP,  cosT"g,  sinfg
erreicht werden konnen. Sind zwei der Grofsen r, s, ¢ gerade Zahlen, die
dritte ungerade, so fihrt P auf:

di’zn+1 (P , cosi2n+l (ﬁ , Sin12n+l (P,

cos @ de A
A cos* ¢ ° sin®*" ¢ °
sin @ sing cos

dgin ? - cosngp ? sin? ¢

Sind in P zwei der Exponenten ungerade, der dritte gerade, so kommt man
aufl die Formen:

cos @ sing sing
sin2n4-1 ® 9 cos2n+1 @ 9 1 ¢ 9

A Ao CoS
sin?"Hgp 9 COSQ"+1(,07 A Hlg .

Wenn endlich 7, s, ¢ ungerade Zahlen bedeuten, so erhilt man die Fille:
sing.cosp. 4 g, sing.dg.cost g,  cosg.dp.sint .
Alle diese Formen zusammengefafst, fihren auf folgende 12 zuriick:
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sin*" ¢, - cosTeg, A,
cos @ sin @ sing
sin"¢gp cos"¢ ae

dp do cos @
sin"g costgp ’ drgp

+n

cosp.dg.sint" ¢, sing.d¢@.cos™ @, sing.cosp. 4 ¢,
worin n jede positive ganze Zahl sein kann.
Die ,Fundamenla nova” enthalten in §. 43 ff. die Entwickelungen von
sin*" ¢, cos* ¢, 4*"¢ nach den Sinus und Cosinus der Vielfachen des Ar-
guments &, worin

@ =—am(u, k) =— am(z—f--:v, k), also u=— 2: -z

geselzl isl. Diese Formeln selbst werde ich hier nicht anfihren, wohl aber
die Abhingigkeit, welche sie an
Hep, costg, sint'o und AP, cosT'g, sinPg
kniipft.
Es ist
1. H2n).k".sin" g

d?".sinq; (1) d?=2 sin A2 sing (2) d*=*_sine oy .
T A + A AL sing,

2. H(z n __1) ,’1!1—-2 Sin?n(]j
D = 2n—4% 2n~6 n— .9 n
=2 .sin*g -{—B(l) d"—*.sin* 7 B® Vst + B! Vsin*p - B,

d‘¢-rl—- "n—‘} ’l"’zn -6 |

wo IT(2n) der Abkirzung wegen fir 1.2.3....2n geselzt ist, du :% ist

und die Coéfficienten A%, B'" ganze Functionen von % und darch die Glei-
chungen

3. A" = A" L n—12A+) AT —(Rr—2)7 2n—1)(2n—3) k. ATV
4. B =B+ @n—1pA4£)BIT —(0—3) (2n—2) (n—4) k. B,
verbunden sind, in welchen, sobald m>>n ist, A" = B{” = 0 gesetzt

werden mufs. ‘
Eben so ist

II(2n)
sin gp?n+1
" in P 4w . su;lrp din=t smirp A
@ Sl .
P T + 4. T T A — = LR, sing

35 *
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II2n—1)
sin?" ¢
2. si:’rp 1) 2. smitp @) d»h—ﬁ'sinich B(-D Q)
= —gmr— B g B —mm T ? - +%.B,

Nach Fund. §.46. ist sinam(k';(K-——d), ’”/ 1)_-cos am(u, k). Man

setze in (1.2.5.6.3. und 4.) k’.(K—-Q) und }l/c'—i statt v und &, so erhalt

man, indem man die aus 4™ und B! entstehenden Coéfficienten durch af

(m
und &% bezeichnet:
(""1) H(zn) kl2n coszn+1¢

1 d*.cosq “,.l) d“”.cosqa )
= . + -z " + Wiz

T dun d u’”"2

d*"--4 cos ¢ +

n—4 d“2n-—4

—{-a cos

(=1~ II(2n—2)- l'"’"-z -cos™ ¢ - i

1 d*—2cos*¢ b d*"—*%.cos*p b @5 cos? P
+ I’E + X _i

=2 T 2 =& T it 2n—=6 '~ g 2n—5

(n=1) 0
8 costp b,

IT (27:)__
0082"+1(P.
1 n'coltp a’ - coiscp (2) dhq.coiscp @’
== 72 dun + kﬂn—Q T A ‘l" knn—4 M R + che + cosp ’
“ 2(2 n—1) »
cos* ¢
2 1 _ 0 din—4. 1 (2) dn—o.

= Ii'2:~2 ’ duzf.(.)zs (P'l" k'zn—4 ' duf'?f‘s "(P+ k""-ﬁ ' du”'c‘(:‘s .

A+ s — U,
o = a@n—17(1— 5 a4 @n—27 @n—1)(2n—3) a3,
B = 604 @n—2y(1— kn)bﬁ’ii”ﬂzn 3r@n—2)@n— Rl ket

und &, a™ = C™ und k", b = D('") geselzt, giebt:
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7. (1. II(2n).k*".cos™ ¢
. cosg o d2"=2 _cos c® d?—% cos )
= Tdwm +C. dii—? +C. d1in=4 +....+C cosq,

8. (—1).II(Rn—1).k"".cos™ ¢

(")
d*—2.cos? &2 cos’gp’ (1) d*n—4, cos? A4, cos’p @ a4*"—%, cos? a*r=5.cos’g (n—1)
= T dwn= +D A= +D, A= +.... 4D cos (P+ AER)
IT(2n). K
cos?tig
2n, i d2n—2 1 d2rz—4-, 1 ()
— cos @ ) ____ cosg + c® cos @ + C.
dun " Tdutt du?n—4 o cose
10 II(2n—1).k*—2
’ cos? ¢
2nz 1 anes 1 2np, 3
“costep ) “cosep @ = cosep p{" [ —
= du2n—2 + D" d,uZn——fl- -+- D" du2n-fi + —{w m - 7;'7' D" ?

1. €™ = CI+@n—1p1—2r)CI "
+@n—2r@nrn—1)2n—3)k*.k*.C"7,
12. D" = D+ @2n—2pd—2k) DY
+Rr—37Rr—2)Rn—4)k. k". Dy,
in welchen Gleichungen C ™ und D™ verschwindet, sobald m > n wird.
2.

Ferner ist
: sinam (u.y—1) = y/—1.tang am(u, &') und
cotang am (¥ +{-y/—1. K') = y— —1.4 am(u),

also .
1

sin am (uy—1 — K', i) )
Fihrt man in die Gleichlingen (6, 5,1, 2,3, 4) uy—1 —K' und k' statt u
und % ein, so findet sich
13, (—1)y II(2n). £Hg
d. dlp+ . d*—2? 4(p+ @) d*—* d(p—{—....—f-Gf,").J

dun du—? d 4
14, (Y=t @n—1).4,¢
a2, 4‘P+ w & A ' + H® ar—S. 4 + Lk H"
—erd LI . n J

d 122 d uz""“ B

damyu =

d“2n-—b
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(=D I (2ny. k"

15. Ty
1 1 : 1
2, dzn_z n—it, .,
- : de i G(o) + c® « zlrp Gf,)
= Tdan T T W’”"2 Tdwr T dog’
1272
16. (=Y~ IT@n—1).27"
‘ MJ.T"?’ o s zlifﬁ '2"_6'21_‘3—
— e (”) (/7] gy ()
—— Ton—2 + [1,, d"-zn__f + _W"—’:U_— —i‘ PPN *t— Hn )
17. 6" = G —@n—1721 +E)E

—(2n—2¢@2n—1)(2n—3)k* 677,
18. H!™ — H"|—@2n—2¢1+EHH"T®
—(2n—37R2n—2)2n—4)k*H"7”.
Ahnlicherweise, wie in ‘ den ,Fund.” 4% ¢, cos™" ¢, sint"¢ entwickelt
ist, lafst sich

cos sing sin ¢p

sin" ¢’ " cos" ¢’ dng ?
do_ Ade coseQ -

sin*¢p ° cos” ¢’ A

behandeln; wobei wiederum die beiden Fille wesentlich verschieden sind, in
welchen n eine gerade oder ungerade Zahl ist.
Erwigt man namlich, dafs

deg o do
d- - : 2 ineg 4
cosqp  sing und coseQ ——{k‘%}- Y/ q;}n . sing
sin* du sin** g sin*g) . du

ist, so besteht die Seite links der letzten Gleichung aus Gliedern, deren allge-

d( AVP )2"1—1
_5_‘1'&5:%__— ist und welcher verschwindet, sobald m > n

meiner Ausdruck C.

wird. Eben so ist:

cos (p
Sy colang{“r colang’¢}",
N Ay
singg 1 z + } 1. .(‘OS(p
cos? 57 Leos* du - °

sin
W%Tp == tang {1+-tang’p},

1
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sing

sin g

cosg
. 121__k26052(p}"‘1_ do
— Jn ) du

d2n+l (p
de

sin*"qp T

deo

sin2n+1 P

dg

cos*™ @

A9

cos?tlep

Ccos @

d?n (p

cos
Al

— sm<p ; _{_Is sin rp}

2 yn—t, d.cotangqp
——{1+c0tang ¢} T

A*¢

Tt
sin*¢

sing’

— {k”r
= {14 tang®¢p}" '
A _qk?}n.

= - loory
% + k? sm q~}"“ d-

d.tang ¢
du
de
cosq’
sing
dy
du °?

Kk*cos*@) cosg

]

279

Es kommt demnach in allen diesen Fillen auf die neu zu betrachtenden Functionen

A1

L, 201 p

tang™ " ¢, cotang™ ¢, cosT g
cos’He sin?"+1¢ drtte
d?n+1(p 9 A’Zn—i—.l(p 2 sin?+1 7

an (unter » eine positive ganze Zahl verstanden), und diese sind sofort aus

den in den ,Fundam.”

Verwandelt man nimlich % in K—wu, so geht sing in <>

L' sin

angestellten Betrachtungen zu entnehmen.

do

? und cosq

Jg iiber und die Gleichungen (1 5. 7. 9.) nehmen folgende Form an:

on  COS?"Hlgp
P cosqj e COSOP dz" .y cos (p
o (1) dp P (") COS
- du2n —{ d 12n—2 + lluln-—4 {_ . 'I"An d(p 9
A2+t
II2n). —- cos2"+1 ”

2n, AP ez, 4P d2n—+. Ay
_ cosp w COS @ AD ___ cosg 4 dy-

du {" An d 12 + Tdur—+ + ’! n

cosqp’
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(—1>"'H<2n).,£2n . ,Cu".w

A tig
&2 sin (P oo d?n—Z._sZ_i}lg ® dzn—o,,%‘l_’ sin
= d“zn -t O T O — 5 Cn(") A(P(p,
I@n) G
o 4 . 4
g o g oo NN
du* N " duin—* " sing

Es ist sinam(uy—1,k)==y—1.tangam(wu, £'). Vertauscht man daher in (1. und
5) u und & mit wy—1 und ¥, so wird:

II(2n). k™" .tang>" ' ¢
_d*.tanggp  d*—?.tang¢ @ d*—*. tange o)
= du ‘I‘" J, d 2 "l' J, duin—2 + ‘* J, tang g,

II(2n) cotang® ¢

i (2. cotangg @ d?*—2, cotang ¢ @ d?"—*. cotang ¢
— d,"".’n + J d»uzll——2 + Jn (1 ulzn‘—4 _{_ M

I cotang ¢ ;

wo A und C' durch die vorhin angégebenen Relalionen, J ™ dagegen durch
I =T — @1 LRI — (2r =27 @r—1)Rn—3) BT

n=—2

beslimmt werden. Endlich fiihren
cosd ¢.sin*" g, sing.d4¢.cos*" ¢, sing.cosqp. 4 ¢
auf die Form '
1 d. sint>+lg 1 d.costrtle | d. g+
+nt1 du ’ +nt1 du ? +nf1 du ’

sobald £n--1 nicht gleich 0 wird. Ist dagegen +n:=1, so erhalt man
die Ausdriicke: ‘

cosgp.do sing.do singp. cos o
sing ’ cosgp °’ dp

welche der Reﬁhe nach in

e sin? g — — / 2 : /”ﬂ_.ﬂ_
/ (& sin’ Sin"(p}du’ {k cos’® ¢ |- e ¢§du, glﬁ v du

ibergehen.
(Der Schiufs folgt im niichsten Heft.)
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14.
Entwicklung der elliptischen Function

A% am glgx.cosi“alngl—{x.sini'gEm-/fam?—ng.(lx
7T T N 7T
(1)
nach den Sinus und Cosinus der Vielfachen von «x.

(Von Herrn Carl Otto Meyer, Dr. phil. zu Konigsberg in Pr.)
(Schlufls der Abhandlung No. 13. im vorigen Heft)

3. :
Versleht man unter S eine der elliplischen Funclionen
. ; sing cos
sing, cosp, Jd¢, langgy, dp ° [](p(p

und deren reciproke Werthe, so lifst sich nach dem Vorhergehenden das Pro-
duct 4* @ .cos* ¢ .sint'q durch eine Summe von S, S* und deren erstes
Integral, nebst deren Differentialyuotienien nach u, ausdriicken; jedes Glied
mit einer rationalen Function von k mulliplicirf. Da nun jede dieser
Functionen S und S? durch Anderung von u und % auf eine und dieselbe
zuriickgefibrt werden kann, so kann man sagen: Sind r, s, ¢ ganze Ziah-
len, und ist S eine der yenannten elliptischen Functionen, so lifst sich
A . cos* @ sint' ¢ durch eine Swmmne von S, S? durch deren erstes In-
tegral und deren Differentialquotienten nach dem Argument u darstellen.
Dieses Resultat ist als unmittelbare Folge der in den ,Fundamentis §. 43 — 46.”
geloselen Aufgabe: ,Formulae generales efc.” zu betrachten.

Die ,Fund.” enthalten die Reihen—-Entwicklungen von
1 1 1
sing > cosgp’ dg

singp, cosp, Ao, , sin*gp, cos’p, L,

1 1 xS dp  do cos ¢ sin ¢
sinfgp’ cosgp’ d'@’ cosg’® sing’ de’ dy

nach den Sinus und Cosinus der Vielfachen von o = g-}(‘-; und im 26ten Bande

dieses Journals S. 101 ff. hat Jucobi die Reihe fir tangp gegeben, aus wel-
cher wiederum die fiir colangg abgeleilel werden kann.

Bezeichnet man namlich, nach Jacebi, k, k', K, ¢, u, sobald darin ¢° stalt ¢
geselzt wird, mit k@, k%, KO, ¢, u®, so giebt die Legendresche Transformation:

140 2K 2K® RYKN oy _ (14-1®)tang g
— e = e TR R Wge=""05
Crelle’s Journal f. d. M. Bd, XXXVIL Heft 4. 36



289 14. Meyer, iiber cine gewisse elliptische Function.

Wenn man rechits in der letzten Gleichung Zéahler und Nenner mit cos ¢®. 4 ¢®
mulhp]xclrt und die Zerlegung in Partialbriche anwendet, so erhalt man
- (sing®.4¢® _for sin ¢® . cos )

NgY == T (" cosg® do®@ )

und nach einigen Umwandelungen:

L’K d.l.cosp® | d.1.dp®

-tang ¢ — s =gy
Eben so ist
\ Ad¢®  d.lsing® __d.lsing®
iy X6 — —

(14-£®) colang ¢ fang O @ oder —ix

d.l.cosg® d.l1.d¢® d.l.sing®
) da ’ doe ° da
die Reihen nach ,Fund. §.39.” und iindert ¢ in ¢’ S0 Wird

19. 2—’;5 tang ¢ — tangx —

Setzt man in die gefundenen Ausdricke fir

H‘ 2s1112.z'+1_l_ csinda — 1+ Gsmﬁaz+

2sm2:v 4sm4:1:— sinx —

20. i—K-colqu::cotg;v 1+ S -

1+ 1+
4.

Wird die Aufgabe gestellt: das Product 4¥ ¢.cos** ¢.sin* ¢, mil dem
elliptischen Integral 2ter Gattung, nach den Sinus und Cosinus der Vielfachen
des Arguments & zu entwickeln, so liegt nach dem Vorigen ihre Losung offen-
bar in der Bildung von zweitheiligen Producten, deren einer Faclor‘/;f’(p(lu,
der andere eine der Grofsen S, S° deren erstes Integral, oder deren mter
Differentialquotient nach x ist.

Es lafst sich hieriiber folgender allgemeine Satz aufstellen:

Wihrend die Enlwicklung des Ausdrucks

. 2K 2K . 2K
4% am-— . cosi“am—n—— x.sin*’am —,

nach den Sinus und Cosinus der Vielfuchen von x, von S, S* deren
erstein Integral und deren Differentialquotienten nach x abhangt, erfor-
dert die Entwickiung von

’Hll

Ai'am-z—l-(-.z' cos¥'am 2;( .sint am / z/am—-——w d.am— 2:{.1'

aufserdem noch die einmalige Da/feren{catwn derselben Ausdrucl.e S,
S* nack ¢.

Der Beweis hiervon soll sogleich durch die Aufotellung der Entwick-
lung gegeben werden
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Bedient man sich der kiirzern Bezeichnung u und ¢ slatt —?’—gw und

2
und am??K—w, so wird verlangt:

S:/ad"’(p(lu, S2/uf¢d11
] [}

‘zu entwickeln. ‘
Nach bekannten Regeln der Differentiation ist

g -5 A/"(;)(ltt}

dn . dwr=t/ dm-1.8.
dum / Lodu = du T dumT L.

Differentiirt man diese Gleichung nach w, édndert darin 22 in m —1 und addirt
die entstehende Gleichung zu der hingeschriebenen, so erhalt man:

dm_S u " .

dm—-? S/ . dn—2. 8
d? Apdi u T
dl m—2 P dvn—l .S " d { d“m—i d ¢

ud’(p du, — f ALpdu

T dwT’ P— du
und, auf ahnliche Weise fortgehend:
dm_S/u N .
-—d—u,T'o A (pdu ]
. S/ “tpd N el
‘ { / ¥ “} dm—l.S o d gd"m—'l d (p} _ - '[m_l-{S.‘dz(p} .
d"m - d“m—-l (P } d“ LR d“_—_—_m-—l H

worin auch offenbar S durch S* ersetzt werden kann. Durch diese Trans-
formation vereinfacht sich die Aufgabe auf:

.S dn. S*

L T4 g

S. [ #pdu, S ‘Lodu.
/ /

Jeder der Ausdriicke:
dan. S dm. S?

dur du™
kann durch eine Summe von Gliedern von der Form A.4* ¢.cos* ¢.sin*" ¢
dargestellt werden, in denen A eine rationale Function von % ist.
Setzt man niamlich S = sin¢g, so wird:

d.sin(p o ‘4
d“——- = CO0SQp.4d¢,

36 *
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d*.sing’

Tui = = —(1+K)singp 42K si’ g,
ddf::’"p = —(14k)cosp. 49+ 6K sin*¢p.cosp. 4,
“—d,}fjiﬂ = {(1+4K) - k}sing — 204 (1 - &*)sin’ ¢ |- 24 &* sin S p.
So fortgehend léfst sich
' >+, sin g ©dP.sing
—qw W
durch folgende Reihen darstellen:
d*nl 0
1. —"——d“znsr:m' oy cos . A {—a sin’ep. cos . d(pjl oy sm(p cosp. dp--...

.. Jsin*"@.cosp. 4,
d’z"- i ( . . 2 . 5 n .
22. d:’,'llf = BV sing BV sind - O sind gL ... B0 sin g

Um die Coéfficienten . ... o!” zu finden, bildle man, analog mit (21.):
d?n—l.
W%'l o, . cosp. Ap+el?,.sin*p.cosqp. - o, . sin*p.cosp. A+ ...

ool i gL cosg . 4 g,
differentiire diese Gleichung zweimal nach # und, da die Seite links in die-
ser neuen Gleichung mit der Seite links in (21.) iibereinstimmt, selze man
ebenfalls die Coéfficienten von sin”¢.cosg. ¢ auf den Seiten rechis einan-
der gleich. Dies giebt:

o = 2pRp+1)E .« —@p 1P A+ )+ Rp 1R p+2) e
Eben so, die Gleichung '

d‘;’n-—'l. sin @ 3 (2) .. r (n—1) -1
W—E—— ; n-l Slntp+ﬂn—l sin (P—{dﬁ"—l‘Slna(p—*_ v _+ ﬁ” 1 -sin’ ?

zweimal nach u differentiirt und dann mit (22.) verglichen, giebt:
AP = @p—1)2p. kA —@p+ 17+ R A (2p-F2)(2p 4 3)BC3.
Ferner findet sich leicht:

d.sin*¢

—dn = *sing.cosg.dg,

T ol = 2—4(14-K)sin’ o4 6 K'sin'gp,

da. a2 ) . .

———di:l: ? — —8(1)-K)singp.cosp.4p-- 24K sin*p.cosgp. g

u S. W,



%
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Hieraus folgt

d*»+1 sin®¢
d“:’n+l

=Y. sing. cosp. g+ 7. sinp. cosp. Agp -}y sin’p. cosgp. Aep-t- ..

oy i g cos . A s

d** . sin*g O) | ) _soo - ) 5 o
— g = J, 43, .singp4-0, .sin*gp+4 ...}, sin" g,
) :

wo » und 0¥ durch die Gleichungen
PP =Q@p+1)Q@p+ I —Rp+ )4 K)y®, + (Rp+2)2p+3) s

n—1
8P = @p—@p— DKL — @py (A +E)I2 A @p+ 1) Rp+2)05]

bestimmt werden und o, 37, PRI > verschwinden, sobald p > n wird.

Durch Anderung von u und k, wie es in (§.1.und 2.) angegeben ist, kann
aus sin ¢ und sin’g jedes S und S” hergestellt werden; weshalb ich die nihere
Ausfithrung ibergehe. Hiermit ist also:

d’n.S '2 d"l.S2 2
du Ty wd - Ay

auf die Form A.4% ¢.cos* ¢.sin*"¢ gebracht.

5.

Es fehlt noch zur vollstindigen Losung der aufgestellten Aufgabe die
Reihen - Entwicklung von

S. [ #p.du wnd S 'uf(pdu.
/ /

Auch hierzu sind die Anfinge theils in dem Werke ,Fundamenta nova”
enthalten, theils spiter von dem berithmten Verfasser desselben ausgesprochen
worden. ‘

Das elliptische Integral zweiter Gattung / A ¢ du bezeichnet Legendre

' 1]

mit E(¢): durch die ,Fundamenta” ist stalt dessen Z(u) in die Analysis ein-
gefihrt worden, so dals _

2K ,, . 2K 2E
2@ = — -E(g)—~——u,

i 2K sde . .
- =2, _ /"% 7
wo E _/ dpdp, u — :,/ v gesetzt ist. Erhebt man diese

Gleichung ins Quadrat und differentiirt sie nach #, so wird:
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d(%) 2 ()

du
2 K\? 2E'\? 2K 2E 2K 2E
und daraus:
2(2—:(—>-42(p/ ALpdu
2 I
d. Z*(u)
( ) 2_2__12.%4(\«!2_2_52_12“47/)
du

Der 47ste und 48ste Paragraph der ,Fundamenta” enthalten die Reihen-
Entwicklung fur EI—(Z(u) und (2—15) Z*(u), néamlich:

—-—/(u) = 4{ sm2ar;—{r—1————sm4a;'-}—1 smGw+ }
()2 — 8§1_,, = t et %
—8lity

cos2.z—}— 1 4cos4x—{— cosﬁw—{- %

'I(1+fl) q (1+'I)
—I—S{“ 7970 s2x{» P

so dafs ¢ ./.“f(p.llu aufl die verlangle Weise dargestelll; ist.

PIE coszJ—....é,

Ich weorde nun versuchen, S. K(¢p), oder vielmehr S.Z(u), einen andern
Weg einschlagend, zu entwickeln und denselben auch auf 82 Z{u) anzuwenden.
Hierzu ist es nothig, auf die in den letzten Capiteln der ,Fundam.” aufgestellten
Reihen und Bezeichnungen niher einzugehn. In den Paragraphen (63. bis 65.)
findet man:

O(x) = 1—2¢.cosx+2¢*.cosdax—2¢°.cosbx+}....,
H(zx) = 2;/(/.sin.r—2;/q".sin3w—}—2)‘/q25.sin5x——....,

QWK 2 K 2k K
0(0) = 1/( —), O(n) = V(*,T »  H(im) = 1/( )
1 H(x)
Yk O@)?

/¥ H@{ym)

k Ow) °

o ___I_( ' 6(r+'2'”)
4([) = Jam Xr =— /k W

. . 2K
Sln([) == Slname =

2K
Cos(p = Cosam——& ==
7T
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O(x) und H(x)ist hier statt der in den ,Fundam.” gebrauchten Zeichen (-)(g’_z]—gx)
und H(%g.z') geselzt worden.

Setzt man der Kiirze wegen O'(x), 0"(x),...., H'(x), H"{x), .... slalt

d.0(x) d*.0(r) d.H(x) d* H(x)
dv doe* 7 " de de* 7 7700
so ist
2K _ O'(x)
2@ = g
RK . ’ .
Z(u)=27 — soll im Folgenden durch Z(x) bezeichnet werden.

99

Herr Professor Jacobi hat nach dem Erscheinen der ,Fundam.” in Be-

zug auf O(x) und H(x) zwei wichtige Bemerkungen gemacht und dadurch
2
die Entwicklung von (—2—;—{—> .Z*(x), welche in dem genannten Werke durch

Multiplication zweier Reihen gefunden wurden, sehr erleichtert. Es ist namlich:

0'(x) = —4q- d. O(r), H'(x) = —4gq- ’I-gl(-l‘);

wovon die Richtigkeit aus der Differentialion der Reihen fir O(x) und H(x)

o' (x)

hervorgeht.  Mulliplicirt man den Differentialquotienlen nach ¢ von T mit

—4¢q, so ergiebt sich

O'(x)
4 oW 4y L@ | Ay O'n) d.Or)
- dg — O dg Ox) O@) dq °
und da —4¢-—5— @(J) = O0'"(z) und —4y¢- d. @ (x) = 0""(x) ist, so folgt:
) 0w, 0w
4 “ox . @'"(w)_ 0" (x).6'(x) oder —4q- O(r) _ O (1) .
—aq: dg ~—  0O) O*(x) 9 dq dx

Auf dieselbe Weise ergiebt sich allgemein
6r-D(x) 0'()

—4(1 dq — dx

Die vorletzte Formel fiihrt unmittelbar auf die Entwicklung von (3—7{{) VACHE

I
denn differentiirt man -@-(L—)z zweimal nach , so erhalt man
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220 O Oy
O __ _ O - \O()
dx? - dx dx ’

'@"(x) \
und , fir Z(x) den gefundenen Werth gesetzt und —Z;ZIS-Z(.Z') statt _((';_'(%2 ge-
schrieben, folgt

2K\ . 2K . 2K .
a-(=2) 2 @) o AT 2w 2
dx - 7 dq da*

Multiplicirt man diese Gleichung mit da und integrirt zwischen den Grenzen

xr=0 und =22, so wird, da (%) -Z*(x) fir 2 =0 verschwindel:

CORAS

;"_d._?._lf.z(w) d.ﬂ.z(x) d._z__lf.z(x)
- 4 / 9T '—‘dz'—‘ T V12N .
- qu dq dx -'l~ dx x=0

B LY . 2K 2
wo | —Z die Bedeutung hat, dafs x in —— gleich Null
x=0

dx da

gesetzt werden soll. ,
Dieses Resullat fihrt auf die den ,Fundamentis” entnommene Formel,

sobald fir EnE-Z(m) die Reihe

4 1—"——;-sin2m—{~1—§—;-sin4x-{—113 ssinba - . } gesetzt wird.
—q q q
6.
Werden, der Bezeichnung %—{f-Z(m) entsprechend, %?R(.z-) und E}"R/(.’L’)
stalt %—(% und dessen Differentialquotienten nach x gesetzt, so werde ich,
auf das Vorige micﬁ stiitzend, die Richtigkeit folgender Formeln beweisen:

2. 2K 2@ 2 @+ B 2 2K 2oy

. @u(%n) i @n(o)
O@nm) ' 60)°

2K 2K 2K 2K a°
. 2@ R @ S 2@ = R

"4m) | @"(4m)
(n) ' O(n)°

H!
= H
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2. 2L2@ 2 R @t + B 2@ — 2K R(o g
. H'Gn) | 6"(0)
H(zm) ' 6(0)
Beweis Es ist nach dem vorigen Paragraphen

O@tin) =~ dp. 0(),
H(x) = yk.sing.0(x),

H(z4-4n) =]/7:',;—-cos<p.(9(w).

Man bilde von jeder dieser Gleichungen den ersten Differentialquotienten nach x,
nemlich:

l2 2K . ! 1 r7
O'(x+in) = —7%,—-—;—-51nfp.c08(p.@(w)—t——m-dq).@(:L'),
26. ( H'(x) = | ;/lc-—z;‘{(—-cosgo.d(p.ﬁ(w)—[— Vk.simp.G’(:c),
- E 2K k '
H'(x-}+in) = — Fc,—-—n—--sm(p.dgo.(9(:0)—{—]/—’5,—-005(1).0(1').

Dividirt man die Seiten links und rechts in den drei letzten Gleichungen durch
die enisprechenden drei vorhergehenden, so wird

-2—5 Z(@yn) = —k- 2;{ —————-—S'""’A;"S"’ +28. 2 (@),
. K cosp.dep | 2K
R7. T'R(-”’) = ’;; "g,‘n‘;p"“‘*” Z(x),

K 2K sing.d

TR(.’E—*—%T[) = ———-;—.f%s(p(p + Z(.’L‘)

Man differentiire jede dieser Gleichungen nach = und fihre statt g-Z’(:v)

2
seinen Werth E—K—)f ——E 2B ein, so folgt:
7T T

2N K ,

RK T 2K 2F'

Z A @A) =t =g
B>

2K pyy - — 2K 2K 2E

—n—'R (@) __ sin® ¢ +< ) T m’

2K (2’;“’) 2K RK 2E'
—;—-R'(.z‘—-[—%n) — e o5’y ( )_..______..
oder

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXVIIL. Heft 4. 37
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?;tlﬁ,z/(x)+2 Z (2 ’z”)—( ) gzlz +4¢ } E;Itg%_a
28, g!(—-Z'(zH—?_—.R'(:v) ‘_-(——) {-—-s“; (p—* f(p’_} ( ) J— g_lg .2_5
2K 2@+ R 4m) =)= B gl (2’”‘)_31{ ?_EL
Die G]enchungen (27) nehmen die Form ‘
P A i) = —(GF 2‘{4’5;*{“42(P}+(1—}-k’2- 2Ky;
29. {T-Z(m)_?-n(x)} =8 |~ + 9} - (5,
B s 25 Rt iof =R - ] (2

an. Auf der Seile links in den Gleichungen (28 und 29.) stehen Ausdriicke,
die in den zu erweisenden Gleichungen (23. 24. 25.) vorkommen. Setzt man
sie slatt derselben, so heben sich alle von a abhingigen Glieder auf und es
bleibt als identisch zu beweisen: |

i 2K 2E' __ O'(4n) , 0"(0)
1}k )'(T — = @(;n) "TOW0)
WK\, 2K 2E' _ H'"(4n) | 0"(4n)
30. G ) T = Ham T Oam’
( 2K 2E' __ H'm) , 0"(0)
n — H@Ean) V00
Es ist:
2.9@)
21_(__,, 2K _2K2E "B _ 0'w) (0@
7 A(x)—‘( ) = T d» _—(')(.r)—_{@(x)}
0O'(z)

und da ) fir =0 und x=14}n verschwindet und 4@ in 1 und &

iibergeht, so wird:
(E_I_()__ 2K 2B 6"(0)

0(0) °
(2!ch 2K 2E' 04w
w I Y)

Die dritte der Gleichungen (26.) nach a2 differentiict und dann 2 =0 ge-
setzt, giebt:

H' (47 = — | 5(55)-00) 4+ 70" ©),

und hieraus folgt:
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Hgm __(2Ky, 00
H(tn) 60)°
oder
H'Gn) _ _ 2K 2B
32. H(im) T oW

Vermige der Gleichungen (31. und 32.) sind aber die (30.) offenbar iden-
lisch. Q. e. d.

Fihrt man in (23. 24. 25.) statt Z(z), R(x), .... die Ausdriicke
von O(x) und H(x) ein, so nehmen sie folgende Geslalt an:

O'(x) | O"(xt+in) o 0'(x) Oxtin) _ O"(4n) | 6"(0)

O@) ' O@+tin) O).Ox+4n)  O4n) 00 °
33, (9@, H'(@®) o O@.HE@ _ HGn  6"Gn)
0@ | “H@ o). H(x) H(tn) | ©Gn)°
O"@) | H'x+yn) o @@).H'(atyn) _ H'Gn) | 6'(0)
0@ T Hatin) 0@ . Hawtin)  HEm T 6(0)

und lassen sich auch unter dieser Form beweisen, indem man die Gleichun-
gen (26.) und die kurz vorhergehenden zu Hilfe nimmt. Doch diirfte auf die-
sem Wege die Rechnung nur weitlauftiger werden.

7.
Diese drei Gleichungen dienen dazu, das verlangte Product S.=— 2K Z(x)
(unter S eine jede der Funclionen:

. 1 1 1
49, cos ¢, S, dgp > cosp’® sing’

sin ¢ Ao cos ¢ do
tang g, cotangeg, Tg° sing’ d¢’ cosg

verstanden) nach den Sinus und Cosinus der Vielfachen von x zu entwickeln.

Multiplicirt man nemlich die erste der Gleichungen (33.), nemlich

O'(x) | O"@+in) o O@).O@tin) O (ym) 4 O (0)
Ow) ' O@+tin) O(x).O(x+4n) O(in) ' O(0)°

mit O(37).0(0)- @(@_i_x,) jo 80 gelangt man leicht zu der Form:
' (x) O (x+3n).0 (2)
04m)-00) 2 G0 —2 TG T iy
" Uj 0
= {6"G4)- 0(0)+ 0" (0)- 04} g oy
(x) O (x+4n).0(x)
oG, O(O)ge(xﬂn) O (& +3m) }

37 *
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Die Seite links in der Gleichung ist:

1{04m)0 )52 0 )}

dx

welche nach den Bezeichnungen in (§.5.), nemlich
@(.l‘) Z(.’L‘), J(P ]/ k. @(‘”"}‘?”)

0@ n SO

oun =125, o=y

in
: 2KK 1 2K
2.” w Ay m &
dx
iibergeht. Die Seite rechts in der Gleichung wird durch Anwendung von
0" (z)=—4gq- d.d@q(a:) auf die Form
91 )
1 .d‘Q(’«Tn)'@(O) O(x+'ﬂ)
9 dqg
L2KE 1
gebracht werden konnen; wofir auch —4y¢- ndq A9 gesclmeben werden
kann, und man erhalt
_O'(x) _ 9@
34 40Gm- 00 g —9 .d 0490 ot 4m m
' dx - 9 dq
2K 1 2K _ 2K 1
35 T ) P
’ dx . ——_ 9 dq

und dritte der Gleichungen (33.) mit

H(}m).0(3)- H(“” wmd  H(}7). 6(0) g,

Eben so multiplicire man die zweite

so gehen sie iber in:

, oL
4. HGn).06m) g d.Hm.6(4m) o
36. ) dx = -——2q- dyq ]
@(x) . @(-l‘)
: d = T d
&x V)
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oder in:
G KL 2K ) 2K
38. T smdq; T — —24. 7T sing ,
x dy
! N
DAL
39. dx = _2(I. dq

Nach ,Fundam. §. 37.” geht, sobald man ¢ mit — ¢ und « mil fa—a ver-
tauscht, K in &'.K und sing in cos¢ iber, wihrend

2K . q . Pz Q.
—Z(x) = 4{1_’12-sm2x+E};-smélw-}—i__qﬁ-sm(iw—F....}

in —%K—-Z(w) verwandelt wird. Durch diese Vertauschung kann die For-
mel (39.) unmittelbar aus (38.) abgeleitet werden.
Fir das Folgende ist es nothig, den Formeln (34. 36. und 37.) eine

andere Gestalt zu geben; durch Anderung des Arguments 2. Es ist namlich
nach ,Fundam. §.62.”

Y—1.H(z) = yq.e" . 0(o —}lg.y—1),
y—1.0(x) = yg.e*V"' . H(z—}tlg./—1) und
O(@+m) = 6();

wovon die Richtigkeit einleuchtet, wenn man fir ©(x) und H(x) die Reihen
einfihrt. Man setze in (34. 36.und 37.) der Reihe nach x4 }n, * — L{y.y—1,
x—4lg.y—1}4n stait @ (wobei jedoch in (36. und 37.) vor der Substi-
tution die Differentiation nach ¢ in die nach & umzuformen ist, weil 2 sich
um eine Function von ¢ éndert), so erhilt man

' . (.) ~ 1
d-6(37). 0(0)- @'(gi)ﬂ d'@(i'”)'@(o)'_((%(t;n)
dx ] - _—2(/. dq ’
" H
10, /) 4-H@En).04n- @(g) ’LH("J”’)-@("!”)'—(-‘)‘((.;:%
dx = —2¢ dq ’
H(x+3n)
d.H(4%).0(0)-
H o
d.I‘I(%'r)-@(0)"“‘(@{(%):}1Ez = —2¢: dq =

Differentiirt man zweimal nach 2 die bekannten Ausdriicke
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2K Oxr+ 4
2R 49 = 04n). 000 ZgEEn
2kK . o, H(x)
—;——-sm(p == II(%?I).@\%?E)"—@’({‘)—,
2kK - . H(x+4n)
- Cosp = H(?ﬂ)' 0(0) @(.L‘) k)
so ergiebt sich
, 2K O (r+4n) oy H@+4n).6'(x)
d .T-d(p - d.O(n).0(0). oW _ d.O(4a).0(0). 0" (@)
da* - dx dr s
; H H(x). 6
€. -.’7‘.!_ sinp  d-Hgm).OGn). @((“;) L HG-0Gn). (g)z(%(ﬂ
dax® T dx dr .
2k H 3 H(r+3n).60
- ;K.cosrp B d.H({rn).O(O).—%ji;-"i@“d.ﬂ(zln).@(x). (T“;{’(";) (2)
dx® T dax da ’
und mit Hilfe von (40.):
a{“‘z/ 3-K-7(a)} d?nﬁd dlﬂfz/()
dx = —2¢ dq - dx* ’
i 5?-"—’f-si g8 Z(x); d- ?’—K sing a2 & ging
da =
d. kK <COSp- —E Z(.z')g d.zI:EK-cos:p d’-m;K cos g
dx =R
8.

Der im vorigen Capitel eingeschlagene Weg, welcher zu den For-
meln (41.) fihrte, versagte seine Hiilfe, sobald man ihn auf das Product von
tang ¢, colangg, sii((,;’ S;](;pa (i,js(p(pa cf,’sq:p
zu erwarlen war, man werde eine von den abgeleiteten Ausdricken ab-
weichende Form des Resultats erhalten.

Es ist

mit Z (x) anzuwenden suchte, so dafs

H'(zx) = 277-—-K~]//c.005(p.d¢p. O(x)+yk.sing. 0 (x),

H(z + )

I

"
]/-,f,—~cosrp. O(x).
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Dividirt man die letzte Gleichung in die erste und mulliplicirt den Quolienten

mit der Gleichung 0(0).0(%7:):2—](]//:', so erhdlt man

0(0).0(3n)- Hatim (x) ( ) k.49 — tang(p — /(m)

und, nach x dlﬂ'elenturt.

H"(x) H'(x). H (x —[-,}n)}

42, 0(0).@@7:).{}1(”%”) T

2K WK 2K
R | d- 228 ang . —-—-7(.;‘)}-
oo dx dx

Selzt man in

Q" (x) | O"(xtin) o O2).Qx+in) __ "@Gn) | O"(0)
G) T O@Fin) O@).0w+in) ~ O@n) | O0)

& —4+(lg.y/—1) statt , und bericksichtigt die Gleichung
O(x—3lg. 1) = y—1.yq .5V H(a),

so ergiebt sich

H'(x) | H'(rtin) o H'(2). H'(z+3n) _ O'(n) , O"(0)
H(x) ' H(x+4n) H(x). H(x+%n) OFn) ' 6(0)°

und hieraus, nachdem man mit 0(:}-71).0(0)-—};—(%;)—7—17 multiplicirt hat:
z

H"(x) H'(x). H (x4 4n))

2.0(37).0(0)-{

Hatim) — Htin) )
_ H" () H"(x+3}m). H(x))
= 0(}7).06(0)- §H(x+:;n> T TG tin )

HO" 40004+ 0710). 04 ) -5y

oder
2K

K
«——-tan
d e gy

= -—-zq. P

H'(z)  H(x).H (x+,',n)§
H(xr+%n) H (@ +4n)

Mittels dieser Formel geht (42.) in
{2k K

0(37).0(0)-|

2K 2K 2K K
d- -tan (p-;—t—'Z(.l')z . QWK d‘n—d(p d- —'9-;— tang«p

43. dr = T Tar  —*7 dq

iiber. Man verindere  und ¢ in 37— und — ¢, so gehen X, sing, cosy,

A, g;,{(“'Z("’) in K'.K, cosg, sing, 7?)7 ——2—5 +Z(x) iber, und umgekehrt;
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also ist

2K 2K
d. g—v-v——-cotang(p‘—;l——'Z(.r)}

K
44. T ==

d-— Adg d-g;t[-?—-cotang(p
dq '
Endlich kann die zweite der Gleichungen (33.), indem man x-}n statt x
setzt, wie folgt geschrieben werden:
9”(-T+~'zﬂ)+ "(z+4n) 2.9'(1‘-!-%”)-}1’(»@4-%") — H"(v‘zﬂ)_}_@’(v}ﬂ),
Ox+%n) H(x-‘-v;n). O@+4n). H(x+4n) H@n) ' O@n)’
welches, jenachdem man mit '

0Gn). Hn) HEEED (g 0(3n). H(3n). S0

O@x++4n) Hx+4q)
multiplicirt, die Formen

2EK COS ¢

H'"(x44n) _ O(x+4n). H' (x4 in) Tn dg
N O(4n). H(yn)- | s ST J= —2g-—2 A,
’ 12K 4y
O (x +4m) 0'(x+,n) H'(x+4m) “m cosg

@(‘%n)-H(‘E”>'{H(x+_%n) H*(x+4n) } A 2(/.__(1(]

annimmt. Aus den bekannten Formeln
H(z-.{_%n):"/%-cosq).@(w),, H(x)=vyk.sing.0(x),

1
(@4 4n) =~ 9. 0()

finden sich leicht die Quolienten:

H 2K 2KEK . kK K
H(in). @<fﬂ)-@~%%,”7)—~ — S sing 4 S S SR 2 ),
. O (x 2K 2kK 2K d¢ 2K ,
H(%n>@(%ﬂ>}l((zi—;:§ T T T w rsing T .cosq()p' 7t HZ(x)

Differentiirt man jede dieser Gleichungen nach &, so wird mit Halfe von (45.):

it B e

46 ' dx = Ta P dqg
dif_{‘_ 49 ..2_5.2'(@} ’ d-M-sinrp d__2_[£ A

n CoSp W __ 2kK 77 9 T COSq

dx T a dx - '(/'T—‘"

und vertauscht man hierin ¢ und & mit —¢ und }7— =2, so erhilt man
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kWK sing 2K 2kK
o e e _ewg ST
47 dx —- F dx . q.
' 2K dy9 2K 2kK
d.g 7w sing —n—Z(.z')} . 2ltK.d w08 2.
dx’ —~ ] dx 9
9.

Die in den beiden letzien Paragraphen gemachten Entwicklungen losen

die Aufgahe
»S

von x damuslellen.

K.z (z) n Rezlcen nack den Sinus und Cosinus der Vielfachen

Integrirt man nemlich die Gleichungen (35, 38, 39, 41, 43, 44, 46, 47)

nach x und sucht die Constanten, so erhilt man
xd.Zk’K. 1
2K 1 2K . . 7 A.ip_.
7 —ETZ('T) = —2q dq dz,
x . 2K . 1
2K 1 2K r7 - . 9T Si"(p-
o1 .Sin(p Tl(m) - 29 dq dx,
) x 4. ZIi’K. 1
2K 1 2K . . T oS
7 .COS(/).T.J(:L‘) 29 dq dz,
02K g 02K,
2K y _2_1_(Z($> — —92g- b4 _ T
v 4y T —_ q, da dx L)
ok K “d —I%I-(—--simp d _f_t_g.sin(p
4 . o - _
——sing-—= Z(x) ‘2(/ 7 dzx -
kK xd.zl.__c_!_(.cosq; d ___:_';L( cosgp
it
T 005¢ Z(.’L’) 21]’ dq dx — 5
2kK
——-tangop
2K K Y T 27:’K 2K
ta ngcp — /(w> g ,1., de—=— oA
e —— (‘Olgrp
2K gy 2K [T 2K
- r——r 4 — d - L2,
78 cotgyp 9L /(.'L‘) 2‘/ . +- 7 7 4
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXVII. Heft 4. 38

KK 2K
+

2K 2K

— i,

T

v

b
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* 4. 2EK cosg
2kK cosgp 2K . w  dop 2K 2kK .
w Ay m 2@ = “2‘/f"—7;—" et S sings
2K 49 2K . " cosg 2KK 2K
w esg w20 = =2 ——p e == T sing,
x . REWK sing
2k K sing 2K ., . P P QWK 2kK
Ta Ay w2 = R g de— e e0sy,
*q 2K Ay
2K 49 2K _ @ sing "kK kK .
- ._S_i;l_(p_._y_v__.Z(x) = —2qf__d_q_ dx -{~ —C0SQ;
wo nach den ,Fundam.” zu setzen ist:
2K A

e Pl 1 — 1_{_2cos2w}-1+ —T—-cosdx— 1+ 6(:056.1;+....,
2K 1 1 4q

w Eng — snw —]—‘_q sinx —}—1 sm3.1:—}—1 s-sinbx+....,
QWK 1 1 44

m cosp — cosw 1+q - cos & —}—1 cos3w—1+q5-cos5af:i....,
2K - ) _ 4¢° }
—dy = 1 4 1+'I” coszw—[——i——_p?-cosllx—}—H_qs-cosG.z'—{ ceees

. 4 . 4vq* . 5o
E—k—lg-smq) == rl/l-smw-{—l Vq3-51n3w+;1—‘/—"—5-sm5w—]—....,

7 — — —q
2kK __ 4vq 4vq° ‘
G089 = 1, cos.cv—]—1 cosSx+1+q5-cos5m—|—... ,
2K . 4q9* . 4q* 4q9° .

—-langy = tanga;'——1—_l76,—,-sm2:c-[—T_}—_?-sm4ar;——-1——_W5 sinbrt....,
2K - 4q9* 4q* 4q9° . _
——oolgp= cotgar—-—i——_F;l—,z snnl2a7——1—_*_7-s1n4m-r_*—_—(76-snn6w ceeey
2kK cosp 4vq 4vq’ l/ll 4vy .

- dp — il cos3x - prl s cos?z +...
1 4 4q° 4q’
2K de + 4q -COST — A0 ——-cosdx -+ —— 9_.cose—-—1.cos7a +...

T CoSQp cosgp ' 1—gq 1—q T—¢® 1—q
2lfh’K sing __ 4vq . 4v/q 4vq .

Ty = Tﬁ.smac T sm3ar:—{—1 smﬁa: 47 s1n7¢_—t

2K dop __ 1 4q° 4q" .

wEng mmE T 1+I sinx — Fe -sindx — 1+ s-sindx — Thy sinfz— ...

9
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10.
Schliefslich moge noch die Entwicklung von 82-EE'Z((L‘) folgen, von

welcher im Vorigen schon bemerkt ist, dafs sie wesentlich auf (—-) -Z?(x) fiihrt.
Fir den letztern Ausdruck hat Herr Prof. Jacobi zwei Losungen, eine davon

N 2
in den ,Fundam.” gegeben, und es scheint, dafs <%{—{-) -Z*(x) darin seine

grofste Bedeutung hat, dafs es auf die Entwicklung von SZ-%IIS-Z(x) hinleitet. |
Differentiirt man die Gleichung

/ <2kK> singde — {(2K)_2_K__2_113_’} _%F@.Z(w)

2 .
nach  und multiplicirt sie mit —;ZIS-Z(:L'), so wird

2K
REKN? . 2K 2K 2K 2E 2K { :
<——:E_) Sm2(p.-;r~.Z($)— K ) e 4Gt dr s
und mit Hilfe der frither abgeleiteten Formel
2 2 -
¢ 2K 7 ) 2K 2@ 2 7
dr —4q dqg T dx*®
folgt .
. (REKN\® 2K
(——7‘;—“) . Slﬂ2§0' T'J(w)
- 02K gy 02K,
2Ky _2K 2B 2K pa)t 2g— T p-
q: dq Zz dx? 9
und hieraus
C DRSS 8
18. 2K 2K

T

d-—.Z(x) d*—Z(x)
dq _'é' dxz [}

e Z(@)—2g

{(21»’1{) _ 2K 2E 2K

( )J‘ ———-Z(ay)

2K 2K ,
2K 2F .2_1,{..2(:0)—2 d —7—_”_‘ Z( ) l.dz.__y..‘;_~£($).
- 7w A dq Tz dx* ’
2K 2E 2K
wo offenbar (———) —_— == = . Z(0) ist.

38 *
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Differentiirt man die erste dieser Gleichungen (48.) nach x, so wird:

i ;x =2 = 2K.2/0)2X. 2/ 0)— (2K) sing,

2K 0)_(2"K sintp)  dn {——- z'(O)—?’—‘E sin'g|

+2q- +%- e

Hierin werde (2—‘—).sin2(p und —%-5 -Z(x) durch die identischen Ausdriicke

H (-T) o' (x)
@ und CIT)

d-H*(}m). 6% (}7):

H*(3n). 02(77:) ersetzt, so erhilt man:

H*(x).0' (x)

O'(x)
dx
K
d-— Z'(O)
2K ' 2 ! 2 H
- -z 0f +2¢- 2K.2/0). H*(}m). 6 (3 )- @E(fﬁ})
d-H*(}n). O () g,((x)) l dz-ﬁ’(%”)-@’(%n)._@}é(_(f))
—2¢- T —3 — .

Das letzte Glied rechts in dieser Gleichung (die eine Differentiation darin aus-
gefiihrt) geht in

H(x).H'(x)

Hx).0 (z)
O*(x)

—H*(37).0"(4m) —grs

dx

d. {H*(.:,n).@*(,;n)-

iiber, und man erhalt:

a- H*(yn). 6" ym) HE LD (2K

dx

d- -n-- Z'(0)

2/ 0) +24-

T2 (1, 2/1 H* (-’v)
H? (.Z') o d-H*(4n).0"(}n)- o'z )

w7 dq

— 2K 2:0). B (47). & (3 ).

Man bringe die Differentiation nach ¢ auf die nach & und setze dann
x — 31g.y/—1 statt x, so erhilt man durch Anwendung der Formeln

O(@—4lg.y—1) = y—1.¢7t.e> V' H(z),
H@—}lg.y-1) = y—=1.¢q* eV 0(),
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aus obiger Gleichung folgende:

6(x).0 (x) 2K ,,

d. H*(y7). 0% (4m)- JURE n
=z (0)} +2‘l"—‘,;,7——

dx

2K ' 2 o 2 o " v 4 R o
—28.20)- H¥4m). 0. -+ (g 0¥m)- i (G - FED L),

Hierin fir den zweilen Differentialquotienten nach x den ersten nach ¢ ein-
gefiihrt, giebt nach einigen Umformungen:

2K a-2%. 70
s T _ 2Oy —T—
a.(CEY._1_
2K£'(O) (2K> . q,-2q- ( nd)q sin ¢p’

und endlich, auf beiden Seiten mit da wmultiplicirt und fir & zwischen den
Grenzen O und 7 integrirt, ergiebt sich

d-———Z’(O)}
q__.____
Z'(O)/( smq; de— 2q/<2K) sm(p

Setzt man hierin nach ,Fundam.” §. 42. gleichzeitig — ¢ und }7— x slait ¢

49. (EE 2.__1.,._.4(‘@) (x —}m) {(2 Z’(O))% 2q-

n sing =«

P . 2K
und &, so'geht X in K. K, E'in —kI-':v, sing in cosg, 4 in k'.4 ¢ und —Z(x)

in --%{—‘-Z(x) iiber und man erhalt:

]
WRY, 12K 50
cos*p m

50.

z 2k'K) 2K 2E’;

(2k'K>__ 2K 2E’H_2
WK\ 2K 2E\* [X2KKN' 1 f" d'%-;;-l-(-go:—w g
{( )‘T’ 7 ) /( p= )-cosz¢-dw—2q; — 4=
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Die letzte der Gleichungen (48.), nemlich
2 K\? 2K :
() L9 2@

d'E—Ig-Z(.z‘) d" Z(.z')
i 1

2K 2E' 2K 2
= T A — b
d- 2K Z(x)
werde nach « differentiirt und rechts —— - durch #*¢ ausgedriickt, so
X .
bekommt sie die Form:
2 KN\* 2K 2K RE
a.(55) - Ao Z ) (2K 2EN d-—= P
e O Ry T 2By
2 : 2 2 2 y 2
0 ()49 d '(—,?)'”"’
—<q- dq bt dz?
Nun ist
2K — 9@ 2Ky @ (x44m)
7 2@ = Gy (5) 49 =0'0). &) @)

Dieses substituirt, giebt:

d. @?(0)_@2(_,27;). @2(1‘—{—.‘2”).@,(‘”)

O’ (x)
dx
L 2K 2E
2K 2E 7 m e? ]
=& ¢ —T 4 6(0). 0y 5T
d.@’(())-@’(w‘,n)-—@—é)ﬁz%;i@
_..2q. aq
2 iy, O@+in) (Olxtin)  O@+4na).6(x)
_ 000U "o ew oW
- dx bl

oder, vereinfacht:
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O(x+47).0 (x+ 4 m)

d-6*(0).0* (4)- o
' do
2K 2F
,
= _2;12_)__2 —
d.@*(O).@?(%n)-Q%";(%i’-‘—)

+6(0).6°(3n) ZETED g,

(x) dq

Hierin &} 7 statta geschrieben, giebt nach Einfihrung von 2K , z) und
—— g T
(ZZK)J:(,; statt 2@ und 2(0). @2 (3 ). ZETED,

O) O*(x)
2K
@(3E) i 2z
51. -
d 2K 2F' (27&’[{)2 1
__2K2E_ o, "a w (21»!1()2. L gy N &
T on dq d*p ) dq

Die Formeln (49 —51.) sind in Formen hingeschrieben, die denen im
9ten Paragraphen éhnlich sind; und dadurch treten Glieder hinzu, die sich ge-
genseitig aufheben, wenn man eine andere Bezeichnung einfiihrt.

Das 41te Capitel der ,,Fund.” enthilt die Entwicklung’

2K\ 1
CE) s = 22O+ gy — M),

QKN 1 KK 2K 2F

T “costp ( ) % 7 T ostx +N(z),
WKy 1 2K 2F
=) Te = = 0@k

wo

M(z) = 8{112(1 -cos2.r+1 cos4x+1 cos6w—{ %,

N gf T 2’ vcosdwt T .cos62F §
(x) = 1_”2-005.1'——1__ I,,-cos x - 1___16 Fooofy

O(x) = 8{1_i’qz-cosx—1-?—’— cos4:1;—}~1 cos6.’c+....}

ist. Hierdurch gehen die Gleichungen (49 — 51.) uber in:
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CEY gy 2@
= Eﬁlg'z'(o);/xf”@)dw%f//xd‘zfl(“’)-dx+%’5-Z'(0).cotgw,
| (EEY. 2K )
:{(2’”‘) 2K, ?.‘2; / N(@)dz—2q- / dJV(x (21&1{) _E 2_12_'}‘”,

(2].'[() 22—[’77}_ Z(x)

Komgsberg im Marz 1847.




18. v. Heim, iber die Biegung clastischer Korper. 305

- 15.

Uber die Gesetze der Biegung elastischer fester
Korper.

(Von Herrn v. Heim, Major in der Konigl. Wiirtembergischen Artillerie.)

§. 1. -

Es ist eine bekannte Erfahrung, dafs es biegsame elastische feste Korper
giebt, welche einer an ihrer Lingen- Axe angebrachten biegenden Kraft nicht
ohne Unterschied der Richtung, nach welcher sie wirken mag, so nachgeben,
dafs die gekrimmte Léingen-Axe des Korpers mit der Richtungslinie der
Kraft in eine Ebene fillt, sondern dafs sehr héufig diese, wenn auch urspriing-
lich gerade Langen-Axe, je nach der Gestalt der Querschnitte des Korpers
und nach der Richtung der biegenden Kraft eine doppelte Krimmung annimmt,
welche von der Ebene, in der die Krimmung, jener Richtung gemifs, erfolgen
sollte, mehr oder weniger abweicht. Da man in den bekannteren wissen-
schaftlichen Abhandlungen iiber die Biegung der elastischen festen Korper, wenn
darin auch von doppelter, durch die Biegung entstehender Kriimmung die Rede
ist, tber die Ursachen und Bedingungen dieser Erscheinung vergebens Auf-
klirung sucht, so mufs angenommen werden, dafs die Gesetze der Biegung
einer noch niheren Entwicklung und Darstellung, als die in jenen Abhandlun-
gen enthalten ist, bediirfen.

Einen Beitrag zur Lehre von der Biegung fesier Korper, in besonderer
Beziehung auf die erwahnte Erscheinung zu geben, ist der Zweck des gegen-
wirligen Aufsatzes.

S 2.

Eine ebene Figur mag wie immer begrenzt sein, so lassen sich durch
jeden Punct der Figur, in deren Ebene zwei unter rechten Winkeln sich
schneidende Coordinaten— Axen von der Beschaffenheit legen, dafs, wenn 0:i
das Flichen-Element, dessen Coordinaten # und ¢ sind, bedeutet, das den
ganzen Inhalt der Figur umfassende Integral / ut 0i gleich Null wird.

Der Beweis dieses Satzes ist folgender. Stellt man sich, in der Ebene
der Figur, durch denselben Punct, in welchem die Axen der u und / sich
schneiden sollen, ein anderes Paar rechtwinkeliger Axen von bestimmter Lage

Crelle’s Journal d. M. Bd. XXXVIL Heft 4. 39 :
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gehend vor, dessen Coordinaten mit y und = bezeichnet werden, und nennt man
3 den Winkel, den die Axe der x mit der Axe der #, so wie die Axe der y
mit der Axe der u nach ihren positiven Richtungen einschliefsen, so hat man
fiur irgend einen Punct der Figur:
u =y cos 3 — xsinf3, {=ysin 3+ & cos3,
ut 0i = y & 0i(cos3* —sin 3*) — (x* — y*)sin B cos 3
und, indem man 0§i = Oudt = Oy Ox setzt und dle Integration auf den
ganzen Inhalt der Figur erstreckt,

/itt&z =/5fx8z(cos/32——smﬂz)—(/mzai-—‘/fai)sinﬁcosﬁ.

Da aus der Gestalt der Figur und der Lage der Axen der y und x
bekannt ist, wie die diesen Axen zugehorigen Coordinaten der Grenzpuncte
der Figur von einander abhangen, so sind die Integrale ﬁx ot, /.1;2 0¢ und

ﬁ i als gegebene Grofsen zu betrachten. Setzt man ﬁ.z 0i = A,

/.’L' ot ‘/‘y‘zﬁz =B, und loset die Glexchungﬁt@z = 0 nach dem Win-
kel 3 auf, so findet sich

sinf3 = il/[%(i ?7@7?;527”"

Werden die vier diesem Ausdrucke entsprechenden Winkel nach ihrer
~ Grofse geordnet, so ist (B mag ibrigens positiv oder negativ sein) jeder der-
selben um 90° von dem nichsten verschieden; woraus erhellet, dafs sie die
Lage eines einzigen Paares rechtwinkeliger Axen bestimmen. Zugleich ist
ersichtlich, dafs der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen weder negativ noch
grofser als 1 werden kann, und dafs also diese vier Werthe des Winkels 3
immer moglich sind. Mithin lafst sich fir jeden Punct irgend einer ebenen
Figur die Lage eines durch ihn gehenden Paares von Axen finden, welche
die Eigenschaft haben, dafs sie, als Axen der # und # genommen, das Integral
ﬁtai gleich Null machen. Was zu erweisen war.
' ' §. 3.

Es ist erwiesen, dafs durch jeden Punct eines geometrischen Korpers
drei unter sich rechiwinkelige Axen gelegt werden konnen, welche, als Axen
der Coordinaten &, y und 2 genommen, die auf den ganzen Inhalt des Kor-
pers ausgedehnten Integrale f:cyam, ﬁ-zam und ﬁz om (wo Om das
diesen Coordinaten entsprechende Element der korperlichen Masse bedeutet)
gleich Null machen. Man hat diese Axen, welche in der Lehre von der Um-
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drehungsbewegung fester Korper eine wichtige Rolle spielen und welche in
einer Schrift Segners vom Jahr 1755: ,Specimen theoriae turbinum,” *) zuerst
erwihnt werden, Haupt- Axen genanni; und da sie den Axen, von denen
der vorige Paragraph handelt, in mehrfacher Beziehung analog sind, so wird
auch diesen hier dieselbe Benennung beigelegt werden.

In Betreff der letztern Axen bieten sich zunidchst noch folgende Be-
merkungen dar.

Wenn A, aber nicht B, =0 ist, so erhélt sin3 die Werthe O und +1,
und die Axen der y und x sind selbst Haupt— Axen.

Verschwinden 4 und B zugleich, so werden die Werthe von 3 un-
bestimmt und ﬁtai wird fir jeden Werth von 3 gleich Null, und irgend
zwei, in beliebiger Richtung durch den”Durchschnittspunct’ der Axen der y
und « gelegte rechtwinkelige Axen sind Haupt- Axen.

Es erhellet iiberhaupt aus dem Ausdrucke fir sin/, dafs durch einen
bestimmten Punct einer ebenen Figur entweder nur ein Paar, oder unendlich
viele Paare Haupt-Axen gelegt werden konnen. Lassen sich daher auch nur
zwei verschiedene Paare solcher Axen angeben, welche durch einen Punct
gehen, so mufs der letztere Fall Statt finden, und es folgt hieraus, dafs aufser
dem Kreise, unter anderen Figuren auch die regelméfsigen Vielecke die Eigen-
schaft besitzen, dafs alle in beliehiger Richtung durch deren Mlttelpuncte ge-
legten Axen Haupt-Axen sind.

§. 4

Die Integrale ﬁ2 0t und / «*0i sind die Triigheits— oder Drehungs-
Momente der Fliche der ebenen Figur in Bezug auf die Axen der x und y.

Firr die Drehungs-Momente in Bezug auf irgend zwei andere Axen der
t und u, welche mit den Axen der @ und y wie in §. 2. einen Winkel /3
bilden, findet man, weil

u = ycos3—uaxsing, t = ysinf3-Fxcosf ist:

ﬁzai =ﬁ26icosﬂ2+fmzai Si“ﬂg—z/;’ivaicosﬂsinﬂ, .
ﬁzai :ﬁzai sinﬂ’-{—ﬁaaicOSﬂ“—}— ?/;;’waz'cosﬁsinﬂ,

Sucht man denjenigen Werth von (3, welcher das eine oder das an-
dere dieser beiden Integrale zum Maximum oder Minimum macht, so findet
man denselben Ausdruck fir sin/, wie aus der Gleichung ﬁttai =0, und

*) Bossul, Yersuch einer allgemeinen Geschichte der Mathematik.

39*
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)] giebt, wenn B

der erste Werth von sin/3, namlich —]—l/l[%(l W

positiv oder f x* 0i grofser als /5" 0t ist:

Swdi = 3( froit [froi—yaat By,
Jroi = 1( [y oi + foroi f ya 4+ BY;
und zwar ist der Ausdruck fir /428 ein Minimum, der fir /2285 ein Maxi-
mum in Beziehung auf 3; woraus folgt, dafs unter allen rechtwinkligen Axen-
paaren, welche durch den Anfangspunct der Coordinaten y und « gelegt werden
konnen, die Haupt-Axen diejenigen sind, in Bezug auf welche die Drehungs-
momente den grofsten und kleinsten,Werth haben.
Sind die Axen der x und y selbst die Haupt- Axen, oder ist 4=
)'f.:cé‘z'::O, so wird das Minimum =‘/5"2 0i, das Maximum = :.L*Bi, und
fir irgend einen Werth von f3:

Sfuesi — froit( faroi —-ﬁ*&z‘)sir{ 3
Jeoi = faoit (fa"oi— [y 0i)sinp.

Diese beiden Integrale werden einander gleich und = ( ﬁ2 0i / x* 83
fir 3 = 45°; und hat 3 einen andern Werth, so ist jedes derselben das
grofsere, oder das kleinere, je nachdem die Axe, in Bezug auf welche es ge-
nommen ist, der Axe der y, oder der Axe der a niher liegt. Ist zugleich

y* 0t —__—_‘/':v2 0i¢, so werden auch/&fﬁi und/iﬂ% =ﬁ285 =‘/va:2 04, fiir
jeden Werth von (3; woraus erhellet, dafs, wenn simmtliche durch einen
Punct gehende Axen Haupt-Axen sind, auch die Drehungs-Momente in Bezug
auf alle diese Axen einander gleich sind; und umgekehrt.

S. 5.

Es seien die Axen der y und « immer die Haupt-Axen, welche durch
deren Anfangspunct gehen, und dieser Punct sei der Schwerpunct der Figur, aber
/ x* 0t sei grofser als / ).'385, und J der Flachen-Inhalt der Figur. Man lege
durch einen Punct, dessen Coordinaten & und @ sind, zwei andere Axen mit
jenen beiden Axen parallel, so mufs, damit auch diese andern Axen, in Bezug
auf welche die Coordinaten eines Elements 0i die Werthe y —& und x— a
haben, Haupt-Axen seien,

ﬁy——b)(w— a)0t = 0,
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ﬁ'a'ﬁi—q/&ai—b/.‘z'ai—{—ab.J =0,
d. h. weil der Voraussetzung nach /5«%‘ 0¢, und wegen des Schwerpuncts auch

Jy i und Jf®di=0 sind, « oder b gleich Null sein.

Man nehme a gleich Null an, oder setze den Durchschnittspunct der
neuen Axen (im Abstande b vom Schwerpunct) in die Axe der y, so fillt die
eine neue Axe mit der letztern zusammen und das Drehungs-Moment in Bezug
auf dieselbe ist/’cz('%, in Bezug auf die andere Axe aber =/fy-—b)’8z’

oder = /[y 0i —2b/y di+8.J, d.h, = [y di4- 4. .
Sollen nun diese beiden Drehungs-Momente einander gleich sein, so
erhilt man
Jwoi = [yoite.g,
p— + VJzr8i—[y6i)
= J

oder

hervorgeht.

woraus

Es folgt hieraus, dafs wenn man durch einen Punct, welcher in derjenigen
der beiden durch den Schwerpunct gehenden Haupt-Axen, in Bezug auf welche

V(a2 0i —fy*0i)
J

das Drehungs-Moment das grofsere ist, in dem Abstande b =

auf der einen oder der andern Seile vom Schwerpunct liegt, zwei Axen mit
den letztern Axen parallel legt, diese gleichfalls Haupt-Axen sind, in Bezug
auf welche die Drehungs-Momente gleich grofs sind; oder dafs alle in diesem
Punct sich schneidenden geraden Linien die Eigenschaft der Haupt-Axen besitzen.
Daraus ergiebt sich ferner, dafs, wenn nicht selbst der Schwerpunct einer ebenen
Figur so beschaffen ist, dafs alle durch ihn gehenden Axen Haupt-Axen sind,
zwei solche Puncte auf entgegengesetzten Seiten des Schwerpuncts sich befin-
den, welche jedoch nicht nothwendig innerhalb der Figur selbst liegen miissen.

Hitte man & stalt @ gleich Null gesetzt, so wiren fir a die unmog-

lichen Werthe + Vil 28{,— Jxoi) gefunden worden.

Ist die Figur z. B. ein Rechteck, so erhilt man, indem man die Axe
der = mit der grofsern Seite &, die Axe der y mit der kleineren Seite g

parallel, durch den Schwerpunct legt, /}.1;85: 0, und fa?0i == Mg,
/5’265 = hy’, J=hyg; daher b= +y({:(K*—g")).



310 15. v. Heim, iiber die Bicguny elastischer Korper.

Bei der Untersuchung der Biegung fester Korper kommen hauptsichlich
die Haupt- Axen, welche den Schwerpuncten ebener Figuren zugehoren, in
Betracht.

§. 6.

Die folgenden Erorterungen werden sich zundchst nur auf elastische
feste Korper mit (urspringlich) gerader Langen-Axe (Centrallinie) beziehen.

Man stelle sich den Korper durch Schnitte, senkrecht auf die Liangen-
Axe, in Schichten von unendlich kleiner Dicke getheilt, und jede Schicht aus
gleichartigen, .mif der Lingen - Axe gleichlaufenden Fibern bestehend vor; so
dafs die Schwerpuncte sammilicher Schnitte in diese Linie fallen.

Man nehme ferner an, jeder Schnitt bestehe, vor und nach der Bie-
gung, aus denselben Elementen, welche ihre gegenseitige Lage unverindert
beibehalten.

Ist der Korper nach beendigter Biegung zur Ruhe gekommen, so mufs |
an jedem Normalschnitt zwischen den auf ihn wirkenden #ufsern Kriften und
der Cohdsionskraft oder Spannkraft der Fibern Gleichgewicht Statt finden;
und dieses kann nur durch gewisse, nach verschiedenen Richtungen erfolgte,
ridumliche Verdnderungen der Fibern des Korpers bestehen, welche zusammen
das, was man die Biegung nennt, ausmachen. :

Um den Zustand, in welchem der gebogene Korper sich befindet, zu be-
stimmen, ist zunichst erforderlich, die Gestalt der krummen Linie, in welche
die Lingen-Axe desselben bei der Biegung ibergeht, kennen zu lernen.

Zum Behuf der hierauf Bezug habenden Untersuchungen hat man jede der
auf einen Normalschnitt einwirkenden Krifte in Theilkrafte zerfillet sich vorzu-
stellen, deren Richtung entweder winkelrecht auf der Ebene des Schnitts steht,
oder in diese Ebene selbst fillt, und kann dabei den Satz zu Hilfe nehmen,
dafs jede Kraft p gleichgeltend ist mit drei andern, mit ihr in einer Ebene
liegenden, wovon die eine ihr gleich und parallel ist, die beiden andern aber
einander gleich und entgegengesetzt sind, und die das Product der Kraft p
in ihren Abstand von der Richtung der ihr gleichlaufenden Theilkraft zum
gemeinschaftlichen Moment haben, in Bezug auf irgend einen in der Ebene
liegenden Punct.

Wird die Zerfillung irgend einer der auf einen bestimmten Normal-
schnitt wirkenden Krifte so bewerkstelligt, dafs die ihr gleiche und gleich-
laufende Kraft durch den Schwerpunct des Normalschnitts geht, so erhalt man
fir dieselbe im Allgemeinen folgende Theilkrifte:
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a@) Eben diese durch den Schwerpunct des Normalschnitts gehende, der zu
zerfillenden Kraft p gleiche und parallele Kraft; und indem man diese
wieder zerlegt, .

«) Eine Theilkraft, deren Richtung auf der Ebene des Normalschnitis
winkelrecht steht oder mit der geraden Linie zusammenfillt, welche
die aus der Lingen-Axe des Korpers entstandene krumme Linie
am Normalschnitt beriihrt;

$3) Eine Theilkraft, deren Richtung in die Ebene des Normalschnitts fallt.

b) Ein Paar gleicher und entgegengesetzter Theilkrifte, deren Richtungen
in der durch den Schwerpunct des Normalschnitts und die Richtungslinie
der zu zerfillenden Kraft p gehenden Ebene liegen; welche Krifte sich
weiter zerlegen lassen, in

o) Ein Paar gleicher und entgegengesetzter Krifte, deren Richlungen
senkrecht auf der Ebene des Normalschnitts stehen;

) Ein solches Kriftepaar, dessen Richtung in die Ebene des Nor-
malschnitts fallt.

Der Kirze wegen sollen diese aus der Zerfillung der Kraft p hervorgehenden
Theilkrafte durch po, po,o Pags Pos Po,o Pog bezeichnet werden.

Sind sammiliche Krafte p, deren Einwirkung der Normalschnitt unter-
worfen ist, auf solche Art zerfillet, so lassen sich alle jene Theilkrifte, welche
zu einer und derselben Gattung p,, p., oder Pug gehoren, da ibre Richtungen
sammtlich durch einen Punct gehen, wieder zu einer einzigen Kraft zusam-
mensetzen; und zwar ist die Resultirende der Theilkraft p, dieselbe, wie wenn
alle Krifte p unmittelbar am Schwerpunct des Normalschnitls angebracht wiren.
Und eben so lassen sich die zu jeder Gattung der Kriftepaare Ps, und p, 5 ge-
horigen Theilkrifte zu einem einzigen Kréftepaar vereinigen.

§. 7.

Die Wirkung, welche jede dieser Gatlungen von Theilkriften auf den
Normalschnitt und die Fiberntheile der Schicht, zu der er gehort, hervorbringt,
mufs eine besondere sein. :

1. Durch die Theilkrifte p, werden, da sie in winkelrechter Rich-
tung auf der Ebene des Normalschnitts durch dessen Schwerpunct gehen und
die Schicht durchaus gleiche Dicke hat, simmtliche Fibern der letztern gleich-
mifsig, je nach der Richtung der algebraischen Summe der Krifte, entweder
ausgedehnt oder zusammengedriickt, und somit das in der Schicht liegende
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Element der Centrallinie entweder verlingert oder verkiirzt. Ihr Einflufs auf die
Biegung des Korpers ist in den meisten Fillen von geringer Bedeutung; erheb-
licher dagegen der auf die Lénge und den Zustand der Spannung des Korpers.

2. Die durch die Theilkrifte Pa, erzeugte Verinderung mufs, da sie
gleichfalls durch den Schwerpunct des Normalschnitts gehen, in einer Ver-
schiebung des ganzen Schnitts nach der Richtung der Summe der Theilkrafte
bestehen, durch welche die Fibern der Schicht eine, wenn auch nur sehr geringe,
schiefe Stellung gegen den Normalschnitt annehmen. Ihre Wirkung kann, als
geringfiigig, entweder aufser Acht gelassen, oder erst am Ende der ibrigen
Rechnung durch eine Correction beriicksichtigt werden.

3. Die Kraftepaare p, sind es hauptsichlich, durch welche die Krim-
mung der Centrallinie und die Biegung des Korpers enistehen. Der durch sie
bewirkte Erfolg kann kein anderer sein, als eine Drehung des Normalschnitts
um eine in ihm liegende gerade Linie; wobei die durch diese Linie begrenzien
Fiberntheile unverindert bleiben und die Fibern auf der einen Seite derselben
Linie, je nach der Richtung des Kraftepaares, ausgedehnt, auf der andern
Seite zusammengedriickt werden. Da die durch die Drehung verursachte Ab-
weichung der Fibern von der auf der Ebene des Normalschnitts senkrechten
Stellung jedenfalls nur unendlich klein ist, so darf man die durch die Drehung
erzeugten Spannungen der Fibern als parallele Krifte betrachten. Diese
Spannungen bilden sonach mit der Resultirenden der Kriftepaare ein System
von parallelen, auf der Ebene des Normalschnitts senkrechten Kriften, welche
unter sich im Gleichgewicht sein miissen; und die Bedingungen dieses Gleich-
gewichts liefern die Hauptgleichungen fiir die Biegung des Korpers; wie es im
folgenden Paragraphen niher wird gezeigt werden.

4. Die Kriftepaare Pos konnen nur eine Drehung des Normalschnitts
um einen in ihm liegenden Punct, und dadurch eine Torsion der Fibern, d. h.
eine im Verhaltnifs ihres Abstandes von diesem Puncte stehende seitliche Ab-
lenkung der Fibern von ihrer auf der Ebene des Normalschnitts senkrechten
Stellung hervorbringen. Die durch diese Veranderungen erzeugten Spannun-
gen der Fibern konnen ebenfalls als Krifte, welche in der Ebene des Nor—
malschnitts liegen, betrachtet werden; so dafs man ein Sysiem von Kriffen
hat, deren Richtungen sich in einer Ebene befinden. Die Bedingungen ihres
Gleichgewichts geben weitere Gleichungen zur Bestimmung des Zustandes des
gebogenen Korpers.
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§. 8.

Um die Gleichungen des Gleichgewichis zwischen den im verigen Pa-
ragraphen unter (3) angefiihrten parallelen Kriften darzustellen, sei ¢ die eigen-—
thimliche Spannkraft des Korpers, d. h. die Kraft, welche die Linge eines aus
der Materie des Korpers bestehenden Prismas, das die Einheit des Flichen-
maafses zur Grundfliche hat, durch Ausdehnung zu verdoppeln fihig sein wiirde,
wenn die Vermehrung der Linge der sie bewirkenden Kraft stets proportional
wiire. Man selze voraus, dafs die Spannkraft des Korpers gegen die Ausdehnung
und Zusammendriickung gleich grofs sei; man nehme die Durchschnitislinie des
Normalschnitts mit der Ebene, in welcher das aus den Kriften p, resultirende
Kraftepaar sich befindet, als Axe der u, die im Schwerpunct des Normal-
schnilts darauf senkrechte Linie als Axe der ¢ an, und selze, eine mit dieser
parallele, im Abstande % von ihr auf der positiven Seite der u liegende Linie
sei die Axe, um welche der Normalschnitt sich dreht (die Biegungs- Axe des
Normalschnitts); es sei ferner m die Zahl, welche zu 1 sich verhilt, wie die
Verlingerung oder Verkiirzung der um die Lingen-Einheit von der Biegungs-
Axe entfernten Fiberntheile zu ihrer anfinglichen Linge.

Die Kraft der Spannung, mit der ein im Abstande # von der Axe
der ¢, oder im Abstande u—Z% von der Biegungs-Axe gelegenes Element 0:
des Normalschnitts die Drehung zu verhindern strebt, ist = e.m(u— k)07,
da die Verlingerungen und Verkirzungen der Fiberntheile wie deren Ab-
stinde von der Biegungs-Axe sich verhalten; das Moment dieser Spannung in
Bezug auf die Biegungs-Axe ist == ¢m(u — k)’0¢, und das Moment derselben
in Bezug auf die Axe der w, = em(u—k)10i.

Zum Gleichgewicht ist nothwendig, dafs sowohl die algebraische Summe
der parallelen Krifte, als auch die Summe ihrer Momente in Bezug auf zwei
im Normalschnitt sich schneidende gerade Linien, fiir welche die Biegungs—Axe
und die Axe der # genommen werden konnen, gleich Null seien. Es finden sich
daher, da nicht nur die Summe der Kriftepaare p, , sondern, der Voraus-

setzung nach, auch die Summe ihrer Momente in Bezug auf die Axe der u,
gleich Null ist, die drei Gleichungen:

smﬁu—-—-k}@i = 0,
emﬁu-—k}l&i = 0,
enf/(lu——k)%’i——- W = 0;
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXVIL. Heft 4. 40
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wenn W das Moment der Resultirenden der Kriftepaare Ps, bedeutet; wel-
ches Moment eine gegebene Function der Coordinaten der aus der Centrallinie
entstandenen krummen Linie ist.

Da die Axen der % und ¢ durch den Schwerpunct des Normalschnitts
gehen, so ist fu0i =0, und es mufs vermige der ersien Gleichung auch
k=0 sein; woraus folgt, dafs die Biegungs—Axe des Normalschnitts eben-
falls durch dessen Schwerpunct geht. Die beiden andern Gleicliungen redu-
ciren sich dadurch auf

1. ﬁct@i == 0,

2, emﬁ*ﬁi—-W = 0.

Die Gleichung (1.) zeigt, dafs das Gleichgewicht am Normalschnitt nur
dann bestehen kann, wenn der Normalschnitt von der auf dessen Ebene senk-
rechten und durch seinen Schwerpunct gehenden Ebene, in der die Re-
sultirende der Kraftepaare p, liegt, in einer Haupt-Axe geschnitien wird.
In diesem Falle driicki das Integral em ‘/1.4262' das Biegungsmoment ( Moment
der Elasticitat) des Korpers am Normalschnitt aus; und wenn zugleich die
Kriftepaare p, an simmtlichen Normalschnitten in eine und dieselbe Ebene
fallen, so ist diese Ebene die Kruimmungs-Ebene der krummen Linie, in welche
die Centrallinie durch die Biegung iibergegangen ist, und die Gleichung (2.) ist
die Gleichung dieser einfach gekrimmten Linie, indem auch m als Function
der Coordinaten sich ausdriicken lifst und, wenn von den Kriften p, abge-

sehen wird, —:—; gleich dem Krimmungshalbmesser am Normalschnitt ist. Hiebei

erlaubt sich der Verfasser dieses Aufsatzes auf seine 1838 herausgegebene Schrift
,Uber Gleichgewicht und Bewegung gespannter u. s. w. Korper” zu verweisen.

Wird dagegen die Bedingung, welche die Gleichung (1.) fordert, nicht
erfiillt, oder ist die Durchschnittslinie des Normalschnitts mit der Ebene, worin
die Resultirende der Kriftepaare p, liegt, keine Haupt-Axe, so ist auch die
Gleichung (2.) unzulafsig, weil das Gleichgewicht zwischen dem Moment W
der Resultirenden und dem Moment der Spannkrifte ¢m ‘/1'365 unmoglich ist,
und die Biegungs-Axe des Normalschnitts kann nicht, wie vorausgesetzt wurde,
senkrecht auf jener Durchschnittslinie sein. In diesem Falle mufs daher das
Gleichgewicht durch eine andere Lage der Biegungs-Axe und durch Ver-
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theiluug des Moments W auf beide Haupt-Axen hergestellt werden. Man er-
halt dann statt der Gleichung (2.) zwei Gleichungen, welche die Gleichungen
fir die avs der Centrallinie des Korpers entstandene krumme Linie sind; wie
es in der oben angefiihrten Schrift gezeigt ist. Diese Linie ist daher im All-
gemeinen eine doppelt gekriimmte. Sie wird es ebenfalls sein, wenn zwar
die Normalschnitte von den Ebenen der Resullirenden der Kriftepaare P, in
Haupt- Axen geschnitten werden, wie z. B. wenn die Normalschnitte eine
solche Gestalt haben, dafs alle durch deren Schwerpuncte gehenden geraden Li-
nien Haupt- Axen sind, jene Ebenen aber nicht alle in eine zusammenfallen.

Es ist diesen Betrachtungen gemifs anzunehmen, dafs, wenn die Kraft
oder die Resullirende der Krifte, durch welche ein Kérper mit gerader Central-
linie éebogen wird, urspringlich mit der Centrallinie in einer Ebene liegt und
diese Ebene die Normalschnitte in Haupt- Axen schneidet, sei es nun, dafs die
Normalschnitte nur zwei, oder unzihlig viele solche Axen haben, die Centrallinie
eine einfache Kriimmung annehmen, wenn aber die Richtung der Kraft diesen Be-
dingungen nicht geniigt, im Allgemeinen eine doppelte Krimmung entstehen wird.

Wird z. B. ein Korper, dessen Normalschnitte langliche Rechtecke sind,
von einer an der Centrallinie angebrachten Kraft so gebogen, dafs die eine
oder die andere Seite dieser Recht-Ecke mit der durch die Centrallinie und die
Richtung der Kraflt gehenden Ebene parallel ist, so wird eine einfache Kriim-
mung, bei einer anderen Richtung der Kraft aber eine doppelte Krimmung
erfolgen.

§. 9.

Fir das Gleichgewicht zwischen den Kraftepaaren p,, und den ihnen
entgegenstrebenden Spannungen der Fibern lassen sich ebenfalls drei Gleichun-
gen construiren.

Bezeichnet man mit 7 die eigenthiimliche Spannkraft des Korpers gegen
Torsion, d. h. die Kraft, welche erforderlich wire, um ein Aggregat von Fi-
bern des Korpers, dessen Querschnitt die Grofse der Fliachen-Einheit hat, in
einer ihrer Linge gleichen seillichen Ausweichung zu erhalten; und mit » die
Verhaltnifszahl der Ausweichung einer um den Halbmesser =1 vom Dreh-
punct entfernten Fiber zu ihrer Lénge oder zur Dicke der Schicht, so wird die
Kraft, mit welcher ein um den Halbmesser ¢ vom Drehpunct absiehendes Ele-
ment i des Normalschnitts der Drehung widersteht, durch nn ¢ 0i ausgedriickt.

Wird diese Kraft nach zwei durch den Drehpunct gehenden rechtwinke-

ligen Axen zerlegt, so giebt sie, wenn u und ¢ die Coordinaten des Ele-
40 *
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ments 0i sind, nach der Richtung der Axe der u die Theilkraft nnt‘&i, und
nach der Richtung der Axe der ¢ die Theilkraft nnwuoi. Das Moment der
Kraft in Bezug auf den -Drehpunct ist »ng*0i.

Die Bedingungen des Gleichgewichts sind, dafs sowohl die Summe der
Theilkrafte nach jeder der beiden Coordinaten-Axen, als auch die Summe der -
Momente in Bezug auf den Drehpunct, gleich Null seien, und es ergeben sich

hieraus, da die Summen der Kriftepaare Pug fir sich gleich Null sind, die
drei Gleichungen:

antdi =0, oder [toi=0,
S VL
ﬁnu&i:O, oder /;tae'_—__ O;

| nn (.)235—V= 0;
wo V das Moment der Resultirenden der Kraftepaare Pug bedeutet.

Aus.den beiden ersten Gleichungen folgt, dafs die Drehung des Nor-
malschnitts nur um seinen Schwerpunct geschehen kann, und die dritte Glei-
chung giebt einen Ausdruck fiir das Torsionsmoment am Normalschnitt, so wie
fir den Torsionswinkel an demselben; welcher Winkel, wenn 0Os die Dicke
der Schicht bezeichnet, =— n0s ist.

Mit der hier betrachteten Drehung des Normalschniits ist ferner noch
eine Verkirzung der Fibern oder eine Verminderung der Dicke Os verbun-
den, die jedoch, als zu unbedeutend, in den Gleichungen, welche auf die
Gestalt des Korpers nach der Biegung Bezug haben, figlich aufser Acht blei-
ben kann.

§. 10.

Unter den neuern Schriftstellern, welche die Lehre von dem Gleich-
gewicht und der Bewegung elastischer fester Korper zum Gegenstande ihrer
Forschungen gemacht haben, nimmt unsireitig Poésson eine der ersten Stellen ein.

Er hat theils mehrere besondere Abhandlungen iber diesen Gegen-
stand in den ,Mémoires de I’Académie des sciences Tome VIIL” und in den
»Annales de chimie et de physique 1829 geliefert, theils denselben in seinem
»Traité de mécanique, 2te Ausg. 1833” mit einiger Ausfihrlichkeit bearbeitet,
und sich hierdurch wesentliche Verdienste um den genannten Zweig der ma-
thematischen Physik erworben.



15, v. Heim, iiber dic Bicguny elastischer Kirper. 317

Jedoch sind einige der Ergebnisse seiner Untersuchungen, hauplsich-
lich aus dem Grunde, weil er die Haupt- Axen der Querschnilie der Korper
enlweder nicht beriicksichtigt, oder, was wahrscheinlich ist, nicht gekannt hat,
nicht frei von Ungenauigkeiten oder Unrichtigkeiten.

Dafs dieses namentlich bei den allgemeinen Gleichungen tber das Gleich-
gewicht einer elastischen Ruthe, wie sie Poisson im ersten Bande seines
»Traité de Mécanique Nro. 316 u. folg.” giebt, und woraus er die Beslindig-
keit des Torsionsmoments der Ruthe im gebogenen Zustande ableitet, der Fall
ist, soll hier umstindlicher gezeigt werden ).

§. 11.

Poisson wendet auf den Fall einer gebogenen elastischen Ruthe die
drei Gleichungen des Gleichgewichts eines um einen festen Punct heweglichen
festen Korpers, auf welchen Krifte von beliebigen Richtungen wirken, an,
indem er sowohl die Momente der spannenden Kriflte, als auch die Momente
der der Drehung irgend eines Normalschnitts um die Normale an der Kriim-
mungs-Ebene des Centralpuncts widerstehenden Spannungen, das Biegungs-
moment, so wie die Momente der der Drehung des Normalschnitls um den-
selben Punct widerstehenden Spannungen (das Torsionsmoment) nach drei
durch jenen Punct gehenden Coordinaten- Axen zerlegt und die Summe der
Momente der Krafte und Spannungen in Bezug aul jede dieser Axen gleich
Null setzt.

Der Fall des Gleichgewichts eines um einen festen Punct beweglichen
Korpers irifft aber hier nur unter gewissen Vorausselzungen zu, und wenn
dieselben nicht Slatt finden, mufs die Anwendung der ihm enisprechenden
Gleichungen zu unrichtigen Resultaten fihren. Es giebt namlich, wenn es
sich von dem Gleichgewichte eines gebogenen elaslischen Korpers an einem
seiner Normalschnitte handelt, zwei verschiedene Systeme von Kriften, deren
jedes fir sich im Gleichgewicht sein mufs: nemlich ein System von parallelen,
auf der Ebene des Normalschnilis winkelrechten, bei der Drehung des Nor-
malschnitts um die Biegungs-Axe wirksamen Kraften, und ein System von
Kriften, welche in der Ebene des Normalschnills liegen und bei der Drehung
des Normalschnitts um einen in ihm liegenden Punct (der Torsion) thatig sind.
Jedes dieser Systeme giebt, wie §. 8. gezeigt ist, drei Gleichgewichtsglei-

~ *) Da diese Gleichungen, wie sie Poisson giebt, inzwischen bereits in m_ehrere
Lehrbiicher der Mechanik aufgenommen worden sind, so diirfle es um so mehr im In-
“teresse der Wissenschaft sein, auf die Mingel derselben aufmerksam zn machen.
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chungen. Sind jedoch diese richlig beslimmt, und hat man ihnen gemafs die
Drehungs-Axen fir beide Systeme angenommen, so missen auch, indem man
den diesen Axen gemeinschafilichen Punct als festen Punct betrachtet und
die auf dieselben Bezug habenden Momente nach drei in diesem Punct sich
schneidenden rechiwinkligen Axen zerlegt, die Gleichungen, welche das Gleich-
gewicht zwischen der Summe der Momente in Bezug auf jede dieser drei
Axen ausdricken, giltig sein. '

Nun dienen zwei der drei Gleichungen des einen Systems der in der
Ebene des Normalschnilts liegenden Krifte, anzuzeigen, dafs der Normalschnilt
sich um seinen Schwerpunct, oder um die Beriihrende an der Centrallinie,
drehen mufs und, indem man die Momente derselben Krifte (das Torsions—
moment) auf diese Beriihrende als Axe bezogen hat, ist den genannten zwei
Gleichungen Geniige geschehen, wenn auch die Nolhwendigkeit, so zu ver-
fahren, nicht zuvor erwiesen wurde. ‘ \

Gleichfalls ist die eine Gleichung des andern Systems der auf der
Ebene des Normalschnitts winkelrechten Krifte, welche fordert, dafs die Axe
der Drehung durch den Schwerpunct des Normalschnitts gehe, beriicksichtigt.
Auch ist die Normale auf der Krimmungs-Ebene am Centralpunct wirklich

- die Axe fir die Drehung des Normalschnitls (die Biegungs-Axe), selbst wenn
man zwei Axen der Drehung anzunehmen genothigt ist. Aber diese eine
Axe geniigt, wie aus §. 8. erhellet, fiir das Gleichgewicht nur dann, wenn
der Durchschnilt der Krimmungs-Ebene mit dem Normalschnitt eine Haupt-
Axe ist. Denn findet das Letztere Slatt, so ist eben dadurch eine zweite der
drei Bedingungsgleichungen des Systems (§.8.), nemlich die Gleichung ﬁltaé
=0 erfillt. Ist aber jene Durchschnittslinie keine Haupt-Axe, d. h. fallt die
Resullirende der Krifte des Systems nicht in die Krimmungs-Ebene, so mufs
noch einer weitern Bedingung geniigt werden; und diese Bedingung kommt
darauf hinaus, dafs man die Momente der bei der Drehung thitigen Krifte auf
zwei Axen, slatt auf eine einzige bezieht, und die Summe der Momente in
Bezug auf jede Axe gleich Null selzt; wozu am einfachsten die beiden Haupt-
Axen dienen.

Es ergiebt sich aber hieraus, dafs, wenn die Momente der zuletzt er-
wiihnlen Krifte in Bezug auf beide Haupt- Axen genommen werden, wenn
man dann diese Momente und das Torsionsmoment nach den drei im Central-
punct des Normalschnilts sich schneidenden Coordinalen-Axen zerlegt und die
algebraische Summe der Momente in Bezug auf jede dieser Axen gleich Null setzt:
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dafs dann die drei hieraus hervorgehenden Gleichungen als die Gleichungen fir
das Gleichgewicht des gebogenen elastischen Korpers betrachtet werden konnen.

s. 12.

Um diese Zerlegung zu bewerkstelligen, hat man zuvor analytische Aus-
dricke fir die Cosinus der Winkel, welche die Haupt - Axen mit den COOldl—
naten- Axen bilden, zu suchen.

Zu diesem Behuf stelle (Fig. 1.) die Ebene des Normalschnills am
Punct s vor; mg sei die Durchschnittslinie der Krimmungs-Ebene auf der
Seite, wo die Fibern ausgedehnt werden, so dafs auf der andern Seite von 2 in
dieser Linie der Krimmungshalbmesser liegt; mp sei die Normale auf der Kreis-
Ebene auf der als bestimmt angenommenen Seite; bd, ce seien die beiden
Haupt-Axen im Centralpunct m, und zu deren Unierscheidung me als Axe
der ¢, md als Axe der u bezeichnet; m¢g bildle mit nd den Winkel &

Man stelle sich die (positive) Axe der &, ma (welche aufser der Ebene
der Figur fillt), mit der Normalen mp der Durchschnittslinie der Krimmungs-
Ebene ¢ und der Haupt-Axe md durch Ebenen verbunden vor, und bezeichne
die Winkel pmmx mit f, gmax mit f; und dmax mit v, so ist in dem sphari-
schen Dreieck dxg:

cosd cosf, —coswv cos &
= sin v sin &

und in dem sphirischen Dreieck dap:
cosf—cosv sinf
sinv cos§

cosd = ,

und da die Winkel d in beiden Dreiecken einander zu 180° erginzen,

cosf,—cosvcos&  cosvsinf—cosf
sinv sin& sinv cos &

woraus cosdmax = cosfsin§-|-cosf, cos§ folgt.

Auf gleichem Wege findet man, wenn der Winkel cma mit v, be-
zeichnet wird, in dem spharischen Dreieck cx¢, in welchem der Winkel cing

— 900 & ist,

2

cosf, 4 cosv, sin
sinv, cos&

cosC = R

in dem spharischen Dreieck ¢z p:
cosf — cos v, cos &
sin v, sin§

C08C = 9
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und da die Winkel ¢ in beiden Dreiecken gleich sind,
cosf, +cosv sin§  cosf—cosv, cos§
sinv, cos§ '_' siny,sin§  ’

woraus coscma == cosfcos§— cosf; sin§ hervorgeht.

Sind dmy, cwmy, g, g, die Winkel, welche die (positive) Axe der y,
dmgz, cmnz, h, h die Winkel, welche die (posilive) Axe der z mit den
Haupt-Axen md, e, der Normalen zp und der Durchschnittslinie m¢ bildet,
so erhilt man auf gleiche Weise:

cosdmy = cosg sin§ 4 cosy, cos§,
coscmy = cosgcos§—cosg,siné,
cosdmz = coshsin§ - cosh cosé,
coscmg = coshcosé—cosh, sing:

daher, wenn w, u, die Biegungsmomente in Bezug auf die Haupt-Axen md,
m ¢ *) bedeuten, fir dieselben Momente in Bezug auf die Axen der x, y und =:
cos f(usin§ -, cos&) +cosfy (ucos§ — u,sing),
cos g(using 4 u, cos §) 4 cos g, (w cos§ — u;siné),
cosh(wsin§ - u, cos &)} cosh,(ucos§ — u, siné).

Heifst ferner = das Torsions- Moment am Normalschnitt, d. i. das Moment der
der Torsion widersirebenden Spannungen der angrenzenden Fiberntheile in
Bezug auf die Berihrende am Centralpunct m, so sind

2 9x 297 . 9%
ds ’ ds”’ Os

diese Momente in Bezug auf die drei durch diesen Punct gehenden Axen.

§. 13-

Um die Momente der die Spannung des Korpers bewirkenden Krifte
in Bezug auf eben diese Axen auszudricken, nehme man den freien End-
punct der Centrallinie als Anfangspunct der Coordinaten x, y, = und des Bo-
gens s der Centrallinie an; x, y, 2 seien die Coordinaten des Punctes in der
Centrallinie, welcher der Schwerpunct des Normalschnitts ist, an welchem man
das Gleichgewicht zwischen den spannenden Kriften und den ihnen wider-
strebenden Spannungen belrachtet, s der zugehorige Bogen; es seien 2/, ¥/, 2’
die Coordinaten eines andern Puncts in der Centrallinie zwischen dem freien

*) Wird der Theil md der Axe de als Undrehungs-Axe genommeh, und fillt mp
zwischen md und me, so. mufs auch der Theil mc (nicht me) der Axe ce als Um-~
drehungs - Axe genommen werden.
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Endpunct und dem Punct m, s' der durch =’ begrenzte Bogen, &S’ der Flichen~
Inhalt des Normalschnills an m', 3 die Dichtigkeit des Korpers an diesem
Punct, so dafs 38'0s’ die Masse einer Schicht an demselben Punct bedeutet;
X'BS'0s', Y'38'0s', Z'38'0s seien die nach den drei Axen zerleglén Theil-
krifte, von denen diese Schicht (im Schwerpunct) angegriffen wird, X', ¥', Z/'
daher die entsprechenden beschleunigenden Krifte. Y'(zx—2')—Z'(y —y')
sind die Momente der Theilkrifte am Punct i, in Bezug auf die Axe der z,
welche, wenn positiv, die Ebene der posiliven = und y in den korperlichen Win-
kel der positiven Cordinaten hineinzudrehen sireben; Z'(x —a') — X'(z —2')
sind die Momente in Bezug auf die Axe der y, welche, wenn positiv, die Ebene
der positiven y und 2, und eben so X'(y—y')— Y'(x—2a') die Momente in
Bezug auf die Axe der Z, welche, wenn positiv, die Ebene der positiven
2 und z in den korperlichen Winkel der posiliven Coordinaten hineinzudre-
" hen streben.
Benennt man der Kiirze wegen
/i(Y'(z—z')—Z'(y-——y'}]ﬂS'as' mit X,
S4o
/[(Z'(.Z‘——.L')-— X'(s—=2"N]pS'0s mit. Y,
s+0
ﬁ(X’(y—y’)-—-Y’(:v——w’)]ﬂS’as’ mit Z,,
§—=0
so sind X;, Y,, Z, die Summen dieser Momente in Bezug auf die Axen der
2, v, 2; und wenn ferner am freien Ende des Korpers Krifte angebracht
sind, welche eine Resultirende haben, die, nach den Richtungen der drei Axen.
zerlegt, die Theilkrafte P, Q, R giebt und deren Angriffspunct die Coordinaten
a, b, ¢ hat, so sind die Momente dieser Krifte nach den drei Axen:
Q(z—c)—R(y—V),
Rx—d)—P(z—¢),
P(y—b)—Q@—d)

Bei der Construction der Gleichungen fiir das Gleichgewicht des ge-
bogenen Korpers hat man nun die Summe simmtlicher Momente in Bezug auf
jede der drei Axen zu nehmen, indem man sowohl den Momenten der Bie-
gung u, [t, als dem Torsions - Momente 7, deren Richtungen denen der Mo-
mente der spannenden Krifte entgegengesetzt sind, das negative Zeichen giebt,
und jede dieser Summen gleich Null zu selzen.

Die Gleichungen werden hierdurch zu:
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/X,—}-Q(z—c')—R(y-—b')—'r-%g—-cosf(ysin’s‘—}-ylcosé‘)
—cosf(ucosE —u,sing) =
K <Y1+R(:L'-——a)——P(z-—-c) —- §——cosy(,usm§+u1cos§)

— co0s g, (wcos§ — u,sin§) = 0,
Z1+P(y—-—b')—-Q(x——a’)-—'fc-gf-——cosk(usin§—{—‘n,¢lcos§)
\ —cosh, (uwcos§ — u,sin§) = 0.

§. 14. »
Was die Winkel £, g, &, f,, 41, %, betrifft, so hat man nach Poisson I. 19,
indem man die unabhiingige Veranderliche der Symmetrie der Ausdriicke we-
gen vorerst unbestimmt lafst:

cosf = + T(ay 0’z — 02 0%),
cosg — —,i{(az 0’rx — oz 0*z),
cosh = i (8.1: 0’y — 0y d'x);

wo k* die Summe der Quadrate der drei Zahler und % die positive Wurzel
aus dieser Summe bedeutet; und da die Geraden pm, gm (Fig.1.) und die
beriihrende am Punct m winkelrecht auf einander stehen, so finden zwischen
denselben Winkeln und denen, welche die beriihrende mit den drei Coordi-

naten-Axen bildet, und deren Cosinus gw, Sy , gz sind, die Beziehungen

‘ cosf’—}—cosff—{—(g%) =1,
cos g* - cos g,* |- (?—y = 1,
cosb’—[—coslz*—{—( )

AP
Stait; und daraus folgt, wenn ¢ den positiven Werth des Krimmungshalbmessers %E—
am Puncte m bezeichnet:

ox
9-*
2 2, 2 2
OQSfl +or az(Qza x —O0x0 z)a——s“ay(axa 'y — Oy 0%r) +o- 6(33

u s. w.
Diese Ausdricke fir die Cosinus der Winkel f;, g, und %, sind, so
wie jene fir die Cosinus der Winkel £, g, &, zweideutig, da sie sich sowohl
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auf den Theil m¢ des Durchsehnitts der Krimmungs-Ebene mit dem Normal-
schnitt und auf den Theil mp der Normalen auf der Krimmungs-Ebene, als
auf die andern Theile dieser Linien an der entgegengesetzien Seite von m
beziehen konnen.

Da jedoch nach Poisson 1. No. 20. die Projection des Krimmungs-
halbmessers auf die Axe der &, welche Projection daselbst mit 2'—ax be-
zeichnet wird, :
2, 0%(020"¢ — dx 3°z) — Jy (Ox 0%y — y 3°x)

os*

. r—a
ist, und

den Cosinus des Winkels ausdriickt, welchen die posilive Axe

der & mit dem auf der hohlen Seite der Curve (auf der der Mittelpunct der
Krimmung sich befindet) liegenden Theil des Durchschnitts der Krimmungs-
Ebene und des Normalschnitts einschliefst, die Linie m¢ aber auf der erha-
benen Seite der Curve, auf der die Fibern ausgedehnt werden, vorausgesetzt
wird, so hat man offenbar in den Ausdriicken fir cosf, etc. das Zeichen —
zu nehmen. Demnach ergiebt sich

0%(0% 0% — Ox 0%x) — Oy (Ox 8% — Oy O "Os
cosfy = — g ( )as‘y( Yy — Oy )=-—9- S

0 Ox (Ox 0% — Jy 0*r) — 0% (Oy 0*s — 02 0%)

Cvosylz - 88“ = —Q- as o

Oy (8y 8% —820%) — 0w (938*r—dxd%) __ _ ~ 0Os
- os* = 7075
Etwas mehr Schwierigkeiten macht die Zweideutigkeit der Ausdriicke
fiir cosf, cosg und cosé.

cosh, =

§. 15.
Man setze zur Abkiirzung

a= 0y d’z — 0z 8%, b= 020x—0oxds, c=0xdy—0dyd'r,
so ist

0a =0y d’z— 020, 0b=0%20'vx—0x0%, 0c = 0x *y — 0y 0°x;
und die Gleichung fiir die Krimmungs-Ebene am Puncte 2 der Curve m, m mm’
(Fig. 2.), dessen Coordinaten «, y und 2 sind, wenn ', y' und 2' die lau-
fenden Coordinaten vorstellen (Poisson 1. 19.) ist:

A a@ =)y =)t e —5) = 0;
4 #*
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Die Gleichung aber fiir die Krimmungs-Ebene am nichstfolgenden Puncte /,
auf derjenigen Seite des durch m begrenzten Bogens s, nach welcher dieser als
zunehmend oder wo das Element mm' = Os als positiv angenommen wird, erhilt
.man, indem man in (4.) -0z, y+ Oy, =+ 0% stalt x, y, = setzt und (4.)
abzieht, oder indem man diese Gleichung nach x, y, 2 differentiirt; nemlich:

B. oOa(@—x)-+0b(y —y)+ Oc(z' —=). = 0.

Aus beiden Gleichungen folgt fir die auf der Durchschnittslinie bei-
der Kriimmungs-Ebenen senkrechte, durch den Punct m gehende Ebene die
Gleichung .

C. (bdc—cob)(a'—x)+(cO0a—adc)(y' —y)+(adb—bda)(z' —=2)=0.

Diese Durchschnitislinie ist aber keine andere, als die Beriihrende m?
der Curve, in welche das beiden Krimmungs-Ebenen gemeinschaftliche Ele-
ment m;m derselben falll, und die Gleichung der auf diesem Element nor-
malen Ebene .

(@ —x)0x+(y—y) Oy +(2'—=2)0z = 0
mufs daher nur der Multiplication mit einem Factor O bedirfen, um in die
Gleichung (C.) tuberzugehen, so dafs
boe—cob _ cda—adec _ adb—0boa
ox - dy —— 0%
Wirklich findet sich
0 = 0x(Jy 0’z — 0’2 0’y) - 0y (0’2 O’x — 0°x 0°2) + 02 (0w O°y — 0%y &’x).

Bezeichnet £ den spitzen (unendlich kleinen) Winkel, den beide Kriim-

mungs-Ebenen mit einander einschliefsen, so ist (Poisson 1. 19.)

= (0.cosf)*+(0.cosg)*+ (0.cosh)’,

= O ist.

oder da sich
c(cda— adc)—b(adb— bau)
k?

8.cosg — a(adb— bBa)I;——c(bacr——cab)

0.cosf =

0.cosh = b(bdc—cdb)— a(cda—adc)
: == -
findet:
; (b0c—c0ob)? +(caa——a3c)'+(aab ba)

:(éﬁ’_:fi’é.éf) (cau—aac Bs) <aab boa, aa

7
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und der dem Winkel der Kriimmungs-Ebenen, C, zugehorige Halbmesser,
welcher nur positiv genommen werden soll, ist

os k*
g i 0 9

je nachdem O positiv oder negativ ist; dem gemafs also der Krummungswmkel

0= <’~) - zum Winkel der Krimmungs—-Ebenen £, oder der dem letztern zugeharige

Halbmesser 9s zum Krimmungshalbmesser % sich verhilt, wie 1 zu + 0. T>

¢

§. 16.
Die Gleichung fiir die winkelrecht auf den Krimmungshalbmesser am
Puncte m gefiihrte, durch das Element m,m (Fig. 2.) gehende Ebene ist
cosfi (&' — @)+ cos gy (y' —y)+-cosh (3’ —2) =
oder
D. (boz—coy)(a'—z)4(cor—adz)(y'—y)4 (ady—box)(s'—2)=0
und, in Verbindung mit dieser, die Gleichung fir die durch das Element '
gehende, auf dem Krimmungshalbmesser am Punct ' senkrechte Ebene,
welche man durch Differentiiren der Gleichung ([).) nach @, y und 2 erhilt:
E. (06 0% — 0c 0y -+ b0’z — ¢ O'y) (2' — x)
-} (0c0r — 0adz -+ cd’x—adz)(y' —y)
-+ (0ady — 0box+-ad’y —bo’x)(3' —=2) =
Hieraus findet man folgende Gleichungen fiir die, ebenfalls durch den Punct m
gehende Durchschnittslinie beider Ebenen:
7 ' —x _ Y=y — 2 —3 .
* ak*F(b8c—cab)ds*  bk*+4(cOa—adc)ds*  ck*+(adb— boa)Os®
Wird nun durch einen Punct in der Beriihrenden am Puncte m oder in
der Durchschnitislinie beider Krimmungs-Ebenen, welcher auf der positiven
Seile des Bogens s im Abstande { vom Puncte m liegt, oder dessen Coor-

dinaten w—{-l-g{, -}-¢- a , z+l s % sind, eine Ebene winkelrecht auf die
Berihrende gelegt, so ist die Gleichung dieser Ebene:
(x—w—l—)aw—]—(y——y—l y)ay—]-(z —-—z-—l—— 0z = 0,

oder
G. (@ —x)0rt+(y —y oyt (' —2)0z = zas.
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Die drei Ebenen, deren Gleichungen (D., E. und G.) sind, missen, da
keine derselben mit einer der andern parallel ist, sich in einem und demselben
Puncte schneiden, und die Coordinaten dieses gemeinschaftlichen Puncts sind
die Werthe von z', y' und 2/, welche durch die genannten drei Gleichungen,
indem man die Coordinaten in ihnen gleich annimmt, beslimmt werden.

Selzt man in die Gleichung (G.) die aus den Gleichungen (F.) fir
y'—y und 2’ —2 sich ergebenden Ausdriicke, so findet man

. L2 _ 2
2 — 19s(ak*+ (boe— c 8b)os*)

ds*[(bdc—c 0b) Ox+-(cda —adc) Oy + (¢ db— b da) 0z]
" ak? |y Ox
= b Ta—em
ox
oder
, Or ek e
v—z—la = e b0c—cdb { )

k*

ox

Auf gleiche Weise erhalt man, wenn man die auf dic Beriihrende am
Puncte m winkelrechte Ebene durch einen auf der negativen Seite des Bogens s

im Abstande / von s in der Berihrenden liegenden Punct legt, dessen Coor-

dy oz

. ox . L . N
dinaten w——l-a—S-, Y—l°9}‘7 z—-—l@; sind, fiar die Ordinate a’ des Durch-

schnittspuncts der drei Ebenen:

' ox I [
) € -—.Z'+l-—g; = l asa.T(L
c‘l

Die Figur 3. stelle die auf der Beriihrenden am Punct mn winkelrechte
Ebene dar; sie werde von dieser Berihrenden im Punct £, von der Kriim-
mungs-Ebene am Puncte m in der Linie £p, von der Krimmungs-Ebene am
Puncte ' in der Linie 2¢ und von der Ebene ([.) in der Linie kr ge-
schnitten. Je nachdem die Ebene der Figur auf der Seite von m liegt, nach
welcher hin der Bogen s zunimmt, oder nach welcher hin er abnimmt, wird sie
von der Durchschnitislinie (F.) entweder auf derjenigen Seite der Krimmungs-
Ebene am Puncte m, auf welcher das positive Os aus dieser Ebene heraustriit
und auf welcher demnach der Punct an' liegt, oder auf der entgegengesetzten
Seite derselben Ebene, entweder in 7, oder in'7’', geschnitten, und die Durch-
“schnittslinien n7 und n's’ der Ebene (K.) mit den beiden durch die Ebene
der Figur dargestellten Ebenen stehen, “weil sowohl die Ebene (£.) als die
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ebengenannten beiden Ebenen auf der Krimmungs-Ebene am Puncte m' senk-
recht sind, winkelrecht auf der Linie 4g.

Der Winkel Amw', den die Beriihrende am Puncle m mit der Beriih-
renden am nichstfolgenden Puncte s’ in der Krimmungs-Ebene am letztern
Punct bildet, ist dem Krimmungswinkel J' gleich, und die Berithrende trifftt die

Ebene der Figur in n, oder in #'. Nimmt man daher den Abstand / gleich dem

Krimmungshalbmesser ¢ =—%‘—- an, so werden An und ~n' gleich Os, und

da der Winkel Anr, oder Anr', dem Winkel ph¢, d. h. dem Winkel der

Krimmungs-Ebenen §, gleich ist, so sind 27 und £#' dem diesem Winkel

zugehorigen Halbmesser %f gleich. Es ist ferner

, ‘ or a 0 a k*
Tl =TT R T o

' or _  a 0 __  a k'

R il 2 Sy By
in welchen Gleichungen der Ausdruck m'—w—p-‘;—f den auf die Axe der x
projicirten Halbmesser %3——_— hr an derjenigen Seite der Kriimmungs-Ebene am

Puncte m, auf der das positive Os aus ihr hervortritt, der Ausdruck z'— 2 4- 9(25
’ Os

dieselbe Projection des Halbmessers 595: hv' an der andern Seite dieser

.2
Ebene bedeutet, und i-]{)—, je nachdem O einen positiven oder negativen

Werth hat, eben diesem Halbmesser %f gleich ist.

Hieraus folgt aber
] — ox
« . ST
4 oder cosf; mit dem positiven Zeichen, :—————E—i——-—;
4
wo das obere oder das untere Zeichen gilt, je nachdem O positiv oder ne-
gativ ist. Eben so ergiebt sich '

b . Oy 03
—it'_ Odel‘ cosy i ) y'—y_*_g.g‘%- z'—z+g._a_;.

, mit positivem Zeichen, = ER = on ;
£ oder cosk '3 L

k
und es mufs hieraus der Schlufs gezogen werden, dafs die mit positivem Zei-
chen genommenen Ausdricke von cosf, cosg und cosk, wenn O positiv ist,
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auf die Normale an derjenigen Seite der Kriammungs-Ebene, wo das posi-
tive Os aus ihr heraustritt, bei negativem O aber auf die entgegengesetate
Seite sich beziehen.

Ein reelles, in der Gestalt der Curve begrindetes Merkmal fir die
Seite der Krimmungs-Ebene, auf welche man die so genommenen Ausdriicke
zu beziehen hat, so wie dasselbe in Bezug auf die Cosinus der Winkel f},
g1, b, fir die Seite der Berihrenden (§. 14.) besteht, findet demnach, wie
aus diesen Erorterungen weiter zu folgern ist, nicht Statt, da das Zeichen
der Grofse O, fir einen bestimmten Punct z der Curve, von der Lage der
drei Coordinaten—Axen und von den Richtungen, nach denen ihre positiven
Theile sich erstrecken (welche Lage und Richtungen ganz beliebig- gewahlt
werden konnen) abhangt und, iberdies die Seite des Bogens s, nach welcher
derselbe als vom Punct 22 an zunehimend angesehen wird, ebenfalls beliebig und
unabhéngig von den genannten Richtungen der Coordinaten-Axen genommen
werden kann, so dafs es eben durch diese Seite des Bogens s in die Will-
kir gelegt ist, die Ausdricke fir die Cosinus der Winkel £, g, £ mit po-
sitivem Zeichen, bei bekanntem Zeichen des Werthes von O, auf die eine
oder die andere der beiden Seiten der Kriimmungs—Ebene des Punctes m zu
hezichen.

§. 17.

Die auf den Winkel der Krimmungs-Ebenen Bezug habenden Aus-
dricke werden etwas einfacher, wenn man eine der Veranderlichen, z. B. y,
als unabhingige Verinderliche einfihrt.

Man erhdlt dann, indem man der Kirze wegen

ox o*r d’xr

'a—}ja é‘j,—z" ’a’),_s mil Ty Ty Tyys

oz 0%z 03z . .

5;, 5 mit 2,, 3,, %, bezeichnet:
ay (211 Ty m)’

. ' ByLy— X%

¢ (98—— UL i 8
12 zﬁ‘*’-"u“‘(zﬂu"x:zu)

_'97 — + 2 ant (3 e, —2,%,) .

S 9

TuLur— Ty
wo das obere Zeichen auf einen positiven, das untere auf einen negativen

Werlh von 2,x,—x,%,, sich bezieht.

Um das in den beiden vorigen Paragraphen Vorgetragene durch ein
einfaches Beispiel zu erlaulern, werde hiezu die Curve gewahlt, welche durch
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den Durchschnitt der krummen Flichen zweier geraden Cylinder, deren Grund-
flichen Kreise sind, gebildet wird.

Die Axe des einen Cylinders, dessen Halbmesser = R sei, werde zur
Axe der 2, die Axe des andern, dessen Halbmesser =17, zur Axe der x
und der Durchschnittspunct der beiden winkelrecht auf einander stehenden Axen
zum Anfangspunct der Coordinaten genommen.

Die Gleichung des ersten Cylinders ist y*- z* = R?,

. . . 2 2 2
Die Gleichung des zweiten - - - y*J-2°=7¢2
und es ist
P Yy _ Y
o= T T TR
R2 ’.2
L= — 5> TR X
R? rp?
X, = ——3"75 ’ 2= —Js ’
xr 2

wo & = y/(R*—y*) und & =/(r* —y*) mit dem positiven Zeichen zu neh-
men sind, indem man nur das Stick der Curve, dessen Coordinaten « und 2
positiv sind, betrachtet.

Es findet sich ferner

-é’}‘% oder 2.tz (2,2,—xz2,) = R4z6+r~x;§|‘;uR =) 23'67
%; " oder 1+x?+f2 = RZ;Z:Z;
B
5@, — T = — 3y R’;:(:l:-—- r?) .
cosf oder —;—:— == z,,-—a,—{—i =— ’/(qus+,.4_::_‘:_3(R2_r2)1yo) s
cosg oder '/bT = (z‘w“—x,zu)é’? == V(Ii‘z“—{-y;‘(ﬁ:-l———(gz—-r’)’y“)’
dy? R*2*

(4
cosh oder T=—

TR T VRIS E =)
Ist R=r, so wird 2z,x,, —x,2,, fir jeden Werth der Coordinaten
gleich Null, und man erhilt
z,=Cz,, 2%=Czx+4C, z=Czx4C'y4C(";
wo C, C', C" willkirliche Constanten sind. Die Curve liegt in einer Ebene,
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXVIIL Heft 4. 42
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und da 2=x=1r fir y=20 ist, so ist C=1, €"=C"=0 und

= &
d. h. diese Ebene geht durch die Axe der y und ist unter 45° gegen die
Axen der 2z und x geneigt;

1 : 1
—73 cosg =0, cosh:—’/—z, oder
—Z—, -/:—, 7%’ mit positiven Zeichen, beziehen sich auf die Normale an derjeni~-
gen Seile der Ebene, wo der positive Theil der Axe der z sich befindet.

cosf wird =

§. 18.

Es sei R >>r, so kann der absolute Werth von y nicht grofser als =
angenommen werden, und 2, z,, — x,%,, wird negativ, wenn y positiv ist, und
umgekehrt; cosf wird immer negativ, cosk immer positiv und cosg negativ
fir positive, positiv fir negative Weerthe von y. Die Ausdricke fir cosf, cosy
und cos/ in (§.14.) miissen sich demnach auf die Normale an derjenigen Seile
der Krimmungs-Ebene, wo das positive Os aus ibr hervortritt, beziehen, wenn
y negaliv ist, und bei positivem y auf die Normale der andern Seite.

Um zu zeigen, dafs dieses wirklich der Fall ist, sei e irgend ein, als
beslimmt angenommener positiver oder negativer Werth von y, und ¢-- d ein be-

nachbarter Werth von y. Nimmt man s so an, dafs es mit y zugleich wichst, so ist

9y __ 3 ox ys:_ 9z __ E

os V(#ir*—y*)® Os VWl —yY)?  9s T Y(B—yY)”
das Wurzelzeichen mit |-, und eben so « und 2 fortwahrend positiv genom-
men. Heifst dann 4 der Winkel, den die Bertthrende an dem Punct, fir
welchen y ==¢--J ist, nach der positiven Richtung von s mit der Normale auf
der Kriimungs-Ebene an dem Punct einschliefst, wo y =—e ist, und zwar
mit dem Theil der Normale, auf welchen sich die Ausdricke fir cosf, cosy,
cos/ mit positivem Zeichen beziehen: so ergiebt sich, indem man in diesen Aus-

or OJdy 03

dricken y==e, in 5=, ==, == aber y =e-J selzt:
cosh = cosf-2Z = L1 cosyg- a}'—}— cos/c

1
= V(B —(e10)") Y (R="Fria*F(R* r)*e“)[
(wo noch y(r*—(e+0)%), y(R*—(e-}-J)") im eingeklammerten Factor und
Y(r*—e*), y(I¥'—e*) im Nenner stalt £ und & 2u selzen ist) oder

(e4-0)riza’—c(R*—r®)xz—(e+0) R227],
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Ra’.3
.'/(ﬂzri_ (e_i_d)-}) ‘/(Rd(’ﬁ__ 82)3+r4(R'4__ 02)3+ (Rz___ 7,2)2‘36)

e (D)) o (15 Vi 22
e (=) (=())

Wird nun der in den Klammern enthaltene Ausdruck mlltels des T'aylor-
schen Theorems, nach welchem z. B.

Y- CEED) = (1 () S0 o= ge(i=()

ist, nach J entwickelt, so verschwinden die Coéfficienten von J° und von J,
und man erhélt, wenn man die dritten Polenzen von J, da sie keinen Einflufs
auf das Zeichen von cos2 haben konnen, gleich Null setzt:

COS A =—

COSA =

1o(F g R
=) =) T e e ey
r

Man sieht, dafs der Winkel 4, welcher fir =0 ein rechter ist, fir
kleine posilive oder negative Werthe von J bei positivem e grofser, bei ne-
gativem e kleiner als ein rechter wird, und dafs somit das posilive Os in dem
Theile der Curve, fir welchen y negaliv zu nehmen islt, an derjenigen Seite
der Kriimmungs -Ebene aus dieser heraustritt, wo die Normale sich befindet,
auf welche die Ausdriicke fir cosf, cosg, cosk mit posilivem Zeichen sich
beziehen, in dem andern Theile der Curve aber, wo y positive Werlhe hat,
an der enigegengeselzten Seite; was mit der oben aus dem Zeichen von

%, &, — ¥,%,, gerogenen Folgerung ibereinslimmt. Bei negalivem s éndert

der Ausdruck fiir cos2 sein Zeichen, weil gx, gy’ gz das ihrige indern, d. h.

das negative Os lrilt, wie natirlich, an der entgegengesetzien Seite als das
positive 0s, aus der Krimmungs-Ebene heraus. Wird dagegen 0s, nach der-
selben Richtung, nach welcher es vorhin posiliv gesetzt wurde, nunmehr ne-
galiv angenommen, so dafs s abnimmt, wenn y wichst, so éndern dadurch

dx Odv 03

357 s B

der Normale, auf welche die mit posilivem Zeichen genommenen Ausdricke

von cosf, cosy und cosh zu beziehen sind, durch diesen Wechsel auf die
42 %

d mit ihnen cos A, ebenfalls ibr Zeichen, oder es tritt der Theil
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andere Seite der Krimmungs-Ebene iber; woraus erhellet‘, dafs es eben
dadurch, dafs der Bogen s in bestimmter Richtung willkiirlich wachsend oder
abnehmend geselzt werden kann, gestattet ist (die Grofse =,z ,—x 2, mag
fir den bestimmtien Punct, an welchem die Curve betrachtet wird, einen posi-
tiven oder negativen Werth haben), jene Ausdriicke beliebig auf die eine oder
die andere der beiden Seiten der Kriimmungs-Ebene dieses Punctes zu be-
ziehen, oder, was dasselbe ist, den Werth von cosi beliebig in Bezug auf
jede dieser Seilen posiliv zu nehmen; welche Bemerkung allgemein fir jede
~ Curve gilt.

Fir e=0 verschwindet der Ausdruck von cosA. Man findet aber un-

o -@) -G

ot BT Er—3)

welcher Ausdruck negativ ist, wenn posiliv', und umgekehrt. Er édndert
das Zeichen sowohl mit. 0s als mit J, und behalt es daher, wenn beide zu-
gleich es andern; er verhalt sich in dieser Beziehung anders als der allge-
meine Ausdruck fiir cosi, indem der entsprechende Punct ein Wendungspunct
oder &, —x,2,, =0 ist, fir y=0.

" =i

§. 19.

Bei einer gegebenen Curve von doppelter Krimmung lassen sich zwar
an jedem Puncte, wenn die Krimmung nicht zu gering ist, nicht nur die
Seite des Bogens, an welcher der Krimmungshalbmesser liegt, und die Lage
der Krimmungs-Ebene, welche durch die Beriihrende und den Krimmungshalb-
messer bestimmt wird, ohne Schwierigkeit erkennen, sondern auch meistens
die Seite der Krimmungs-Ebene beurtheilen, an welcher das als positiv
genommene nichstfolgende Element des Bogens aus ihr heraustritt: da sich
aber selten wird @ priori unterscheiden lassen, ob bei der angenommenen Lage
der Coordinalen-Axen die Grofse 2,2, —x, 2, fir denselben Punct einen
posiliven oder negativen Werth hat, so wird, wenn man die Gleichungen (K.
in §. 13.) auf einen gegebenen Fall anwenden will, nichts anderes iibrig blei-
ben, als, indem man die Ausdricke von cosf, cosg, cos4 auf die Normale
einer bestimmten Seite der Krimmungs-Ebene bezieht, das Zeichen dieser
Ausdriicke vorerst willkiiclich anzunehmen, und in der Folge zu unlersuchen,
ob das Resultat der Rechnung die Annahme rechtfertigt.
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§. 20.

Um die Gleichungen (K.) mit den in der Schrift: ,Uber Gleichgewicht
und Bewegung etc. §. 113. und folg.” fiir den Fall der Biegung eines Kor-
pers durch eine einzige Kraft p abgeleiteten Gleichungen (3. und 4.) zu ver-
gleichen, gebe man den Axen der Coordinaten die dort angenommene Lage
und Richtung, so dafs der Angriffspunct der Kraft p der Anfangspunct der
Coordinaten ist und die positive Axe der y mit der Richtungslinie der Kraft p
zusammenfillt und mit dieser die gleiche Richtung hat. Nach der Figur der
Curve, welche die Construction in der angef. Schrift (Fig. 22 — 25.) voraus-
setzt, mufs man annehmen, dafs das positive Os an der Seile der Krim-
mungs-Ebene nm¢, wo » liegt, aus ihr heraustritt, dafs die durch den Punct mn
gehende Normale auf der Kriimmungs-Ebene, an derselben Seite der letztern,
die parallel mit der Axe der 2 durch diesen Punct gefiihrte gerade Linie unter

einem spitzen Winkel schneidet und dafs %fv die Tangente des Winkels, den
die Projection der Beriihrenden am.Puncte 2 auf die Ebene der y und x mit

der Axe der y einschliefst, bei zunehmendem x abnimmt, also o wichst,

ox
)
oder g;,', positiv ist, dafs daher der mit positivem Zeichen genommene Aus-
’ 3 2
druck fir cosk, welcher = - th -53: ist, wenn, wie in derselben Schrift,

o als die unabhingige Verénderliche angenommen wird, sich auf die Normale
an derselben Seite bezieht, und dafs demnach, wenn man die Ausdricke fir
cosf, cosg, cosh auf die Normale der andern Seite, welche der bei der auf
die Zerfillung der Biegungs-Momente nach den Haupt-Axen der Normalschnitte
Bezug habenden Construction (§. 12.) dieser Abhandlung als beslimmi an-
genommenen Seite der Krimmungs-Ebene *) entspricht, beziehen will,

Oy0ix— 0z Oy 0*s — 030

020%r —Ow 0%z 020 —0xrd*s
Cosy == '—"‘—"————‘—/‘:—"— T e t—-—-——&-a—-——_——.—,
2, Oyvair roty —9Oyaoir

cosh — — 8.1'8}*/5 Oyo'r __ _”9’81'8')&,.38, r

gesetzt werden miissen.

#) Derjenigen Seite nemlich, auf welcher der dem Krimmungshalbmesser ecnlge-
gengesctzt liegende Theil mq der Durchschniltslinic der Krimmungs -Ebene mit_der als
Axe der u bezeichneten Haupl-Axe md des Normalschnilts den spitzen Winkel & bildet.
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Fir die Biegungsmomente w, u, in Bezug auf die Haupt- Axen md,
mc (§.12.) erhilt man, wie in der angefihrten Schrift (§.115.) gezeigl ist,
die Ausdriicke:

— eTsiné‘(i_ P By

M &S Bs
_ &Ucosé ¥
= — (1- ¢S 8.9)

wo &, &, ¢ die friiher in dieser Abhandlung fir sie angenommene Bedeutung
haben, 'S den Flichen-Inhalt des Normalschnitts und 7' und U die Drehungs-

momente des Normalschnills/igﬁz', /ugaz' in Bezug auf die Axen md, me
bezeichnen, so dals ’

psing 4 u cos§ = —-ef—(l-—-’p)(Tsin?—!— Ucos§?),
weosp — uysing = %(1——’/))(1‘—- U)cosésiné

. . [ p (9)’ .

ist, wenn zur Abkirzung 'p statt ;5 7, gesetat wird.

Da ferner p die einzige spannende Kraft ist, deren Angriffspunct mit
dem Anfangspunct der Coordinaten und deren Richtung mit der Axe der
y zusammenfillt, so ist in den Gleichungen (K.) X, =Y, = Z, = 0,
P=R=0, Q=p, d=¥=c"=0; und diese Gleichungen werden, wenn
man, wie in (§.17.) y als die unabhingige Verinderliche und z,, x,, «

S,. %, %, in der Bedeutung wie in eben diesem Paragraphen annimmt:

ps _7(2{ 5(1—,;)(1'31n§ +UCOS§2)< )2//

o

“‘l“"(i—‘p)<T‘—U)COS§Siﬂ§(’a_y‘) (mu"{'z (zlmll—wl u)) = 0,
< ——T L—-——{- (1-——/))(TSIII §2+ Ucosgz)<ay> (z/‘l’u x, Il)
C.

— e(1—p)(T—U)cossin§(5) (,@,+2,2,) = 0,

az’ ’ » . 129] P A\ 2
—pa =g ed=p)(Tsing + Veos) () w,

_}-e(1__',,)(T—U)cos§sin'§(§i—’)4(2“——ar,(z,.z-" z,2,) = 0.

Man sieht, dafs, wenn U =T ist, d. h. wenn sammtliche durch den
Centralpunct des Normalschnitls gelegte Axen Haupt-Axen sind, die Gleichun-
gen einfacher werden, indem das letzte Glied jeder derselben verschwindet
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und der Winkel § herausfillt; welche Bemerkung schon auf die Gleichungen (K.)
Anwendung findet.
§. 21.
Man multiplicire die erste der Gleichungen (K.) oder (£.) mit _@: die

zweite mit ??s_ die dritte mit gf und addire die Producte, so vexschwm-

den, da

COSf’ gf _{« cosg- -3—3-’—{-— cosfe- g—: und ebenso

cosﬁ-gif—{-—cosyl-gf+coslel-g§ gleich cos90° ist,

die & und u, enthaltenden Glieder in der Summe, und man erhilt aus den
Gleichungen (L.) fir das Torsionsmoment:

T — p(zg—i—f—w%),

unabhingig von U und 7.
Wird dieser Werth von = in die Gleichungen (L.) gesetzt, so giebt
die erste derselben:

a. ——-;—(T—_’%,T)(z-{— z,(xx,+22))
== gi—'z” (T'sin §*+ Ucos §*) - (g%)z(w,, + 2, (2,2, —x,2,)) cos§sin§(T'—U);

die zweite:
m——’-)—,——(zwl—mz‘)
=-g%°(2,w,, x,z,)(Tsin§* 4 Ucos§*)— <ay>(x,.z“~i z,%,)cosésing(T— U),
die dritte:
p D4
s(1—"p) (.’L‘—}- z, (xml —+' z"';))

l

_.*-%x”('l‘sin&_,_l]cos'gz).‘_(aﬁi_’) (z,—=z (z,x,—z, z,))cosésin§(T—U).

Wird die Gleichung (a.) von der Gleichung (c¢.) abgezogen, nachdem
jene mit %, diese mit , multiplicirt worden, so ergiebt sich:

——~—-—(.1::c +22,)

==—(§y) (&, +%,%,)(Tsin§’4Ucosé”) - (ay>(z, —&%,)cosésing(1'-U).
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Es findet sich ferner aus (b. und d.):

e (gy) (‘1’1 7 zu)

—a-'—g(xa‘,+ 22)(Ucos&*+ T'sin£?) + (zax,— o ) cosEsin §(T— U)

v. Heim, iiber die Biegung elastischer Korper.

9

rp__.
U*cos&*+ T*sin&*?

T e(I—="p)
(e

oy
gg(zbr,-—

z, zu)

;L'z,)(Téin§’+ Ucos&?)—(x a4 33) cosésin&(T—1U)

p___.
T*sin&*+- U*cos &

— {1—"p)

Wird das Product der Gleichung (e) mit @, zum Product der Glei-

chung (/) mit 2, addirt,

und hierauf das Product der Gleichung (f.) mit x,

vom Product der Gleichung (e.) mit =, ahgezogen, so erhilt man endlich:

P Oy Ucos&®f Tsing?
(ay>“’ = T d—Tp)Las U*cose*Jrr*s.n&*(“’Jf '(‘“’ +22'))
cos Esin&(T—U)
M < +2'T3sin§’+U’cos§’ ’
o or\? P Oy Tsing*+ Ucos&? .

5;) = T e(1—="p) ﬁ'T’sin§“+U2cos§*(z+z‘(xw —{—zz))

' — cos§&sin &( T——U)]

T*sin&*4 U*cos&*d?

welche Gleichungen mit den in der Schrift: ,

Uber Gleichgewicht etc. §. 116.”

auf anderem Wege gefundenen Gleichungen iibereinstimmen; nimlich mit

3. (By

. P (cosz
= ¢(1—"p) Las

4. (_ﬁ 2"

S 4
T e(1—"p) Los

in welchen

¥, y"  statt gf ,
: 0z
2/, &' slalt 35°

geselzt ist und der Winkel y zum Winkel

siny )(w—}—zz'—{—xy’”) + 2y’ cosy smx(U

)l

ax(smx cosz)y(z —x2') — (x4 22')cosy siny ——-———%—):,,

» Yl
o %‘J‘é‘

|

QO
H&ﬂ

§ in der durch die Gleichung
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P " Tu o TiZu Xy ox ay.

s Y == 3

=
x? x? > 8s . T Bs?

aus tangy = UItang’g findet sich aber

tang y — Ultang§ ausgedriickten Beziehung steht; denn es ist
1
Y=z

. 1 1\ _ cos&sing(T—VU)
cosx Smx<_l7 -'_"-) T T*sing*4 UPcosE*?

smz + cosy® T'sin&*+ Ucos§®
= Tsin &+ UPcos &2
und durch Substitution der einen dieser Ausdriicke fiir die anderen gehen aus
den Gleichungen (3. und 4.) die Gleichungen (M.) hervor; und umgekehrt.
Mit dem aus den Gleichungen (L.) folgenden Ausdruck fir das Torsions-

moment r:p(z- g_z ist der in der angef. Schrift (§.114. und 116.)
fir das Moment der in die Ebene des Normalschnitts fallenden Theilkrifte ge-

p(z—ax2)

gebene Ausdruck om. pcos9=m—5 gleichbedeutend.

Sollen endlich die im vorigen Paragraph iber die Seite, an welcher das
positive 0s aus der Krimmungs-Ebene heraustritt, und die iber das Zeichen
von cosf, cosg und cosk gemachten Voraussetzungen mit einander bestehen
konnen, so mufs nach (§.16.) 2,z,, —z,%,, eine positive Grofse sein.

Setzt man zur Abkiirzung

P ds Tsing*4 UlcosE® v <_f * (T—U)cos&sing
T td—Tp) Oy TrsingF UcosE®  ’ e(I—'p) \8y/ T*sin&+ U’cosE

so ist
T, = v($+‘vl(wml+zzt)) —wz, 2= v(z“{'z:(a"w;"}‘zz;))‘*"wx:

und man findet

2, = e (o a,(@e, +22)) + o (@, (A4 574 oo, + 92,) +2, (@2, 22)

——wz——-a—u—’-z
dy 7’

% (o 5@z, 4 22)) + 0 (2, (A ait 2 om, b 0m,) 4 3, (w425
+we, 452

2,&,—C,%u= (22, -—mz)[w’-}—v (83) ‘I"v ('172‘1‘2 -l—-(u’L‘.‘L‘ +zz )2)]

+ vw(zz, t22)(@ 2" (vw,4-22,)) —I-(w- == ——v-él—g)( gt (wx,+22)).
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Nach den Voraussetzungen der Construction ist 2z, — xz, (welches
= ; g ist), so wie xx,-}2%,, posiliv, und der Winkel y ist grofser als der

Winkel &, oder T' grofser als u, daher w ebenfalls positiv; ferner ist, da ¢
jedenfalls im Verhaltnifs zu p sehr grofs ist, v eine negative Grofse von absolut
sehr kleinem Werthe, so dafs auch der Factor, womit za, —a <, multiplicirt

_ ist, positiv sein mufs. Die Grofse 2z, — x,2,, wird daher nur dann negativ,

wenn w-gy'—-—-v-a; negaliv und zugleich das dritte Glied des fir jene Grofse

gefundenen Ausdrucks grofser ist, als die Summe der beiden ersien Glieder.
Tritt aber dieser Fall ein, so ist daraus zu folgern, dafs die Zeichen der zwei-
deutigen Grofsen, so wie sie bei der Construction der Gleichungen angenom-
men wurden, mit den ibrigen Annahmen der Rechnung unvereinbar sind.

Ist T'==U, so verschwindet w, und 2,2, —x, %, wird positiv.

§. 22.

Was die Bestindigkeit des Torsions-Moments = betrifft, so zeigt
Poisson (1. No. 318.), indem er die fir das Gleichgewicht des gebogenen
Korpers abgeleiteten drei Gleichungen differentiirt, darauf die auf dle Axe

der  Bezug habende Gleichung mit g—:— und eben so die aul die Axen der y

und 2 Bezug habenden Gleichungen mit % und -g:—' multiplicirt und die drei

Producte addirt, dafs Ot fir jeden Werth der Coordinaten gleich Null ist.
Wird dasselbe Verfahren auf die Gleichungen (K.) angewendet, S0
erhalt man, weil/Y’,(z——z’)ﬂS’Bs’ eben so viel ist als

§ =0

z/ﬂYSBs /%Y[J‘SBS oder als /(/YﬂSBs)Bz,

s =0
indem die Buchstaben ohne.Accent eben das bedeuten in Bezug auf x, y, 2,

wie jene mit Accent in Bezug auf Z,, ¥, %, und wPll/Zl(y —y) B8 05
eben so viel ist als/(/ZﬂS@s)ay, WS W.: §30

§-+-0s+0

0X, = 02 / Y538 0s — ay/Zﬁsas,

s+0 §-+0

oY a.z/Z/S’SBs—- oz /Xﬂsas,

s—+0

ay/ Xp3S0s— aaf Y3S3s,

s+ 0

s+0 s30
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und findet
0X,. 2oy, 2oz, 2 — o,
desgleichen ist
8 , oy
[0 (x—¢)— Ry —¥)] 55+ O[R(@— ') — P(z —¢')] &
| +OP(r—¥)— Q@ —a) 2 = 0.
. y —
Ferner findet sxch, da >+<8 )—]—(ao> 1 und
Oy o Oy
0-Grt 5Lo- g4 G o-gr = 0 st

(arax%a( 8}' 8y+a( s)é;z_____(%’

und fiir

- O[cosf(psing -+ u, cos'§)]g§—{‘3 [cosy(usin§+,ulcos§)]g§

+ O[cosh(usiné+ ulcos’g‘)]%
erhilt man, da nach der Bezeichnung in (§. 15.) sowohl ¢4 dx4-b0y +coz,

als 0adx -} 0b0y+ 0cozx==0 ist, ebenfalls Null.
Setzt man der Kiirze wegen

5(1 £ ay)(T U)cosésing = w,,

wo man sich nunmehr unter p die Resultirende vorzustellen hat, welche alle
die Krafte, durch welche die Schicht des Korpers am Punct m gespannt wird,
haben wiirden, wenn ihre Richtungen in einem und demselben Puncte zusam-
menliefen, so ist nach (§. 14. und 20.):

ox
, ER =
cosfi(ucos§ — u,sin§) = — Pt
. ER g)’
; . s
cos g, (ucos§ — w,siné) = — 5 Wi
a.g—f
cosh, (ucos§— u,sin§) = 101,
und es ergiebt sich, da aus der Gleichung
ox oy 0z
o O35 o or or %o 0 %8 _
os ds 1os ds
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durch nochmalige Differentiation

N _ e >+<aas> ¢l

as +as “Os
folgt, und da

ox o\’ §
| 8- _—83 o2\ (25 .
cosfi +cosgiteoshi = ') \ 35— +\—7,/ +\ 3 =.1 isl:
ox oy 0z
0 -5 a- °R Er
os Bs das oz w0,
""(-—rs ) +3( ) +"’( | 1)a?= T

und folglich

EY
or = ——-e—;e(l—-e—ps as)(T U)siné& cosé.

Man sieht aus diesem Ausdruck, dafs das Torsionsmoment = nur in den
Fillen constant ist, wenn entweder 7'=—U ist: d. h. wenn alle durch den
Schwerpunct der Normalschnitle gehenden geraden Linien Haupt-Axen sind,
oder wenn der Winkel §=0 oder =— 90° ist, d. h. wenn jeder Normalschnitt
von der Krimmungs-Ebene in einer Haupt—Axe geschnitten wird. Findet
keine dieser Bedingungen Stalt, so andert sich = mit den Coordinaten, und das
Differential 0t ist dem Unterschiede 7'— U proportional, welcher erheblich
sein kann und nach (§.5.) z. B. = {;hg(k*—g*) ist, wenn die Normal-
schnitte die Gestalt eines Recht-Ecks haben, dessen Seiten 4 und g sind.

Die Bestindigkeit des Torsionsmoments ist demnach in dem besondern
Falle, wenn U und 7' unter sich gleich sind, eine Eigenthiimlichkeit der durch
Biegung entstehenden doppelten Kriimmung, und als solche um so bemerkens-
werther, da sie, wenn die spannenden Krifte so am Korper angebracht sind,
dafs Drehung (Torsion) ohne Biegung erfolgt oder dafs die Centrallinie gerade
bleibt, in gleicher Allgemeinheit, wie wenn Biegung und Drehung mit einander
verbunden sind, nicht mehr bestehen kann.

Es mag noch bemerkt werden, dafs Das, was hier iber das Torsions-
moment gesagt ist, ebensowohl seine Gilligkeit hat, wenn die Normalschnitte,
und folglich U, T, S, mit den Coordinaten sich verindern, als wenn sie in
der ganzen Ausdehnung des Korpers sich gleich bleiben.
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- 23.

Fir U= T gehen die Gleichungen (M. §. 21.) in
dy 0
o (BB = —deraen e,
"9 3 ,
‘a_':“zu(l—'% 8{ ;%—(2—}—2’,(.1‘1‘1—*—2’2'1))

iber, und die letztern Gleichungen sind gleichbedeutend mit den beiden fol-
genden, welche aus ihnen hervorgehen :

Tt 2% p 1 p
/L LTI € PR L S, WS Ry
g <1+x:+z,sﬁ( G R ) (@, te),
h. Iy —x%  (3x,—x3)(2,24+230) — 0.
Ata’+=? (At +2"

Das erste Integral der Gleichung (4.) ist

IL,— I,

Atapgam — O oder

a d
hy. z-é—s{—m-—{f = C;
welches mit der in (§. 21.) gefundenen Glelchung T= p(z- —x —g—"— iiber-

einstimmt, da 0z =0 ist.

Sind die Factoren ;%— und E—% constant, so ist ferner das erste Integral

der Gleichung (g¢.):

! Ld 1 e p 2 2 '
m_%';g'i-l-x,’-l-zﬁ = 2, 7(@+2)+C" oder
o F—1f3) = dy@tatc.

Die Gleichungen ( .- und %,.) sind unter den bemerkten Beschriankungen
zugleich die ersten Integrale der Gleichungen (V.); die zweiten Integrale der-
selben werden sich dagegen nicht in endlicher Form darstellen lassen.

Demnach miissen sich also auch die Gleichungen (8. und 9. §. 118.)
der Schrift , Uber Gleichgewicht und Bewegung etc.” integriren lassen, und

insbesondere ist die Gleichung 2" = —'—’-'Z-(E,:ﬁi—)— daselbst identisch mit der
x4z xy
Gleichung (%.).
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§. 24
Die von Poisson fir das Gleichgewicht eines gebogenen Korpers
entwickelten Gleichungen sollen nach ihm auch auf einen Korper mit urspring-
lich gekriimmter Centrallinie anwendbar sein, wenn man in dem Ausdrucke fiir

das Biegungsmoment w (unter » den Kriimmungshalbmesser am Puncte s vor

i 1 s ST
der Biegung verstanden) ) stalt % setzt. Allein die Richtigkeit dieses

Ausdrucks unterliegt in diesem Falle noch grofsern Beschrinkungen, als in dem
Falle eines Korpers mit urspriinglich gerader Cenlrallinie. In den Schichten,
in welche man sich den Korper durch winkelrecht auf die Centrallinie gelegte
Schnitte getheilt vorstellt, haben die Fiberntheile nicht mehr die gleiche Linge,
wie bei urspriinglich gerader Centrallinie, und die Spannungen zweier Fiberntheile
einer Schicht verhalten sich daher nicht einfach wie ihre Abstinde von der
Biegungs-Axe, sondern das Verhiltnifs ihrer Spannungen ist zusammengesetzt
aus dem Verhiltnisse dieser Abstinde und aus dem umgekehrten Verhaltnisse
der Langen der Fiberntheile oder ihrer Abstinde von der geraden Linie, in wel-
cher zwei aufeinander folgende Normalschnitle sich schneiden. Auch bei einem
solchen Korper hat im Allgemeinen jeder Normalschnilt zwei Haupt-Axen
dhnlicher Art, wie bei gerader Centrallinie:. der Durchschnitlspunct derselben
ist aber nicht der Schwerpunct des Normalschnills, sondern ein anderer Punct,
dessen Lage von dem Durchschnilte des Normalschnills mit der urspriinglichen
Kriimmungs-Ebene abhangt, welcher indessen zugleich derjenige Punct ist,
um den die Drehung (Torsion) des Normalschnilts Slatt findet. Die Momente
der Biegung miissen daher ebenfalls auf die beiden Haupt-Axen bezogen
werden, und durch die Bedingung, dafs dieses nur auf eine Axe geschehen
dirfe, oder dafs alle durch denselben Punct gezogenen geraden Linien Haupt-
Axen seien, wird man hier zu einer Abhingigkeit der Grofse des Normal-
schnills (z. B. des Halbmessers, wenn er ein Kreis ist) vom Krimmungshalb-
messer 7 gefihrt.

Sind indessen die Ausdricke fiir die auf beide Haupt- Axen beziig-
lichen Biegungsmomente w, wu, richtig bestimmt, so lassen sich die Gleichun-
gen (K.) auch auf Korper mit urspriinglich krummer Centrallinie anwenden.
In Betreft der Darstellung dieser Ausdricke wird auf die angefiihrte Schrift:
,Uber Gleichgewicht ete. Cap. V.” verwiesen.

Die allgemeinen Bedingungen des Gleichgewichts fester Korper miissen,
wie Poisson im ,Traité de Mécanique I. No. 261.” selbst bemerkt, auch fir
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solche Systeme materieller Puncte noch bestehen, deren Theile nicht auf un-
verinderliche Weise unter sich verbunden sind; aber diese Bedingungen sind
dann nicht mehr ausreichend, sondern es treten fir das Gleichgewicht eines
jeden solchen Systems nocl weitere, ihm eigenthimliche Bedingungen hinzu.
Solcher weiterer Bedingungen findet insbesondere fir das Gleichgewicht ge-
bogener elastischer fester Korper eine grofsere Zahl Statt, welche die
Rechnung nicht aufser Acht lassen darf, wenn sie zu richtigen Ergebnissen
fihren soll.
§. 25.

Der in (§. 117.) der angefiihrten Schrift fir das Differential des Win-

kels x entwickelte Ausdruck bedarf ebenfalls einer Berichligung. Man findet

namlich, dafs der fir 8.(91:1&3 abgeleitete Werlh mit demjenigen, welcher aus

sinpms und cospms (§. 116.) sich ergiebt, nur dann tibereinstimmt, wenn
2""=0, oder auch, wenn 2"y"" —y"2" =0 ist; d. h. wenn entweder die
Kriimmungs-Ebene am Puncle m mit der Richtung der biegenden Kraft (der
Axe der y) gleichlaufend (§.119.), oder wenn der Punct m ein Wendungs-

punct in Beziehung auf die doppelte Kriimmung ist; daher auch der fir a'gln"'

gegebene Ausdruck (§. 117.) nicht, wie er sollte, verschwindet, wenn man
Pl (o st

den Winkel uwmg constant gleich Null oder 2" = S et o) RPN

x—f—zz’-}-.z‘y’“

Der analylische Werth des Winkels Oy ergiebt sich aber aus folgen-
den Betrachtungen. Es ist (§.116.) y=4§-{-umgq, daher 0y = 05-}-0-umgy;
aber auch, wie (§. 117.) gezeigt, 6x=37—i—8.umq, folglich ist

) - . oxr . 0% 4
0§ = 0y = — AR TRRA Y bg‘é)e 05

Nun erhalt man ferner fir eine urspringlich gerade Centrallinie (§.115.):
langy = %‘tangé‘,
daher
O-tangy oder Ox(14tangy’) = 8-1(ang'§—{--—g'— 0§(1-}tang&®) und

(Ua'l'—- TaU)tangy + (T?+ Utlangy®) Of
UT(14tangy®)

UoT— ToU T cosy*+ U?siny®
= ————‘0—1,—“ Slnx COSy - }_ UT ')5
UaT ToU T*cosy® -{-U’smz o
Ul-——-—SInXCOS/—— ( nbg’aa -0s'.
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Es ist indessen besser, den Winkel & stalt des Winkels y in die

Gleichungen aufzunehmen, weil dann einfach 0% = Oy ist, und weil fir U="T,

fir eine gerade Centrallinie z-%—f—w-%, die Centrallinie mag uﬁ'sprﬁnglich

gerade oder krumm sein, eine constante Grofse ist, der Winkel § folglich in-
tegrirt sich darstellen lafst. (Die Bezeichnungen haben hier dieselbe Bedeu-
tung wie in der angefithrten Schrift.)

Ulm im December 1847.
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16. , r

Die Doppel-Integrale
/'Vm(p (az™ +by") 2P~ y1~tdx dy, /‘-M:/' +°°(p(ax,,, +by™) ZP-ly it dp dy;
ihre gegenseitigen Beziehuﬁgen und die Reduction

derselben auf einfache bestimmte Integral-

Ausdricke.
(VYon dem Herrn Prof. Raabe in Ziirich.)

1

Der synthetische Theil der vorliegenden Abhandlung lauft auf die Angabe
der beiden Doppel - Integrale

fwfww(-r”ry")dwdy{ ‘fymw(w"'—r")dwdy

hinaus. Von dem ersteren habe ich im 28. Bande dieses Journals gehandelt.
Hier soll von dem letzteren die Rede sein.

Stellt man der Kirze wegen die Gleichung
(1) 2 =/ / p(x™—y")drdy
(1] (/]

auf, wo m und n reelle posilive Zahlen sind und ¢(x™—y") eine beliebige
Function von z™—1y" ist; so kann A als von einem einfachen Integral ab-
hiingig dargestellt werden, wenn man die Variabeln x und y durch zwei
andere # und v mittels folgender Gleichungen ersetazt: )

vceosu’® v sinwu?
(2.) ™ = ) — .
cos2w cos2u
Um die Integrationsgrenzen dieser neuen Variabeln # und » zu er-
fahren, eliminire man aus den vermiltelnden Gleichungen zuerst v, was
y"
(3.) tangw® = -
.1,‘"
giebt, und bestinme die Grenzen von u nach denen von x. Erwigt man,
dafs y" im ganzen Bereiche der Integralionsgrenzen von y positiv bleibt, so
y g ] / 2
finden sich fir £ =0 und @w==o00, da m posiliv angenommen ist, beziglich
Crelle’s Journal d. M. Bd. XXXVIL Heft 4. 44
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die Werthe ¥=—1}7n und #=—0; so dafs in Beziehung auf w, von # = }n
bis =0 zu integriren ist.

Die Integrationsgrenzen von v sind in dem vorliegenden Falle unmit-
telbar aus der zweiten Gleichung in (2.) (welche von « frei ist) nach denen
von y zu bestimmen. Drickt man diese Gleichung wie folgt aus:

cos?2 "

= ey
Slﬂ’“

?

so ist, da aucb n posmv angenommen . wurde,,der untere Grenzwerth von v,
nimlich der, welcher der Annahme y =20 entspncht, ebenfalls = 0. Der
obere Grenzwerth von v, oder der zu y =0 gehorige ist, aber wegen des
Factors cos2wu, der von w=—3}n bis ¥=—1}n negativ und von w=1}n bis
u =0 positiv ist, nicht derselbe fir jedes dieser Intervalle; fiir das erstere
Intervall ist — oo und fir das letztere -4 oo der obere Grenzwerth von v.

Diesemnach geht die Glelchung (1.), nach Einfihrung der neuen Va-

riabeln, in
L——// go(v).ddvdu-{—ff p(v)ddodu

iiber, wo 4 nach der Gleichung
4 — 4= dy 'i‘.” Ay
du’'dv ™~ dv dw’

oder im vorliegenden Falle bequemer nach der Gleichung

dv ,  dx
| &1 ="a
zu bestimmen ist.. In dieser letzten Glenchung stellt * den aus (3.) gefol—

gerten partlellen Differentialquotienten von u nach y, und d den aus der

ersten der Gleichungen (2.) gefolgerten partiellen Dliferenualquotlenten von &
nach v vor. A
So erhilt man
<20

- —1 P §

A — 2 v-—+—-—1 cosu™ sinu”
T mn L,
cos2u™ "

und die vorige Bestimmungsgleichung von i geht in

b= o o) 4 T g (— oy
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iiber, wo der Kirze wegen

.1...1 2_, 2. 2 4
: iTcosu™  sinu" 7 gin om o
M=/ e —du, M — [T cosuT g,
1 , .1
° cos2um ° cos2um™ n

gesetzt worden ist..

Ersetzt man ferner dxe Variable # durch eine neue w mittels der
Gleichung

1
cos2u = Trow
so ergiebt sich:
1 Wl © Lat

1y »1= — l_—_-dw vt " p(v)dy

(1+w) s

1 i Chee

+W d dw/ ’(v)dv,

° (i-}—w) °

wo die Functionen ¢ (&) und ¢'(x) mittels der Gleichung
4. ¢(x) = 9(-a) ,
zusammenhangen. Die weitere Entwicklung dieses Ergebnisses unterbrechen

wir durch eine kleine, auf den Gegenstand Bezug habende Nebenbetrachtung,
und werden sie in (§. 3.) wieder aufnehmen.

2.

Die in der Gleichung (1'.) auf die Variable w bezogenen bestimmten
Integrale haben wegen der unendlichgrofs werdenden obern Integrationsgrenze,
wie bekannt, endliche oder unendlichgrofs werdende Werthe, je nachdem die
Reihen

+2 - Fininf.,
5

——1 — —-l ——-l —-—l

3m 4m . .
r+—5+— -+ ininf.

1—— | 1~ 1—- =

2 " 3 » 4 5 =
zu den convergenten oder divergenten gehoren. Untersucht man Dieses nach
den in der Nr. 123 und 126. meiner Differential - und Integral - Rechnung mit-

getheilien Sitzen, so findet sich, dafs die Reihen convergent sind, wenn die
44 *
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reellen posiliven Zahlen = und n der Ungleichheié -32——}—:—<i geniigen; bei

jeder andern Verfigung iber m und n gehoren sie zu den divergenten Reihen.
Es haben demnach die auf w bezogenen bestimmten Integrale in der Glei-

chung (1'.) nur wenn —;—;+—%—<1 ist endliche Werthe, und werden unend-

lichgrofs, wenn fiir die reellen positiven Grofsen 2 und n,

1 1 .
e =1 ist
Dieses vorausgeschickt, ergiebt sich folgender Satz:
»Trifft die Bedingung («.) ein, und sind die Functionen ¢ () und — ¢'(x)
wunter einander verschieden: so ist, unter der Annahme, dafs die be-
ostimmten Integrale : '

® _l_+.l_._1 % .i.*..l‘_l '
@) / o ¢ (v)dv, / v " ¢'(v)dv
N 0 . 0 - ’
»von Null verschiedene Werthe haben, nothwendig 4 = . Ist umge-
pkehrt die Grofse 4 in (1'.)» unter denselben Primissen endlich, oder gar.
yunendlichklein werdend, so miissen die Werthe der beslimmten Integrale

sin (3.) nothwendig Null sein.”
Setzen wir die besondern Fille .
m=—n=2, @(x)=cosx, also auch ¢'(x)=cosx,
in Ubereinstimmung mit den hypothetischen Theilen obiger Aussage, so wird
unter der Annahme ‘

f " cosv dv =0
nothwendig : . ° 3
’ A= cos(x® —y)dedy = oo
/Y
sein; und umgekehrt, wenn ’
= [ wcos(mz—-—y’)dz'dy <
[/ ’

d. h. wenn 4 endlich oder unendlichklein werdend ist, mufs nothwendig die
Gleichung |

7y - “cosvds = 0
/
‘Statt finden. Nun stellt sich in der That i als endliche Gréfse dar, denn es ist

A ‘=“/nc‘os(w’)dm:/wco,s(y?)dy—{—/%iﬂ(w")dm]%in(}*’)(ly
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oder -

A= 4. ﬂ/z”‘}'ﬂ/’zﬂ 1in =
Daher besteht wirklich die Gleichung (7.). Setzt man noch daselbst jx—v
“stalt v und addirt zu dem Ergebnisse die Glelchungf sinvdv=1, so er-
giebt sich

) / sinodv = 1;

was auf demselben Grunde wie das Obige (y.), namlich auf der Zulassigkeit
der Gleichungen
/ cos(a’)dx =/ sin(x*)dr = }yin

. 0
beruhet. :

3. :
Dem Vorigen zufolge haben die auf w sich beziehenden bestimmten

Integrale in (1’.)'unter der Annahme ,—:‘——[u:—'—< 1 endliche Werthe. Gehen

wir nun von dieser Annahme aus, so sind besagte Integrale durch die Function
»Gamma (1")” darstellbar und man er-hﬁlt'

/.m -t r(—) 1*(1——"-—-—

dw =

* ()T r(-5)
G-
—_—dw = o
° (1+w1_7 T(i-—-—-;.—)

Nach einer bekannten Eigenschaft von I' ist aber

I'a)I'1—a) =

sinan ’

wo a<_1 ist, und da auch gegenwirtig sowohl -—<1 als ——<1 ist, so ist

1
;0%_1 l dw“: su;l—n;: 1‘(———)1‘
° (i+w)l—7; | Si"(;‘}‘—"*).“ (“" —
w© w%—l o — sin-;;-n I’(——)T(—).

[ e T D TG
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Fithrt man diese Beslimmungen in (1'.) ein, so erhilt man, nach Re-
stitution des Werthes von A aus der Gleichung (1 ), folgende Reductionsgleichung :

si -—i—n I'
// ¢ (" —y")dedy = (:+ ) ( >F(")./ ()d"
| te (At
+”;" > ‘"< >’"(~) T

e e

Werden hier links vom Gleichheitszeichen die Integrahonsvanabeln T

und y beziiglich durch ar”.;n/a und y".;}b ersetzt, wo p, ¢, a, b ebenfalls reelle
positive Zahlen sind, so bleiben die Integrationsgrenzen unverindert, und wenn
hierauf noch die reellen und positiven Constanten m und n beziglich durch

m n
— und T erselzt werden, wo also

’ P
(@) m + n <\ 1
sein mufs, so stellt sich folgende allgemeinere Reductionsgleichung heraus:

(1) ./ °°/ “g(azm— by ar-tyr=de dy
[ ] 1]

e f(’*p z pr [ Dl g [° 24l
M m  n H m n ! .
= — (p {sm —/ © ¢ (v)dv- sin-= [ v ¢'(v) dv} 5
sin o \ °

wo der Kiirze wegen

2Yp(L
1 F(m) F(n)
m’ n L g P, q

am én I’(-';.--l-

gesetzt worden ist, wo ferner die Funclionen ¢(v) und ¢'(v) durch die Gleichung (4.)
mit einander zusammenhangen, und wo die Constanten @, b, m, n, p, ¢ sammt-
lich reell und positiv sind, von denen aber die vier letztern der Bedingung
in (¢'.) nachkommen miissen.

Um zu dem in der Uberschrift bezeichneten Ziel zu gelangen, neh-

men wir noch ein Resultat aus der Abhandlung im 28. Bande dieses Journals
auf (S. die Specialisirung der allgemeinen Gleichungen (I. und IL.) *) Seite 27

*) Bei der\ Gleichung (1.) a. a. O. ist durch Druckfehler rechts vom Gleichheitszeichen
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durch die Annahme p=2). Dasselbe lafst sich leicht wie folgt ausdriicken :

A [ ) plastoyyartyridedy— L. (2, 1 )f T o) do;

wo f(%;—, -Z—) dieselbe Bedeutung hat wie oben in (1), wo aber die reellen
positiven Constanten «, &, m, n, p, ¢ an keine Beschrinkung gebunden sind.
4.
Wir konnen nunmehr die Doppel -Integrale links in den Gleichungen
(L und IL.) in gegenseitiger Abhingigkeit darstellen, so dafs sich das eine mit
Hiilfe des andern, und umgekehrt, auf einfache Integral- Ausdriicke bringen lifst.
Unmittelbar aus den Gleichungen (I. und IL.) lafst sich, unter Zugrunde-
legung der Gleichung (4.), folgende Gleichung entnehmen:

(11IL.) ) m(p (ax™ —by™) xP~' y=tdx dy
/! .

p b
sin =
( ” / f p{az™ 4 by™) 2Py~ dx dy
sin
. q n |
sin —
( ; q—— / / ¢'lax™ - by") 2Py~ dr dy.
sin

Vertauscht man hier die Funchonen ¢(x) und ¢'(x) mit einander, so erhalt

man auch:

/ T/mq;’ (ax™ — by™)xP~' y = dx dy
o 9

. qmn
sm»’—~

// p(ax™ +by") xr~y" = de dy

sm(p q)ﬂ ° o

14
sin ~— P

sm(p l)

die untere lntegrahonsgrenze 0 vergessen; eben so fehlt im Nenner rechts vom Gleich-
heitszeichen in der Gleichung (II.) das Functionszeichen I" vor dem Ausdrucke

—L+ s SRS
n, np

e f / ¢'(az™+by")zP yr=tdz dy;
T o
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und wenn diese Gleichung mit der vorigen, um ¢'(ax™-}-by") wegzuschaffen,
verbunden wird, so erhilt man die zur vorigen inverse Gleichung:

avy S V”rp(amm} by™) 2Pty it da dy
o o )

pn

sin —

T
sin g——

sm(" )n‘// ¢'(ax™ —by" )m”“y""‘ dx dy;

wo, wie in der obigen (IIL.), die reellen positiven Constanien m, n, p, ¢
der Ungleichheit in (@'.) nachkommen miissen. )

Auch ist hier noch der specielle Fall, —":—' ::—% besonders zu belrach-
ten. Setzt man namlich

r_ 9 __,;
i m n ’
wo vermdge der Ungleichheit in (¢’.) 4<% sein mufs, so geben die vor-

hergehenden Ergebnisse in (IIL), wenn man noch ™ durch « und y" durch
y ersetzt, Folgendes:

V) pe—by)a -ty dwdy

1 ® o ' .
= 200519‘5/ / {9 (ax+by)+ ¢'(ax - by)} ' y' " dw dy;

wo, wie schon gesagt, A <T} sein mufs. Vertauscht man ¢ mit ¢, so er-
giebt sich

// (p(a:v—by)mz‘l y*tdz dy -—// ¢ (by — ax) ' y'~tdx dy;

wodurch die Gleichung (IV.) fir die gegenwirligen Annahmen in eine iden-
tische Gleichung tbergeht. ' o

5.
Um die Doppel-Integrale auf einfache zu bringen, in dem Fall, wo
die Integrationsgrenzen beider Variabeln — oo und -}-co sind, bedienen wir
uns folgender allgemeinen Umstellungsgleichung
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4>
/ / "F(x, y)dz dy ——// Ii(m,w)dxdy—}/ / F(— a, y)dwdy
+// lf\:v,—y)dw(ly~}/ / F(—a,—y)dzdy,

in welcher F'(x,y) jede behebxge Function von @ und y bezeichnen kann.
Wiihrend in simmtlichen obigen Resultaten die Exponenten m und 2

in @{ax™+ by") auch gebrochene und sogar irralionale Zahlen sein durften,

sind sie hier lediglich als ganze positive Zahlen zu behandeln; die iibrigen Con-

stanten aber konnen in der ihnen bis jetzt beigelegten Allgemeinheit beibe-
halten werden.

Dieses vorausgeschickt, setzen wir noch zur Vereinfachung:
6) S, . = @lax™4 by")ar~ y,
' S, = ¢'(ax™ - by")ar y 1,
wo die Functionen ¢ und ¢’ durch. die Gleichung (4.) cinander gegenseilig

bestimmen. Dann ergeben sich, in Riicksicht anf die Gleichung (III.), zunéchst
folgende Relationen:

(V1) / +°cf 7 plazt by 2Pyt da dy
= {I— (1= (=1 [ Suudedy,
(V1) / hf/”w(«tw?’"——byz")w”“y"“dxdy

— U= (_1)’)}“_(_1)(]} sm // S, 0 dx dy - sm~—// S dz dyt,

sin (—— —|— 5,)%

wo in den letztern 2—7’”7-}——<1 sein mufs. Ferner erhilt man:

2n
(VIL) / yurmcp((w*’" oyt ) xr=ty =t dr dy
R n P
— = (P S ) Smrdody
o n<2m +27¢+T)

L qn

SN 5——

_1_(;_‘1)'7—1{‘1_(_1)17} . zn+1 // S?rn 2n41d‘z‘dy}
s +2n+1>

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXVII. Heft 4. 45
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(VIT'.) / T p @@ by @yt de dy

N (’ﬂ
= (£1y{1— (1)} {1 - (=1~ "2 / f Sy 41,20 dc dy
s'n(2m+1-+ 2n
HEFP {1 — (1)) 2"’“ / S St dys
S'“(z mF1T 2n

wo tberall entweder das obere oder das untere der Doppelzeichen +, F zu

nehmen ist, und wo in (VIL) 52~ 5o T 35T YR +1 <1 und in (VII') m -H + 2(’,,< 1

sein mufs. Endlich erhilt man:

vy [ p(azt L by eyt de dy

= 0l [ S pdedy +(— 11T (TS de dy)s
(1] [\] L] 0

wo ebenfalls das obere oder das untere des Doppelzeichens + zu nehmen ist,
und wo der Kirze wegen
pr sinA1%_
@) A= gty g TENET
S‘"(2m+1 27c+1> s"‘( +1+2n )

gesetzt ist; welches Ergebnifs jedoch nur fir <1 Statt findet.

q
2m+1 T 2n41

Die Doppel -Integrale rechis in (VI. bis VIIL) sind mittels der Glei-
chung (II.) siammtlich durch einfache Integrale darstellbar. Néamlich es ist

;/ / S, .dedy = ;:7]"(1%, %)/.wv%+%—1(p(v)dv,

® 2,9y,
pndzdy = _f(2 ) [t g o) do;
[\]
wo f(%, ;;) durch die Gleichung (5.) gegeben und nach der Gleichung (4.)

¢'(v) =@ (—v) ist. Demnach ist in diesen Gleichungen (IX.) statt m und =
der Reihe nach
2m und 2n, 2m und 2n-4-1, 2m-4-1 und 2n, 2m--1 und 2n-}1

(IX.)
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zu setzen und die Ergebnisse sind in die obigen Gleichungen (VL bis VIIL.)
einzufiihren, wodurch das Doppel-Integral
‘e 1w o
/ / plax™ +by") P~ yi~'da dy
bei jeder Verfiigung iiber die ganzen und positiven Zahlen 2 und n, bei
welcher «, b, p und ¢ beliebige positive reelle Zahlen bleiben, von der Aus-
miltelung der einfachen bestimmten Integrale '

w P q aw P q
e =—1 —+ =1
/ vm n (I)(v) (l”, / ?7m+ n (/)'<U) dv’
1] 0

abhingig wird. Hierbei ist nicht aufser Acht zu lassen, dafs die reellen po-
sitiven Grofsen m, n, p, ¢ den bei jeder der Gleichungen von (VI. bis VIL)
angemerkten Ungleichheiten zu entsprechen haben. Ferner leuchtet aus (Nr. 3.),
wo die Constanten @, b, p und ¢ zuerst eingefihrt wurden, ein, dafs keine
derselben gleich Null angenommen werden darf. Eben so wenig diirfen die
Grofsen m und 7 in den Gleichungen (VI. und VI') =0 gesetzt werden;
ein Gleiches findet fir die Grofse  in (VIL) und fir die Grofse n in (VII'.)
Statt; hingegen kann man in (VIL) n =0, so wie in (VII') m =0, und end-
lich in (VIIL) sowohl =0 als n =0 setzen.
Ziirich, im October 1847.
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17.

Uber den richtigen Gebrauch vieldeutiger Functionen
bei der Ermittelung bestimmter Integrale.
(Von dem-Herrn Prof. Raabe in Zirich.)

I
Wenn F das Zeichen einer vieldeutigen, f das einer eindeutigen Function,
ferner :

d.F(f(@) = g()do
und auch ¢(x) eine eindeutige Function von ' ist, was folgende unbestimmte
Integralgleichung
/(p(x)d.v — F(f(x)) -} Const.
giebt, so hat man nach Nr.132 —134. des ersten Bandes meiner Differential-
und Integralrechnung, bei der Ermittelung von % aus der Gleichung

u = / b(p (x)dx,

zuerst die vieldeutige Function F'(f(x)) durch eine eindeutige, welche dafiir
eine innerhalb eines gewissen Umfanges willkiirliche Grofse ¢ enthilt, zu er-
selzen; und wenn diese eindeutige Function durch f'(g, a) vorgestellt wird,

so dafs auch
d.[ (¢, ) = ¢p(x)dx

ist, wo g, irgend einen speciellen, oder auch ganz willkirlichen Werth von ¢
bezeichnet, so ist

() u=f"p@)de = [(ggb)—[ (055 a).

Dieses an sich ganz richtige Ergebnifs hat in der Anwendung einige
Schwierigkeiten, die lediglich in der Nichtdarstellbarkeit einer Function wie (¢, «)
liegen, welche vermoge der Willkiirlichkeit von ¢ die vieldeulige Function
F(f(x)) fir alle Werthe von = ersetzen soll. Bei den bekannteren vieldeu- -

ligen Functionen arcsin, arctang, y, log missen die Werthe von x, fir
welche f(x) positiv ist, von denen, die ein negatives f(x) geben, gesondert
behandelt werden. Zur Erorterung dieses Umstandes diene z. B. die vieldeu-

m m
tige Function yx, die wir durch ((yx)) bezeichnen, wenn sie noch in ihrer



17. Raabe, iiber vieldeutige Functioncn. 357

ganzen Vieldeutigkeit ausgedriickt werden soll; hingegen einfach durch 7;';.1,,
wenn nur ein reeller Werth von « gemeint ist, der, zur nten Potenz erhoben,
x giebt. Dann ist, wie bekannt,

((]’7.1')) = (cos%ﬁ—{—z’sin%‘}?)?m
fiir ein positives a; hingegen

.((Vw)) = (cos (Zin)n—lLisin (292;1)”);7—:0,

wenn & eine reelle negalive Grofse und in diesem wie in jenem Ergebnisse g
eine beliebige ganze und positive Zahl, Null mit begriffen, und ¢ die magi-
nire Einheit ist. Eben so ist allgemein, fiir alle Werthe von 2, welche ein
positives [(x) geben,

m

(1) (@)Y = (eos2LE 4isin222) (),
fur die Werthe von x aber, die ein negatives f(x) geben, ist
A (Gr@)) = (eos 2OEDT 1 i, COLDTYTe_piay,

wo ¢ und ¢ wieder die obigen Bedeutlungen haben. ,
Bezeichnet man auch bei den andern vieldeutigen Functionen die Ge-
sammtheit ihrer Werthe auf gleiche Weise, so erhilt man:
() (Cogf(x))) = 2ein-|logf(x),
() (Uogf(®))) = e+ Dintlog[—f(2)]:
das Eine fir Werthe von x, die f(x) positliv machen, das Andere fir die u,
fir welche f(«) negativ ist. Uberall haben ¢ und ¢ die obigen Bedeutungen.
Ferner ist ‘
(8)  ((arcsinf(x))) = gn-(—1)%arcsin f(x),
(3) ((arcsinf(x))) = ga—(—1)aresin[—/f(2)]:
das Erste oder das Zweite, je nachdem f(x) posiliv oder negaliv wird, und
wo ¢ ebenfalls jede ganze posilive Zahl und auch Null sein kann. In dem
einen und dem andern Ausdruck hat man rechts den kleinsten positiven Bogen
zu setzen, dessen Sinus f(xr) oder — [ (x) ist.
Endlich ist.
(4)  ((arctangf(@))) = ga-|arclang f(@),
(4)  ((arctang f(x))) = o¢n—arctang[—f(@)]:
das Erste fir die Werlthe von x, die f(x) posiliv, das zweite fir die x, die
f(x) negativ machen; g ist wieder jede ganze und posilive Zahl, Null mithe-
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griffen, und fiir arclang rechts ist der KAleinsle posilive Bogen zu setzen,
dessen trigonometrische Tangente f(x) oder —f(x) ist.

Die gegenseitige Vergleichung der beiden Ergebnisse (3. und 3'.) mit
denen (4. und 4'.) zeigt, dafs die Ableitung eines bestimmten Integrals aus
der unhestimmten Integralfunction minder leicht ist, wenn das Integral einen
arcsin, als wenn es einen arctang enthilt; daher ist es gut, ehe man zur
Ausmittelung eines bestimmten Integrals schreitet, jeden in der unbestimmten
Integralfunclion vorkommenden arcsin miltels der Umstellungsgleichung

arcsin A = arc lan _*
. Syia—1y
erst auf einen arctang zu bringen.

IL
Da es blofs die Kreisfunctionen sind, die durch ihre Vieldeutigkeit bei
der Ausmittelung eines bestimmten Integralwerthes Schwierigleiten machen kon-
nen, so theilen wir nur einen auf diese Function sich beziehenden Salz mit.
Wir setzen die unbestimmte Integralgleichung

(4.) ¢ (x)dr = arctang f(x);

wo ¢(a)dx das Differential von arctang f(x) ist; dann hat besagter Satz die
Bestimmung von u aus der Gleichung

(6) wu —_;/‘b(p(.z')d.z'

zum Zwecke; wo die reellen Integrationsgrenzen « und & die positive Diffe-
renz b — a haben.

Wir haben hier den vieldeutigen Ausdruck rechts in (5.) durch die
Ausdriicke (4. und 4'.) zu ersetzen; wobei wir fiir die Anderung des Zeichens
von f(x), wihrend & die Werthe von @ bis & durchlauft, Folgendes bestim-
men. Es seien ¢, oy, o, .... oy reelle Zahlengrofsen, die der Grofse nach
aufeinander folgen, die zwischen « und b fallen und die, in f(«) stait = gesetzt,
die Ubergangsgrenzen der Zeichen der Funclion bestimmen. Nemlich, wenn

—a=-—4, ty—oy=r1, G—t=-, ... G— =, b—ey=|
ist, so sollen die Werthe der Function f(x) von &=« bis = o, ein be-
stimmtes Vorzeichen, von & = «, bis 2 = «, das enigegengeselzte, von & = «,
bis & = o3 wieder das vorhergehende, von & =a, bis x = o, wiederum das
zweile u. s. w. bekommen. Wird bei dieser Voraussetzung die Gleichung (6.)
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folgendermafsen gestellt:

/ cp(:v)dcc—{-/ (p(x)dx—{—/ ‘p(x)d .. / (p(x)da>+/ o(x)dr,
“k1 “k

und beachtet man, dafs die zu elmltlelnde Grofse # nur insofern Gegenstand
einer Bestimmung sein kann, als die Differentialfunctionen ¢(x)w (wo w eine
unendlichklein werdende Grofse ist) beim stufenweisen Ubergange von @ =—a
bis & = & mittels des constanten, unendlichklein werdenden Zuwachses w he-
stindig unendlichklein werdend dleibt: so kann die letzte Gleichung auch wie
folgt aufgestellt werden:

u = /m' (@) de —i—/'l‘!_(u(p (x)dx —}-/u“*wq) ()dx +....

a+tow «,+o o, 4w
- b—a
. —{—/“k w(p (x)dx —[—/ ”(p(.z') dx.
e (7% o]

Wenn nun die Function f(«) innerhalb der Werthe « und ¢, von
positive Werthe annimmt, so gelangt man, mit Zuziehung der Gleichung (A4.)
und der Ausdriicke (4. und 4'.), zu folgender Bestimmungsgleichung:

u = {arctangf(o,— w) — arctang f(a -+ w)}

+ {—arctang [ — £ (e, — w)] -+ arclang[— /(e + )]}
-+ {arc tang f(¢; — w) — arc tang f (e, -+ w)}
-+ {— arc tang [— (e, — w)] + arc tang [ — (e -+ )]
-+ {arc tang f(et; — w) — arctang f (o, -} w)}
+ {—arctang[ — f (e — w)] - arc tang [ — [ (o~ w)]}
+ u o s.ow
wo ein Ausdruck rechterhand, von der Form arctangi, den kleinsten positiven
Bogen bezeichnet, dessen Tangente der positiven Grofse 4 gleich ist. Aus
diesem Grunde sind zwei Ausdricke wie
arctang f(cty, 11 — @), arclang [ — f(tans 1+ )]
und auch die zwei
arctang f{ o, -} w), arc tang [ — f(cts, — w)]
verschieden: jedes Paar von einander nur um eine unendlichklein werdende
Grofse; so dafs sich also unter dieser Annahme folgende Bestimmungsgleichung
ergiebt: :
u = (—1)*arctang[(—1)*f(b — w)] — arctang f(a - w)
-+ arc tang f(e;, — w) —arc tang/\az—{ w) +arctang f(o; — w){
+ %-——arctangf(al, ). .. (=1)+arctang £ (e - (-1 w)|’
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wo, wenn irgend ein Glied rechterhand durch arctang 4 dargestellt wird, 4 jedes-
mal positiv ist, und so ein Glied dann jedesmal durch den kleinsten positiven
Bogen zu ersetzen ist, der zur Tangente die positive Grofse A hat.
Wird im Gegentheil festgestellt, dafs die Function von &=« bis r=¢,
negaliv sein soll, so erhdlt man zunéchst:
u = {—arctang[— (e, — w)] + arctang[— f(a+ )]}
-+ {arc tang f(e, — w) — arc tang (e, -+ w)}
+ {— arctang [— F(¢; — w)] +are tang [— f(as + )]}
+ {arc tang f (e, — w) — arctang f(¢; + w)}
+ {— arctang [— f (e, — w)]+ arc tang [— £ (e, + )]} '
4 {arc tang f(es — w) — arc tang f (o5 - w)}
4 wosoow.,
und aus ahnlichem Grunde wie oben:
u = (—1)"'arctang[(—1)*"'f(b — w)] }-arctang[— [ (a-}- w)]
_ 9 + arc tang (e, -} w) — arctang f(e, — w) -}-arc tang f (o + w) |
—arctangf(o,— w) 4 ... (=1)*tarctang f(ox -+ (—1)'w) )’
wo, wie, vorhin, ein Ausdruck rechts, von der Form arctangi, den kleinsten
positiven Bogen bedeutet, dessen Tangente die immer positive Grofse 4 ist.

Dieses vorausgeschickt, ergiebt sich, unter Zugrundelegung der Glei-
chung (5.), folgender Doppelsatz: \

Wenn die in (5.) durch [(x) dargestellte Function von x positive
Werthe von x — a bis x = «,, negalive von v —=a, bis x = «,, wieder
positive von x=a, bis T =0¢; u. s. w. hat und

al—(t=:+, Otz—ofli-f—y 0‘3“‘“2’;'+'9 ak'—ak-l:"f‘) ”—“k=+
ist: so ist

b
3 / ¢ (x)dxr = (—1)*arctang [(—1)*f(b— w)] —arclang f(a-} w)
a+ 0 + arclang f(ey — w) — arc tang f (e, 4 w) |- arc tang f (¢ — w) | .
/ —arctang f (o, ) £ ... (1 Yarc tang f (o -+ (—1) ) |
hingegen, wenn f(x) von xr—=a bis © —=qa, negative, von x = a, bis x —o,
positive, von x == a, bis x = o, wiederum negative Wertke u. s. w. hal, so ist

¢18) / ¢ (@)de = (—1)"'arc tang [(—1)""f(b — w)] + arc tang [— f(a + w)]
o { -+- arclang f(¢, -|- w) — arc lang f'(o, — w) -}-arc tangf(oz3 T+ w)
—arctang f(ey—w) - .... (=1)*arctangf(os-}- (—1)* ' w) |’

Bei diesem Doppelsatze ist vorausgesetzt, dafs wg(ax) fir alle Werthe

von & =« bis @ =~>0 unendlichklein werdend bleibe, wenn die unendlichklein
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werdende Grofse w den Unterschied zweier benachbarten Werthe von  vorstellt;
ferner stellt ein Ausdruck von der Form arctangi, rechts vom Gleichheitszeichen,
den kleinsten positiven Kreisbogen vom Halbmesser 1 dar, dessen trigonome-
trische Tangente die positive Grofse 4 ist.

: III.
Zur Erlauterung der Sitze in (I. und IL) wollen wir den besondern Fall

_ [
(@) u / 1—1‘?—&

annehmen. Durch Zerlegung erhélt man

./;—11—‘:- * Jr./1———zy3+x I-/1+J‘}/3+J

und, integrirt,

%) ‘/; 1-{111 dr = arclang(2x — y/3) - arctang (22 - y3),

oder auch

(8) /1 1+,‘§_l == arc tang —1—_—_{7

1) Fir den Werth von = aus der Gleichung (¢.) ist, miltels des

Ergebnisses (y. x
ge (7)9 f(-’L') —_ 1_’:’:2.

Da ferner die Integrationsgrenzen — oo und - oo sind und die Func-
tion f(x) bei £ = —1 und 22=0, so wie bei =1 das Zeichen in-
dert, so erhilt man durch Vergleichung mit dem allgemeinen Falle:

a=—oco, o=—1, =0, o=41, b=+

wo also k=3 ist. Da endlich die Funclion f(x) von £ =@« bis v =g,
posiliv ist, so dient die Gleichung in (1) zur Beslimmung von w, oder des
hestimmten Inlegrals («.). Sie giebt:

\

1 1
%Y =— —arc tang——— arc tanga—o
23 t 110 aretan — - arctang g——* |
+ 2 jarctang - 5@ Fw) g1 wC—a)
wo o unendlich klein werdend und posiliv ist: folgllch erhilt man
* oo P)
/ —11}00——7dw = 2.
J, 11—z +x
2) Der Ausdruck rechterhand in (3.) kann ebenfalls zur Bestimmung
von u dienen. Sieht man zuerst auf das Glied arctang(2x—y3) und er-
wigt, dafs die Inlegrationsgrenzen — oo und - oo sind, so erhdll man:
@4 == — 00, ocl::-;-]/3, =:-}-oc,
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXVIL. Heft 4. 46
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wo demnach k==1 ist; und da die Funclion f(z)=22—3 von =2«
bis x == &, negaliv bleibt, so kommt hier die Glenchung (IL) zur Anwendung
und man erhalt

ey '
g[ T a3 = Arelang o - arc tang oo — 2 arctang2 w oder

o dr
'yl‘ e, 2 T
- 1—ay3+a? T

—0

Behandelt man éhnlich das zweite Glied des Ausdrucks rechterhand

in (/3.), so findet sich
teo dr
f_f T—a3te = "

Addirt man dieses zum Vorhergehenden, so findet sich wie oben:

e A4t
S e =2

-1

3) Zerlegt man endlich das bestimmte Integral (¢.) in eine Summe
zweier andern, von welchen die Inlegrationsgrenzen des einen — oo und 0,
die des andern O und -}-oc sind, und ersetzt hierauf im erstern die Integra—
tionsvariable « durch — &, so ergiebt sich

o Atar
2./ 1— ‘—}—.L
Zerlegt man dieses bestimmte Inlegral in eine Summe zweier, das eine inner-

halb der Grenzen O und 1, das andere innerhalb der Grenzen 1 und oo, und

. . . .
ersetzt im letztern die Integrationsvariable = durch —, so erhilt man

— A2
u 4./ 1——.1‘-{—.1‘
Legt man nun die unbestimmte Integralfunchon in () zum Grunde, nemlich

x
arc tangi—_—_—?,

und erwiigt, dafs nunmehr f(w):—i—;%; innerhalb der Integrationsgrenzen 0
und 1 besténdig positiv bleibt, so ist die Gleichung (1.) fir die Annahme k=0
anzuwenden, was

R & o A 1—w 0
/ m—;dw == arc tangw(z_'w) farc tang y—— = 47

giebt, und mit 4 mulliplicirt erhalt man, wie nach beiden obigen Arten:

/+°°___1i‘_£2...@ — 2 -

J 1—a+axt

Ziirich, im. Oclober 1847.
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18.

Uber die bestimmten Integrale mit imaginaren
~ Grenzen.

(Yon Herrn Dr. Dienger zu Sinsheim bei Heidelberg.)

Die Theorie der bestimmten Integrale ist in ihrer Anwendung sehr fruchtbar,
und es ist daher wichtig, sie genau zu erforschen. Im Folgenden sollen einige
Sitze zur Beurtheilung vorgelegt werden, die sich auf die imaginiren Grenzen
solcher Integrale beziehen und in denen versucht worden ist, den Integralen einen
bestimmten und einer folgereichen Anwendung fihigen Sinn zu unterlegen.

§. 1.

Die Grofse w-}bi soll unendlich klein heifsen, wenn sowohl a als &
unendlich klein sind. Ist von @ und 4 Eins ein unendlich Kleines von anderer
Ordnung, als das andere, so soll @1 bi ein unendlich Kleines von der Ord-
nung n heifsen, wenn die mindeste Ordnung fir « oder & die Ordnung n ist.
Sind demnach « und &, oder Eins von ihnen, unendlich kleine Grofsen von der
ersten Ordnung, so ist @+ ein unendlich Kleines, ebenfalls von der ersten
Ordnung. Die Funclion f(«--bi) soll eine unendlich kleine Grofse von der
nten Ordnung sein, wenn

flatvir

(e bi)
unendlich klein ist fir 72 <7, unendlich grofs fir > r, und nicht unendlich
grofs fir n=r; vorausgeselzl, dafs a-}-bi ein unendlich Kleines von der
ersten Ordnung sei.

Ist  eine unendlich kleine Grofse ersler Ordnung, so ist

r(cost-}-isiné)
_ebenfalls eine unendlich kleine Grofse erster Ordnung, da cos? und siné immer
zwischen O und 1 liegen und nie zugleich verschwinden. Demnach wird
f(r(cosi+isint)) zu einem unendlich Kleinen Ater Orduung, wenn in

1) f (r(cost+iésint))

r*(cosntismant)
(r von der ersten Ordnung vorausgeselzt) dic Grofse (1.) unendlich klein
(oder Null) ist, for m<Ck unendlich grofs fir n>>k, und nicht unendlich
46 *
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grofs fir n—==4k. Die Grofse (1.) ist aber gleich
) flr(cost+isint)] cosnt_if[r(cost-}—isint)]
* re P

sinni,

und da cosmt, sinnt? immer endlich sind, was auch 2 und ¢ sein mogen,
auch beide nicht zugleich verschwinden, so wird

f(r(cost+-isint)) ,
eine unendlich kleine Grofse /Ater Ordnung sein, wenn man 7 unendlich klein
erster Ordnung annimmt; ferner '

3 (r(cos t +isint))

o
unendlich klein fir n <k, unendlich grofs fir # >/ und nicht unendlich
grofs fir n==4%.

Eine imagindre Function R{cosT'4-isinT) ist unendlich klein, oder
grofs, mit B zugleich. In dem Falle \

f(r(cost}isint)) = R(cos T} isinT)
ist diese Function von gleicher Ordnung mit R.

Bezeichnet man allgemein f(r(cosé-|isint)) durch F'(r), so ist F'(r)
ein unendlich Kleines kter Ordnung, wenn —,(;—) unendlich klein ist fir n <4,
unendlich grofs fir 2 >>/% und nicht unendlich grofs fir n===Fk.

Ob demnach F'(r) continuirlich im engsten Sinne sei, hangt von dem
Differentialquotienten v

@) S
ab. So lange derselbe endlich bleibt, was auch ¢ sei, so lange ist F'(») con-

linuirlich, im engern Sinne.

Fir die Bestimmung von 9—‘%(—'-)- ist

c
0 -81:'(1-) — 38- l(”f:ﬁ;’?f}jéi?)’? (cost-Fisint)==f'(r(cost-|isint)).(cost}isint).

Die Bestimmung der Continuitit im engsten Sinne hangt also von f'(r(cos?-|-isint))
-(cost-}-isinf) oder von f'(r (cos¢-|-¢sint)) ab, und es soll f'(r(cost-|-isin?))
der Differentialquotient von f(r(cos?-}-isin¢)) heifsen. Seine Bildung ist der
des Differentialquotienten von reellen Formen analog. Die Grofse (4.) ist aber

immer endlich, so lange (was auch ¢ sei)
0*F(r)
_ orot
endlich ist; denn in diesem Falle ist (4.) continuirlich im engern Sinne,
also endlich.
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Es ist

) a;rl;(:) = —rsin¢f"[r(cost-|-isint)] —sintf'[r(cos t-}-isint)]

+é{rcos2¢f"[r(cost+-isint)]4-costf'[r(cost+isine)]}.
Ubrigens ist die Untersuchung von
(6.) f'[cost-isint)]
zureichend. Ist fir alle Werthe von ¢ diese Grofse endlich, wenn » zwischen
a und b=« liegt, so ist fir alle Werthe von ¢ die Funclion f[r(cos ¢} isin¢)]
conlinuirlich im engern Sinne fiir jedes r zwischen  und &; und zwar, wenn
['(r(cost|-ésin?)) noch endlich ist fir @ und b, so ist es f(r(cost-}isint))
fir =« und 7=056-|¢, wo ¢ eine unendlich kleine Grofse ist. Ist aber
['(r(cost+-isint)) nicht fir alle Werthe von ¢ endlich, so ist auch die Function
[(r(cost-}-isint)) nicht fir alle Werthe von ¢ continuirlich, im engern Sinne.
§. 2.
Die Function f(r(cost | isin¢)) soll auch hier das Integral von
['(r(cost+isint)) heifsen und wird also durch
/}"" (r(cost--isint)) O (rcosit-|-isint))
zu bezeichnen sein. Setzt man r(cos?--isint) = x, so findet sich
(@ ==//“"(:L')8:l;
ganz nach bekannten Formeln gebildet, nur dafs hier = eine imaginire Grofse
ist. Es ist

8.813’"(r) = ['(r(cost-}isint)).(cost-}isint), also

F(r) i/f’(r(cost—[—z'sint)).(cost—{—z'sint) or, |
wenn man die Constante mit einbegreift; daher ist
ﬁ"(r(cos t-l-isint)) 0.(r(cos?+isint)) = (cos¢-|-isin t))//“'(r(cos t--isint))or,
oder allgemeiner: .
*) /;p(r(cost+z'sint))(').(r(cosl—{—isint))
= (cos¢-|isin t)?/;p (r(cost-|-isint)) or.
Da die Seite rechls ein Integral in Bezug auf eine reelle Grofse ist,
so kann man, was sie betrifft, von einem beslimmten Integrale sprechen. Was
auch ¢ sei, behilt demnach

(cost-}-isin t}/brp (r(cost+isint))or

einen bestimmten Werth. Schreibt man fir die Seite links von (7.)

/(‘p ()0,
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so ist fir r=a, ® = a(cost-}isint), und fir r =05, x =0b(cost+isin¢),
folglich ist

(8) b(c°s'+'5i"“q)(a:) O = (cost—[—isintMﬂp (r(cost-Fisint)) or;
« (cos T+ isint) a
b (cos isin?)
daher ist das Integral/ (cort ’(p(m)a.r die Summe der Elemente

a (cost + isin 1)
(9) (costisint)[eq{a(cost-{-isint)} |- eqp{(a-|e)(cost-isint)}4- ...
' coote@{(b—e)(cost4-isint)}];
wo ¢ unendlich klein ist.
Die Grofse £ hat hier einen bestimmien Werth und es wird voraus-—

geselzt, dafs alle Elemente (9.) endlich oder unendlich klein seien. Damit
also das Integral‘/‘b(cm+lsm0q3(w)o'“x eine Bedeutung habe, mufs die Grofse

a (cos? +isint)
¢[r(cost+isint)] von r=a bis r ==5—¢ endlich sein.

§. 3.
Ganz wie oben erhilt man
8F(1) ' ¢ . . N
e = ['(r(cost-}-¢sint))r(—sintticost),
F(r) = r:/f’(r(cost—}-isint))(——sint+icost)8t,

also auch fir @ ==r(cosf-}-ésinf):

10) gp(w) 0r = rfp (r(cost-}-isint))(— sin?-}+icost)Ot.
Fir = ist £ =r(cosa|isine); fir =7 ist & ==r(cos3-}-isin3), folglich

1 (cos B+ isin ) * . .
(1) / (confiot ﬂ(p(m)ax = 1:/ﬂq;(r(cost—{—zsmt))(———sint—|~zcost)6‘t.
r(cos @ i sin o) a
Das beslimmte Integral rechts in der Gleichung (11.) ist also gleich der Summe
der Elemente, die man erhilt, wenn man in
reg[r(cosk -|-isink)](—sink -} icosk)

k=a, at¢e, af2¢, .... B—¢ setzt, wo ¢ unendlich klein ist; voraus—

geselzt, dafs keines dieser Elemente unendlich grofs sei; unter welcher Be-
dingung allein das bestimmte Integral eine Bedeutung hat.

S. 4.
" Auf gleiche Weise findet sich

2R L .. ) -
gré’(tr) = rf"(r(cost-|}isint))(—sin2¢+icos2¢)

-k f'(r(cost4-#sint)) (— sint-}-icos?),
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woraus sich
*b (cos, isin b /g ’ . . . . -
(12.)/ (cosft ﬂ)(p(w)a.'c:// rg'[r(cost--isint)](—sin2¢-}-¢ cos¢t) Or Gt

a(cos @+ isina) a

: b
-{-//ﬂ(p[r(cost+ ¢sint)](—sint-l-écost)or Ot

ergiebt, wenn man wieder voraussetzt, dafs keines der einzelnen Elemente der

Integrale unendlich grofs werde.
Die Ausdriicke (8., 11. und 12.) sind fir unsern Zweck die Haupt-
formeln, welche bald ein wenig weiter ausgedehnt werden sollen.
Eine Andeutung zu Anwendungen mag hier nicht am unrechten Orte sein.
Es ist bekanntlich

. | ‘1'.2 as
e = 1TZ‘—{—§—!-—{—‘-§!—+....,

was auch x sei, reell oder imaginir.
Demnach ist

i ~2 3 ad
/e"&r = x—{——z‘z——}—%—{-‘f—,ﬁ——{-(f und

a(cosa+ising) .. a? ..
/ e dxr = a(cosaJrzsma)—{—W(cosZa-}-zsta)—}—....

0

oder ) .
o.s u" (1,3 -
et tin®d 1 = acos+greos2a - grcosde-f....
“!
-{—i(asina-{—-é—!— sin2a—]~....),
woraus 2
acosow{—% cos2a-+.... = e***cos(asina)—1,
asino %—;!—2 sin2a 4-.... = e"***sin(asina)—1
folgt. Ahnliche Resultate lassen sich leicht ableiten; was weiter auszufiihren

hier nicht der Ort ist, da die Ausfihrung aufser unserer Absicht liegt.

§. 5.
Lafst sich die Function ¢[r(cost-|-isinz)] in der Form
x(rt)Fik(r,t) = R[cosT+isinT]
darstellen, so ist in (8.) |
b(m”“sim(p(m) ox == (cos(t)--isin (l))/‘bli (cos T}-isinT")or

a(cost isind)
z/bRcos(T+t)Br-{—z:/‘bRsin(T-{*—t)(';"-
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b(c isin
Ist nun auch/ (corttemD ¢p(x)0x = P Qi, so erhilt man

a(cost+isint)
(13) P =/"Reos(T+t)or, Q@ =/ Rsin(T+0)or.

Ist z. B. ¢ (x) = €*, so ergiebt sich
R=—=e¢', T=rsint, P= e *'cos(bsint)—e**'cos(asin?) und
Q = e’ =*'sin(hsint) — e***'sin(asint), also
/be"°°5’ cos(rsint4¢)0r = €' cos(bsint)— e cos(asint),

a
*b . . . .
/ e ! sin (rsint-£)or = €' sin (bsint)— e"****sin(a sinl);

welche Ausdriicke ibrigens auch auf anderm Wege gefunden werden konnen.
Setzt man ferner ¢ (x)==cos(x), so findet sich
R = Ly[e ™'} &L 2cos(Rrcost)],

(l?"" sin i+ ersin 1)/(:05 (,. cos i) sin T . (c-—rsint . crsin1) sin (,. cos 1)

cosT = 2R ’ = oK ’

und endlich

fh;/[e”'s‘" t et L dcos(2rcost)].cos(T--t)or

= (e7Ps"' | ") sin (beost) — (e~ ¥ |- " ') sin (@cos?) und
/61/[(:2"5“"—{—e‘g’s‘"’—{—2cos (Rrcost).sin(T-F1)or
— (ebs;"i——e*.bSi"t)COS(bCOSl)—-'(eaSi"‘——' e—asini) cos(acosl).
§. 6.
Ganz eben so lifst sich die Formel (11.) anwenden. Ist
@ (r(cost+isint)) = R(cosT'-}-isinT), so ist
(14.) /r(cosﬂJﬂsmﬂ) (x)az'———/ Rsin(T--¢)ot- {-n:/ Rcos(T+¢t)0t.

r(cos @ +1isin f)

Ist aber q(r(cost-|-isint)) -—P+ Qi, so ergiebt sich
(15. )/r('msﬁlsmﬂ)( (m)az‘——:—-/ (Psmt—]—Qcost)at—{—nl'/ﬂ(Pcost-—Qsint)(S't.
r(cos @ +ising)

Aus den Formeln (14. und 15.) lassen sich einzelne Formeln wieder eben so ab-
leiten wie oben.

Da‘/l(i—{-w)axr_—.(1—}—.’0)1(1—}—.7:)—:0 ist, so selze man in 15)

p@) =11+4x); dann ist P = }{(142rcostd-r%), Q= ¢,, wenmn
1+42cost sin o, == rsint Demnach ist
(142»cost+2r*)? Po== Y +2rcostF7r%) " € 18

cos (p, = "
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/ﬁ[l(i-}— 2rcost+1*).sint 12¢,cos2]0¢

— _1_‘{11’770‘15_13_1(1 FRrcosB|7%) 4 2¢gsin B4 2 cos 3,

+i"__r‘i"_s_‘ila+2rcosa+r2)——2q>asinoc—2cosa;
/ﬂ[l(i +2rcostt-r*) —2¢,sint] o¢

- Si:ﬂl(i -}—2rcosﬁ+r2)—|--2(1:';7‘;.M>€P.8—25m/3

sina l(1+2rcosa+r2)—2(i+';cosa>q),, + 2sine.

Hier darf I(1-}- 2 cos¢-}-7*) innerhalb der Grenzen der Integration nicht unendlich’
grofs werden. Setzt man also a =0, (3=, so mufs #*< 1 sein. Dann findet sich

/n[l(i—{—2rcost+r’).sint-[—2cp,cost]8t= i —r*)—4,
/n[l(i-}2rcost—{—r’2).cost——2q),sint]at= 0.

Differentiirl man diese Formeln nach #, so lassen sich daraus leicht andere ableiten.
§. 7.

(16.)

Ist in der Formel (12.):
p(r(costtisint)) = R(cosT +}isinT) = P-4 Qi und
¢'(r(costtisint)) = R,(cosT,+isinT,) = P,+ Q,i,
so ergiebt sich eben so

an [ b‘“°sf’fi*“‘ﬂ’¢(x)a;c_ f / [R.rsin(T,+2¢)+ Rsin(T'1-2)] 8ro¢
e +// [R,rcos(T,--2¢)+Reos(T -+ 1)]or b¢
~/ / [P,rsin2¢-1Q, rcos2t+Psint -+ Q cos t] 6r b2

+y’] ’[P,rcos2t— Q,rsin2t-+Pcost — Qsint] or ot

Fir ¢(x)=€" ergiebt sich hieraus:
eboosB cos (bsin f)— e*cos« cos(asin @) = -—// eroos![rsin(rsint ++21)4-sin(rsint4-1)]0r ot,

ebeosf sin (b sin B) — eacose sin (asina) = / / [ cos (rsint 4 21)+ cos(rsint 4 )] e7eos? OrAt.

Giebt man den Grofsen a, b, o, /)’ specle]le Werthe, so lassen sich aus den hier
entwickelten Formeln leicht neue und merkwiirdige Ausdriicke bilden. Diese Ent-
wicklung iibergehen wir, da sie einerseits leicht ist, anderseits nicht allgemeine
Theoreme liefert.  Sinsheim im December 1845.

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XXXVIL Heft 4. 47
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19.

Zu Dr. Pohls Schrift ,,Der Electromagnetismus und
die Bewegung der Himmelskorper.”

(Von Herrn Dr. Dienger, Lehrer an der Gewerbschule zu Sinsheim bei Heidelberg.)

Is dem bezeichneten Schriftchen hat Herr Professor Dr. G. F. Pokl neue
und interessante Ansichten iiber das Wesen der kosmischen Bewegungen mit-
getheilt. Wir wollen darauf hier nicht niher eingehen, sondern nur einige
mathematische Deductionen, die dazu gehoren dirften, beizufigen suchen. Im
Ubrigen verweisen wir auf die Schrift selbst.

§. 1.

Wir wollen zuerst Das ausfihren, worauf am Ende von §. 42. des
Buches hingewiesen ist; nemlich die periodische Function ableiten, die den
Wechsel der anziehenden und abstofsenden Effecte angiebt. Wir legen die
Figur zu §. 40. zu Grunde. Bedeutet f(f) eine noch unbekannte Function
der Zeit #, heifst der Winkel Pca hier u, die Linie ac aber r; ist ¢ die Zeit,
welche verflofs seit der Himmelskorper von P ausging, bis er in a anlangt,
ist endlich ¢ die (rotatorische) Geschwindigkeit in P und ¢P = ¢: so hat man
fir die Bewegung im Puncte @, nach den im Buche gegebenen Bedingungen:

) e gy 2210
wihrend zugleich
bz
(2')‘ r= atecosu

ist, wenn man annimmt, die Bewegung geschehe in einer Ellipse, deren grofse
Axe a und deren kleine Axe b ist; nebst e=y/(a*—b*).

Sétzt man zur Abkirzung %,9:/: so ist aus (1. und 2.)

du / 1 __etacosu
(3 afecosu = kd¢ und kt= a+ecosu b al‘c(cos - a-}—ccosﬂ)'
Ferner ist bekanntlich
dr dt _dr &t ’
d*r ' du’ du du "1717-.
et T dt\?

du.
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Nun ist _
dr __ resinu __ b'esinu Ar __ (acosud-e+esintu)bte
du ~ atecosu  (atecosw)’ dut T (@t ecosu)® )
dt 1 't esinae
du = k(aFecosu)’ du® " k(aFecosw)*

Setzt man diese Werthe in die zweite Gleichung (1.), so erhélt man

(4) £lt) — o*etbe (acosu%—e)

(@a+ecosw)* \ecosu-ta/’

welche Function periodisch ist.
Ferner ist

a.cos€ ¢
acosu--e ct ’ b 2
——————i-—:—cos(g——), COS U = —, a-ecosu= b
ccosu-+a b oct oct ?
a—eC0S —— a4 — CCOS~—~—
b b
also

b)) @ = szc(a——ecos—gl—f—t) cos(ggi);
wodurch die periodische Beschleunigung der Bewegung in der Richtung des
Radius vector bestimmt wird.

§ 2
Finde die Bewegung im urspriinglichen Kreise Statt, so wire einfach
du  oc ___ote
JF _ 7 und ¥ = —a——"

Demnach wire die Umlaufszeit des Korpers
2na
(6) T = oc ’
wo ¢ die Winkelgeschwindigkeit im Puncte P bedeutet. Fir den Fall der
Ellipse ergiebt sich aus (3.) als Umlaufzeit:
(7,.) T — 2ab — 2na_-_b_ — T—b--
ec ec « a
Die Umlaufzeit ist also dadurch kirzer geworden, dafs der Korper gezwungen
war, sich in einer Ellipse zu bewegen.

Es findet sich ferner

dr
dr _ de __ pcesinu
@ = dt ~ afeoosu’
du

welches zeigt, dafs in P (u==0) die Bewegung nach der Richtung des Radius
Null; desgleichen in 4 (u==7), dafs sie von P bis A positiv (abstofsend) und
von A bis P negaliv (anziehend) ist.
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§. 3.
Untersucht man die Bewegung in der Ellipse ferner, so findet sich,
dafs fir »=—a die rotatorische ( Winkel-) Geschwindigkeit die nédmliche ist,
welche sie im Kreise gewesen wire, d. h. in den Endpuncten der kleinen

Axe. Die Bewegung nach der Richtung des Radius vector ist periodisch; sie
2
erreicht ihre Maxima, wenn :Il_t:‘.

oy e
acosu-t+e=—0 und cosu = ——

=0, d. h. wenn

ist. Dies findet also ebenfalls an den Endpuncten der kleinen Axe Statt. Da
dort sinw =+ —z— ist, so ist die Geschwindigkeit an den Endpuncten der kleinen

Axe nach der Richtung des Radius vector:

dr _ ecesinu Leee
dt — atecosu = — b
Die rotatorische Geschwindigkeit ist dort ; demnach ist die wirkliche Ge-

2,2 ,2

schwindigkeit =]/ g—af— 9 ece ———pcV( +b’>

Im Puncte a ist dle ganze Geschwindigkeit des Himmelskorpers:
o*cte’sin*u "c’ . e*sin*u (u-}—ecosu)
l/<(a-]~ec0su)2 — 1-2 - ()61/((a—{-ecosw2—l~
ml/[e%‘*sm u+-(a-} ecosu)*].
In allen diesen Formeln ist ¢ =« —e.

Da hier die umgekehrte Aufgabe geloset ist, so lafst sich auch leicht
die directe losen, wenn man die gefundene Form von f(¢) als bekannt an-
nimmt. Die Maxima der periodischen Beschleunigung der Bewegung nach der
Richtung des Radius vector finden Statt fir ¥ =0 und # =— 7, und zwar
ein Maximum fir ¥ — 0, ein Minimum fir ¥ = 7.

Das Ubrige lafst sich ferner leicht finden.
Sinsheim im April 1846.
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