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Ueber die Irreducibilitit ganzer rationaler Functionen
mit ganzzahligen Coefficienten.
(Ven Herrn David Hilbert in Kénigsberg i. Pr.)

Wrenn eine ganze rationale Function mit ganzzahligen Coefficienten
und mit den Versinderlichen «, y, ..., w; ¢, r, ..., ¢ vorgelegt ist und wir
behalten in dieser Function einige von den Verinderlichen, etwa die Ver-
dnderlichen z, g, ..., w, als Unbestimmte bei, wihrend wir fiir die tibrigen
Verdnderlichen ¢, r, ..., ¢ irgend welche ganze positive oder negative
Zahlen einsetzen, so entsteht ein System von unbegrenzt vielen ganzen
rationalen Functionen der Verinderlichen «, y, ..., w mit ganzzahligen
Coefficienten, und wir werden auf die Frage gefiihrt, ob in diesem Systeme
nothwendig irreducible Functionen der Verinderlichen =, gy, ..., w vor-
handen sein miissen, sobald die urspriinglich vorgelegte Function eine
irreducible Function der Veriinderlichen «, y, ..., w; ¢, r, ..., ¢ ist. Da-
bei wird eine ganze rationale Function mit ganzzahligen Coefficienten
irreducibel genannt, wenn sie nicht als Product mehrerer solcher ganzer
ganzzahliger Functionen darstellbar ist. Die angeregte Frage und ihre
Erweiterung auf beliebige Rationalititshereiche riickt den Begriff der Irre-
ducibilitit in ein neues Licht, und iiberdies gestatten die sich ergebenden
Resultate mannigfache besondere Anwendungen auf die Theorie der Gleichun-
gen und der Rationalititsbereiche.

Unsere Entwickelungen beruhen auf folgendem Hiilfssatze:

Es sei eine unendliche Zahlenreihe a,, a,, a@;, ... vorgelegt, in
welcher allgemein a, eine der @ ganzen positiven Zahlen 1, 2, ..., a be-
deutet; es sei fiiberdies m irgend eine ganze positive Zahl. Dann lassen
gich stets m ganze positive Zahlen u®, u®, . ., 0™ g0 bestimmen, dass die
2™ Elemente
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fiir unendlich viele ganzzahlige Werthe u simmtlich gleich der némlichen
Zahl G sind, wo G eine der Zahlen 1, 2, ..., a bedeutet. Dabei wird der
Index w+u™ des zweiten Elementes erhalten, indem man die Zahl u® zu
dem Index u des ersten Elementes addirt; die Indices des dritten und vierten
Elementes entstehen aus den Indices des ersten und zweiten Elementes,
indem man zu diesen die Zahl u® addirt; die Indices des fiinften, sechsten,
siebenten, achten Elementes entstehen aus den Indices der vier ersten Ele-
mente, wenn man zu diesen die Zahl «® addirt, und schliesslich erhilt man
die Indices der 2"~' letzten Elemente, indem man zu den schon bestimmten
Indices der 2™' ersten Elemente die Zahl u™ addirt.

Beim Beweise ist es nothwendig, einzelne Theile der vorgelegten
Reihe fiir sich zu betrachten. Wenn insbesondere ¢ auf einander folgende
Elemente der Reihe herausgegriffen werden, etwa die Elemente a,, a,,i,
@uizy ++vy @iy, SO nenne ich diese ¢ Elemente ein Intervall der Reihe
von der Lénge i. Wir grenzen nun innerhalb der vorgelegten Reihe irgend
ein Intervall von der Linge a+1 ab. In diesem Intervalle tritt dann min-
destens eine der Zahlen 1, 2, ..., a, etwa die Zahl G, zweimal auf, d. h. in
dem Intervalle von der Linge ¢+41 kommt jedenfalls eine der folgenden
Gruppirungen vor:

G = GG,

@ = 6.6,

6P = G..G,

((1:)_1 = G.-- . . . .-.G.

Wie schon durch die Schreibweise kenntlich gemacht ist, bedeutet hierin

allgemein GV ein Intervall von der Linge s, dessen erstes und letztes

Element einander gleich, nimlich gleich der Zahl G sind. Man sieht, dass

die Anzahl aller moglichen von einander verschiedenen Gruppirungen G
Journal fir Mathematik Bd. CX. Heft 2. ‘ 14
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gleich @* und somit jedenfalls kleiner als die Zahl (a+1) ist. Wir grenzen
jetzt innerhalb der vorgelegten Reihe hinter einander (a+1)’ Intervalle ab,
deren jedes die Linge a-+1 besitzt, und betrachten dann das so entstehende
Gesammtintervall von der Linge (a+41). In demselben tritt nothwendig
mindestens eine der Gruppirungen G, etwa die Gruppirung G¢7), zweimal
auf, d. h. in dem Intervalle von der Liinge (a+1)° kommt jedenfalls eine
der folgenden Gruppirungen vor:

@ — W o
Gy = GG,

@ — 0. om
Gy, = Gl G,

@ _ 0. o
Gy, = GG,

® o W
G(a+1)3 —_ y(l).” . . . .”G‘V(l).

Hier bedeutet allgemein G® ein Intervall von der Linge s, welches mit
der Gruppirung G, beginnt und mit der nimlichen Gruppirung schliesst.
Die Anzahl aller von einander verschiedenen Gruppirungen G® ist offenbar
kleiner als das Product der Intervalllinge (a+1)* in die Anzahl aller mog-
lichen Gruppirungen GV, und folglich ist jene Anzahl der Gruppirungen
G? jedenfalls kleiner als (a+1). Wenn wir daher innerhalb der vor-
gelegten Reihe hinter einander (a+1)° Intervalle abgrenzen und zwar ein
jedes von der Linge (a+41)°, so tritt in dem so entstehenden Intervalle
von der Gesammtlinge (a+1)° mindestens eine der Gruppirungen G¥, etwa
die Gruppirung G%,, zweimal auf, d. h. in dem Intervalle von der Linge

a+1)® kommt jedenfalls eine der folgenden Gruppirungen vor:
g ppirung

3) — () )
G2y(2) - »(2) G,,(2)7
) —_ (2) @)
G27(2)+1 _ G;,(2) . Gy(2)’
(3) — (2) (2)
G27(2)+2 - Gy(z) ()
3) . (2) (2)
(a+1)8 il 7(2)..- e Gy(z)-

Hier bedeutet allgemein G ein Intervall von der Linge s, welches mit
der Gruppirung G, beginnt und mit der nimlichen Gruppirung schliesst.
Nach m-maliger Anwendung des ni#mlichen Verfahrens gelangen
wir zu Gruppirungen von der Gestalt
@™ = ™., . . . ..G""
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und erkennen, dass in jedem Intervall der Reihe von einer gewissen Liinge
! nothwendig eine jener Gruppirungen G™ vorkommen muss. Dabei be-
deutet /! eine bestimmte endliche und nur von ¢ und m abhingige Zahl.
Die Anzahl aller von einander verschiedenen Gruppirungen G™ ergiebt
sich wiederum kleiner als eine gewisse endliche Zahl &, welche leicht aus
a und m berechnet werden kann. In der vorgelegten Reihe konnen wir
nun hinter einander beliebig viele Intervalle von der Linge ! abgrenzen,
und es folgt daher, dass es unter den Gruppirungen G™ nothwendig eine
giebt, welche in der vorgelegten Reihe unendlich oft vorkommt. Diese
Gruppirung sei die folgende

) -1 —1
GOy = GU L. . L. GO

v v U m-)
wo G0y und G'G;D Intervalle von der Linge »™ beziehungsweise von
der Linge »™ bedeuten.
Wir erkennen hieraus leicht die Richtigkeit des obigen Hiilfssatzes.
Es ist nimlich die Gruppirung G'), durch die folgenden Recursionsformeln
bestimmt :

(63—

) = @... L. .G,

2 — (1) (1)
Gy(2) e G,,(l)' .. . . . DRCIY 7(1),
G = 6D, . .. ...G9Y,
(m) —1) (m—1
Gy = GO L. .. L GO

wo stets die unteren Indices die Anzahl der Elemente angeben, aus denen
die betreffenden Intervalle bestehen. Ich setze

u® = M 1,
u® =y 0
u® = y®

™ = g m=1)
und behaupte dann, dass die so entstehenden, ganzen positiven Zahlen

uW, u® o u™ von derjenigen Beschaffenheit sind, welche unser Hiilfs-
satz verlangt. In der That: es ist eben bewiesen worden, dass in der

vorgelegten Reihe ay, a,, a;, ... die Gruppirung G, unendlich oft vor-
kommt, d. h. es giebt unendlich viele ganzzahlige Werthe von u, fiir welche
Oulusre 28, m_y = Gi'(n')")

14*
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wird. Aus dem Aufbau der Gruppirung G'7), folgt dann
a, =G,
=G,

RESAC

=G,

@pru® = V@

Cppu®d =0, 00,0 T, 0,0 =0,00m,,0,,

&= GJ

.

a =G,

PRI CO Rl SO I 0 Bl RN O TN ) B L IRINC) I C) IR '
und damit ist der Hiilfssatz bewiesen.

‘Wir kehren jetzt zu der anfangs gestellten Frage zuriick und be-
weisen zunidichst das folgende Theorem:

I. Wenn f(x, t) eine irreducible ganze rationale Function der beiden
Verdnderlichen x und t mit ganzzahligen Coefficienten bezeichnet, so ist es
stets auf unendlich viele Weisen moglich, in f(x, t) fir t eine ganze rationale
Zahl einzusetzen, so dass dadurch die Function f(x, t) in eine irreducible
Function der einen Verdnderlichen x ubergeht. Dabei heisst eine ganze ratio-
nale Function mit ganzzahligen Coefficienten irreducibel, wenn sie nicht als
Product mehrerer solcher Functionen mit ganzzahligen Coefficienten dargestellt
werden kann.

Wir setzen

flx, t) = Te"+Tyx" ' +--+T,,
wo T, Ty, ..., T, ganze rationale Functionen von ¢ mit ganzzahligen
Coefficienten sind, und nehmen dann — im Gegensatze zu der in obigem
Theoreme ausgesprochenen Behauptung — an, dass die Function f(z, ¢)
stets gleich einem Producte zweier oder mehrerer ganzer ganzzahliger
Functionen von z wird, sobald wir fiir ¢ irgend eine ganze positive, ober-
halb einer bestimmten Grenze C gelegene Zahl einsetzen. Vermoge der

Substitution = = % erhalten wir

fz, ) = T,,-l 9"+ 81" 4 Soy -+ 8,
wo S, S, ..., S, wiederum ganze ganzzahlige Functionen von ¢ bedeuten,
und es wird dann auch die Function
9(y, ©) = y"+8,9" 7+ 8,y 7+,

reducibel fiir jeden positiven ganzzahligen Werth von ¢, welcher eine ge-
wisse Grenze C' iiberschreitet, wo C' =C und iiberdies so gross gewdhit
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sein moge, dass die Function T fiir alle iiber C' hinaus liegenden Werthe ¢
von Null verschieden bleibt.
Wir entwickeln jetzt die » Wurzeln y,, y,, ..., y, der Gleichung

Y+ 8y T+ 8y 1S, =

in der von Puiseur™) zuerst angegebenen Weise nach fallenden ganzen
1

Potenzen von 7 = t*, wo k eine in bekannter Weise zu bestimmende positive
1

ganze Zahl ist, und wo unter #* der positive reelle Werth der Wurzel ver-
standen werden soll. Zu Anfang der Entwickelungen erhiilt man eine end-
liche Anzahl von positiven ganzen Potenzen von z. Es sei h der hochste
positive Exponent von =, welcher auftritt; wir finden dann die Ent-
wickelungen:

T

o = T+ e A G T
= QAT et b T
Y, = e, 0"+ F,7" 7 444, -I——m -I— + -
wo die Coefficienten o, /3, ..., 4, 7, 9, 0, ... simmtlich vo6llig bestimmte

rationale oder irrationale, reelle oder imaginire Zahlen sind. Die gefun-
denen Potenzreihen convergiren stets, wenn #=1* eine gewisse positive
Grosse C" iibersteigt.

Wir wihlen zundichst unter den » Wurzeln ¢, y, ..., y, irgend
zwei aus, etwa y, und y, und bilden dann die Potenzreihen fiir die beiden
elementarsymmetrischen Functionen derselben, wie foigt

gty = (mta)r +(BitB)T '+
?I1?Izr = 0,7+ (o, B0 3,) T -

Da wir auf "(;'TZQ.._—_(;) Weisen je zwei Wurzeln aus den » Wurzeln
Yy Yo .-, Y, auswiihlen konnen, so ergeben sich im Ganzen (g) Systeme

*) Die Originalarbeit von Puiseuz befindet sich in Liouvilles Journal Bd. 15, 16
(1850, 1851). — Diese Potenzentwickelungen sind bereits von Herrn C. Runge dazu be-
nutzt worden, um gewisse nothwendige Bedingungen dafiir abzuleiten, dass eine Gleichung
zwischen zwei Unbekannten unendlich viele ganzzahlige Losungen besitzt, vgl. dieses
Journal Bd. 100 S. 425. ;
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von je zwei Potenzreihen. Wir wihlen ferner aus den » Wurzeln yg,,
Y2y - -y Y, irgend drei aus, etwa g, y, ys, und bilden dann die Potenzreihen
fiir die drei elementarsymmetrischen Functionen derselben, wie folgt

yl+y2+y3 = (al+a2+a3)th+(ﬁl+ﬂ2+ﬂ3>’5h_l+“‘7
Y1ty Yays = (0!1062+a1a3+a2a3)12"
(0 ot 0 By 4 0, B+ 03 By o By 4 03 B) T -
Y1923 = oot (o oy 35+ oy oy By oy 0y 3,) T T e,

Da wir auf (g) Weisen je drei Wurzeln aus den » Wurzeln y,, ¢, ..., ¢,
auswihlen konnen, so ergeben sich im Ganzen (g) Systeme von je drei
Potenzreihen. In derselben Weise gelangen wir zu (Z) Systemen von je

vier Potenzreihen, zu (g) Systemen von je fiinf Potenzreihen u. s. f. Schliess-

lich wihlen wir unter den » Wurzeln Y1y Yo -y Yo irgend n—1 aus etwa
Y1 Y2 «-+y Yoy und bilden die Potenzreihen fiir die »—1 elementarsymme-
trischen Functionen derselben, wie folgt
Yit+yott Y = (al“l‘0‘2+""+0‘n—1)zh+<ﬁ1+62+"'+ﬂn~1)7h—1+"',

YiY2oo Y = 0.0, T

+<(xla2"'aw—2 n_1+-..+a2a3_“an_lﬂl)l—(’l’ﬂh—-l__;_.“.
Es ergeben sich auf diese Weise (ni 1) =n Systeme, von denen jedes aus

n—1 Potenzreihen besteht.
Wenn wir jetzt noch die » urspriinglichen Potenzreihen hinzunehmen
und jede von diesen fiir sich als ein System zihlen, so haben wir ins-

gesammt n+<g)+(g)++( nf_1> = 2"—2 Systeme von Potenzreihen. Diese

2"—2 Systeme von Potenzreihen wollen wir in eine bestimmte Reihenfolge
bringen und mit den Nummern 1, 2, ..., 2"—2 versehen. '

Nachdem dies geschehen ist, bestimmen wir eine Primzahl p, welche
grosser ist als jede der beiden Griossen C' und C”, und denken uns dann

in simmtliche Potenzreihen unserer 2"—2 Systeme fiir = den positiven
1

reellen Werth von p* eingesetzt. Da unserer friiheren Annahme zufolge
die ganze ganzzahlige Function g(y, p) reducibel wird, d. h. in zwei ganze
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ganzzahlige Functionen von y zerlegt werden kann, so muss unter den
2"—2 Systemen von Potenzreihen mindestens ein System existiren, dessen

simmtliche Potenzreihen sich gleich ganzen rationalen Zahlen ergeben,
1

wenn man ihre Werthe fiir 7 = p* berechnet. Das erste dieser Systeme
1

habe die Nummer a,, Wir setzen ferner v =2p*. Da infolge unserer An-
nahme die Function g(y, 2*p) reducibel wird, so muss wiederum unter den

2"—2 Systemen von Potenzreihen mindestens ein System existiren, dessen
1

simmtliche Potenzreihen fiir 7 = 2p* ganzzahlige Werthe annehmen. Das

erste dieser Systeme besitze die Nummer @, In Folge der Substitution
1

7=3p* mogen alle diejenigen Potenzreihen ganzzahlige Werthe annehmen,
welche dem Systeme mit der Nummer a; angehoren u. s. f.

Durch dieses Verfahren ist eine unendliche Zahlenreihe a,, a,, as, ...
definirt, in welcher allgemein a, eine der 2"—2 ganzen Zahlen 1, 2, ..., 2"—2
bedeutet. Wir wenden auf diese unendliche Reihe den oben bewiesenen
Hiilfssatz an, indem wir ¢ =2"—2 und m = (z—1)k+1 setzen. Es lassen
sich dann zufolge jenes Satzes m Zahlen u®, u®, ..., u™ so bestimmen,
dass die 2™ Elemente

a,,
@ gt

@ ru@r Oy

a a

PO I LR T O LI N O I OO T
Oy Qo B @ v B @ (1)

fiir unendlich viele ganzzahlige Werthe 1 simmtlich gleich der nimlichen

Zahl G sind, wo G eine der Zahlen 1, 2, ..., 2"—2 bedeutet. Es moge

nun zu der Nummer G etwa das folgende aus » Potenzreihen bestehende

System gehoren:

Yitgetoty, = A B A T B B
m P E
Y1Y2.eo Yy = Avtm—l+Brtm—2+"'+Ay+T+ T? + 738 ey

Die Coefficienten A, B, ..., A, TT, P, X, ... sind simmtlich véllig be-
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stimmte rationale oder irrationale, reelle oder imaginire Zahlen; einige der-
selben haben den Werth Null, da ja die positiven Exponenten von = im

Allgemeinen kleiner sein werden als m—1 = (r—1)h. Wir setzen in die
1

obigen » Potenzreihen 7 = op* ein und erhalten dann

P, R S
Yityt+-ty = Alom_1+BxGm_2+"'+L1+'&*]*’i“;;‘“‘% 013 +oy
yly2--'yy — A,,G’"‘l—}-B,G’""?—{—H-
wo die Coefficienten A, B, ..., L, P, R, S, ... wiederum bestimmte

numerische Grossen sind.

Es giebt, wie unsere Entwickelungen zeigen, unendlich viele ganze
Zahlen w derart, dass in den letzten Formeln die rechten Seiten simmtlich
ganze Zahlen darstellen, sobald wir fiir o eine der ganzen Zahlen

u,

ptp®,
pAu®, A+ u®,
‘u,-{—‘um, u + u(1)+ u(3) w + M(£)+ u(3) M+ u® +M(2)+ Iu(3)

‘lt+ LL(m , l’t + u(l)+‘LL(M) u_,_ u(z)_l___M(W) R, u+u(1) _{. Ll/(z) __{,__ +M(7n)
einsetzen. Wir wihlen jetzt irgend eine von den » Potenzreihen des in
Rede stehenden Systems aus, etwa die Potenzreihe

, R S
ﬂs(o) — 1410.111-—-1_}_310.7n—52_+_..._*_L1 _0..12__.}__0‘7_1_.’

und bilden aus derselben die folgenden m Potenzreihen
PO(0) = P(O)—Po+u?),
PO (o) = ‘B"’(G) 313(”(04-#“’)

B ) = FO(0) B0,
Aus der vorhin bewiesenen Thatsache folgt, dass auch jede von diesen
m Potenzreihen fiir unendlich viele ganzzahlige Argumente ¢=p ganz-
zahlige Werthe annimmt. Wir setzen ferner zur Abkiirzung

Pn1(0) = A0" '+ Bio" - Ly
Die weiteren Coefficienten P,, R,, S;, ... der Potenzreihe (o) seien nicht
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simmtlich gleich Null, und es bezeichne —Z‘; das erste Glied, dessen Coeffi-
cient V, nicht verschwindet. Wir erhalten dann
1 1
BO©) = Pus (D)= Pus G+ AV | — oy |+
Hier ist die erste auf der rechten Seite stehende Differenz eine ganze ratio-
nale Function vom (m—2)ten Grade in o; wir setzen

Pn2(0) = Pu1(0)—@us(0+4").
Die iibrigen Glieder auf der rechten Seite entwickeln wir nach fallenden
Potenzen von o; es wird dann

V.
iB(l)(G) = (pnz—2(0)+|u(l)v o-v—:-l —*_""
In entsprechender Weise erhalten wir

RO (0) = @,_3(0)+uPu®v(v+1) ,,vVJrz ey

wo ¢,_s(0) eine ganze rationale Function vom (m—3)ten Grade in o be-
deutet. Nach m Schritten gelangen wir schliesslich zu der Formel

Vv
T -

o-v+m

BM(0) = wPu® .. wo(w+1)...(v4+m—1)

Da diese Potenzreihe mit negativen Potenzen von o beginnt, so lisst sich
eine positive Grosse I' angeben derart, dass fiir alle diese Grenze I' iiber-
schreitenden Werthe von o der Werth der Potenzreihe absolut genommen
kleiner als Eins ausfiillt. Andererseits wird die Potenzreihe ™ (o) fiir un-
endlich viele ganzzahlige Argumente o selbst gleich einer ganzen Zahl, und
da eine ganze Zahl, deren absoluter Betrag unterhalb der Einheit liegt,
nothwendig gleich Null sein muss, so folgt, dass es unendlich viele ganz-
zahlige Werthe von o giebt, fiir welche die Potenzreihe B (o) verschwindet.
Aus der letzten Formel ergiebt sich aber

L [oB™(0)] = uPu® ... u™o+1)...(0+m-1)V,,

wo der Ausdruck rechter Hand eine von Null verschiedene Grosse darstellt.

Dieser Umstand steht mit der eben bewiesenen Thatsache in Widerspruch,

und es ist daher unmoglich, dass unter den Coefficienten P,, R,, S,, ...

ein von Null verschiedener Coefficient ¥; auftritt. In derselben Weise folgt,

dass auch die Coefficienten P,, R,, S,, ..., P,, R,, S,, ... simmtlich
Journal fiir Mathematik Bd. CX. Heft 2. 15
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gleich Null sind, und wir erhalten daher die Gleichungen:
Yi+y.++y, = A 0" '+ B, 0" 4+ Ly,

Yz, = A,0" ' +B, 0"+ L,
Da die rechten Seiten fiir unendlich viele ganzzahlige Werthe von o
ganze Zahlen darstellen sollen, so folgt leicht, dass die Coefficienten A,

B, ..., L simmtlich rationale Zahlen sind*). Fiihren wir wiederum die
' 1

Tk

Veriinderliche ¢ ein, indem wir 6 =7p * setzen, so wird

. m—1 m—2
Yity.+-ty, = Alp_—k—”‘mnl"l‘BlP_TTm—IZ‘i“”“*‘L],
_m=t _m=2
Uiyt = Ap * T'+B,p * "4t L.

Die bisherigen Entwickelungen ergeben das folgende Resultat: Be-
stimmen wir irgend eine Primzahl p, welche oberhalb einer gewissen
Grenze liegt, so giebt es unter den oben aufgestellten 2"—2 Systemen von
Potenzreihen mindestens eines, dessen Functionen die eben angegebene
Gestalt annehmen, wobei die Coefficienten A, B, ..., L simmtlich rationale
Zahlen sind.

Wir bestimmen 2"—2 Primzahlen p', p”, ..., p®~?, welche unter
sich verschieden und grosser sind als die Primzahl p. Auch fiir jede dieser
Primzahlen giebt es dann unter den in Rede stehenden 2*—2 Systemen
von Potenzreihen eines von der entsprechenden Gestalt. Da aber die An-

zahl der Primzahlen p, p', p', ..., p®" ™ gleich 2"—1 ist, wihrend die
Anzahl der Systeme nur 2"—2 betriigt, so muss es nothwendig ein System
geben, dessen Functionen eine doppelte Darstellung zulassen. Es sei etwa,
wie oben
—m=1 e
Yttty = Ap P T Bip F ot L
Coe . B -

y1y2“'yy —_ A,,p—_wk““'lm—.l"l"‘B,,p—TTm_Z'{-'“—}—Ly

*) Man darf nicht schliessen, dass jene Coefficienten ganze rationale Zahlen sind,
da es bekanntlich sehr wohl ganze rationale Functionen einer Verinderlichen giebt,
welche fiir alle ganzzahligen Werthe derselben ganzen Zahlen gleich werden und trotzdem
gebrochene Coefficienten besitzen; vgl. Math. Annalen Bd. 36 S. 512, wo ich die allge-
meinsten Functionen solcher Art aufgestellt habe.
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und zugleich

m—1 m—2

gt gatoty, = Aip” F BT et et L

m—1 m—2

Y1Ys.. Y, = Ai,p' k T'"”’—{-B:,p'— k 7:”‘—2+...+L’,_
Durch Vergleichung der nimlichen Potenzen von z auf der rechten Seite
ergiebt sich

m—1 m—1 m—1 m—1
Y T e S R e
Ap = Aip yoeen Ayp =A,p ’
_ m—2 _ m—2 m—2 m—2
% roT Tk Tk __ptat &
B, p = Bip , «..y B,p =B,p .
' '
L, ~ L, A —L.

Da die Coefficienten A, B, ..., L, A, B', ..., L' simmtlich rationale Zahlen
sind und p, p' zwei von einander verschiedene Primzahlen bedeuten, so
zeigen die gefundenen Gleichungen, dass nur diejenigen Coefficienten von
Null verschieden sein konnen, fiir welche der zugehirige Potenzexponent
von 7 eine durch k theilbare Zahl ist, d. h. die Functionen unseres Systems
hiingen ganz und rational von 7* ab, und wenn wir 7* =1¢ setzen, so wird

Yity.+-+y, = Fi(),

91929, = F,(0),
wo Fy(t), ..., F,(f) ganze rationale Functionen von ¢ mit rationalen Zahlen-
coefficienten sind. Das gefundene Resultat zeigt, dass die ganze rationale
Function ¢(y, t) durch die ganze rationale Function
@, ) = y—FOy " +FEOy "+ +(=1)F, (0
theilbar sein muss, d. h. es ist

9@y, O) = ¥, O¥ (@, O,
wo ¥ und ¥' ganze rationale Functionen von y und ¢ mit rationalen Zahlen-
coefficienten bedeuten. Mittelst der Substitution y = 2T erhalten wir hier-
aus fiir die urspriinglich vorgelegte Function die Gleichung

f@, ) = LEDTED

wo P(z, £) und PD'(z, £) ganze rationale Functionen von « und ¢ mit
ganzzahligen Coefficienten bedeuten, wihrend 4 eine ganze Zahl und
15%
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T eine ganze ganzzahlige Function der einen Versinderlichen ¢ ist. Bezeich-
net dann P irgend eine in A oder in simmtlichen Coefficienten von T auf-

gehende Primzahl, so wird der Quotient
D(z, D' (z, 1)
P

gleich einer ganzen ganzzahligen Function von x und ¢, und hieraus folgt
leicht durch bekannte Schliisse, dass entweder die simmtlichen Coefficien-
ten von P(z, f) oder diejenigen von ?'(x, ) durch P theilbar sein miissen.
Wenn ferner U(t) eine ganze ganzzahlige irreducible in T aufgehende
Function von ¢ bezeichnet, so wird der Quotient
D(z, )D' (=, 1)
v

ebenfalls gleich einer ganzen ganzzahligen Function von z und #, und
hieraus folgt in dhnlicher Weise, dass entweder in ®(x, t) oder in &'(z, f)
die simmtlichen Potenzen von z mit Functionen von ¢ multiplicirt sind,
welche die Function U(f) als Factor enthalten. Durch Fortheben der
simmtlichen Primzahlen P und irreduciblen Functionen U(f) gelangen wir
zu einer Gleichung von der Gestalt '

f(, ) = ¢z, t)(p'(.’l), £,

wo ¢(x,t) und ¢'(x,t) ganze rationale Functionen von = und ¢ mit
ganzzahligen Coefficienten sind. Diese Gleichung sagt aus, dass die
urspriinglich vorgelegte Iunction f(x,f) reducibel ist. Da aber diese
Folgerung mit der Voraussetzung unseres Theorems in Widerspruch steht,
8o ist unsere anfangs gemachte Annahme unzulissig, d. h. es giebt keine
Grenze C derart, dass die vorgelegte Function f(x,f) fiir alle diese Grenze
C iiberschreitenden ganzzahligen Werthe von ¢ reducibel wird, und damit
ist der Beweis unseres Theorems vollstindig erbracht.

Der Kiirze wegen habe ich die ganze Untersuchung so gefiihrt,
dass dieselbe nur die Existenz einer Zahl ¢ von der im Theorem verlang-
ten Beschaffenheit erkennen ldsst. Es kann jedoch die Entwickelung ohne
Schwierigkeit so ergiinzt werden, dass aus derselben zugleich hervorgeht,
wie sich eine solche Zahl ¢ mittelst Rechnung durch eine endliche An-
zahl von Handlungen wirklich finden lisst, sobald eine bestimmte ganz-
zahlige Function vorgelegt ist.

Im Folgenden beschiiftigen wir uns mit einigen Verallgemeinerungen
und Anwendungen des eben bewiesenen Theorems I. Dabei geniige hin-
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sichtlich der Beweise der Sitze eine kurze Andeutung der anzuwendenden
Schliisse.

Zundchst nehmen wir an, es seien statt der einen irreduciblen
Function f(x, t) mehrere irreducible Functionen f(z, £), g(x, #), ..., k(z, f)
vorgelegt. Wir finden dann durch eine leicht erkennbare Abinderung des
obigen Schlussverfahrens den folgenden Satz:

Wenn f(z, t), g(z, t), ..., k(x, t) sdimmtlich ganze ganzzahlige
irreducible Functionen der beiden Verdnderlichen x und t sind, so ist es stets
auf unendlich viele Weisen maiglich, fiir t eine ganze rationale Zahl einzu-
setzen, so dass dadurch jede dieser Functionern f(x, t), g(x, £, ..., k(z, t)
in eine irreducible Function der einen Verdnrderlichen x iibergeht.

Sprechen wir diese Thatsache fiir das Product F(x, ) der simmt-
lichen vorgelegten Iunctionen f(x, ), g(x, ), ..., k(z, t) aus, so ergiebt
sich der Satz:

In einer beliebig gegebenen ganzen ganzzahligen Function F(x, t) der
beiden Verdinderlichen x und t lisst sich stets fir t auf unendlich viele Weisen
eine ganze Zahl derart einsetzen, dass in Bezug auf die Verdnderliche x die
entstehende Function genau in ebenso viele ganze ganzzahlige irreducible
Functionen zerfdllt, wie die urspriingliche Function F(x, t) bei unbestimmtem
Parameter t.

Schwieriger ist es, unser Theorem I sowie die eben erwihnten Fol-
gerungen auf den Fall auszudehnen, dass die gegebenen Functionen statt
der einen Veriinderlichen x beliebig viele Verinderliche =z, y, ..., w und
statt des einen Parameters ¢ beliebig viele Parameter ¢, r, ..., ¢ enthalten.
Um diesen allgemeinsten Fall zu behandeln, beweisen wir zunichst den
folgenden Satz:

Wenn F(z,t,r,...,q) eine irreducible ganze ganzzahlige Function
der Verinderlichen = und der Parameter ¢, r, ..., ¢ bezeichnet, so kann
man stets fiir £, r, ..., ¢ lineare ganze ganzzahlige Functionen eines Para-
meters » einsetzen, so dass dadurch die Function F(x,t,r,...,q) in eine
irreducible Function der beiden Veriinderlichen = und » iibergeht.*)

Es sei
Flx, t, r, ..., @) = fe"+fix" " +-+f,,

*) Vgl. die von L. Kronecker zu ihnlichem Zwecke angegebene Substitution: Grund-
ziige einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grissen, dieses Journal Bd. 92, S.11.
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wo f, fi, ..., f. ganze ganzzahlige Functionen von ¢, r, ..., ¢ sind.
Setzen wir hierin z =¥‘;/,~ ein und multipliciren dann mit /"', so ergiebt

gich eine Function, welche ebenfalls irreducibel ist und die Gestalt

Gy, &, ry ooy @) = §"+9Y" T G
besitzt, wo gy, ..., g, wiederum ganze ganzzahlige Functionen von ¢, r, ..., ¢q
sind. Wir bilden die Discriminante D des Ausdruckes rechter Hand; die-
selbe ist eine ganze Function von ¢, r, ..., ¢, welche nicht identisch fiir
alle Werthe dieser Parameter verschwinden kann, da in diesem Falle
G(y,t,r,...,q) einen quadratischen Factor enthalten und somit reducibel
sein miisste. Wir bestimmen ein System von ganzen rationalen Zahlen
t=1t,, r=ry ... g=4q,

fir welche D nicht Null ist, und setzen diese ganzzahligen Werthe in die
Function G(y, ¢, r,...,q) ein. Die so entstehende Function von y zerlegen
wir in ihre irreduciblen ganzen ganzzahligen Factoren: es sei

G(.’/s boy Toy <o vy qO) = (p<y)"'X(y)7
wo ¢(y), ..., x(y) ganze ganzzahlige Functionen beziehentlich vom
vten, ..., uten Grade in y sind.
Nunmehr betrachten wir die durch die Gleichung

Gy, t, ry ..., q9) =0
bestimmte algebraische Function y; die Entwickelung dieser Function an
der Stelle t=¢,, r=ry ..., g=gq, liefert » Potenzreihen, welche nach
ganzen positiven Potenzen der Grossen

' =t—t), r=r—ry ..., ¢=qg—q
fortschreiten und von folgender Gestalt sind

Y = Zaftegtple g
Yy, = Za(;”\?""’ ‘.’t".r'f’ .o q7,

(T, 0y 00vy 2 ==1,2,3,..)

Dabei sind die constanten Glieder der » ersten Potenzreihen of*%-", ...,
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a%»" gleich den » Wurzeln der Gleichung ¢(y) =0 und die constanten
Glieder der w letzten Potenzreihen y{*% ..., %9 gind gleich den
w Wurzeln der Gleichung x(y) =0. Wir bilden jetzt die elementarsymme-
trischen Functionen der » ersten Entwickelungen und erhalten dadurch die
folgenden » Potenzreihen

y’+“.+yy — ZA{T’Q’""X)t'TT'Q...qm,

Yooy, = SAEeDLT g
(T, 0 .0 2=1,23..)
so fortfahrend bilden wir schliesslich die elementarsymmetrischen Functionen
der u letzten Entwickelungen, wie folgt:

Yooprb by, = TR0 g

- (T, 0,000 %) PIT 0010 tx
Ynouir oo Yo = 2T E're...q”.

(Ty 0y ey 2= 1,2,3,..))

Wir sind somit zu Systemen von Potenzreihen gelangt, von denen das erste
System aus » Potenzreihen und das letzte System aus w Potenzreihen be-
steht: die Coefficienten A, ..., I dieser Potenzreihen sind rationale Zahlen,
und es brechen jedenfalls die Potenzreihen eines Systems nicht séimmtlich
im Endlichen ab; denn dieser Umstand hiitte, wie man leicht zeigt, die
Reducibilitit der Function G(y, ¢, r,...,q) zur Folge. Wir combiniren nun-
mehr noch die verschiedenen Systeme von Potenzentwickelungen unter ein-
ander, z. B. die Entwickelungen y,, ..., y, und g,y ..., y,, und stellen
dann auch fiir diese combinirten Systeme die elementarsymmetrischen Func-
tionen auf, so dass wir schliesslich zu einer jeden irreduciblen oder redu-
ciblen in G(y, &, r,, ..., q,) aufgehenden ganzzahligen Function je ein System
von Potenzreihen mit folgenden Eigenschaften erhalten: die Coefficienten
der Potenzreihen sind rationale Zahlen, und es brechen jedenfalls die
Potenzreihen eines Systems nicht simmtlich im Endlichen ab.

Nachdem dies geschehen ist, setzen wir

3 q' = U

und verwandeln dadurch unsere Potenzreihen in Potenzreihen der einen
Verdnderlichen »: es ist dann unsere Aufgabe zu zeigen, dass man stets
fiir ¢, ry, ..., ¢, ganze rationale Zahlen so wihlen kann, dass auch nach
dieser Substitution die Potenzreihen eines Systems nicht sémmtlich im End-
lichen abbrechen. Um diesen Beweis zu fiihren, bezeichnen wir mit E

’ !
t=tu, r=nrmu,
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eine Zahl, welche grosser ist als die Summe der Exponenten der hichsten
Potenzen von ¢, r, ..., ¢, welche in dem Ausdruck G(y,¢,r,...,q) vor-
kommen. Es sei ferner Af“*r'**...¢"* ein solches Glied in einer dem
ersten System angehdrigen Potenzreihe, fiir welches der Coefficient A von
Null verschieden ist und ausserdem die Exponentensumme 7,4 @,+--+x,
die Zahl E iibertrifft; wir wihlen anch in jedem der iibrigen Systeme von
Potenzreihen ein Glied von der ndmlichen Beschaffenheit aus, und es sei
etwa T¢"7¢'*7...¢"" ein Glied in dem zum Factor y gehorigen Systeme,
dessen Coefficient ™ von Null verschieden und wo 7,49, +---+x, grosser
als die Zahl E ist. Wie eine einfache Ueberlegung zeigt, kann man fiir

t,, v, ..., q, ganze rationale Zahlen derart wiihlen, dass in den so ent-
stehenden Potenzreihen der Verinderlichen # beziehentlich die mit
u1a+9a+"‘+"a, . u’r+er+"'+"r’

multiplicirten Glieder Coefficienten haben, welche von Null verschieden
sind. Hieraus folgt aber, dass die einem und dem némlichen System an-
gehorigen Potenzreihen fiir die Veriinderliche » nicht simmtlich im End-
lichen abbrechen konnen; denn wire dies der Fall, so miisste nothwendig
die Function G(y, ¢, r,...,q) nach Einfilhrung der Werthe
t=tutt,, r=rutr, ... q=qutq,

in eine Function von y und « iibergehen, welche in zwei oder mehr ganze
ganzzahlige Factoren zerfillt. Es wiirde aber dieser Umstand seinerseits
erfordern, dass in den simmtlichen dem Systeme angehorigen Potenzreihen
die Coefficienten aller derjenigen Glieder verschwinden, fiir welche der Ex-
ponent der Potenz von u die Zahl E iiberschreitet, und letzteres ist that-
sichlich nicht der Fall. Damit haben wir bewiesen, dass auch nach Aus-
fiilhrung jener Substitution die Potenzreihen eines Systems nicht simmtlich
im Endlichen abbrechen, und hieraus wiederum folgt, dass die aus G(y,¢,r,...,q)
vermoge jener Substitution entstehende Function der beiden Veriinderlichen
y und » nothwendig irreducibel ist. Wenn wir jetzt in der urspriinglich
vorgelegten Function F(x,t,r,...,q) jene Substitution ausfiihren, so folgt,
dass die entstehende Function der beiden Veriinderlichen x und » jedenfalls
nicht in mehrere von x abhingige Factoren zerfallen kann. Es bliebe
mithin nur noch die Mdglichkeit ibrig, dass die aus F(z,t,r,...,q) ver-
moge jener Substitution entstehende Function einen Factor besitzt, welcher
allein die Verinderliche » enthdlt. Man kann aber, wie ersichtlich ist, die
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ganzen Zahlen ¢, r,, ..., ¢q, zugleich so wihlen, dass auch dieser Fall
nicht eintritt. Damit ist der Beweis fiir den vorhin ausgesprochenen Satz
vollstindig erbracht. Mit Hiilfe dieses Satzes beweisen wir jetzt das fol-
gende allgemeine Theorem:

Il Wenn F(z,y,...,w; t,r,..., q) eine irreducible ganze ganzzsahlige
Function der Verdnderlichen x, y, ..., w und der Parameter t, r, ..., q
bezeichnet, so ist es stets auf unendlich viele Weisen moglich, fir die Para-
meter L, r, ..., q ganse rationale Zahlen einzusetzen, so dass dadurch die
Function F(z,y,...,w; t,r1,...,q) in eine irreducible Function der Verdndert
lichen =, y ..., w ibergeht.

Wenn wir in der vorgelegten Function F(z,y,...,w; t,r,...,q) die
Substitution

y=nx, ... wW=0x

vornehmen und dann die etwa als gemeinsamer Factor auftretende Potenz
von z fortlassen, so entsteht eine Function G(z, 7, ..., w, &, r,...,q) der
Veriinderlichen ¢ und der Parameter #, ..., w, ¢, r, ..., ¢, welche eben-

falls irreducibel ist. Wir setzen zunichst nach dem eben bewiesenen Satze
fir diese Parameter lineare ganzzahlige Functionen eines einzigen Para-
meters # ein, nidmlich

n=mut+n, ... ©=wuto,,

t=tu+&, ..., q=qu+q,
g0 dass jene Function iibergeht in eine irreducible Function g(wx,u) der
beiden Verénderlichen « und ». Es ldsst sich dann nach unserem Theo-
reme L. fiir # eine ganze rationale Zahl u, einsetzen, so dass die Function
g(x, u,) eine irreducible Function der einen Verinderlichen # wird. Nun-
mehr erkennen wir, dass die urspriinglich vorgelegte Function F(z, y, ..., w;
t,r,...,q) nothwendig in eine irreducible Function der Verinderlichen z,
Y, ..., w iibergeht, wenn wir fiir die Parameter die ganzen Zahlen

b= tiuy+t, r=ru+r, ... q=quwtq
einsetzen; denn die so entstehende Function wiirde in eine irreducible Func-
tion der einen Verinderlichen « iibergehen, wenn wir iiberdies noch setzen:
y = Mmuwtn)z, ... w© =<w1'¢‘u+wo)m _

und von einer etwa als Factor auftretenden Potenz der Verinderlichen z
absehen. Damit ist der verlangte Nachweis gefiihrt. c
Journal fir Mathematik Bd. CX. Heft 2. 16
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Wir haben bisher in allen unseren Entwickelungen und Betrach-
tangen iiber die Irreducibilitiit stets den Bereich der rationalen Zahlen zu
Grunde gelegt: eine ganze Function wurde dann kurzweg irreducibel ge-
nannt, wenn sie sich nicht als Product von mehreren ganzen Functionen
mit ganzzahligen rationalen Coefficienten darstellen liess. Es ist jetzt noth-
wendig, die gefundenen Sitze auf den Fall eines beliebigen durch eine
algebraische Zahl bestimmten Rationalititsbereiches auszudehnen. Wir
nennen dementsprechend, wie es iiblich ist, eine ganze rationale Function,
deren Coefficienten einem gegebenen durch eine algebraische Zahl be-
stimmten Rationalitiitsbereiche angehoren, irreducibel in diesem Bereiche,
wenn sie nicht als Product von mehreren ganzen rationalen Functionen
dargestellt werden kann, deren Coefficienten in eben jenem Rationalitits-
bereiche liegen. Es gilt dann das folgende Theorem:

III. Wenn die Function F(x,y,...,w; t,r,...,q) in einem gewissen
durch eine algebraische Zahl bestimmten Rationalititsbereiche irreducibel ist,
so ist es stels auf wumendlich viele Weisen maoglich, in dieser Function
Flz,y, ..., w; t, ry ..., q) fiir die Parameter t, r, ..., q ganze rationale
Zahlen einzusetzen, so dass dadurch diese Function in eine Function der Ver-
~dnderlichen x, y, ..., w ibergeht, welche in eben jenem Rationalititsbereiche
irreducibel ist.

Das eben ausgesprochene Theorem III. lisst sich auf das Theorem II.
zuriickfiihren, und zwar mit Hiilfe eines Verfahrens, welches L. Kronecker*)
anwendet, um in einem beliebigen Rationalitiitsbereiche die Zerlegung einer
ganzen rationalen Function in ihre irreducibeln Factoren zu bewirken.
Wir sorgen nothigenfalls zunidchst durch Multiplication mit einer Zahl des
gegebenen Bereiches und durch geeignete Transformation der Veriinder-
lichen dafiir, dass die Function F mindestens ein Glied mit einem ganzen
rationalen Coefficienten enthiilt, und dass ausserdem alle zu F conjugirten
Functionen von einander verschieden sind. Wir bilden das Product dieser
simmtlichen conjugirten Functionen und erhalten dann nach Multiplication
mit einer geeigneten ganzen rationalen Zahl eine ganze rationale Function
Gvonx, 9y, ..., w, t, , ..., ¢ mit ganzen rationalen Coefficienten, welche
im Bereiche der rationalen Zahlen irreducibel ist. Es lassen sich daher

*) Vgl. Grundziige einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grossen, dieses
Journal Bd. 92 S. 12 und 13.
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zufolge des Theorems IIL fiir ¢ r, ..., ¢ ganze rationale Zahlen so be-
stimmen, dass nach deren Einsetzung G in eine Function der Verinder-
lichen z, y, ..., w iibergeht, welche im Bereiche der rationalen Zahlen
irreducibel ist. Wie leicht gezeigt werden kann, geht dann die urspriing-
lich vorgelegte Function F(r,y,...,w; t,r,...,q) nach Einsetzung der nim-
" lichen ganzzahligen Werthe fiir £, r, ..., ¢ in eine Function der Verinder-
lichen z, gy, ..., w iiber, welche in dem gegebenen durch jene algebraische
Zahl bestimmten Rationalitétsbereiche irreducibel ist.

Wir wenden nun die gewonnenen Resultate auf die Theorie der
Gleichungen an. Es sei eine Gleichung nten Grades in x vorgelegt von
der Gestalt

Fya"+F "'+ F, = 0,

deren Coefficienten F,, F,, ..., F, ganze rationale Functionen der Para-
meter {, r, ..., ¢ mit ganzen rationalen Zahlencoefficienten sind. Um die
Gruppe I" der Gleichung in dem durch die rationalen Zahlen und die Para-
meter ¢, r, ..., ¢ bestimmten Rationalititshereiche zu finden, bilden wir
das iiber alle Permutationen 4, é,, ..., 4, der » Zahlen 1, 2, ..., n er-
streckte Product:

H(u+ (L’;lul‘l“lf'.‘zuz"!" : '+winun>7

WO %, #y, %, ..., 4, unbestimmte Parameter und z,, x,, ..., x, die »
Wurzeln der Gleichung bedeuten. Dieses Product IZ wird nach Multipli-
cation mit F;' eine ganze ganzzahlige Function der Unbestimmten w, u,,
Upy ooy Uy by 7y ..., q, und wenn G(u, w, ..., u,, ¢, 7, ..., q) ein ganzer
ganzzahliger im Bereiche der rationalen Zahlen irreducibler Factor dieser
Function ist, so wird die gesuchte Gruppe I" durch diejenigen Permutationen
bestimmt, welche die Function G ungeiindert lassen. Wie wir jetzt mit
Hiilfe der obigen Entwickelungen zeigen wollen, kann man ir die vorgelegte
Gleichung auf unendlich viele Weisen fiir die Parameter ¢, r, ..., q ganze
rationale Zahlen derart einsetzen, dass die so entstehende ganzzahlige Glei-
chung im Bereiche der rationalen Zahlen die ndimliche Gruppe I' besitzt. Um
dies zu beweisen, berechnen wir die Discriminante D der vorgelegten
Gleichung; dieselbe wird nach Multiplication mit einer Potenz von F, eine
ganze ganzzahlige nicht identisch verschwindende Function der Parameter
¢, r, ..., ¢. Wir konnen dann nach Theorem II. zunichst fiir ¢{ unbegrenzt
viele ganze rationale Zahlen bestimmen, nach deren Einsetzung G eine im
16*
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Bereich der rationalen Zahlen irreducible Function der Verinderlichen wu,
Uy +ovy Uy, T, ..., ¢ Wird. Unter diesen ganzen rationalen Zahlen ¢ wiihlen
wir eine solche aus, fiir welche D nicht identisch verschwindet. Hierauf
bestimmen wir eine ganze rationale Zahl r, bei deren Einsetzung die Func-
tion G eine im Bereiche der rationalen Zahlen irreducible Function der
iibrig bleibenden Verinderlichen wird, und fiir welche iiberdies die Discri-
minante D von Null verschieden bleibt. So fortfahrend erhalten wir fiir
t, r, ..., q ganze rationale Zahlen, nach deren Einsetzung G in eine ganze
ganzzahlige irreducible Function g der Unbestimmten #, u,, ..., u, iiber-
geht, und fiir welche die Discriminante D der Gleichung eine von Null
verschiedene rationale Zahl wird. Es ist nun einerseits offenbar, dass alle
Substitutionen, welche G zulisst, auch die Function g nicht #ndern konnen,
und andererseits kann die Function ¢ ausser diesen Substitutionen nicht
noch andere Substitutionen zulassen, da die Ordnung der Gruppe fiir die
entstehende ganzzahlige Gleichung jedenfalls nicht grosser als die Ordnung
der Gruppe I sein kann: I" ist mithin zugleich die Gruppe der durch Ein-
setzung jener ganzen Zahlen entstehenden ganzzahligen Gleichung.

Nehmen wir beispielsweise in einer Gleichung die Coefficienten
selber als die unbestimmten Parameter ¢, r, ..., ¢ an, so ist die Grappe I
der Gleichung die symmetrische, und es folgt daher, dass es unbegrenst viele
Gleichungen nten Grades mit ganzzahligen Coefficienten giebt, deren Gruppe
im Bereiche der rationalen Zahlen die symmetrische Gruppe ist.

Zu solchen Gleichungen kann man im Allgemeinen sogar gelangen,
wenn man sich lediglich die geeignete Wahl des letzten Coefficienten in
der Gleichung vorbehilt. Um dies einzusehen, nehmen wir in der Gleichung

f(@) = ayz"+a 2" '+ +a, jx+t=0
die Coefficienten @, a,, ..., a,_, als ganze rationale Zahlen irgendwie an
mit der Einschrinkung, dass die Gleichung
f (@) = nayz"'+(@m—1)a, 2" ++a,_, =0
lauter verschiedene Wurzeln besitzt und die Function f(z) fiir diese Wurzeln
lauter verschiedene Werthe annimmt. Die Discriminante der ersteren Gleichung
wird dann eine ganze rationale Function (n—1)ten Grades in ¢, welche lauter
verschiedene Linearfactoren besitzt. Aus diesem Umstande kann mit Hiilfe der-
jenigen Principien, welche Herr A. Hurwitz*) dargelegt hat, gefolgert werden,

*) Mathematische Annalen Bd. 39 S. 1.



Hilbert, iiber die Irreducibilitit ganzer rationaler Functionen. 125

dass die Monodromiegruppe jener Gleichung beziiglich des Parameters ¢ die
symmetrische ist*). Aus dem vorhin bewiesenen allgemeinen Satze ergiebt
sich sodann, dass man in unserer Gleichung auf unendlich viele Weisen fiir
den letzten Coefficienten ¢ eine ganze Zahl derart einsetzen kann, dass die
entstehende ganzzahlige Gleichung im Bereich der rationalen Zahlen die
symmetrische Gruppe besitzt. '

| Durch #hnliche Schliisse sind wir im Stande zu zeigen, dass es un-
begrenst wviele Gleichungen mit ganzen rationalen Zahlencoefficienten giebt,
deren Gruppe im Bereiche der rationalen Zahlen die alternirende Gruppe ist.
Zum Beweise brauchen wir einige Sitze, deren Richtigkeit man ohne
Schwierigkeit mittelst derjenigen Methoden erkennen kann, welche Herr
A. Hurwitz in den vorhin angefiihrten Arbeiten auseinandersetzt. Der erste
dieser Sitze lautet, wie folgt:

Es sei f(x) eine ganze rationale Function der Veriinderlichen x vom
geraden Grade », welche den Factor «* besitzt, und der Differentialquotient
dieser Function habe die Gestalt

f (@) = nzx(z—a)(x—b)...(x—k)";
dabei seien @, b, ..., k von Null und unter einander verschiedene Grossen,

und auch die Werthe f(a), f(b), ..., f(k) seien unter einander verschieden:
dann ist die Monodromiegruppe der Gleichung '
| f@+8 = 0

beziiglich des Parameters ¢ gleich der alternirenden Gruppe.

Wir berechnen zuniichst die Discriminante dieser Gleichung, indem
wir uns dabei einer bekannten Formel fiir die Resultante zweier ganzen
Functionen bedienen. Wenn nidmlich ¢(x) und y(z) zwei ganze rationale
Functionen der Verinderlichen & vom Grade » und « und mit den Nullstellen
0y 0y vuvy o, und By, By, ..., 3, bedeuten, und wenn wir dementsprechend

g@) = a(z—a)(z—0)... (z—0,),
¥(@) = Bla—B)@—h). .. (a—B,)
setzen, so gilt die Formel
R(p, v) = BeBle(B) ... 9(B.)
= (—D e p(e)p(e) .. . v(a,)

*) Vgl. ausserdem A. Hurwits: Ueber diejenigen algebraischen Gebilde, welche ein-
deutige Transformationen in sich zulassen. Nachrichten der Kgl. Gesellschaft der Wissen-
schaften zu Géttingen, 1887 S, 103, wo die oben von mir benutzte Thatsache ebenfalls
zur Geltung kommt.
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Mit Hiilfe derselben finden wir fiir die Discriminante der obigen Gleichung,
d. h. fir das Product der quadrirten Wurzeldifferenzen, den Werth

D = w&(f(@)+E)(fO)+E) ... (FR+EY,

und das Produpt der Wurzeldifferenzen selbst wird daher

Dt = wt(f(a)+E)(fB)+E) ... (FR)+E). |
Wir setzen jetzt fir @, b, ..., k irgend welche rationalen positiven und
von einander verschiedenen Zahlen. Nach Annahme dieser Zahlen ist f(«)
vollig bestimmt, und auch die Werthe f(a), f(b), ..., f(k) sind unter ein-
ander simmtlich verschieden; denn es ist beispielsweise f(b)—f(a) gleich
dem von a bis b erstreckten Integrale iiber die in diesem Intervalle nir-
gends negative Function f'(z). Da n» eine gerade Zahl ist, so ist der
gefundene Ausdruck fiir D! eine ganze rationale Function von ¢ mit ratio-
nalen Zahlencoefficienten, und folglich ist auch die Gruppe der Gleichung
in dem durch die rationalen Zahlen und den Parameter ¢ bestimmten
Bereiche gleich der alternirenden Gruppe. Man kann jetzt nach dem
oben bewiesenen allgemeinen Satze auf unendlich viele Weisen fiir ¢ eine
ganze Zahl einsetzen, so dass die entstehende ganzzahlige Gleichung im
Bereiche der rationalen Zahlen die alternirende Gruppe besitzt, und damit
ist unsere Behauptung fiir Gleichungen geraden Grades bewiesen.

Um die entsprechende Thatsache fiir Gleichungen vom ungeraden
Grade = einzusehen, benutzen wir einen Satz, welcher wiederum ohne
Schwierigkeit aus den von Herrn A. Hurwitz entwickelten Principien ge-
folgert werden kann. Dieser Satz lautet:

Es sei f(x) eine ganze rationale Function der Verinderlichen = vom
ungeraden Grade n, welche mit ihrem Differentialquotienten f'(z) durch
die Formel

zf' (@)—f(x) = (n—1D)(z—a)(x—by'(z—c) ... (2—k)
verbunden ist; dabei seien @, b, ¢, ..., & von Null und unter einander
verschiedene Grossen, und auch die Werthe f'(), f'(c), ..., f'(k) seien
von einander verschieden: dann ist die Monodromiegruppe der Gleichung
[@)+(E~f @)z = 0

beziiglich des Parameters ¢ gleich der alternirenden Gruppe.

~ “Indem wir uns der oben angegebenen Formel fiir die Resultante
fzweier;"ganzen Functionen und ausserdem der Formel

R(p—=zy, v) = R(g, ¥)
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bedienen, finden wir fiir die Discriminante jener Gleichung, d. h. fiir das
Product der quadrirten Wurzeldifferenzen, den Werth

D = (a=1y"'8(E+f ®)—f @ (E+f @O~ (@) - .. (F+f B~ @),

und das Product der Wurzeldifferenzen selbst wird daher

n—1 )
Dt = (n—1) * t(E+f BO)—f @) E+f (©~f (@) ... ([E+f K~ (a)).
Wir wihlen jetzt fir b, ¢, ..., & irgend welche rationalen positiven und
von einander verschiedenen Zahlen und setzen

1
T /1 1 1y
255+t i)
In Folge der letzteren Annahme verschwindet auf der rechten Seite der Formel

zf' (@)—f(@) = (—D(@—a)(@—b)'(z—c) ... (z—k)’
der Coefficient von x, gerade wie dies auf der linken Seite der Fall ist,
und es lidsst sich deswegen eine ganze rationale Function f(x) vom nten
Grade mit rationalen Zahlencoefficienten bestimmen, welche dieser Formel
geniigt. Diese Function f(z) besitzt zugleich die Eigenschaft, dass die
Werthe f'(b), f'(c), ..., f (k) simmtlich von einander verschieden sind;
denn es ist beispielsweise

FE@—fby=12 IO _ [ o@D g

b
und hierin wird die unter dem Integralzeichen stehende Function zwischen

den Integrationsgrenzen nirgends negativ. Da » eine ungerade Zahl ist,
50 ist der gefundene Ausdruck fiir D! eine ganze rationale Function von
¢ mit rationalen Zahlencoefficienten, und folglich ist auch die Gruppe der
Gleichung in dem durch die rationalen Zahlen und den Parameter ¢ be-
stimmten Bereiche gleich der alternirenden Gruppe. Man kann jetzt nach
dem oben bewiesenen allgemeinen Satze auf unendlich viele Weisen fiir ¢
eine ganze Zahl einsetzen, so dass die entstehende ganzzahlige Gleichung
im Bereiche der rationalen Zahlen die alternirende Gruppe besitzt, und
damit ist unsere Behauptung auch fiir Gleichungen ungeraden Grades
bewiesen.

Mit Hiilfe des Theorems III. lassen sich die bisher iiber die Gruppe
einer Gleichung angestellten Betrachtungen auf beliebige durch eine alge-
braische Zahl bestimmte Rationalitiitsbereiche ausdehnen. Wir gelangen
80 durch die entsprechenden Schliisse zu dem folgenden Satze:

a =
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IV. Es sei eine algebraische Zahl R und ausserdem eine Gleichung

nten Grades von der Gestalt

, Fyz"+Fe"'+-+F, = 0

gegeben; die Coefficienten F,, F,, ..., F, seien ganze rationale Functionen
der Parameter t, r, ..., q, deren Coefficienten Zahlen des durch R bestimm—
ten Rationalititsbereiches sind. Ist dann I' die Gruppe der Gleichung in dem
durch die algebraische Zahl R und durch die Parameter t, r, ..., q bestimmten
Rationalildtsbereiche, so lassen sich stets auf unendlich viele Weisen fiir die
Parameter t, r, ..., q ganse rationale Zahlen einsetzen derart, dass die so
entstehende numerische Gleichung in dem durch die algebraische Zahl R be-
stimmten Rationalititsbereiche eben jene Gruppe I' besitst.

Dieser Satz bietet ein principielles Interesse, indem er zeigt, dass
die formal in den Coefficienten der Gleichung und im Rationalititsbereiche
auftretenden Parameter stets durch ganze rationale Zahlen ersetzt werden
konnen, sobald es sich lediglich um die gruppentheoretischen Eigenschaften
der Gleichung handelt: man vermeidet also auf diesem Wege die Adjunction
algebraischer Functionen.

Um zu zeigen, wie sich mit den gewonnenen Mitteln der Begriff
der Monodromiegruppe in arithmetischer Weise erkliren lisst, nehmen wir
an, es sei eine Gleichung gegeben, deren Coefficienten ganze rationale
Functionen des einen Parameters ¢ sind, und die Coefficienten dieser ganzen
rationalen Functionen seien Zahlen eines durch die Zahl it bestimmten
Rationalitéitsbereiches. Wir setzen jetzt fiir ¢ irgend eine ganze rationale
Zahl ein und denken uns die Gruppen aller so entstehenden numerischen
Gleichungen in dem durch %} bestimmten Rationalitiitsbereiche aufgestellt.
Es sei ferner U eine algebraische Zahl, durch deren Adjunction die Gruppen
jener Gleichungen simmtlich eine Verkleinerung erleiden, und es gebe nun
keine Zahl mehr, bei deren Adjunction eine weitere Verkleinerung simmt-
licher Gruppen eintritt. Diejenige von den verkleinerten Gruppen, welche
die grosste Ordnung besitzt, stimmt tiberein mit der Monodromiegruppe der
urspriinglich gegebenen Gleichung beziiglich des Parameters &.

Auf Grund des Theorems IV. konnen wir auch wunsere friitheren
Sitze iiber die symmetrische und alternirende Gruppe verallgemeinern; wir
finden dann folgende Thatsachen: wenn ein beliebiger durch eine algebraische
Zahl bestimmter Rationalititsbereich gegeben ist, so kann man stels Gleichungen
mit rationalen Zahlencoefficienten angeben, deren Gruppe in jenem Rationalitits-
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bereiche die symmetrische und ebenso solche, deren Gruppe in jenem Ratio-
naliitsbereiche die alternirende ist. Es giebt also auch in jedem durch
eine algebraische Zahl bestimmten Rationalitiitsbereiche Gleichungen von
beliebigem die Zahl vier iibersteigendem Grade » mit rationalen Zahlen-
coefficienten, welche in jenem Bereiche durch Wurzelziehen nicht 19s-
bar sind.

Ebenso zeigt man leicht, dass es unbegrenzt viele von einander ver-
schiedene Bereiche von bestimmtem Grade n (Gattungsbereiche mter Ordnung,
Zahlenkorper nten Grades) giebt, in denen — abgesehen vom Bereiche aller
rationalen Zahlen — kein Bereich niederen Grades enthalten ist. Gibe es
nimlich nur eine endliche Anzahl solcher Bereiche, so vereinigen wir diese
zu einem neuen Rationalitéitshereiche R. Nach den obigen Entwickelungen
giebt es dann eine Gleichung nten Grades mit rationalen Coefficienten,
welche im Bereiche 9 die symmetrische Gruppe besitzt. Diese Gleichung
definirt dann offenbar einen Bereich nten Grades, welcher von den eben
angenommenen Bereichen nten Grades verschieden ist und iiberdies keinen
Bereich niederen Grades enthiilt. Entsprechend beweisen wir die allge-
meinere Thatsache, dass es unbegrenzt viele Bereiche vom Grade n = vu
giebt, welche einen gegebenen Bereich »ten Grades und — vom Bereiche
aller rationalen Zahlen abgesehen — nur diesen enthalten.

In der vorstehenden Untersuchung ist lediglich die Existenz der
Gleichungen und Bereiche von gewissen Eigenschaften behauptet und be-
wiesen worden. Es kann jedoch entsprechend dem oben bei Ableitung des
Theorems I. hervorgehobenen Umstande die Entwickelung so ergiinzt wer-
den, dass aus derselben zugleich hervorgeht, wie sich jene Gleichungen
und Bereiche wirklich durch Rechnung aufstellen lassen.

Zum Schluss erwithne ich noch einen Satz, welcher sich ebenfalls
mit den oben benutzten Hiilfsmitteln erledigen lisst, aber auch direct durch
geeignete Anwendung von Potenzentwickelungen bewiesen werden kann.
Dieser Satz lautet: Wenn eine algebraische Function von ¢ fiir alle ratio-
nalen in einem beliebig kleinen Intervalle gelegenen Werthe stets selber
rationale Werthe annimmt, so ist sie nothwendig eine rationale Function®).

*) Eine analytische Function kann sehr wohl fiir alle rationalen Argumente ratio-
nale Werthe annehmen, wie dies neuerdings von E. Strauss gezeigt worden ist.

Journal fiir Mathematik Bd. CX. Heft 2. 17



