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Nouvelles applicatibns des parametres
continus a la théorie des formes quadratiques.

Deuxiéme Mémoire.

Recherches sur les parallélloédres primitifs.

Par M. Georges Voronoi a Varsovie.

Introduction.

Les méthodes connues de réduction des formes quadratiques positives
binaires, ternaires et quaternaires®) reposent sur une propriété des formes
quadratiques positives, & savoir:

n n
Chaque forme quadratique positive < a;x,; a n variables posséde
t=1l)=
dans Tensemble Il composé de tous les systémes (&, Zoy ... &,) de valeurs entiéres

des variables &y, %,,...x, n minma consécutifs
M <M, <<--<<M,
déterminés « condition que le déterminant w d’un systéme

(1') (1111 l21? se lnl)’ ([121 [2?1 oo ln2)7 (lln7 [27” (XX lnn)

de représentations de ces minima dans lensemble E ne s'annule pas.

*) Lagrange, Recherches d’Arithmétique. (Oeuvres, t. III, p. 695.)

Gauf}, Disquisitiones arithmeticae. (Oeuvres, t. I, art. 171, p. 146).

Lejeune-Dirichlet, Uber die Reduktion der positiven quadratischen Formen mit
drei unbestimmten ganzen Zahlen. (Oeuvres, t. II, p. 41.)

Minkowski, Sur la réduction des formes quadratiques positives quaternaires.
(Comptes Rendus des séances de I'Académie de Paris, t. 96, p. 1205.)
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Dans tous les cas oll on a
w=+1,

on peut transformer la forme quadratique donnée =X'a;x;7; en une forme
équivalente d I'aide d’une substitution

n
x‘.=k‘§l ly X (i=1,2,...n)

Dans la forme transformée =X, on aura

i

g = M, . (*=1,2,...n)

La forme obtenue =X« x;a; s'appelle réduite d’aprés les minima
consécutifs.

Les formes quadratiques positives binaires, ternaires et quaternaires
peuvent étre réduites d’aprés les minima conséeutifs.*) IL’algorithme X l'aide
duquel on effectue la réduction de ces formes est fondé sur le théoréme
suivant.

Pour qu'une forme quadratique positive
f@, ... 0,)=22a, 7 (n=12,3,4)

soit réduite d’aprés les minima consécutifs, il faut et i suffit quon ait les
négalités

@) [y Ty e @y 1y By o ) > Oy (k=1,2,...n)

et
(3) @y é (2% é et § Qyny

quelles que sotent les valewrs entiéres des variables

LygoeoTp_1y Lpypyeee Ty (k=1,2,...7)

*) Korkine et Zolotareff, Sur les formes quadratiques positives. (Mathematische
Annalen, t. 6, p. 336 et t. 11, p. 242.)

Journal fir Mathematik Bd. 134, Heft 3. 97
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En faisant
4.) &=+ 0,2, ou J,=0 et ¢1=1,2,...n, (k=1,2,...n)

on déterminera pour la forme donnée [ (@, 2y, ...2,) les nombres entiers
J4yeee 0x_1y Okpyye.. 0, & condition que la valeur correspondante f'(dy,... d,_y, 1,
J% 41y -+ J,) s0it la plus petite possible. En faisant successivement k=1, 2,...n
et en répétant le procédé exposé, on transformera toujours la forme donnée
3 l'aide d'une série de substitutions (4.) en une forme qui ne différe de la
forme réduite que par une permutation des coefficients (n=2, 3, 4).

Le procédé exposé dans le cas général ne peut étre non plus pro-
longé indéfiniment et on arrivera toujours & une forme quadratique équi-
valente = Xajz,2; qui vérifie les inégalités (2.) et (3.), mais on ne connait
pas, & partir du nombre des variables n>>4, si les coefficients a;,(k=1,2,...7)
dans la forme obtenue présentent un systéme de minima consécutifs, de plus:
on ne connait méme pas, si la réduction de chaque forme quadratique posi-
tive d’aprés les minima consécutifs est possible.

On se débarrasse de la difficulté signalée par le changement de la
notion du systéme de = minima consécutifs en ne considérant que les
systémes (1.) qui vérifient 1'équation

w=+1.

C’est la méthode connue d’flermite®) qui a été récemment reprise
par M. Minkowsk: dans le mémoire intitulé: ,Diskontinuititsbereich fiir arith-
metische Aquivalenz“**).

En partant comme M. Minkowsk: de la méme base: des travaux de
Lejeune-Dirichlet et d’ Hermate concernant les formes quadratiques positives,
j'ai travaillé pendant douze ans dans un autre champ de recherches, étudiant
les propriétés des systémes de nombres entiers qui représentent le minimum
de la forme

2": é a; x,.x,.+2é'l o; &

i=1j=1

*) Hermite, Extraits de lettres a Jacobi sur différents objets de la théorie des
nombres. (Ce Journal, t. 40, p. 302.)
**) Ce Journal, t. 129, p. 220.
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dans l'ensemble F, la forme quadratique =Za;,x; étant positive et
@, @, ... o, les paramétres arbitraires quelconques.
Dans le cas n=2, le probléme posé a été résolu par Lejeune-
Dirichlet et par Hermite®).
En réfléchissant aux principes qui ont servi de base dans ces recherches
4 ces deux illustres géométres, j'ai observé que le probléme énoncé est
intimement lié au probléme de la réduction des formes quadratiques positives.
En effet, Lejeune-Durichlet et Hermite ont démontré le théoréme suivant.
Les conditions nécessaires et suffisantes pour que Uinégalité

az’+ 2bxy+cy*+ 2ax+23y=>0

subsiste, quelles que soient les valeurs entieres de x et y, se raménent en général
a su inégalités
J al’>42blm+cm® + 2(al+m)=>0,

al”+2blI'm'+ em”™ +2(al' 4 Sm") >0,

al™4-200" m" +cm'™ + 2 («l"+5m") >0,

®.) .

ot les systémes de nombres entiers
G, m), (I'ym") et (I",m")

ne dépendent que des coefficients de la forme quadratique (a, b, c).

En envisageant les paramétres « et 3 comme les coordonnées cartésiennes
d’un point (¢,/?) da plan, on déterminera par les inégalités (5.) un hexagone
P qui est formé de trois paires d’arétes paralléles. L’étude des propriétés
de 'hexagone P joue un role important dans les recherches de Lejeune-
Dirichlet qui a indiqué deux propriétés fondamentales de I'hexagone P.

L 11 existe un groupe de translations de I'hexagone P & Uaide desquelles
tout le plan sera couvert par les hexagones congruents,

II. Chaque forme quadratique positive binaire peut étre transformée
en une forme équivalente (a, b, ¢) satisfarsant aux conditions

(6.) a—b>>0,b=>0, c—b=>0.

*Y Lejeune- Dirichlet, Mémoire cite.
Hermite, Sur la théorie des formes quadratiques ternaires. (Ce Journ., t. 40, p. 178.)
27*
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L’hexagone P correspondant & la forme (a, b,c), dans le cas
a—b>0, b>0, c-6>0,

est caractérisé par les systémes

(7) (11())1 (071)1 (la'_l)'

Dans les cas a—b=0, ou b=0, ou ¢—b=0, lhexagone P se réduit
a un parallélogramme.

Les inégalités (6.) définissent un domaine /) de formes quadratiques
binaires qui est parfaitement déterminé par les systémes (7.).

A Taide de la substitution

r=a', y=—y,
on transformera le domaine D) en un domaine D' défini par les inégalités
(8. a+b6=>0, —=6>0, c+6=>0

qui est caractérisé par les systémes

1,0, 0,1, (1, D.

On appelle réduites d’aprés Selling les formes quadratiques positives
binaires qui vérifient les inégalités (8.)*). '

En effectuant toutes les transformations du domaine D & laide des
substitutions

z=pa'+qy, y=p'a'+qy

a coefficients entiers et & déterminant + 1, on obtient un ensemble (D) des do-
maines de formes quadratiques binaires.

L’ensemble (D) des domaines partage uniformément l'ensemble de
toutes les formes quadratiques positives binaires, c’est-a-dire: une forme qui

*) Selling, Uber die bindren und terniren quadratischen Formen. (Ce Journal,
t. 77, p. 143.)
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dnd

est intérieure & un domaine quelconque D de Vensemble (D) n’appartient
4 aucun autre domaine de cet ensemble; une forme qui est intérieure & une
face du domaine D n’appartient qu'a un autre domaine de l'ensemble (D)
qui est contigu au domaine D par cette face.

Les résultats exposés m’ont amené & un nouveau point de vue sur
le probléme de réduction des formes quadratiques positives.

Le probléme de réduction des formes quadratiques positives consiste en
une partition uniforme de lensemble des formes quadratiques positives & Uavde
des domaines de formes, déterminés & Uaide des inégalités linéavres et jowissant
de la propriété que chaque substitution & coefficients entiers et a déterminant
+ 1 ne change pas Uensemble (D) de ces domaines. Lin partageant l'ensemble (1))

en classes de domaines équivalents et en chosissant les représentants de toutes
les classes

) D,D,,...D

m—19

on appellera réduttes les formes quadratiques qui-appartiennent & ces domaines.

On pourrait ajouter les conditions supplémentaires aux domaines (9.)
en demandant: 1.) que m=1, 2.) que les formes quadratiques positives qui
sont intérieures au domaine [ ne soient pas équivalentes et enfin, 3.) que
le nombre des inégalités linéaires qui définissent le domaine D soit le plus
petit possible.

J’espére revenir une autre fois au probléme posé de la réduction des
formes quadratiques positives.

Dans ce mémoire, je me borne & 'étude des domaines de formes qua-
dratiques qu’on obtient en généralisant les résultats exposés des recherches
de Lejeune-Dairichlet et d’Hermate pour les formes quadratiques positives &
un nombre quelconque de variables.

L’hexagone de Lejeune-Dirichlet peut étre remplacé pour les formes
quadratiques positives & n variables par un polyédre convexe de l’espace
analytique & n dimensions.

Pour une forme quadratique positive = Xa,;%;, le polyedre corre-
spondant B présente un ensemble des points (e;) vérifiant I'inégalité

(10). SZa;0,0,4+2Z 0,0, >0

dans l'ensemble E. Le polyédre R peut étre déterminé & l'aide des in-
égalités indépendantes
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22& l l'k _‘tzzailikio, *k=1,2,...7)

i el
dont le nombre 27 ne dépasse par une limite -
2:<<2(2"—-1).

Les systemes de nombres entiers
(11.) F iy layeen )y (hay bgy oo L)y ooe E (ligy gy o )
définissent par les équations correspondantes
X0l 2 e [, =0

27 faces 4 n—1 dimensions du polyédre R. Comme ces faces se partagent
en 7 paires de faces paralléles, j’appelle paralléloédre le polyédre £ correspon-
dant & une forme quadratique positive quelconque.

Les systémes (11.) jouissent de plusieurs propriétés importantes.

1. Pour quun systeme (I, L,,... I,) appartienne a la série (11.), o faut
et ol suffit que deux systémes (l,,b,...0) et (=l,, —lh,...—1) soient les
seules représentations du minimum de la forme =Za,xx; dans lensemble
composé de tous les systemes de nombres entiers qui sont congrus aw systéme
by by . L) par rapport aw module 2, le systtme =0, 4=0,...l,=0
étant exclu.

2. Parmi les systtmes (11.) se trouvent toutes les représentations du
mimgmum  arithmétique de la forme quadratique positive == a;x;;.

3. Parme les systémes (11.) se trouvent {tous les systémes (1.) que
représentent n. minima consécutrfs de la forme =X a,,x,.

4. Tous les déterminants qu'on peut former de n systémes quelconques
appartenant @ la série (11.) ne dépassent pas en wvaleur numérique une
lemite n!,

En désignant par le symbole S, le nombre de faces & » dimensions
(r=0,1,2,...n—1) d’un paralléloédre R, j’ai trouvé que

S, << (n41—=v) 4" (M), _,. »=9,1,2,...n—1)
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¢ En faisant »=0 dans cette inégalité, on obtient
Sy<<(n+ 1),

donc le nombre des sommets d’un paralléloédre R ne dépasse pas une
limite (n+1)!. En faisant v=n—1, on obtient

‘Sn—lg2(2” - 1).

Je démontre dans ce mémoire qu’il existe des paralléloédres pour

lesquels le symbole S, s’exprime par la formule
S, =+ 1—v)d4"=(m"), _,. »=0,12...n—1)

Tous ces paralléloédres sont primitifs.

La notion des paralléloédres primitifs joue un role important dans
mes recherches. _ :

Je suis arrivé & la notion des paralléloédres primitifs en observant
que les paralléloédres possédent la propriété 1 des hexagones de Lejeune-
Dirichlet, & savoir:

I Il existe un groupe de translations dun paralléloédre R & laide
desquelles on remplit unsformément espace analytique @ n dimensions par les
paralléloédres congruents.

Désignons par (£) DV'ensemble des paralléloedres qui sont définis
par Pinégalité

EZaqa,04 2, > S ol [+ 22 eyl
liyl,...1, étant des nombres entiers arbitraires. Chaque systéme (/) de
nombres entiers caractérise un paralléloédre de '’ensemble ().

Je démontre que V'ensemble ([2) des paralléloédres correspondant aux
différents systémes (/) de nombres entiers remplit uniformément l'espace a
n dimensions.

Le groupe correspondant de translations du paralléloedre £ défini
par les inégalités (10.) est composé de vecteurs [2]] qui sont déterminés par
les égalités
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n
i=_'k2:1 aik]k, ‘ (i=1,2,...n)

l,0,,...7, étant des nombres entiers arbitraires.

Chaque sommet () des paralléloédres de l'ensemble (Z) appartient
au moins & n+1 paralléloédres. J'appelle simple un sommet () qui
n‘appartient qu'a 7+ 1 paralléloédres de I'ensemble (£) et j’établis une notion
de paralléloédre primitif commme il suit:

On appelle paralléloédre primitif un paralléloédre dont tous les sommets
sont simples.

Tous les paralléloédres qui ne sont pas primitifs sont dits imprimitifs.
A ce point de vue, 'hexagone de Lejeune-Dirichlet présente un paralléloédre
primitif et chaque parallélogramme est un paralléloédre imprimitif & deux
dimensions.

Chaque paralléloédre imprimitif est une limite des paralléloédres
primitifs et peut étre envisagé comme un cas de dégénérescence des parallé-
loédres primitifs. '

Je partage les paralléloédres primitifs en types différents en carac-
térisant un type de paralléloédres primitifs par un ensemble (L) de simplexes
corrélatifs aux différents sommets des paralléloédres qui appartiennent &
Pensemble (R).

Un sommet pareil (¢;) est détérminé par n+1 équations

Sl + 22 el =A. (*=0,1,2,...n)
A n+1 systémes de nombres entiers
(llkvl?lc,“' an}y (k=0,1,2,..,n)

je fais correspondre un simplexe L en le définissant comme un ensemble
de points qui sont déterminés par les égalités

= 2" 9l ol zn,' =1 et 3,=>0. *x=0,1,2,...n,i=1,2,...0)
k=0 I

k=0

L’ensemble (L) des simplexes qui sont corrélatifs aux sommets de
Pensemble (R) de paralléloédres primitifs jouit de propriétés importantes.
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1. L'ensemble (L) de simplexes partage wniformément lespace & n
dimensions.

2. En effectuant les duyfférentes translations d'un simplexe de !'ensemble
(L) le long des vecteurs [l] qui sont détermunés par les nombres entiers
arbitraires b, ...1,, on obtient une classe de simplexes congruents qui appar-
tiennent & lensemble (L). '

3. Le nombre des simplexes incongruents de lensemble (L) est find.

La propriété II des hexagones de Lejeune-Dirichlet pour les parallé-
loédres primitifs peut étre généralisée comme il suit:

II. Toutes les formes quadratiques qui définissent les paralléloédres
primatifs appartenant aw type caractérisé par lensemble (L) de simplexes sont

térieures & un domaine de formes quadratiques 71@;_1—) dvmensions défini
par des inégalités linéarres.

J'obtiens les inégalités linéaires qui définissent un domaine D de formes
quadratiques correspondant & un ensemble (L) de simplexes en examinant
les arétes incongruentes des paralléloeédres primitifs appartenant au type
caractérisé par l'ensemble (L) de simplexes.

Chaque sommet («;) des paralléloédres primitifs de 'ensemble (R)
appartient & n+ 1 arétes [, ;] de ces paralléloédres (k=0,1,2,...7).

En posant
aik-—ao‘=})ik9k7 (i=1,2,...n; k=0,1,2,...2)

on peut déterminer le paramétre positif ¢,, de maniére que les nombres
Py Pary - Paz SOient entiers et ne possedent pas de diviseur commun. Je
démontre que le paramétre g, s’exprime par une fonction linéaire

(12.) o===)}a,
des coefficients de la forme quadratique donnée = Zq, x,2;, les coefficients
])ﬁ":pﬂ‘), . (i=1,2,...n5 j=1,2,...n)

étant rationnels.
Jappelle régulateur de l'aréte [e;, ;] la fonction ¢, déterminée par
la formule (12.); le systéme (p;) est dit caractéristique de l'aréte

[ai, aik]' (k=0,1,2,...n)

Journal fiir Mathematik Bd. 134. Heft 3. 98
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Comme laréte [, o] est corrélative & une face P, & » —1 dimensions
du simplexe L qui est corrélatif au sommet (e;), j’appelle la fonction (12.)
réqulateur de la face P, et le systéme + (p,) caractéristique de la face
P, du simplexe L (k=0,1,2,...n).

En désignant par

or et +(pu), (k=1,2, ... 0)

les régulateurs et les caractéristiues de toutes les faces incongruentes
4 n—1 dimensions de I'ensemble (L) de simplexes, je démontre le théoreme
important suivant: ~

Le domaine de formes quadratiques qui est caractérisé par lensemble
(L) de simplexes est défini par les inégalités linéaires 4

()k-—ZZP(")a >0 *=1,2,...0)

Tous les domaines de formes quadratiques que j’ai étudiés dans ce
mémoire possédent une propriété remarquable: ils sont des domaines
simples, c’est-a-dire le nombre des inégalités mdependantes qm les

définissent est égal & g

Une autre coincidence a attiré depuis longtemps mon attention:
c’est la relation qui existe entre les résultats exposés dans ce mémoire et
ceux qui ont été obtenus dans mon premier mémoire intitulé: ,Sur quelques
propriétés des formes quadratiques positives parfaites“*). J’ai observé que 'en-
semble de caractéristiques + (p,),k=1,2,... 0 n’est autre chose que I'ensemble
de toutes les représentations du minimum d’une forme quadratique parfaite ¢.
Le domaine D ou bien coincide avec le domaine R correspondant i la
forme parfaite ¢, ou bien présente une partie de ce domaine.

Malgré tous mes efforts, je n’'ai pas réussi & découvrir le lien qui
rattache les deux problémes exposés et qui semblent étre si différents;
abstraction faite d'une formule remarquable

3a,x,0= ( 1), 2 kak<j)1k311+])zk£2+ -+ Pnkx)

qui fournit I'expression d’'une forme quadratique arbitraire = =a; 2, en fonetion
des régulateurs ¢,(k=1,2,...0) qui sont déterminés par la formule (12.).

*) (e Journal, t. 133, p. 97.
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Dans cette formule w,(k=1,2,...0) sont des nombres entiers positifs
qui ne dépendent que des faces correspondantes des simplexes de I’ensemble (L).
Aux différents types de paralléloédres primitifs correspond un ensemble
(D) des domaines de formes quadratiques. L’ensemble (D) partage uni-
formément 1'ensemble de toutes les formes quadratiques positives & n variables.
J’expose dans ce mémoire un algorithme & Vaide duquel on peut
déterminer tous les domaines de formes qui sont contigus A un domaine de

n(n+1)
ey

I'ensemble (D) par les faces & —1 dimensions. Cet algorithme

se raméne & une certaine reconstruction de l'ensemble (L) de simplexes en

un autre ensemble (L")

L’ensemble (1)) des domaines de formes se transforme en soi-méme
par toutes les substitutions & coefficients entiers et 4 déterminant +1. En
partageant 1'ensemble ([)) en des classes de domaines équivalents, on obtient

a Paide de l'algorithme exposé les représentants

D,D,,...D

m—1

des classes différentes de domaines appartenant & I'ensemble (D).

En appelant réduites les formes quadratiques qui appartiennent aux
domaines obtenus, on établit une méthode nouvelle de réduction des formes
quadratiques positives.

J’ai appliqué la théorie générale exposée & I'étude des deux types de
paralléloédres primitifs de I’espace & » dimensions qui correspondent au do-
maine principal des formes quadratiques et aux domaines qui sont contigus au

domaine principal par les faces & ]1(”_;:1)*_1 dimensions. Le domaine

principal est défini par les inégalités

n .
> (lik> 0, (i=1,2,...n)
—a,; =>0. G=1,2..m5 j=1,2...n5 i))

J’étudie en détail les paralléloédres de I'espace & 2, 3 et 4 dimensions.
Dans l'espace & 2 dimensions, il n’existe qu'un seul type de parallé-
loé¢dres primitifs, & condition qu'on ne considére pas comme différents les types
équivalents; c’est I’hexagone de Lejeune- Dirichlet.
L’ensemble (D) des domaines est composé dans ce cas d'une seule
clagse dont le représentant est le domaine principal défini par les inégalités (8.).
28*
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Dans l’espace & 2 dimensions, il n’existe qu'une seule espece de
paralléloedres imprimitifs — c’est le parallélogramme,

Dans l'espace 4 3 dimensions, il n’existe qu'un seul type de parallé-
loédres primitifs — c’est un polyédre & 14 faces dont 8 sont hexagonales et
6 sont parallélogrammatiques. .

L’ensemble (D) des domaines est composé dans ce cas d’une seule
classe dont le représentant est le domaine principal. En appelant réduite
une forme quadratique positive ternaire a2’ + a'y’+a" 2>+ 2byz+20' 22+ 20" 2y
qui appartient au domaine principal déterminé & l'aide des inégalités

on arrivera & la méthode de réduction des formes quadratiques positives
ternaires due & Selling™).

Dans T'espace & 3 dimensions, il existe 4 especes de paralléloedres
imprimitifs, ce sont: 1.) le parallélopipede, 2.) le prisme & base hexagonale,
3.) le dodécaedre parallélogrammatique et 4.) le dodécaedre & 4 faces
hexagonales et & 8 faces parallélogrammatiques.

Dans l'espace & 4 dimensions, il existe trois types de parallélocdres
primitifs. I’ensemble (D) des domaines est composé de trois classes de do-
maines de formes quadratiques quaternaires.

J’ai déterminé les trois représentants de ces classes

D, D', D",

En appelant réduites les formes quadratiques positives quaternaires
qui appartiennent aux domaines D, D' ‘et D", je suis arrivé 3 une modi-
fication de la méthode de réduction des formes quadratiques positives quater-
naires due & M. Charve®).

Jusqu'a présent, je n’ai considéré que les paralléloedres qui sont
définis par les formes quadratiques positives.

On peut envisager le probléme de partition uniforme de I’espace
analytique & 7 dimensions par des polyédres convexes congruents indépen-
damment de la théorie des formes quadratiques.

*) Selling, Mémoire cité.

**) Charve, De la réduction des formes quadratiques quaternaires positives
(Comptes-Rendus des séances de ’Academie de Paris, t. 92, p. 782 et Annales de 'Ecole
Normale supérieure, 2¢ scrie, t. XI, p. 119).
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En appelant paralléloédre chaque polyédre convexe qui jouit de la
propriété I, je démontre le remarquable théoréme suivant.

En effectuant toutes les transformations linéaires possibles a Uaide du
groupe continu de substitutions

n
xi=“m+kzla.‘kx;c (=1,2,...n)

@ coefficients réels quelconques dun paralléloédre primitef, on obtient un en-
semble de paralléloédres primatifs qui est parfaitement déterminé par une classe
de formes quadratiques positives équivalentes, @ condition qu’on mne considére
pas comme différentes les formes quadratiques  coefficients proportionnels.

En vertu de ce théoréme, le probléme de partition uniforme de ’espace a n
dimensions par des paralléloédres primitifs congruents se raméne toujours 4 I'étude
des paralléloédres primitifs correspondant aux formes quadratiques positives.

Je suis porté & croire, sans pouvoir le démontrer, que le théoréme
énoncé est aussi vrai pour les paralléloédres imprimitifs.

Les paralléloédres de I'espace & 2 et &4 3 dimensions ont été étudiés
par M. Fedorow®) qui a découvert i 'aide de considérations purement géomé-
triques V’existence de deux espéces de paralléloédres dans I'espace & 2 dimen-
sions et l'existence de cinq espéces de paralléloedres dans lespace &
3 dimensions. M. Fedorow a démontré qu’il n'existe pas d’autres parallé-
loédres dans l'espace & 2 et & 3 dimensions.

Les paralléloedres & 3 dimensions de M. Fedorow jouent un role
important dans la théorie de la structure des cristaux ™).

*) Fedorow, Eléments de la théorie des figures. St. Pétersbourg, 1885 (en russe).
Fedorow, Regulire Plan- und Raumteilung. (Abhandlungen der K. bayer. Akademie der
Wiss., II Cl.,, XX Bd. Il Abt. Miinchen, 1899.)

Voyez aussi: Minkowski, Allgemeine Lehrsitze iiber die convexen Polyeder.
(Nachrichten von der Konigl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, Mathem.-
physikalische Klasse, 1897, p. 198.)

**¥) Voyez: Fedorow, Cours de la Cristallographie. St. Pétersbourg, 1901 (en russe).

Soret, Cristallographie physique. Geneve, 1894.

Schinflies, Kristallsysteme und Kristallstruktur. Leipzig, 1891.

Sommerfeldt, Physikalische Kristallographie. Leipzig, 1907.
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Premiére partie.

Partition uniforme de l'espace analytique & »
dimensions & 'aide des translations d'un méme polyédre convexe.

Section I.

Propriétés générales des paralléloedres.

Sur les polyédres convewes & n dimensions.

1. On appellera point de l'espace analytique & n dimensions chaque
systéme (z,,7,,...2,), ou simplement (7)), des valeurs réelles des variables

Tyy Xyyens e
Envisageons un systéme d’inégalités linéaires

(1-> Ao+ Zn a4y % =0 (*k=1,2,...0)
i=1 _

4 coefficients réels quelconques.
On dira que I'ensemble R des points vérifiant les inégalités (1.) est
& n dimensions, 8'il existe des points satisfaisant aux conditions

g + = ay 2, >0, (k=1,2,...0)

On les appellera points intérieurs & I'ensemble £.
Principe fondamental*). Pour que Uensemble B des points vérifiant les
inégalités (1.) soit & n dimensions, ol faut et ol suffit que I'équation

* o+ ké'l or(ay + =2 ay xi)=0

*) Le principe énoncé ne differe que par la formulation du principe fondamen-
tal exposé dans mon premier mémoire intitulé: Sur quelques propriétés des formes
quadratiques positives parfaites. (Ce Journal, t. 133, p. 113.)
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ne se réduise pas a une identité tant que tous les parametres @y, Qyy... 0, sont
positifs ou nuls.

Définition 1. On appellera polyédre convexe chaque ensemble des points
vérifiant un systtme dinégalités linéaires, &. condition que cet ensemble sot
borné et @ n dimensions.

2. Admettons que les inégalités (1.) définissent un polyédre convexe
R et supposons que toutes les inégalités (1.) soient indépendantes. Dans ce

cas, le polyedre R posséde o faces & n—1 dimensions qui sont définies par
les équations correspondantes

ay+ Za;2,=0. (*+=1,2,...0)

Définition 11, Supposons quun point (o) appartenant & R vérifie les
équations

(2.) ay,+ Za, 2,=0, r=1,2,...p)
et quon ait les inégalités

Ao+ = a0, 0. (k=p+1,...0)

Désignons par v le nombre des dvmensions de 'ensemble P (v) composé
des points appartenant ¢ R et vérifiant les équations (2.). On appellera face
a v dimensions du polyédre R lensemble P(v) (v=0,1,2,...n—1).

Dans le cas » =1, on appellera aréte du polyédre B une face P (1)
et dans le cas »=0, on appellera sommet du polyédre B une face P(0).

Pour plus de généralité dans les notations, on désignera par le
symbole P (n) le polyeédre R lui-méme.

Sous cette restriction, on peut énoncer la proposition suivante:

Chaque point appartenant aw polyédre R est intérieur & une face P (v)
de ce polyédre, o v=0,1,2,...n. o

3. Supposons que le polyédre R posséde s sommets

: (@) (@) eer (o).
Désignons par

(0)y (@)yeer (Om)

tous les sommets de B qui vérifient les équations (2.).
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Théoréme®), La face P(v) a v dimensions (v=0,1,2,...n) du
polyédre R définie par les équations (2.) présente un ensemble de points
déterminés a Uaide des égalités

m

xX; = 2 l9",.(1i,. O’I‘l 23,=1 et '9,-20. (r=1,2,...m)
r=1 -

Ensemble des domaines @ n dimensions correspondant aux différents sommets
d’un polyédre convexe.

4. Supposons qu'un sommet (;) du polyédre R soit déterminé par
les équations

(1.) ay,+ Zazx,=0. (k=1,2,...4)

Défiution. On appellera domaine correspondant au sommet (o) Uen-
semble A des pownts déterminés o laide des égalités

2.) a:izki‘ 0r 0y 0U 0, =>0. (k=1,2,... )
=1 I

Désignons par
3. 4, 4, ... 4

$

les domaines correspondant aux différents sommets

(ail)i (an)? ece (aia)

du polyédre B. En vertu de la définition établie, 'ensemble (3.) de do-
maines jouit des propriétés suivantes:

L. Tous les domaines de Uensemble (3.) sont & n dimensions.

Admettons que le domaine A déterminé par les égalités (2.) ne soit
pas & n dimensions.

Tous les points (v appartenant au domaine A vérifieront au moins
une équation linéaire

Zp,x;=0.

*) Voyez mon mémoire cité, n®12.
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En vertu de (2.), on aura
(4') Zpiaik=0‘ (k=1,2,.. )

Comme les équations (1.) définissent un sommet (o) du polyédre R,
on trouvera parmi les systémes

@iy eer @)y (@rayeen @)y oon (Ayyy oon @)

n systémes dont le déterminant ne s’annule pas; il s’ensuit que les égalités
(4.) sont impossibles.

II. Chaque point de Uespace & n dimensions appartient au moins & un
domaine de ensemble (3.).

Soit («;) un point arbitraire. Examinons les sommes
2a;, (k=1,2,...5)

et supposons que la plus petite somme ='a,«; corresponde an sommet (o)
défini par les équations (1.). On aura les inégalités

S ey > a0 (*=1,2,...9)
En vertu du théoréme du n° 3, on obtient
;x> Za;on,

quel que soit un point (x;) appartenant an polyédre R.
On en conclut que les inégalités

a0, —Zax>0 et ag+ Za, ;>0 (k=1,2,...0)

ne peuvent pas définir un polyédre & n dimensions et, en vertn du principe
fondamental du n’ 1, on aura une identité

0 +o(2a ai_za/imi>+k§1 o (@ + Zayx)=0,

0=>0, 0=>0, ¢,>0. (k=1,2,...0)

Journal fir Mathematik. Band 134. Heft 3. ' 29
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En faisant z;=¢; dans cette identité, il viendra

o+ ké‘l o (g + = az0)=0,
et comme d’apres la supposition faite
Ay + Z a0, >0
tant que k=uwx+1,... 0, il est nécessaire que

¢ =0, 9/4+1:01 e 0,=0,
done
e(Za0,— o)+ é 00 (o + Saz ) =0.
On en tire

M
=3 % q, ot & >0, (k=1,2,...4)
k=1 @ o ==

donc le point (¢;) appartient au domaine A.

III. Un point quv est intérieur o une face A (v) (v=0,1,2,...n) dun
domaine quelconque de Uensemble (3.) n'appartient qu’aux domaines de Uen-
semble (8.) qui sont contigus par la face A (v).

Admettons que le point (¢;) soit intérienr & une face A (v) du
domaine A.

En désignant par

(ail)s (@i2)y e (@), TS
les points qui caractérisent la face A(v), on peut poser*)
a;= ‘121 Qs ol 0. =0. (k=1,2,..7)
k=

Admettons que le point (¢;) soit intérieur & une autre face A'(»") d’un
domaine A’ qui correspond & un sommet (¢;). On peut poser

!
a= 3 g,a;, ou g,>0. (h=1,2,...7)
h=1

*) Voyez mon mémoire cité, n® 13.
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En vertu de ces égalités, on aura une identité
T v/ ,
®) %+ ké" Ok (a(lk + 2, x)= 'é; o1 (a0+ = di, x;).
En faisant dans cette identité x;=«;, on obtient

7!
Q()= I‘gl ();A (a’:lh + Za: h ai )
et il en résulte que

En faisant dans Videntité (5.) z,=«’;, on obtient

T
. o+ kz_‘l()k(a(lk_’—za’ik a;>=01
par suite g,=0 et
Ao+ Za e =0. (k=1,2,...7)

De la méme maniére, on trouve

ay, +2a;,e,=0. (=12 ... 7

ih*i

On en conclut que les deux faces A(») et A'(+") coincident").
En vertu des propriétés démontrées de I’ensemble (3.) de domaines,
on dira que cet ensemble partage uniformément l'espace & n dimensions.

Définition du groupe des vecteurs.

9. Définition 1.  On appellera vecteur Uensemble des points déterminés
a Parde des égalités

(1) =04 u(e)—e) o 0<Zu<1,
() et (o)) étant deux points quelconques différents.

On désignera le vecteur déterminé & l'aide des égalités (1.) par le
symbole [¢;, o;]. Dans le cas o,=0 (:=1,2,...n), on désignera le vecteur
correspondant par le symbole [¢;] et on l'appellera vecteur du point (e;).

Définition II.  Supposons que

() (8], (iz]y - [Rim)

*) Voyez mon mémoire cité, n° 20, p. 133.

29*



218 Voronoi, recherches sur les paralléloédres primitifs.

svtent les vecteurs des points arbitravres (Ay), (Ais)y.o. (k). On appellera
groupe de vecteurs Uensemble G des vecteurs déterminés & laide des égalt tés

m

=3 by,
k=1
tyly.o. b, élant des mombres entiers arbitraures.

On appellera base du groupe G de vecteurs les vecteurs (2.).

Translation des polyédres.

6. Définition. Effectuons une transformation linéaire dun polyédre R
a lavde dune substitution

(1') «‘11.-=-Z'.'~—-li, G=1,2,...n)

les coefficients Ay, dy,... 4, étant arbitraires.  On dira qion a effectué une
translation du polyédre R le long du vecteur [4,].
Supposons que le polyédre £ soit déterminé par les inégalités

ayet a2, =0, (k=1,2,...0)

Le polyédre transformé R' sera déterminé, en vertu de (1.), par les
inégalités .
i+ Zay (4,—4,)=>0. (k=1,2,...0)

On appellera congruents les polyédres B et I,

%. Soit G un groupe de vecteurs. En effectuant les translations
différentes du polyédre B le long des vecteurs appartenant au groupe G,
on formera un ensemble (X) de polyédres congruents.

On dira que l'ensemble (R) ‘de polyédres congruents partage uni-
formément l'espace & n dimensions aux conditions suivantes:

I. Chaque point de Uespace a n dimensions appartient aw mowns & un
polyedre de Uensemble (IR).

IL. Un point quu est intérieur & une face quelconque P(v) (v=0,1,2,...n)
dun polyédre de Uensemble (R) wWappartient qu aux polyédres de Uensemble (R)
que sont contigus par la face P(v).
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Défiration des paralléloédres.
8. Définition. On appellera paralléloédre chaque polyédre convexe R
possédant un  groupe G de translations & laide desquelles on peut remplir

wniformément lespace a n  dimensions par les polyédres congruents au
polyédre R.

En vertu de la définition établie, les paralléloédres possédent une
propriété importante, 4 savoir:

En effectuant une transformation linéavre dun paralléloédre a arde
dune substitution & coefficients réels quelconques

N ,
— N L
‘zi—ai(l‘}‘}‘zlaikxkﬂ (=1,2,...m)

on obtient un polyédre convexe qui est aussi un parallélosdre.
Observons qu’en vertu de la définition établie, chaque parallélopipéde
de l'espace & n dimensions est un paralléloedre.

. Propriétés du groupe de vecteurs d’un paralléloédre.
9. Supposons qu'un paralléloédre I soit défini par les inégalités
(1.) ay + = a2, > 0. *k=1,2,...0)

Désignons par G le groupe du paralléloédre R et supposons que le
groupe (G posséde la base

(2) D’u]v [la]’ e [}“i'n]’

Tous les vecteurs qui forment la base du groupe G ne peuvent pas
vérifier une méme équation linéaire

k=0,

puisqu’ autrement 'ensemble (X) des paralléloédres congruents correspondant
~au groupe (G ne remplirait pas I'espace & » dimensions.
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On en conclut que parmi les vecteurs (2.) se trouvent n vecteurs

(3.) [)‘il]‘l ["ﬂ]‘; ot [}'in]

dont le déterminant + 4 ne s’'annule pas; on les appellera indépendants.
Théoréeme 1. La valeur numérique 4 du déterminant de n wvecteurs
indépendants posséde une limate

szdx, dz, ... dz,.
®

Soit (¢;) un point quelconque qui est intérieur au paralléloédre R.
Introduisons dans nos recherches un parallélopipeéde K déterminé & Vaide
des égalités

: n
4.) =0, + 3 udy, (=1,2, .0 m)
k=1
ol
(5.) - ()\gnkéo\‘ (k=1,2,...72)

On peut choisir le paramétre positif J, de maniére que tous les
points du paralléloédre R défini par les inégalités (1.) appartiennent au
parallélopipéde K.

Prenons un nombre entier positif m et déterminons (m + 1) systémes
(l,y 1,y ... 1) de nombres entiers vérifiant les inégalités

6.) 0<h<<m. *k=1,2,...n)
Désignons par

n
(7)) AW = kz‘l I Ay (=1,2,... (m+1)")

(m+1)" vecteurs correspondants appartenant au groupe G.
En effectuant les translations du paralléloédre 22 le long des vecteurs
(7.), on obtient (m+1)" paralléloédres différents de 1'ensemble (R):

8. R®M, (h=1,2, ... (m4+1)2)

Désignons par H un parallélopipéde qui est déterminé par les
égalités
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n
9. =0+ 3 whdy, G=1.2,..m)
k=1

(10.) —0<"u,<m+d. (k=1,2,...0)

Je dis que tous les points des paralléloédres (8.) appartiennent aun
parallélopipéde /1. En effet, soit (z{”) un point quelconque du paralléloédre
R® (h=1,2,... (mn+1)"). En posant

(11) ,g;i—_—_x}")—}.f"), (i=1,2,...n)

on obtient un point (x;) appartenant au paralléloédre R qui est congruent
au point donné (2{?). En vertu de (4.), (7.) et (11.), on obtient

P =0+ 3 (et w) b,
et & cause de (b.) et (6.), il vient

—0<lh+uy<m+d, (k=1,2,..0m)

donc le point (2{”) appartient au parallélopipéde H.
Il s’ensuit que

/ dxld:cz...dxn__zzf da,dx,...dz,. (h=1,2, ... (n4+1)")
)

(H) b Rh

En observant que

/ dayda,...dx,= 4 (m+20)
¢:)
et que

f dx, dx, ... dx, = /da;l dx,...dx,, (r=1,2, ... (m4+1)")
(&M §)
on obtient

, A(m+20y=>m+1y [ du,dz,...da,

(R)
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En faisant croitre indéfiniment le nombre m, on trouve

4> / dz, dz,...dx,,

(R)

10. Théoréme 1. Le groupe G- des vecteurs dun paralléloédre posséde
une base formée de-n vectewrs indépendants.

Désignons par G' un groupe de vecteurs ayant la base (3.). Il peut
arriver que les deux groupes GG et G' coincident. Dans ce cas n vecteurs
(3.) présentent une base du groupe G.

En admettant le contraire, on aura parmi les vecteurs (2.) au moins
un vecteur [A;] qui n’appartient pas au groupe G'. En posant

VE
]

' "
li k A'ik 9

Il

1

on aura parmi les nombres /,/,.../, au moins un nombre qui sera
fractionnaire. '
Désignons par /,7,,... [, les nombres entiers vérifiant les inégalités

1
![;c_—llcl <:Z‘ (x=1,2,...n)

et supposons que /. —/ 0.
En désignant

hig=hy, G=1,2.n kkn et A, =A—Z=1 A,
on obtient un systéme de = vecteurs indépendants
[(A4], [Az)y - - (M)
appartenant au groupe G dont le déterminant + 4 vérifie l'inégalité

0<a<l

4.
Le procédé exposé ne peut étre prolongé indéfiniment, en vertu du

théoréme I, donc on obtiendra toujours un systéme de n vecteurs formant
la base du groupe G.
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1.  Théoréme Ill. La valewr numérique 4 du déterminant dun
systéme de n vecteurs formant la base du groupe G sexprime par la formule

J:/dxl da, ... dx,.
®

Supposons que le systéme (3.) de n vecteurs présente une base du
groupe G.

Introduisons dans nos recherches un parallélopipede 7/’ déterminé i
Paide des égalités

(12.) C= ot 3 Ay, G=1.2,.m)
k=1
ol
(13.) f<w,<m-—d. (k=1,2,...n)

Je dis que chaque point du parallélopipede /I’ appartient au moins
A un des paralléloédres (8.). En effet, soit (2}) un point quelconque du
parallélopipéde 71’

Désignons par £’ un paralléloédre de l'ensemble (R2) auquel appar-
tient le point (z}). Soit [4,] le vecteur qui définit une translation du
paralléloédre 12 en R’. En posant

(14.) & =a; — ki
on obtient un point (z;)) appartenant au paralléloédre R qui est congruent

au point (2;). En vertn de la supposition faite, le vecteur [4;] peut étre
déterminé par les égalités

(15.) )n':kél‘l b A

Comme le point (z}) appartient au parallélopipede 7', on présentera
les égalités (14.), & cause de (12.) et (15.), sous la forme suivante:

=0+ kél (g — l) Ay

Journal fiir Mathematik. Band 134. Heft 3. 30
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Le point (x;) appartenant au paralléloédre E appartient aussi, en vertu
de la supposition faite, au parallélopipede K déterminé par les égalités (4.),
4 condition de (5.). Il s’ensuit que

— <1 — <0, (k=1,2,..m)
et comme, & cause de (13.),
("g w<<m—4d, (k=1,2,...n)
il vient
0§lk§m, (k=1,2,...n)

donc le vecteur [i,] déterminé par les égalités (15.) se trouve parmi les
vecteurs (7.) et le point examiné (') du parallélopipéde H' appartient & un
paralléloédre de la série (8.)

Il s'ensuit que

/dwlde...dxngz/ da,da,...dz,, (h=1,2, .. (m+1)n)
() b gy
done

A(m—20y < (m+1y [ da,da,...da,

(R)

En faisant croitre indéfiniment le nombre m, on obtient

1< [ dada,...du,.

(R)

En vertu du théoréme I, il est nécessaire que

A= / dz,dx,...dx,.

(R)

Propriétés des faces a n—1 dimensions d'un paralléloédre.

12. Supposons qu'un paralléloédre R soit défini par les inégalités

indépendantes
g+ Zayr; =>0. *=1,2,...0)
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Désignons par B (k=1,2,...0) les faces & n—1 dimensions du
paralléloédre 12 déterminées par les équations correspondantes

1.) a4 Zaz2,=0. (*k=1,2, ... 0)

Soit (¢) un point qui est intérieur 4 la face P,. Examinons un
parallélopipéde K défini par les égalités

(2) =0+, ol |u|<e. (i=1,2,...7)
On peut choisir un paramétre & si petit qu'on aura les inégalités

(8.) a,+2a,x; >O, r=1,2,...0,rFk)

quel que soit un point (2;) du parallélopipéde K. Il en résulte que tous
les points du parallélopipéde K vérifiant l'inégalité

4.) e+ T a2, >0

appartiennent aun paralléloedre . Comme le point (e;) vérifie I'équation
(1.), l'inégalité (4.) se réduit, & cause de (2.), & celle-ci

Zayu,—>0.

Je dis qu'on peut choisir une valeur du paramétre e si petite que
tous les points du parallélopipéde K vérifiant Uinégalité

a1, <<0

appartiendront & un autre paralléloédre £, de l'ensemble (&). On démon-
trera aisément la proposition énoncée en s'appuyant sur les propriétés
démontrées du groupe G de vecteurs.

30*
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Deux paralléloédres £ et It, sont contigus par la face P, & n—1
dimensions.

Désignons par [4,] le vecteur qui définit une translation du parallé-
loédre R, en R. :

La face P, qui est définie dans le paralléloédre I par I'équation
(1.) sera définie dans le paralléloédre R, par I’équation

®.) —ay— Z'ayz;=0.

En effectuant une translation de la face I, le long du vecteur [4,],
on obtient une autre face P, du paralléloédre @ qui sera dans ce parallé-
loédre déterminée par I'équation

=y — 2y (T — Ay) = 0.

On appellera paralléles les faces P, et P4 du paralléloédre R.

Nous sommes arrivés au résultat important suivant:

Toutes les faces @ m—1 dimensions dun paralléloédre peuwvent étre
partagées en paires de faces paralléles.

13. Désignons par

R, R, .. R

g

tous les paralléloédres qui sont contigus au paralléloédre R par les faces
Py, B, ... P,. Désignons par

(6.) [Aady (Al - (4]

les vecteurs correspondants.

En vertu de la définition du paralléloédre, les vecteurs (6.) forment
la base du groupe (. Parmi les vecteurs de ce groupe se trouvent les
systémes de n vecteurs qui forment une base du groupe G-

Faces congruentes & différentes dimensions dun paralléloédre.

14. Supposons qu'une face P (») & » dimensions d’un paralléloédre
I appartienne aussi aux paralléloédres R, R,, ... B, de l'ensemble (R).
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Soit (;) un point qui est intérieur & la face P(»). On peut déterminer une
valeur positive du paramétre ¢, de maniére que tous les points du parallelo-
pipede K défini par les égalités

=0+ u ol |u|<e (i=1,2,...7)

appartiennent aux paralléloedres 2, R, R,, ... R,.

Désignons par [4,] les vecteurs le long desquels on effectuera les
translations des paralléloedres R, en R (k=1,2,...7).

En effectuant les translations de la face P (v) le long des vecteurs
(Ax] (k=1,2,...7), on obtient les faces nouvelles

P, P (), POY()
du paralléloedre R.
Définition 1. On appellera congruentes les faces du paralléloédre R

P@), P' (), POO)
a v dimensions (v=0,1,2...n—1).
15. Théoréme. Le nombre des paralléloédres de I'ensemble (R) qui sont
contigus par une méme face & v dimensions ne peut étre inférieur & n+ 1—v
r=0,1,2,...n—1).

Supposons que la face P(») soit déterminée dans le paralléloedre I
par les équations

(1) a, +=a;,x;,=0. (r=1,2,...p)

Désignons par Iiy, IR, ... B, les paralléloédres qui sont contigus & 12
par les faces & n—1 dimensions définies par les équations (1.). La face
P (v) appartiendra & tous les paralléloédres R, R,,... B,, donc

T>u.

Comme la face P(v) est & » dimensions, il est nécessaire que

w=n—v,
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et par suite
T=>n—v.

16. Définition II. On appellera svmple une face & v dimensions qui
nwappartient qua n+1—v paralléloédres de lensemble (R).

Définition III. On appellera primatif un paralléloédre dont toutes les
faces & différentes dimensions sont simples.

Les paralléloédres primitifs possédent plusieurs propriétés importantes
qui en simplifient I’étude.

Dans les recherches ultérieures, on n'étudiera que les paralléloédres
primitifs et tous les paralléloédres imprimitifs qui peuvent étre considérés
comme une limite des paralléloédres primitifs.

Je suis porté & croire que chaque paralléloédre imprimitif peut étre
envisagé i ce point de vue, mais je n’ai pas réussi & le démontrer.

Section II.

Propriétés fondamentales des paralléloédres primitifs.

Défiration des paralléloédres primatifs.

17. Nous avons appelé au n° 16 ,paralléloédre primitif* tout pa-
ralléloedre dont toutes les faces & différentes dimensions sont simples.

Théoréme 1. Four quun paralléloédre soit primitif il faut et ol suffit
que tous ses sommels sovent sunples.

Le théoréme énoncé est évident en vertu de la définition établie.

Théoréme 1I.  Deux paralléloédres primatifs appartenant & Uensemble
(R) nme peuvent étre contigus que par une face & n—1 dimensions.

Supposons qu'une face P’(») & » dimensions d’un paralléloédre pri-
mitif R soit déterminée & aide de n—» équations

(1.) a, + 2a, r,=0. (r=1,2,... n—7)

Désignons par R, I, ... R,_, les paralléloédres qui sont contigus au
paralléloedre R par les faces & n —1 dimensions définies & I'aide des équa-
tions (1.). La face P (v) n'appartiendra qu'aux paralléloedres &, R,,... R,_,,
en vertu de la définition établie, donc le théoréme énoncé est démontré.
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Avrétes des paralléloédres primitifs de Uensemble (R).

18. Soit (@) un sommet du paralléloédre primitif 2 déterminé par
n équations

(1'\ ank'l”'zailcxi:o- *=1,2,...n)

Désignons par R, R,, ... I, les paralléloédres contigus au paralléloedre
R par les faces & n—1 dimensions déterminées & V'aide des équations (1.).

En vertu de la définition établie, le sommet () n’appartiendra qu'aux
paralléloédres R, R,,... R, de I'ensemble (R).

Déterminons n nombres p,pay... P, & Paide des équations

(2. Za;, pu=0. (r=1,2, ...n; rk; k=1,2,...m)

Les équations (2.) ne définissent les nombres p,;, Pogy ... Pax qU & un
facteur commun prés. Ajoutons aux équations (2.) une condition

(3.) Za;p,; >0 (k=1,2,...n)

et envisageons un vecteur g, déterminé & l'aide des égalités
=0, 4+ p,0 ou 0—>0,

En attribuant an paramétre ¢ des valeurs positives suffisamment
petites, on déterminera, & cause de (3.), les points du vecteur g, qui
appartiennent & I,

Désignons par ¢, la limite supérieure des valeurs du paramétre o
qui définissent les points du vecteur g, appartenant & K. En posant

O = O -+ Pix Oxy
on déterminera un sommet (c;;) du paralléloédre 2 adjacent au sommet (e;)
par une aréte P,(1) du paralléloédre £ (k=1,2,...7). On caractérisera
laréte P,(1) par le symbole [a;,e;].

Observons que tous les points de I’aréte P, (1) vérifient n—1 équations

a,+=a;,x,=0. (r=1,2,...n; rk)
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Il $’ensuit que laréte P, (1) appartient aux paralléloédres
R,R,..R,_,,R,,,,... R, ' k=1,2,...n)

et en vertu de la définition dtablie, n'appartient & aucun autre paralléloédre
de l'ensemble (Z).
On en conclut que les paralléloédres

R, R,,...R,

sont contigus par une aréte aussi. En désignant cette aréte par F,(1),
on la déterminera par le symbole [, ;] en posant

=0~ Piy Oy«

Nous sommes arrivés au résultat suivant:

1l existe n+ 1 arétes des paralléloédres de Tensemble (R) contigués par
un méme sommet de ces paralléloédres.

Observons que n—1 arétes

P(1)y e By (1), Poyy (1), Po(1) =1,2,000m)

définissent une face & n—1 dimensions qui est commune aux paralléloédres 2
et B, (k=1,2,...n). Deux paralléloédres £, et B2, (k=1,2,...n,h=1,2,...%)
sont contigus par une face & n—1 dimensions qui est définie par n—1 arétes

.l)r(l). (r=0,1,2, ...n; r¥k,r¥hn)

Forme canonique
des équations qui définissent un sommet d’un paralléloédre primatif.

19. En conservant les notations précéndentes, on peut détermmer le
sommet . (o) dans le paralléloédre R & l'aide des équations

(L) | _ w (g + T ax)=0, '  G=n2,.m
Wy, gy .. U, étant des paramétres arbitraires positifs. On dira que I’équation

—-uk(ao,c—l-Z(l,-kw;)':O Otl u‘k>0
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ne définit pas dans le paralléloédre R une face & n— 1 dimensions puisque
V'inégalité

—uy (ag+ Zagaz) >0

ne sera pas vérifiée par tous les points du paralléloédre £.
Théoréme. On peut déterminer les valewrs positives des paramétres
Uyy Uny ooa Uy, @ UR facteur commun prés, de maniére qu'en posant

a:yk: Uy Uy a;k = Uy Ay (i=1,2, ... 05 k=1,2,...m)
on définira le sommet (a;) dans le paralléloédre R par les équations
(2. Sdy(y,—ea)=0, (k=1,2, ... n)

et on définira le sommet (e;) dans le paralléloédre R, (k=1,2,...n) par
les équations

=(ay —ay) (@, —e)=0, (h=1,2, o n; k)

3

— (@, —a)=0. (k=1,2, ... )

Prenons un parameétre positif arbitraire J et déterminons les paramétres
Uy Uy vou t,, d’apreés les équations

4.) 1w, Xy (o0, — 0y) =0\ (k=1,2, ... 7)

Je dis que les valeurs obtenues de u,, u,, ... u, satisfont aux conditions
du théoréme énoncé.

Pour le démontrer, observons en premier lieu que les équations (4.)
définissent les valeurs positives de u,, w,,...1,. En effet, nous avons vu au
n° 18 que l'aréte L, (1) définie par les égalités

(5.) ri=0 +u(e,—a) ot 0-u<l

n’appartient qu'aux parallélodédres R, , R,,...£,. On en conclut qu'en
attribuant au paramétre » une valeur négative quelconque, suffisamment
petite, on déterminera par les égalités (5.) un point qui sera intérieur au
paralléloédre R. Il s’ensuit que
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Za, (e;—0;,) >0, (k=1,2,...n)
et les équations (4.) donnent

w0, >>0. (*k=1,2,...n)
Cela posé, désignons par
(6-) 2&5’?(1)—0(,):0 (r=1,2,...n)

les équations qui définissent le sommet (e;) dans le paralléloédre R,
(k=1,2...7n)

- Observons que n arétes P, (1) (r=0,1,2...n,7+k) sont contigués par
le sommet (¢;) dans le paralléloedre £, Chaque équation (6.) sera vérifie
par n—1 arétes. On peut donc poser

lZa},’:) (e;,—))=0, (r=1,2...n; r%)
(7 | S ap (=) >0
et
‘2(1%’,‘,’(06,-,——%):0, (r=0,1,2, ... 057k, r0)
) lza,(’,?(a“.——ai)>0. (h=1,2, .c.n; k)

Les conditions établies définissent les coefficients des équations (6.)
4 un facteur positif commun pres, qui peut étre choisi arbitrairement.

Observons que les coefficients des équations (1.), qui définissent le
sommet (o) dans le paralléloédre R, sont déterminés aussi & un facteur
positif commun prés et satisfont aux conditions

I Zaik(ai,.—ai):o, (r=1,2,.unyrdek; k=1,2,...n)

9.
( ) ] Zaik((xik—a,.)>0. (k=1,2,...7n)

Des égalités (4.), (7.), (8.) et (9.), on tire

k)
ai(k)_‘_()‘kuk Qg y or2 , .
i=1,2,...n:h=1,2,...03h
X
afd =0, (u, a;— ),
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ol dy,d,,..d, sont des facteurs positives. On peut poser

o=1,0,=1,..0,=1

’

et les équations (6.) deviennent

= (w,a;,—w ;) (;—o)=0, (=1,2,...n; h¥k)

— 2w ag (2, —e)=0.

Le théoréme énoncé est done démontré.

On dira que les équations (2.) et (3.) qui définissent le sommet (e;)
dans les paralléloédres contigus R, R,,...R, sont présentées sous la forme
canonique.

Nous avons vu au n° 18 que les paralléloedres R, et R, (k=1,2,...n;
h=1,2,...n) sont contigus par une face & n—1 dimensions. Comme cette
face est caractérisée par les arétes I, (1) (»=0,1,2,...n;7%k;r+h), on la
déterminera dans le paralléloédre R, par une équation canonique

anzh - a;k} (%= e;)=0.

Cette méme face sera déterminée dans Je paralléloédre £, par
I’équation canonique

2 (ap—ay,) (7,— ;) =0.

Forme canonique des inégalités qui défimssent un paralléloédre primatif.

20. Supposons qu'un paralléloddre primitif /2 soit déterminé A l'aide
des inégalités indépendantes

ay + 2 a7, >0, *+=1,2,...0)

En désignant par w,,u,,...u, des parametres positifs arbitraires, on
déterminera le paralléloédre £ & l'aide des inégalités indépendantes

1) w (ag + & ;. 2) =0, (*=1,2,...0)
31*
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Nous allons voir que tout le probleme de I'étude des paralléloédres
primitifs se raméne au choix convenable des paramétres wu,,u,,...u,.

Théoréme fondamental. On peut déterminer les valeurs positives des
paramétres uy, g, ..U, @ un facteur commun pres, de mandre quwen posant

Ao = Wy Ay A= Uy Az (i=1,2,...n; k=1,2,...0)
on déterminera le paralléloédre R & Taide des iégalités
2.) ay + Za; 6, >0 (k=1,2,...0)

que jouissent de la propriété suivante: tous les sommets du paralléloédre R
seront déterminés par les équations présentées sous la forme canonique.

On appellera canoniques les inégalités (2.).

En conservant les notations précédentes, supposons .qu’on ait choisi
les paramétres u,,%u,,...u,, de maniére que le sommet (e,) soit déterminé par
les équations canoniques

ap+ < ay 2,=0. (k=1,2,...n)

Examinons les équations qui définissent un sommet (o;) (k=1,2,...n)
du paralléloédre R adjacent au sommet (o;) par Paréte P (1).
Le sommet (e;;) vérifie n—1 équations

3.) ap+ = a;, =0, (h=1,2, ...n; 1K)

Désignons par
“4.) by + 20, 2,=0

la n2® équation qui définit le sommet ().

Déterminons les parametres positifs v,(h=1, 2,...n, h¥k) et v,
correspondant aux équations (3.) et (4.), qui ramenent ces équations & la
forme canonique:

v, (ay, + & ay 2)=0 (h=1,2,...n; hK)
et
Vi (bor + 2 b, 2,)=0.
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Je dis quon peut poser

v,‘= 1. (h=1,2,.. .n; h¥k)

Pour le démontrer, examinons I’équation canonique qui définit dans
le paralléloedre R, (h=1,2...n;h+k) une face & n—1 dimensions commune
aux paralléloedres R, et I, (r=1,2,...n;7r% h, 7=+ k).

En vertn du théoreme du n° 19, cette face sera déterminée "dans
R, par I'équation canonique

Z(a;r—a;’l) (xi—a,-)zo.

D’autre part, cette méme face sera déterminée dans £,, en vertu de
la supposition faite, par I’équation canonique

2 (v, a — vy a3y) (23— ) =0
Il en résulte que

0, A=, @ =0 (a,—al,), (=1 2,..0)
et par suite

v,=0,v,=0,

done

V,=0,. (r=1,2,...n5rFkyrh)

Comme les parameétres v, (h=1,2,...n)_ sont définis & un facteur
pres, on peut poser

v,=1, (h=1,2,..05h% k) -

et il ne reste qu'd déterminer le parametre v, pour définir le sommet (e;)
par les équations canoniques.

21. En appliquant le procédé exposé i tous les sommets du pa-
ralléloedre B adjacents au sommet (e,) et ainsi de suite, on déterminera
successivement les valeurs des différents parameétres correspondant 3 toutes
les inégalités (1.).
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Il peut arriver qu'on détermine pour une méme inégalité la valeur
du paramétre correspondant de plusieurs manitres. Je dis que toutes ces
valeurs d’'un méme parametre coincident.

Le probleme posé est extrémement difficile. C’est dans cette partie -
des recherches exposées que se manifeste leur vrai caractere géométrique,
et on ne parvient & surmonter les difficultés qui en résultent qu'd Paide des
méthodes géométriques.

Ensemble des svmplexes
correspondant aux différents sommets dun paralléloédre primatif.

22. Nous avons vu au n° 4 qu'aux différents sommets d’un parallé-
loedre B

(etn)y (et)yoee (@)
correspondent les domaines

(1.) Ay Ay, ... A,

qui remplissent uniformément I'espace & n dimensions.

En conservant les notations précédentes, examinons un domaine A
qui correspond au sommet () du paralléloédre R.

Le domaine A est composé des points déterminés par les égalités

@.) &= é 0z ou 0, =>0. (k=1,2,...7)
k=1 -

Le domaine A possede n faces & n—1 dimensions qui correspondent
4 n arétes P, (1), (k=1,2,...n) contigués par le sommet ().

On appellera simple le domaine A.

Retranchons du domaine 4 un simplexe L en le déterminant i I'aide
des égalités

x,-=k3.‘ Suzay, o 29, <1 et 9,>0. =12 )
=1 === —

Le simplexe L posséde n+1 faces & n—1 dimensions qui sont
opposées & n-+ 1 sommets

0 (), (Uatg), ... ().
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Examinons la face du simplexe L qui est opposée au sommet (0).
On peut présenter I’équation qui définit cette face sous la forme

(3). 1 —-Xpx,=0.
1l s’ensuit qu'on aura une inégalité
1 —2p;x,>0

pour chaque point de L qui n’appartient pas & la face examinée.

Comme les sommets de L:(wa,) (k=1,2,...n) vérifient 1'équation
(3.), on a

1
4.) 2P =-"—, (k=1,2,...7)
U
done
2 pa,>0. (k=1,2,...n)

En vertu de (2.), on obtient I'inégalité
2p2; >0

qui subsiste, quel que soit un point (z;) du domaine A, le sommet (0)
étant exclu.

23. Examinons de la méme maniére n domaines 4,,4,,... 4, qui
sont contigus au domaine A par des faces & n—1 dimensions.

On retranchera du domaine simple A, (k=1,2,...n) défini par les
égalités .

=20, + @ bs ol 0, =0 et 9,=>0, =1,2..055%H

un simplexe L, composé de points
z; =3 Ku,a,+ I by ot 2H4+9H<1, >0, 9,>0.
(h=1,2,...n; hk)

Désignons par
1-2p,a,=0

I'équation de la face du simplexe L, qui est opposée au sommet (0).
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On aura les égalités
1
= Py ai":u_;, (h=1,2,...n, /,=¢:k)>
et

1
2 pa bih=;¢;'
En vertu des égalités (4.), on obtient

Z‘pik aih=2pia{h, (h=1,2,...n, h=k)
Il s’ensunit que

(5.) 2 pu =2 pa;,

quel que soit un point (2,) appartenant & la face commune des domaines
A et A,.

En appliquant le procédé exposé aux domaines qui sont contigus aux
domaines A4,, 4,,... 4, et ainsi de suite, on retranchera de chaque domaine
de I'ensemble (1.) un simplexe correspondant.

Il peut arriver qu'on retranche d’'un méme domaine le simplexe
correspondant de plusieurs maniéres. Je dis que tous ces simplexes
coincident.

I1 est clair que le probleme posé ne différe que par une formulation
du probléme énoncé au n° 21.

Nous allons exposer une formulation nouvelle de ce probléme.

Sur une fonction définie par 'ensemble des
semplexes correspondant aux différents sommets dun paralléloédre primitif.

24. Introduisons dans nos recherches une fonction P(z,, a,, ... x,) des
variables z,, 2,,...2, en la définissant comme il suit.

1. On déterminera la fonction P (z,,2,,...,) dans le domaine'4 par
la formule

n
Py (@, 23y 00 @) = 2 Pidie
=

2. Dans les domaines 4,(k=1,2,...n) contigus an domaine A par
les faces & n—1 dimensions, on déterminera la fonction P(xz,,2,,...x,) par
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la formule
Py @ 2y ... 2,) :él]’ikxi- (*=1,2,...9)
3. Soit
(1) A A A LA™

une série de domaines qui sont successivement contigus par les faces &
n—1 dimensions. On retranchera de ces domaines successivement les
simplexes

] ”"
L L, L' ..Lm™

et on déterminera les fonctions correspondantes
n n f n " n ( )
Zl}?iw,-, zl}h'xi, lei Ly oo le;"‘ X
1= 1= 1= 1=

On définira la fonction P (2,,x,,...2,) dans les domaines (1.) par
la formule

n
Py (@, 25y 00 ) = é‘lp‘,-") ;. (k=1,2, ... m)

Théoréme fondamental. La fonction P(,,x,,...%,) définie par
les conditions 1., 2. et 3. est continue et uniforme dans tout Uespace a n
dimensions.

Observons que le théoréme fondamental énoncé ne présente qu’une
formulation nouvelle du théoreme fondamental du n° 20.

Prenons un contour fermé arbitraire C. KEn parcourant le contour
C, on peut déterminer une série de domaines contigus successivement par
les faces &4 n—1 dimensions auxquels appartiennent les points du contour C:

0 ! " () 0 »I
AO A AT LA A0 A

Pour le démontrer, prenons un point (§,) du contour C et désignons
par C, une courbe qui est parcourue dans un domaine A A partir du point
initial (§,). Admettons que la courbe G, ne coincide pas avec le contour
C et désignons par (&) le point final de la courbe Ci.
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Supposons qu’en partant du point (&§,) on soit sorti du domaine A"
et qu'on soit entré dans le domaine A'. Désignons par C, une partie du
contour C qu'on a parcourue dans le domaine A’ & partir du point (&,) et
ainsi de suite. Supposons qu'on ait partagé & laide du procédé exposé le
contour C en parties |

C‘)y Cl geee Cﬂn G)
qui appartiennent aux domaines
(2) AU A A" LA AD,

I1 peut arriver que deux domaines adjacents de cette série A® et
A®+D pne soient pas contigus par une face & n—1 dimensions. On inter-
calera dans ce cas entre les domaines A® et A*+" des domaines nouveaux
en les déterminant comme il suit:

Un point (§,,,,) qui est le point final de la courbe C, et qui
présente le point initial de la courbe C,,, appartient, en vertu de la
supposition faite, aux domaines A® et A**", On en conclut que le point
(§i,x41) est intérieur & une face AW (v) & » dlmenswns qui est commune
aux domaines A® et A%*+Y,

On peut déterminer un parallélopipede K & l'aide des égalités

xi=§i,k+1+ui ol |Uf,-‘§8, (i=1,2,...n)

de maniere que tous les points du parallélopipeéde K n’appartiennent qu’ aux

domaines de la série (1.) (n°22.) qui sont contigus par la face A® (v).
Prenons dans le parallélopipede K deux points (z;) et (¥;;,,) qui

sont intérieurs aux domaines A® et A“*" et menons dans le parallé-

lopipede K une courbe C® qui joint les points (z;) et (% ;4,). On peut

choisir cette courbe, de maniere qu'elle ne franchisse aucune face des

domaines (1.) (n® 22.) dont le nombre des dimensions est inférieur & »— 1.
Supposons que la courbe C® traverse les domaines

k A (k k k41
A®OS AP LAY A,
En vertu de la supposition faite, les domaines obtenus sont succes-

sivement contigus par les faces 4 n—1 dimensions. Tous ces domaines
sont contigus deux & deux par la face A™(»).
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De la méme manicre, on examinera toutes les paires de domaines
adjacents de la série (2.) et on formera la série

A9 A A A®

de domaines contigus successivement par les faces 4 n—1 dimensions aux-
quels appartiennent tous les points du contour fermé donné C.

2. Cela posé, observons que le théoreme fondamental énoncé est
vrai dans le cas ol tous les domaines (2.) sont contigus au moins par
une aréte.

En effet, supposons qu’ on ait retranché des domaines (2.) succes-
sivement les simplexes

(3') L(()), L!, LH’ . L(m)’ L(m—{—l).

Je dis que le simplexe L™*" retranché du domaine A coincide
avec le simplexe L™. Pour le démontrer, désignons par

0 ! L S (41
EpPa, Zpiay ... ZplPa, Zpirtha,

les fonctions correspondant aux simplexes (3.).
Comme les simplexes L et L™*" sont retranchés du méme domaine
A®, on peut poser

4.) Spite, =0 = pQPa,.

En vertu de la supposition faite, les domaines (2.) sont contigus au
moins par une aréte. Soit () un point de cette aréte.

Comme les domaines A® et A’ sont contigus par une face &4 n—1
dimensions, on aura, comme nous l’avons vu au n° 23, une égalité

(5. , 2P =3 p;x;

qui subsiste, quel que soit le point (z;) de la face commune aux domaines A et A",
En faisant x,=a;, on obtient

=pW a=Zp; a;.
32*
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De la méme maniére, on obtiendra
Sp® ay=Zpla;=-++- Zp,(""a;= Sprtha,,
D’autre part, l'identité (4.) donne
2 pPa;=0Zp"tVa,
et comme = p{” a,>0, il vient d=1, donc
Zpit g, =Zp0a,,

et les deux simplexes L et L™*" coincident.
En vertu de la définition établie, on déterminera la fonction P(z,,...z,)
dans le domaine A® par la formule

A (0
P(An) (w11x2’..o .CE,,)=Z])1 ).%',

en partant du domaine A® et en revenant dans ce domaine apres avoir par-
couru le chemin C.

26. Nous allons voir que le cas général peut étre ramené au cas
examiné. A cet effet, envisageons la projection d’'un contour quelconque C
prise par rapport & une surface S déterminée par 1'équation

=1,

En posant

Zi

(6) “=yza

(i=1,2,...n)

on appellera le point (2}) la projection du point (z;) dans la surface S.
Désignons par (" une projection du contour quelconque C.
Admettons qu’en parcourant le contour ', on revienne au point initial

() avec la méme détermination de la fonction P(2,...x,) qu'en partant de

ce point. Je dis qu'on reviendra au point correspondant (§) du contour
C avec la méme détermination de la fonction P(z,,...x,).
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Pour le démontrer, il suffit d'observer que les points (&) et (&), en
vertu des égalités (6.), appartiennent aux mémes domaines de la série (2.)

On en conclut qu’il suffit d’examiner les différents contours fermés
appartenant & la surface S.

297. Introduisons dans nos recherches une fonction d(z;,2}) en la
définissant par la formule

d(w, )=V E@ -z

On appellera écart de deux points (z,) et («}) la valeur correspondante
de la fonction d(z;,2}).

Lemme. On peut détermainer un paramétre positif 0 satisfaisant & la
condition suwvante: chaque contour fermé C appartenant & la surface S sera
situé dans les domaines qui sont contigus au moins par une aréte, si lécart
de tous les points du contour C, les uns des autres, ne surpasse pas la limite d.

Soit (§) un point du contour C appartenant an domaine A. Posons

0 Ol 0, >0, (k=1,2...n)

En vertu de ‘l’égalité
> §i2‘|=11

la somme kél ¢: Nest pas inférieure & une limite fixe positive
(7.) ké‘l @sz.

Admettons que le contour C ne soit pas situé tout entier dans le
domaine A.

Soit (&) un point de C' qui n’appartient pas au domaine A. En posant
(8.) §:=k.§7l 0k ik

on aura parmi les nombres ¢f,¢;,...¢, au moins un nombre négatif.
L)
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Supposons, pour fixer les idées, que

(9') : 9'1:.>;O’ 95207"'9;4_—20
et que
(10.) 0, +1<<0, 0,42:<<0,...0,<<0.

D’aprés la supposition faite, on a l'inégalité
d(&, &) <Jd.
On peut choisir le parameétre J, de maniére qu'on ait les inégalités
11.) lor— 0| <<, (k=1,2,...n)
¢ étant un parametre positif aussi petit qu’on voudra.
A cause de (10.), on obtient
(12.) 0o <<e, —e<< 9;2 <0. (k=g 15 p+2,00m)

Choisissons parmi les nombres g,,0,,... 0, celui qui est le plus grand.
En vertu de l'inégalité (7.), ce nombre ne peut étre inférieur & % En supposant
que
&< % ,

on trouvera le nombre cherché parmi les nombres ¢, 0;,...0,. Supposons,
pour fixer les idées, que

0= %. ‘
L'inégalité (11.) donne

(18) o >I—c.

Cela posé, supposons que le point (&) appartienne au domaine A’ et
posons ‘

(14, - 52=é’1 ey ol >0, (k=1,2,...n)
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Désignons par («,) et (o) deux sommets du paralléloedre R corre-
spondant aux domaines A et A' en les définissant par les équations

e+ Zayz,=0, *=1,2,...7)

et par les équations
(15.) a{,k +2a§kxi=0. (k=1,2,...n)
En vertu des égalités (8.) et (14.) , on obtient une identité
(18.) o + k§‘ 9;c<aﬂk+ Sax)= ké; w (Ao + = aly, z).
En faisant dans cette identité z;=o;, on trouve
(17) 00= =ty (o + Zaj 0;) => 0.

En faisant dans 'identité (16.) z;=¢;, il viendra

(18.) o+ 2 eilaut Zaze)=0.

Admettons que
an+ Za, ¢; >0,

En vertu de (9.), (12.), (13.) et (17.), on aura
] /" ! () ’
o+ ké‘] or(ap+ Zay ) > (% - 5) (an+ 2 a, o),
2" ()I'c(a()k—*'zaik ‘X:')Z‘—E 2”«‘ (a()k+2aik “2),
k=pu+1 k=pu+1

et P'égalité (18.) donne

(19-) —:“ (am + Za, ) <& [am +Za, o+ k=§+] (auk + Za, 0‘2)] .
Désignons

A=%((lm+2ana$) et B:a(n‘}‘zaﬂa;'*‘k 2+1(a0k+2aika;‘);
=u
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on aura
A>0 et B>0,
et par suite
(20.) >

On pourrait déterminer le rapport % correspondant aux différents

sommets du paralléloddre R. Désignons par w le plus petit de ces
rapports qui ne s'annule pas. Le paramétre & étant arbitraire, on peut
supposer que

e w,

L’inégalité (20.) devient impossible, il est donc nécessaire que A=0
ou autrement
gy +Zay0;=0.

En vertu de 1'égalité obtenue, les coefficients de 1'équation
ay + Zayz;=0

sont proportionnels & ceux d'une équation qui se trouve parmi les équations (15.).
En posant

]
an+ 2y x;=u(ay, +Zda,z) ot u>0,
on aura

Ay =U Oy, (i=1,2,..m)

Nous sommes arrivés au résultat suivant: tous les domaines traversés
par le contour examiné C sont contigus au moins par une aréte qui est
caractérisée par le point (a;).

28. Nous sommes maintenant en état d’aborder la démonstration du
théoréme fondamental énoncé.

Soit C un contour quelconque appartenant & la surface S. Supposons
qu'en partant du point (§;) on passe par les points (§9), (&), (&) et on revient
au point (§). '
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Le chemin autour du contour C peut étre remplacé par deux
‘chemins C© et (', »

Le contour C” sera composé d'une partie (&) — (&) de C, du vecteur
[, &'] et d'une partie (&' )— (&) de C.

Le contour (' sera composé d'une partie (£§”) — (&) — (&) du contour
(' et du vecteur [&, 7).

Admettons qu’en parcourant les chemins C® et (' on définisse uni-
formément la fonetion P (x,, @;,...a,). Dans ce cas le trajet par la partie
(ED)— (&) — (&) du contour C peut étre remplacé par le chemin le long du
vecteur [£, &',

En remplacant la partie (§)— (§) — (&) du contour C par le vecteur
[, &, on transformera le contour C en C, done, en parcourant le contour
C, on [reviendra au point (§), en vertu des suppositions faites, avec la
méme détermination de la fonction I’(z,,a,,...2,).

Deux contours C” et (' peuvent étre examinés de la méme maniére
et ainsi de suite.

Supposons qu’on ait déterminé les contours

(21.) Cy, oy ()

qui remplacent le chemin (. En admettant que la fonetion I’ (2, 2,, ... x,) soit
uniforme le long des contours (21.), on démontrera qu’elle sera uniforme le
long du contour donné C.

Cela posé, observons qu’on peut toujours choisir les contours (21.),
de manicre que ces contours satisfassent aux conditions du lemme du n° pré-
cédent, Dans ce cas, chaque contour (21.) sera situé dans des domaines
qui sont contigus au moins par une aréte. Nous avons vu au n° 25 qu'en
parcourant des contours pareils on reviendra toujours au point de départ
avec la méme détermination de la fonction P(x,,a,,...2,) qu’en sortant de
ce point. Il est donc démontré que chaque contour fermé C posséde la
méme propriété.

Nous avons démontré que la fonction I’ (x,, 2y, ... 2,) est uniformément
définie dans chaque domaine de V’ensemble (1.) (n° 22). Il reste & démontrer
que la fonction P (x,,,...x,) est bien définie dans chaque point de V’espace
4 n dimensions.

Admettons qu’ un point (&) appartienne & deux domaines A et A,

Journal fiir Mathematik. Bd. 134. Heft 4. 33
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Je dis que la fonction P (,, ,,... x,) pour le point (§,) aura une méme
valeur déterminée dans le domaine A et dans le domaine AY.
Pour le démontrer, on formera une série de domaines

] ¢ 1)
A A A AO

qui sont successivement contigus par des faces & » — 1 dimensions et aux-
quels appartient le point (&).

Comme le point (&) appartient & la face commune des domaines
A et A', on aura, en vertu de la formule (b.) du n° 23,

Py Eiy &2y on &) = Py (614655 000 8,)
De la méme maniere, on obtient
Py (§17§2a §) (A")<§17§27 - 6n),s
P(A(m)) (§1,§2, >,,) P(AO) (sl,ég, | 5.)
Il en résulte que
Play Guy &y vev 8) = Praoy By &, 00 £2).
Le théoreme fondamental énoncé est donc démontré.

Forme canonique .
des inégalités quv définissent Uensemble (R) des paralléloédres primatifs.

29. Choisissons dans l'ensemble () des paralléloédres primitifs un
paralléloedre quelconque R,. Supposons que le paralléloédre R, soit déter-
miné A I'aide des inégalités canoniques

(’uk+za.’k$.-20- (k=1,2,...0)

Observons qu'on peut remplacer ces inégalités par les inégalités
canoniques suivantes:
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u (g, + Zazx) =0, *+=1,2,...0)

u étant un parametre arbitraire positif.
Désignons par R, (k=1,2,...0) le paralléloédre qui est contigu au
paralléloédre B, par la face déterminée dans £, par 1'équation

(1) ay+ T agx;=0
et supposons que le vecteur [4,] définisse une translation du paralléloédre

R, en R,.

Il s’ensuit que le paralléloedre K, sera déterminé par les inégalités
canoniques

o+ Z ay, (x4 4y) =0, (h=1,2,...0)
ou par les inégalités canqniques
@) W[y + = ay (2 + 4,)] =0, (h=1,2,...0)

w, étant un parametre positif arbitraire.
\ La face P, & n — 1 dimensions commune aux paralléloedres R, et R,
est définie dans le parallélotdre R, par I'équation (1.). Dans le paralléloedre

Ry, la face P, sera déterminée par une équation dont les coefficients sont pro-
portionnels & ceux de ’équation

On peut choisir le parameétre positif «,, de maniére qu’on ait I'identité
— g — = ay = (g, + = ay, (X, + 4y)).
Dans ce cas, I'inégalité
— gy — Z ay; >0
se trouve parmi les inégalités (2.) qui définissent le paralléloedre I,.

On dira que ces inégalités sont présentées sous la forme canonique.
33
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30. Observons une propriété importante des inégalités canoniques
qui définissent les paralléloedres Ry, R, R,, ... IZ,.

Soit (e;) un sommet du paralléloédre R, déterminé par les équations
canoniques

3.) Ay + Za,a,=0. (*k=1,2,...n)

Examinons les équations canoniques qui définissent le sommet ()
dans le paralléloedre I3, (k=1,2,...n).

Les équations (3.) étant canoniques, on déterminera le sommet ((x,,:)
dans le parallélocdre £,, en vertu du théoreme du n°19, par les équations

= (ay—az) (%, —ea)=0, (h=1,3,. .n; hk)
— Zay (v, —e)=0. (k=1,2,.m)
En vertu de la supposition faite, I'inégalité
—Zay (v, —a;) >0

se trouve parmi les inégalités canoniques (2.) qui définissent le paralléloddre
R, il en résulte que les inégalités

Z(aﬂl—aik) (z; — ai)zo, (h=1,2, ... n, hdk)

se trouvent aussi parmi les inégalités canoniques (2.).
On en conclut que I'équation canonique

= (ay — ay) (@ — ) =0

définit dans le paralléloedre 2, une face & n— 1 dimensions qui est commune
aux parallélocdres B, et I,. La méme face sera détérminée dans le parallé-
lo¢dre I, par une équation canonique

S (ay— ay) (v — )= 0.

31. En appliquant le procédé exposé, on peut déterminer les in-
égalités canoniques qui définissent les paralléloedres contigus aux parallé-
loedres R,, R,,... B, et ainsi de suite.
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Quel que soit un parallélocdre R de '’ensemble (R), on peut former
une série de paralléloedres

R, R, R",...R™ R

qui sont successivement contigus. On déterminera successivement les in-
égalités canoniques qui définissent les paralléloedres de cette série.

On pourrait arriver au paralléloedre R par d’'autres voies et déter-
miner les inégalités canoniques qui définissent le paralléloédre I de plusieurs
maniéres.

Nous allons voir que les inégalités canoniques qui définissent un
paralléloedre de l'ensemble (R) ne dépendent pas du chemin par lequel on
arrive an paralléloédre £ en partant du paralléloedre principal R,.

Fonction génératrice de Uensemble (R) des paralléloédres primitifs.

32. Envisageons un ensemble () de paralléloedres primitifs.
~ Supposons que chaque paralléloedre R de 'ensemble (R) soit caractérisé par
un vecteur [4] qui définit une translation du paralléloedre R en un parallé-
loédre principal R,.

Désignons par G le groupe des vecteurs [4,] qui correspondent aux
différents paralléloedres de I'ensemble ().

Introduisons dans nos recherches une fonction

V(@) @yyeee @y Ayyhyyeiidy,)
des variables x,,,,...2, et des parametres i,,4,,...4, en la définissant dans
I'espace & n dimensions et pour le groupe G comme il suit:
1. Dans le parallélocdre principal R, on posera
Vi, 2y,...2,,0,0,...0)=0.
2. Dans le paralléloddre 2, qui est contigu & R,, on posera

V(@) @y ee By dygy gy won Ayg) = i+ Z a2, (k=1,2,...0)

3 condition que dans le parallélotdre I, I'équation canonique
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ap+ = a;2,=0

définisse la face & n—1 dimensions commune aux paralléloddres R, et R,.

3. En supposant que deux parallélocdres B et B’ caractérisés par
les vecteurs [4,] et [4]] soient contigus par une face & n—1 dimensions qui
est définie dans B par une équation canonique

ay+Za, ;=0
[t b
on posera

V(@) @iy Ay Ayyee s M) = V(@13 &y ye ooy Ayy Ay ev ) + @y + Z; 250

33. Soit B un paralléloedre quelconque de I'ensemble () caractérisé
par un vecteur [4]. On formera une série de paralléloedres

Ry, R',...R™ R

qui sont contigus successivement par des faces & » — 1 dimensions. Désignons
par
al’ + ZaPx,=0

I'équation de la face commune aux paralléloedres R, et R' et définie dans
R,; désignons par
ay+ Zdlx, =0

I'équation de la face commune aux paralléloedres R' et R définie dans R
et ainsi de suite.
En appliquant la définition établie, on déterminera la fonction

V (@, @y ven @y Ay Ayyunn Ay)
par la formule
V(@ @y oan @y Ayy Ay onn Ry) = § (af + Zal x).
k=0

34. Théoréme fondamental. La fonction V (2,5, .. %y, Ayyhyyeesh,)
est bien définie pour chaque vecteur [A;] du groupe G.
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Supposons qu'on ait formé une série de paralléloedres
(1.) R, R,R",... R"™ R

qui sont successivement contigus. En partant du paralléloedre R avec une
détermination quelconque de la fonction V(xy, %, ... @,y Ay ko .od,), oD
reviendra dans le paralléloedre R aprés avoir parcouru les paralléloedres (1.)
avec une détermination de la fonction V (x,2,,...2,, A4y, ... 4,) qui, en
vertu de la définition établie, s’exprime par la somme

m
V(@ @y enn @y gy Ay oe b))+ kgo(a((,")—% Za® ).
Nous allons démontrer qu’on aura toujours
m
3 (aP+=Za® x,)=0.
k=0

Examinons, en premier lieu, le cas, ol tous les paralléloédres (1.) sont
contigus au moins par un sommet (¢;). En vertu du théoreme II du n° 17,
tous les paralléloédres primitifs (1.) seront dans ce cas contigus deux & deux
par des faces &4 » —1 dimensions.

Désignons par

e+ Z g (2, — ) =0, (k=1,2,...m)

I'équation canonique de la face commune aux paralléloddres R® et R
(k=1,2,...m) définie dans le parallélocdre R.

" Nous avons vu au n° 30 que I'équation canonique de la face commune
aux paralléloedres R' et R" et définie dans R' sera

~

Z(an—ay) (@;—a)=0
et ainsi de suite. On obtient les formules

al’  +Za” x;=Za, (x; —0;),
a, + 2 d} vy= = (a,—ay) (T —ay),
—_— —1) 5
a2 alm Ve = 2 (A — ) (X — @),

a2 = —Zag, (T —-a),
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et il s’ensuit que <
m
ké“ ) (@ +Za® z)=0.

3b. Nous allons voir que le cas général pent étre ramené au cas
examiné. '

Lemme. On peut déterminer un paramétre positif d, de maniére que
chaque contour fermé C soit situé dans des paralléloédres qui sont contigus
av. mowns por un sommet, & condition que Uécart de deux points quelconques
du contour C ne surpasse pas la limite o, )

Observons, en premier lieu, que l'écart de deux points (&) et (&)
appartenant & deux paralléloédres qui ne sont pas contigus ne peut étre in-
férieur & une limite fixe. Pour le démontrer, supposons que le point (&)
appartienne au paralléloedre £ défini & I'aide des inégalités

g+ = a2, > 0. (*=1,2,...0)
Désignons par R, R,,... R, les paralléloédres qui sont contigus
4 R et examinons l'ensemble K des points appartenant aux parallélocdres
R,R,,...R,.
Désignons par
(“n)? (@)s <o (o)
les sommets du parallélocdre B et désignons par

@), (@), ... (o), B=1.2000

les sommets du paralléloedre B, (h=1,2,...0).
En vertu de la supposition faite, on aura les inégalités

ay+ Za, o <<0, k=1,2,..8 4=1,2,...0).
Désignons par ¢ la plus petite valeur numérique des sommes
A+ Zay, o) (k=1,2, ... 85 h=1,2, ... 0)

qui ne s’annulent pas. En vertu de la supposition faite, on aura I'inégalité
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o+ ay+ Za, el _S__ 0,
4 condition que
ay+ = ay e} << 0,

ot k=1,2,...5, h=1,2,...0.
Cela posé, prenons un point quelconque (§) qui n’appartient pas &
I'ensemble K. Examinons les points d'un vecteur [§;,&]. En posant

r=§+u(—4§) ot 0<u<l,

laisons croitre le parametre « d’'une maniére continue dans Vintervalle
0<Cu<C1. On déterminera un point

(2) §§0)=§i+u()(§;'—§[) ou 0<<Tu,<C1

qui appartient & la fronticre de l'ensemble K, c’est-d-dire & une face &
n—1 dimensions des parallélotdres I, R,,... B, et qui appartient aussi 3
un autre paralléloedre £
Supposons que le point (§”) appartienne au parallélocdre R,. Les
paralléloedres R, et R' seront contigus par une face & n—1 dimensions.
Désignons par

3) @), (@), .ov (@)

les sommets du paralléloedre B, qui appartiennent & cette face.
Aucun de ces sommets ne vérifie I’équation

ay,+ 2 a,x;=0

puisqu’ autrement la face examinée appartiendrait & deux parallélocdres
de la série R, R,,... B,, ce qui est contre I'hypothese.
On aura donc les indgalités

0+ ap+ Za, ey <<O0. (*k=1,2,...0)

Le point (§”) appartenant & la face de 12, qui est caractérisée par
les sommets (3.), peut étre déterminé par les ¢galités

k=t k=t
f?”: kzl t(fk Otgé) ol > ‘9k= 1 et 1(}k>_0- (k=1,2,...0)

k=1 T
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Des inégalités précédentes, on tire
@+a‘.,,+2a,-,,§§"’_§0.
En observant que d’autre part on a

4.) an+ = a,§; z 0,
on trouve, a4 cause de (2.),
®.) 0 +ap+ Za,§5<<O0.

En vertu des inégalités (4.) et (B.), lécart d(§, &) ne peut étre
inférieur & une limite fixe d.

36. Cela posé, examinons un contour fermé C dont les points ont
I'écart mutuel qui ne surpasse pas J. En supposant que

d<d,

on aura un contour C qui est situé dans des paralléloédres contigus deux
a deux.

Soit (&) un point quelconque du contour C appartenant au parallé-
loddre R. Admettons que pas tous les points du contour C n’appartiennent
4 R et désignons par () un point du contour C qui n’appartient pas i R.
Posons

(6.) E= 3 $oop o SS9 =1 et $,>>0, (h=1,2,00)
k=1 -
(7.) ‘§;=k28 Ha, ot Z9=1.
=1

Comme le point (§}) n’appartient pas & R, on aura parmi les nombres
9, 9, ... 9, au moins un nombre qui sera négatif. Supposons, pour fixer
les idées, que

8.) 9>0,...9,>0 et 9,,,<<0,...9,<C0.
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On peut choisir le parametre J si petit qu'on ait les inégalités
9. |9 — F|<<e, (k=1,2,...9)

¢ étant un paramétre positif aussi petit que l'on voudra. En vertu de (8.),
il viendra

(10.) 0§9k<61 —‘5<|92.<0. (k=pu+1,...3)

Observons que le plus grand nombre parmi les nombres &, 3,,... 9,

ne peut étre inférieur a % 4 cause de (6.). En supposant que
1
8<;’

on trouvera le nombre cherché parmi les nombres 4, 9,,... 9
pour fixer les idées, que

.- Admettons,

1
'91>";-
En vertu de (9.), il viendra
(11.) | 9>

Nous avons démontré que le point (§;) ne peut appartenir qu’aux
parallélotdres R, R,,... B, qui sont contigus & R. En supposant que le
point (&) appartienne au paralléloedre R,, on aura une inégalité

(12.) ag+ Za; &< 0.

En observant qu'en vertu des égalités (7.)

o+ Z ay, §£:k£1 I (@ + = ay 0y),
on obtient, & cause de (12.),

8
! N
kzl S (ay, + Z ay ey) <0,

34
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De cette inégalité on tire, & cause de (10.) et (11.),

%— (o + Zay e) —¢ [a‘,,, a0+ k=%3‘+1 (an+ = ay a;,,)] < 0.
En posant
A= % (ap+ Z a, ) et B=ay,+Za, e+ . =,2;+1 (an+ = ay 04),

admettons que A= 0; I'inégalité précédente donne B0, donc

(13.) o> 1.

Observons que les nombres A et B ne changent pas quand on rem-
place le paralléloédre R par un paralléloédre quelconque de Pensemble (R2).

On en conclut que le rapport % qui ne s’annule pas possede un minimum
positif .
En supposant que
e<w,

l'inégalité (13.) devient impossible et il est nécessaire que A=0 ou autrement
o, + = ay 0;,=0.

Nous sommes arrivés au résultat suivant: tous les parallélocdres dans
lesquels est situé le contour examiné C sont contigus par le sommet (c;,).

A Yaide du lemme du n° 35, on démontrera aisément le théoréme
fondamental énoncé en répétant les raisonnements exposés au n° 28,

Propriétés fondamentales de la fonction génératrice V (Zyy Zyy vuu &,y ey Aoy oun 4,)

87. Théoreme I Supposons que deua vecteurs [A] et [A] caractérisent
deux paralléloédres R et R de 'ensemble (R). On aura une inégalité
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() ()
V(@ @y one @yy Ay gy von b)) > V (@), @y o0 2,y A0, 20, L0020,

a condition que le point (x) soit intérieur au paralléloédre R©.
Soit (§”) un point quelconque qui est intérieur au paralléloedre R,
Prenons un point (§) qui est intérieur au paralléloédre £ et examinons
un vecteur [§, 5] déterminé par les égalités

;=" +u(&—5") ot 0 <u<l.
Une partie du vecteur [, &] appartient au paralléloédre £°. Désignons
=8+ u, (§—5") ol 0<Tuy <1

et supposons que le vecteur [£”, &] présente la partie du vecteur [&7, &] qui
appartient & RO,

La seconde partie [§}, §] du vecteur [£”, &] ne posséde qu'un seul point
(§) commun au paralléloedre R. Le point (&) appartient & une face
PO (») du paralléloedre E®. On choisira parmi les paralléloedres qui sont
contigus par la face P’ (v) un parallélo¢dre R’ qui contient une partie du
vecteur [&,§].

Désignons

E=8+uE—8) ob u<u, <1

et supposons que le vecteur [&,&;] présente une partie du vecteur [, &)
qui appartient au paralléloédre R' et ainsi de suite.

Supposons qu'on ait déterminé m points-du vecteur [£©, &,
pp q p ;

(1") .Esk) = 550) + Uy, (§. - 5.(())>, (k=1,2,...m)

(2.) 0<“1<u2<"‘<um<1

ui correspondent aux vecteurs [&“, &1, (&, &'],... [, &] appartenant aux
q p PP
paralléloedres

0 U -1
RO, R ... Ro= R

contigus successivement.
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Désignons par ,
a + Za® 2,=0, (k=0,1,2,...m—1)

I'équation canonique de la face commune aux paralléloédres B® et R+ qui

est définie dans le paralléloédre R®,
En vertu de la définition établie au n° 32, on aura une formule

3. V(@ @y ers @y hyydgy i b)) =V (@0, 2500002, A%, A9, ... 20)
+'Z @+ TP z).
Examinons les sommes
aP + ZaP & et af+ = aP§,. *k=0,1,2,...m—1)
En vertu de la supposition faite, le point (§**") vérifie I'équation
a + éa,ﬁk) 0 =0,
Comme le point (&) appartient au paralléloédre BE®, on aura une
inégalité
a + = aP EP >0,
En vertu de (1.) et (2.), on obtient
o +ZaPEP >0 et o +=Zal§<T0. =012, n-y
Comme le point (§”) est intérieur au paralléloedre R, on aura
af’ + Zal8? >0 et o)) + Za{"§, <0,

Il en résulte que

m—1 m—1
S (@ +ZdPE)>0 et 3 (af +=a?8) <0,
=0 =
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En substituant dans la formule (3.), on obtient

V(5O By ot D Ayy Agy oon &) > V (6O, &, .. EO) A0 40, L. A7)
et

V(§l7 §27 s §n1 ll, 127 b lﬂ) < V(§17 §27 ser §n1 lg'”! Z’%U), e }'1(:)))'

Théoréme 11. Supposons que les paralléloédres R, R', ... R*=" soient
contigus par une face P(v) & v dvmensions. En désignant par [A®],
(k=0,1,2,... n—») les vecteurs qui caractérisent ces paralléloédres, on
aura une inégalité

Vi@ @yy oo @y Ayy by oon b)) > V(@ 2y, .00, AP, A9, ... 20Y),
a condition que le point (x;) soit ntériewr & la face P(v) et que le vecteur
[4] ne se trouve pas parmu les vecteurs [AM], (k=1,2,... (n—7)).
En supposant que A, =P, on aura ['égalité

X (K 2 ()Y __ .
V(@ @y one &y AP AP, LAY =V (@, 2, 000 2y, A0, 40, L0 20).

(k=1,2,... n—y))

On démontrera aisément le théoréme II énoncé en répétant les rai-
sonnements qui ont été exposés précédemment.

38. Les résultats obtenus ouvrent une nouvelle voie pour les
recherches concernant les paralléloedres primitifs. On peut envisager I'en-
semble (1) des paralléloedres primitifs sous un nouveau point de vue,
4 savoir:

Chaque paralléloédre B de Uensemble (R) caractérisé par le vecteur
[A] présente un ensemble de points (x;) vérifiant Uinégalité

> 1 (1) () )
V (@), @y eer By Aty Aoy oo b)) = V(g 2oy o0 @,y A0, 29, L0020,

quel que soit le vecteur [;) appartenant av groupe G.

Nous avons vu au n° 32 que pour le paralléloedre principal R, de
I'ensemble (&) on a

V(@1 &2y vee @y 0,0,...0)=0.
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Il s’ensuit que le paralléloédre principal R, est défini par l'inégalité
V@, @y oos s Ayy hgyon e 4,) >0

qui subsiste, quel que soit le vecteur [1] du groupe G.

Détermanation de la fonction génératrice V (T, &y ... yy Ay hayous d,).

| 39. Supposons que le paralléloedre principal R, soit déterminé &
laide des inégalités canoniques

a(Jk+2aikxi_f:_O' (k=1,2,...0)

Désignons par [4,] le vecteur qui définit une translation du parallé-
lotdre B, en R, (k=1,2,...0).

Prenons deux paralléloédres B, et B, contigus au paralléloedre B, par
les faces P, et P, qui ne sont pas paralleles. Posons

A=k,+4,

et désignons par R le paralléloedre de l'ensemble (/) caractérisé par le
vecteur [4,].

Le paralléloedre B est contigu aux paralléloedres [, et R, par les
faces qui sont congruentes aux faces I, et B.

On peut donc former deux séries

R, R, R et R, R, R

de paralléloedres qui sont succesivement contigus.
- Supposons que le paralléloedre £, soit déterminé & V'aide des in-
égalités canoniques

Uy [t + Za; (wi—}'lik)]z 0. (r=1,2,...0)

La face du paralléloedre R, qui est congruente & la face P, sera
déterminée par I'équation

Uy, [(l()h + zaih (d?,' + ?‘ik)] =0.
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Il en résulte que la fonction V (x,, @,,...%,, Ayy 4y, ... 4,) s’exprime
par la somme

V(@ @y een @y Ayy Ay oo l,,j = a@—{— S ay+ w [ay,+ 2 ay @+ A
De la méme maniére, on obtient
V(@) @y ven @y Ayy Aoy oo b)) = a.,,,+ Zayx;+ [y + = ay (4 2))
En vertu du théoréme fondaméntal du n° 34, on aura une identité
Ao+ Z a2+ Wy [y, + Z ay (4 Ay)] = ag+ Zay @+ w, [ag + Zag (@ + Ay)).

Il s'ensuit que

1) Ao+ e (g, + Zay, hy) = @y, + 2w, (A + 2 ay hyy)
et
i 0y Qi = Uy, + 2, Ay (i=1,2,...n)

Nous avons supposé que les coefficients «, et a,, (¢t=1,2,...n)
ne soient pas proportionnels, donc il est nécessaire que

=1 et u,=1.
Nous sommes arrivés au résultat important suivant:
Chaque paralléloédre R caractérisé par un vecteur [A;] sera déterminé

par les inégalités canoniques
g+ Z ay (x;+4,) >0, (*k=1,2,...0)

Observons qu'en vertu de (l.), on aura V'égalité

2l hy =2y by
Dans cette égalité, on peut attribuer aux indices £ et A les valeurs

k=1,2,...0; h=1,2, ... 0.
Journal fiir Mathematik Bd. 134. Heft 4. 35
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40. Théoréme. Les vecteurs

(%) [Rad; - [R0]

forment la base du groupe G. En posant
(2.) A= ké‘l b

o Uy, b, ... 1, sont des nombres entiers arbitrawres, on déterminera chaque
vecteur [A;) du groupe G. En désignant

(3) a, = é bty
k=1

on défimira la fonction V (2, %,...%

ny

Ay dgy oo X)) par la formule

] 1 n n
&) V(xl,xz,...x,,,ll,}.z,...l,,):é:l{k(a.,,,-—gé‘ +£la,.,cx,.)

1
1 n
to 2%

Admettons que la formule (4.) soit vérifiée pour les vecteurs [1{"] et
[4] qui sont définis par les égalités

(5') A’a(“): é‘ Z)(co)lik et }v,,-’——- 2",‘ ll:l'ik' (i=1,2,...n)
k=1 k=1

Nous allons voir que la formule (4.) sera aussi vraie pour le vecteur
(4] déterminé par les égalités

=10+ 4.
Désignons par R, R et R' les paralléloddres caractérisés par les
vecteurs [4;], [A] et [4].

Le paralléloédre R sera déterminé par les inégalités canoniques

auk ‘l" za,k<x,+ls")>20v (k=1,2,... 0)
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On en conclut que la fonction V(x,, 2y, ... 2,, &y, &y, ... 4,) 8'exprime
par la formule

(6.) V(@ @y e &y Ayy Aggens Ay =V (@1, By on 2y A0 A0 L0 A
+ U@, @y ooe By Ay Ay oen by),
ol la fonction U(ay, 2y, ... %,, A1, Ay, ... 4,) présente la fonction génératrice
déterminée & condition que le paralléloédre R ait été choisi pour le parallé-
loedre principal.
En désignant

ag o
(7)) V"= 3 P a, et ai= 3 Lay, (i=1,2,...w)
k=1 k=1

on aura, en vertu de la supposition faite,

. o 1< 1
V('xn Ly oo Ty }'E‘D, i ... }-SJ)) :kzl [ ((’Uk ) Sdphyt 2ay xi) + 3 a2,

S oy 1
U @@y @ay oeo By by by o by) =ké‘ A (a()k + Zaikl.(")_§ 2y Ay + zaikxi)
+ Lsau
2 i

Posons :
L=+ 1. (k=1,2,...0)

En vertu de (6.) on obtient

1
B V(@ Ty eee By by, gy e b)) = =l (a -5 T,y + Za,a,)

4y AW Taiy 3 3 0, 49,

k=1i=1

Examinons la somme

) LT T a3 3 a0,

k=1i=1

35%
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En vertu de (5.), on aura

Ea,k AV = 2 2 az 187 A,

h=1i=1

Nous avons vu an n° 39 que

(10.) é‘n Qi by, = é‘l i Dy

done

n

3 a"=3 3 B A

i=1 h=1i=1

et, & cause de (7.), il vient
< 0 o ()
S ay k"= 3 al” Ay,
i=1 i=1
I1 s’ensuit que
3 a LA =Sa" 4.
i=1

el
e
[}

En vertu de (7.), on aura aussi

g n
S 3 a; AV = 2 a; 49,

k=1i=1
On peut donc présenter la somme (9.) sous la forme
g SO0A g T i+ E F a0 =5 (Tai 4+ TaP i+ a0 + Zalk)
=L@+ o) P+ 1),

Comme
@O di=a, et A0+ =1,

la formule (8.) peut s’écrire

V(@ @y oon @y Ayy Aoy o )‘n):ké‘l lk(a()k Za:k 1k+2%xw>+ 5 2ak,
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Il est aisé de vérifier la formule (4.) dans les cas
li= i}'ilv (k=1,2,...0)

Il en résulte que la formule (4.) subsiste, quel que soit le vecteur
[4;] appartenant au groupe G.

Théoréme II.  Le groupe G posséde une base formée de n vecteurs

[7a)y [y oo (i)

En posant

(11.) h=31lm,
k=1

ol by by ... L, sont des nombres entiers arbitraires, on déterminera chaque
vecteur [4;) du groupe G. En désignant

n
Vi (@), @y oee By Tyy Moy oo M) = Py + _leixu (k=1,2,...m)
1=
et

(12.) a= X lpa,

on aura la formule
n 1 = n 1 =
V(@) Tayoee Tyy Ay hayoen b)) = ké‘l lk(Pnk“ 9 Elpik”ik + é‘lpikws)’}‘ 5 "§1 a; Ay

On démontrera aisement le théoreme II énoncé & 1aide de la
formule (4.).

Observons que la somme a4, présente, en vertu des égalités (11.)
et (12.), une forme quadratique des variables entiéres 7, 4, ... '

n

Za b= é :‘: Akhlklha

k=1h=1
oll on a posé

1 12
Akh = § -leik ﬂi}. + § -leih ﬂg};- (k=1,2,..,n; h=1,2,..:n)
i= i= . .



268 Voronoi, recherches sur les paralléloédres primitifs.

Nous allons voir que la forme quadratique obtenue =XA4,,7. 1/, est
positive.

Détermination du centre des paralléloédres primatifs.

41, Théoréme 1. Chaque paralléloédre primitif posséde un centre.

Désignons par (&) le point vérifiant les égalités
(1') Pox ‘%éfl}’m Ty + ié'lpuc §i=0' (k=1,2,...n)

Je dis que le point (§) présente le centre du paralléloédre prin-
cipal R,.
Pour le démontrer, posons

lih: é l;ch)n,-k. (h=1,2,...0)
k=1
En vertu du théoréme II du n° 40, on obtient

1
V(s @ayens Ty Aipy Ry oo b)) = Z L0 (Pok sy 2 patty + ZPa xi)
‘ 1 n
+ 3 i‘::l (Pa 5 e + Pin ) 4
D’autre part, en vertu de la définition établie au n° 32, on a
V(@1 @y ove By Ay Aagy ooe Apy) = @y + Z @ 2.

I1 s’ensuit que

(2.) =3 I py, (h=1,2,...0)
k=1
et
o 1 1
3 Aop = ké‘x i (pl)k ) = Pa ”ﬂc) + 5 = Aige (#=1,2,...0)

Multiplions les égalités (1.) par £” et en attribuant & lindice &
les valeurs 1,2,...n, additionnons les égalités obtenues, il viendra, & cause
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de (2.) et (3.),

4) a‘,,,——%Za,.,, L+ =a,8=0,. (=1,2,...0)

Cela posé, prenons un point quelconque (z;) appartenant au parallé-
loédre R,.

Pour que le point (&) soit le centre du paralléloédre R,, il faut et
il suffit que le point (z!) déterminé par les égalités

(5-) x£=2§,-—x,., (i=1,2,...n)

appartienne au paralléloédre B, aussi.
En vertu de la supposition faite, on aura les inégalités

(6.) a"h—*_zaihxi>_0' (h=l,?,.“a)

En observant qu'a cause de (4.) et (5.)

!
Ay + 2 W% =— ay, — Z a, (xi — Ain)

et que Pinégalité
— Qg — Z ay, (T, —Ay) = 0

.

se trouve parmi les inégalités (6.), on obtient

A+ Z a7, =0, (#=1,2,...0)

Il est donc démontré que le point (&) présente le centre du parallé-
lo¢dre R,.

Observons que le centre (§) est intérieur au paralléloédre R,.

Pour le démontrer, supposons qu'un point (z;) soit intérieur au parallé-
loédre R,.

On aura les inégalités

ap+ Z a2, > 0. (h=1,2,...0)
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Parmi ces inégalités se trouvent les inégalités
( —a(,h—Saih (x;—2;)>0. (h=1,2, .0)
En faisant la somme de ces inégalités, on obtient
Zay, lilz‘>07 ‘ (r=1,2,...0)
et, & cause de I'égalité (4.), il vient
a(;h+2aih§i>0. (h=l.,2,...o)

42. Théoréme II. La forme quadratique

.él (pil ll + pi [/ R —|—-p,~,, ln) (711.1 l1+71i2 l,+ o, ln)

des variables entieres U, 1, ... 1, est positive.
Appliquons le théoréme I du n° 37 au centre (§) du paralléloddre
principal R,, on aura l'inégalité

(7) V(&) Sy e Gy by Aoy o ) >0,

quel que soit le vecteur [4;] du groupe G, le vecteur [0] étant exclu.
En vertu du théoréme II du n° 40 et des égalités (1.), il vient

1
yZ (§1, §2, §m Ayy Aoy oo }'n)ZQ 2(1’:’1 [1 e +pm ln),(”n l1 + o471y, ln)

et, & cause de (7.), on trouve
2(}’1’1 Iy "|"])nlz T oo+ Pin ln) (”n L+ 7y ly+ -+ 7, l,)>0.

L’inégalité obtenue subsiste, quelles que soient les valeurs entiéres
des variables 4, 4,... [, le systtme /,=0, ,=0, ... /,=0 étant exclu.
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Groupe continu de transformations linéaires des paralléloédres primatifs.
43. Effectuons une transformation linéaire du paralléloédre primitif
principal R, & P'aide d’'une substitution

n .
) ; ‘l .
-'Jzzam“}'l\zl O Ty (i=1,2,...7)

a coefficients réels quelconques et du déterminant qui ne s’annule pas.
On obtiendra un nouveau paralléloédre primitif R' qui sera déterminé
a l'aide des inégalités canoniques

n
tpt X aya, >0, (r=12,...0)
k=1 T
olt on a posé

n n
' ' .
(1) Ay, =y, + X Ay gy g, = A Qs (=1 2,005 8=1,2,...0)
i=1 i=1

Le groupe G' de vecteurs correspondant au paralléloédre obtenu R’
sera déterminé par les égalités

<2,) li:kél Uiy l;n

a condition qu’an vecteur [4,] du groupe G corresponde le vecteur [4;] dans
le groupe G'.
Désignons

V(@ oy oee By Ayy day oun b)) = py+ glpiwi

et

n
U ! U ! ' ! ’
V(@) @y eve @y Ayyhyyos ) =py + _zlp',.a:,-.
. 1=

En vertu de la formule (4.) du n° 40 et des égalités (1.) et (2.),
on obtient

n n
' ) ! o
Po=po+ .leiaill’ Pr= .21]-’1' e (k=12 ..n)
1= 1=

Journal fir Mathematik Bd. 134. Heft; 4. 36
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Il en résulte que [n,] et [n;] étant deux vecteurs correspondants quel-
conques, on aura

(3.> ié‘l P‘. e zé; P: : )
Théoréme. La forme quadratique

2"7 Zn ‘4Lh[klh—_24 (pnl +P.-l + - +j)m )(Wn Lt+Aay, b+ ninln)

k=1h=1

présente un wariant dans le groupe continu de transformations linéavres.
Le théoréme énoncé est évident en vertu de I'égalité (3.).
44, Effectuons une transformation des paralléloédres primitifs de
I’ensemble (&) & l'aide d’une substitution

1
Por— p,kﬂ,k + z Pl =, (k=1,2,..m)

. On obtiendra un ensemble de paralléloedres primitifs (R').
La valeur correspondante de la fonction V (ai,a),...a,, 4;, 4;,...4,)
pour I'ensemble ([2') sera exprimée par la formule

V (@l sy ooy by by )= 3 i 3 3 A4

i=1 “i==1j=1

En vertn du théoréme du n° 38, le paralléloedre principal de V'en-
semble (R') sera déterminé par les inégalités

qui subsistent, quelles que soient les valeurs enticres de /,, (,,.../,.
Les différents paralléloedres de ’ensemble (/') seront déterminés par
les inégalités

@) VIS A Sl =y SEAO O+ X (O,

ijti% i
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Chaque paralléloédre de Vlensemble (R') sera caractérisé par un
systtme correspondant (/") de nombres entiers [, £, ... [

Observons qu'on pourrait remplacer la base du groupe GG formée de »
vecteurs par une autre base formée de n vecteurs aussi, ces deux bases seront
équivalentes, en vertu du théoréme III du n° 11; la forme quadratique posi-
tive correspondante =X'A;// sera remplacée par une forme équivalente;
- les inégalités (4.) définissent dans ce cas l'ensemble des paralléloedres qui
peut étre transformé en l'ensemble (/') & Vaide d’une substitution linéaire
correspondante & coefficients entiers et du déterminant + 1.

Le remarquable théoréme suivant est donc démontré.

Théoréeme. IEn effectuant les transformations linéaires d’un parallé-
loédre primitif « lPaide de substitutions « coefficients réels quelconques qua
forment un groupe continu de substitutions linéaires, on obtient un ensemble
de paralléloédres promitifs qui est parfaitement déterminé par une classe de
formes quadratiques positives équivalentes, & condition qu'on ne considére pas
comme dufférentes les formes quadratiques & coefficients proportionnels.

Nous allons voir que chaque forme quadratique positive définit, &
l'aide des inégalités (4.), un ensemble de paralléloedres congruents qui
peuvent étre primitifs ou imprimitifs.

Section III.

Détermination des paralléloedres & Paide des formes
quadratiques positives.

Définition du polyédre convexe correspondant a une forme quadratique
positive.

45. Soit ¥ > a; v,z une forme quadratique positive arbitraire 3
i=1j=1

n variables z,,,,...%,. Envisageons un ensemble £ de points (e;) vérifiant
l'inégalité
n n n

S Jarn+2 3 e,x0,>0,

i=1j=1 i=1

quelles que soient les valeurs entieres de w,,a,,...x,.
36*
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En vertu de la définition établie, 'ensemble R jouit des propriétés
suivantes: :

1. L'ensemble R est & n dimensions.

2. Le point (0) présente le centre de Tensemble R.

3. L'ensemble R est conveze.

Prenons un systeme de parametres arbitraires ¢, ¢,, ... ¢, et examinons
un vecteur g composé de points (e;) qui sont déterminés par les égalités

o, =p¢ ol 0=>0.
Il est ais¢ de démontrer quil existe un intervalle
0§9§9‘; ol 0 >0

qui correspond aux points du vecteur ¢ appartenant 4 1’ensemble £,
En posant
Ui =00 &,
on obtient un vecteur [e;,,] dont les points appartiennent & l'ensemble £,

Le point (o) appartient & la frontitre de I'ensemble R, c’est-h-dire: le
point (e;,) vérifie l'inégalité

(1) 22 a8+ 22(1“,:@;‘:‘)0’

quelles que soient les valeurs entieres de z,,,,...2, et vérifie au moins
une égalité

2.) SSa,ll+2 0l =0,

L) 1

lyy by ... [, étant des nombres entiers qui ne s’annulent pas.
Désignons

n
3. Oy =— 0l — ‘zl agl;, (=1,2,..7)
o

on aura, & cause de (2.), I'égalité

SZaq;x04 22y 5, =2Za,;(l;—2)(—x)+ 22 e,y (Il — ;)
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et, en vertu de (1.), on obtient
4) 22a;0x422 02,20,

donce le point (o;,) appartient & I'ensemble 2 aussi.
En faisant la somme des inégalités (1.) et (4.), on trouve, a cause
de (8.),

S ux— 2 Xa;u [, >0.

)

L’inégalité obtenue subsiste, quelles que soient les valeurs enticres
de &y, a,,...a,; cette inégalité peut s'éerire

220l [ <2 Za;(l;—2x)([—2).

On en conclut que le systeme (/) n'est autre chose qu’une représen-
tation du minimum de la forme quadratique positive 3 X «; 2,7, déterminée
dans V'ensemble composé de tous les systtmes de nombres entiers qui sont
congrus au systeme (/) par rapport au module 2.

Le nombre des systemes pareils est fini. Supposons que tous ces
systetmes forment une série

) (hdy i)y ooe ).

46. Théoréme. L'ensemble R présente un polyedre convexe déterminé
a laide des inégalités

(6.) 23l +22 0,0, >0. *=1,2,...0
En vertu de la définition établie, chaque point (e;) de l'ensemble
R vérifie ces inégalités. Admettons qu'un point () vérifiant ces inégalités

w’appartienne pas & 'ensemble 2. On déterminera dans ce cas une valeur
positive du parametre ¢ dans lintervalle 0 <<¢<C1, de maniere qu'en posant

(7.) =900, ol 0<To<l1,

on obtienne un point (o{") appartenant & la fronticre de I'ensemble R. Le
point (af”) vérifiera, comme nous I'avons vu, une égalité
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(8.) 3Za,ll+230"=0

caractérisée par un systeme (/) appartenant & la série (6.).
En vertu de l'égalité obtenue, on trouve
2a",<<0
et, & cause de (7.), il vient

2ol <<0.
En présentant I’égalité (8.) sous la forme

EZa;l [ +23e=2(1—9) 2,

) J

on aura l'inégalité

SSa,ll+2 el <0,

ce qui est contre I’hypothése.

Inégalités indépendantes qui définissent le polyédre convexe correspondant
a une forme quadratique positive.

49. 11 peut arriver que parmi les inégalités (6.) du n°® précédent
se trouvent des inégalités dépendantes. Admettons, par exemple, que
Pinégalité

(1) SZa; ([ +2Z e[, >0

i

soit dépendante. On aura dans ce cas une identité
2) =2Za lilj+22aili=00+ké" (ST a;ly by +2Zaly)

0, =>0, 0,>0. (*k=1,2,...0)
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Nous avons vu au n° 45 que linégalité
EXamn—ZZ a0, >0

subsiste quelles que soient les valeurs enticres de z,,a,...%,.
En faisant dans l'identité (2.)

@=—1 Xayl,

LAl
on obtient
oot 20 (E2a;lly— 22,1, 1[)=0,
et par suite

Q‘):Oj Qk(zz al:ill'k l]k_zz (lif[fk [_;):0. (k=1,2,...0)
En supposant que ¢, 0, on aura

2a,l l, —2X a,l; 1.=0,
done
230l =22a,(,-20)(,—21).

ij Y %) i

En vertu de l'égalité obtenue, le systtme (/,—2/,) se trouve dans
la série (5.) du n° 45. C’est une condition nécessaire pour que linégalité
(1.) soit dépendante.

48, Théoréme. Powr qu'une inégalité
(3.) S a;l[+22 e, [;=>0

sott wndépendunte, il faut et il suffit que lu forme quadratique 22X a,;x,x o
posséde que deux représentations (1)) et (—1[) du nunimum dans Tensemble
composé de tous les systémes de nombres entiers qui sont congrus aw systéme
(L) par rapport auw module 2.

Nous avons démontré que la condition énoncée est suffisante. Il reste
4 démontrer que cette condition est nécessaire.

Admettons que Vinégalité (3.) soit indépendante. Dans ce cas,

I’équation
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22a,;l[+2Z0,l,=0
définit une face P & n—1 dimensions du polyédre Z.
Soit («;) un point qui est intérieur & la face . On aura l'inégalité

(4.) S3a,aa+23 a0,

quelles que soient les valeurs enticres de 2, 2,,...7,, les deux systémes (0)
et (/) étant exclus. En posant, comme nous l'avons fait au n° 45,

(5) (x::—(zi —‘Z(Lul.

oy

on aura aussi une inégalité

(6.) S a;xe 4220 0,>0

Jj i

qui subsiste, quelles que soient les valeurs enticres de x,,2;...2,, les deux
systemes (0) et (/) étant exclus. Kn faisant la somme des inégalités (4.)
et (6.), on trouve, & cause de (5.), :

22 ;00— a0

ij e —
ou autrement

22 a; {; lj<22(lij<]i"“2mi) (ZJ“ 2wj>-

L’inégalité obtenue subsiste, quelles que soient les valeurs entiéres
de 2,,,,...2,, les deux systemes (0) et (/) étant exclus.

Le théoréeme énoncé est donc démontré.

Corollaire. Le mombre des inégalités indépendantes qui défimssent le
polyédre R correspondant & une forme quadratique positive ne peut pas sur-
passer la bimite 2(2"—1).

Ensemble (R) de paralléloédres défint par une forme quadratique positive.

49. Théoréme. Supposons que le polyédre convexe R correspondant
@ une forme quadratique positive X a,; x, x; soit déterminé & Uavde des inégalités

S3a;x8,+2 22,0,
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En effectuant les translations du polyédre R le long des vecteurs
déterminés par les égalités
== Za; b,
Lyly... 1, étant des nombres entiers arbitraires, on composera un ensemble (R)
de polyédres congruents qui partagent uniformément Uespace & n dvmensions.
Désignons par R' le polyedre qu'on obtient & l'aide d’une translation

du polyédre B le long du vecteur [1]. Le polyédre R’ sera déterminé par
les inégalités

n n n 7
S > a,.j:v,.m;.+22 (“i+2 (1ijlj')xi20'
1=1,=1 i=1 i=1 T

Cette inégalité peut s'écrire

2 a; (A D)@+ )+ 2 Z 0@+ ) > 22 a;l L+ 22 o,

J T
On en conclut que le polyédre R' sera déterminé par les inégalités

(1) S2a;004+ 22 0m, >3, [+ 2 X el
qui subsistent, quelles que soient les valeurs entiéres des variables z,,,,..,.
On dira que le polyeédre R’ congruent au polyedre I est caractérisé
par le systéme (7). ‘
Désignons par (R) I'ensemble de tous les polyédres congruents au
polyedre R et qui sont caractérisés par les différents systtmes (/) de nom-
bres entiers.
Je dis que 'ensemble (2) remplit uniformément I'espace & n dimensions.
Prenons un point arbitraire (o) dans l'espace a n dimensions et
cherchons le polyedre de l'ensemble (£) auquel appartient le point (e,).
A cet effet, déterminons une représentation (/) du minimum de la forme
2a;8,04+ 22 o,
dans l'ensemble £ composé de tous les systémes (z;) de valeurs entitres des
variables z,,2,,...%,.
Journal fiir Mathematik. Bd. 134. Heft 4. 37
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On aura l'inégalité
20 e 42X, > a;l [ +2 2 e,

qui subsiste dans l'ensemble . Il en résulte que le point (e;) appartient
- au polyedre de Iensemble () caractérisé par le systeme (/).

Admettons que le point (o;) appartienne aux différents polyedres de
Iensemble (R): R, R',... R caractérisés par les systemes

2.) (), L)y oer ()
En vertu de (1.), on obtient les égalités
(3. 23,0 422l =2 a;[[[+2Z a;l, a=12..0
Il s’ensuit qu'on aura l'inégalité
2Zaqve 4220, >33a; 1 +22 ol

quelles que soient les valeurs enticres de =,,a,,...x,, les systémes (2.)
étant exclus.

On en conclut que le point (o) est intérieur & une face commune aux
polyedres R, R',.. R* et définie par les équations (3.).

Nous sommes arrivés au résultat suivant:

Chaque forme quadratique positive définit un ensemble (R) de parallé-
loédres congruents qui peuvent étre primitifs ow tmprimitefs.

Algorithme pour la recherche du minimum de la forme 3 X a0+ 22 o,
dans Tensemble E.

50. Supposons qu'on ait déterminé les inégalités indépendantes
zzauldl]k—*- 22&,[.k20 , (k=1,2,...0)

qui définissent le paralléloedre R correspondant & une forme quadratique
positive = Xa,; x;x;.
A Taide des systémes

L)y (lia)y -+ (i)



Voronoi , recherches sur les paralléloédres primitifs. 281

de nombres entiers, on peut résoudre plusieurs problemes de la théorie
arithmétique des formes quadratiques positives.
Cherchons, par exemple, le minimum de la forme

(1.) SZa;ma4 22 04,

dans l'ensemble £ composé de tous les systtmes (z;) de nombres entiers,
0y, ¢y ..., étant des paramctres arbitraires donnés.

Les valeurs de x,,a,,...%, qui correspondent au minimum absolu de
la fonction (1.) vérifient les ¢équations

n
S a2+ a,=0, *=1,2,...n)
i=1

Désignons par (§) le point vérifiant ces équations. En posant
§i:Zi+7'i1

déterminons les nombres entiers /,4,../, d’aprés les conditions
\ 1
il <3- (=1.2...n)

Dans le cas 7,=0(¢=1, 2,...n,) le systtme (/) est celui qu'on a
cherché. Admettons que tous les nombres r,(¢=1,2,...n) ne s'annulent
pas. Posons

n
o =0, 4 2‘1 Ayj lj
=

et examinons le point («{”). Admettons que le point («!”) appartienne au

paralléloedre R. Il en résulte que le point (o) appartient au paralléloedre

de I'ensemble (R) qui est caractérisé par le systtme (/), donc ce systéme
. représente le minimum de la forme (1.).

Dans le cas ol le point («f”) n’appartient pas au paralléloédre R,
déterminons une valeur g, dans l'intervalle 0 <Cg,<<1 du paramétre ¢, de
maniere que le point (g, «{”) appartienne & une face du parallélotdre R.
Supposons que cette face soit déterminée par 1’équation

EZa;ly 22 el =0.

37*
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On aura une égalité
SXa;l b+ 202 0l, =0 ol 0<Tg,<<1.
Posons
’ O 5
=04+ 2 a; b
j=1
et examinons de nouveau le point () et ainsi de suite. Je dis qu'on
déterminera toujours une représentation du minimum de la forme (1.) en

répétant plusieurs fois le procédé exposé. Pour le démontrer, supposons
qu'on ait déterminé & Vaide de l'algorithme exposé une série de points

(2) (@), (@D oo (@), oo
et une série de systémes

OGO

vérifiant les égalités

L)

n
(3) 09‘"’ = az(k—])_*_ > a~](k"1), (h=1,2 ..)
ji=1

et les égalités

EZa; IO 4+2Z0,a®PP =0 ot 0<Tg,<<1. =012
En vertu de ces égalités, on trouve

4) SEZa M 423 a® P <0, (k=0,1,2,..)

En désignant

.) m® = {4 (.. 4 [*D *k=1,2,. )
et
mz(‘0)=li1

on obtient, & cause de (3.), -

. )
(6-) o =0+ 3 a; m®, (h=0,1,2, . )
=1
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En substituant dans linégalité (4.), on trouve
EZa; (P +m®)(IP+mP)+2X o, (V4 mP)< == a; m®m® + 2 Zo,m®.
Cette inégalité, & cause de (5.), peut s'écrire
SXa;mimEY 4 2 Zamd* Y < S a; mPm® 2 Ze,m®, k=0,1,2,.0

Le nombre des systemes (m{) de nombres entiers vérifiant ces
inégalités est limité. On en conclut que la série des points (2.) se terminera
toujours par un point («{®) appartenant au paralléloedre B. En vertu de
Iégalité (6.), le systtme (m{®) représente le minimum de la forme
SZa; x84+ 23 ;2 dans Pensemble .

Il reste & déterminer toutes les représentations du minimum de la
forme examinée dans l’ensemble £. Le probleme posé se ramene & la
recherche de tous les paralléloedres de ’ensemble (B) qui sont contigus
par une face & lintérieur de laquelle se trouve le point ()., On déter-
minera tous ces paralléloédres en examinant successivement les parallélocdres
qui sont contigus & R par les faces 4 n—1 dimensions et ainsi de suite.

Propriétés des systemes de nombres entiers qui caractérisent les faces a n—1
divmensions du paralléloédre correspondant & une forme quadratique positive.

bl. Supposons que les systemes

(1.) + (lil>7 + (lﬂ)’ ot (l,.,)

caractérisent les faces & n—1 dimensions du paralléloédre R correspondant
3 une forme quadratique positive =Z'a; 2;a;.
Théoréme 1. Les éléments Uy, by, ... I, de chaque systéme (I;x) appar-
tenant & la série (1.) wont pas de divisewr commun.
Nous avons vu au n° 45 que les nombres [/, ly, ... [, vérifient
'inégalité
SZa;n0 - X Za;ml, >0

J

dans 'ensemble E. En adwmettant que
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lhy=0d¢ ol 6>1
et en posant z;=1¢ dans l'inégalité précédente, on trouve

SZa;tt—0 XX a;t t, =0,

jlil gLl —

et il est nécessaire que d=1.
52. Théoréme II. Supposons que n systémes

(2) (pil)1 (pz?)’ see (pm)

représentent n minima consécutifs
M, < M, <...M,

de la forme quadratique positive =X a,x,x;,. Tous les systemes (2.) se trouvent
dans la série (1.).

En vertu de la définition du systtme de » minima conséeutifs, on
aura une inégalité

M= a;py pp < ZZa, v, (k=1,2,...2)

tant que les nombres entiers x,,,...x, ne peuvent étre présentés sous la

forme
k—1

l/("i = Zl “’r })ir1
r=

le systtme (0) étant exclu.
Admettons que le systéme (p;) n’appartienne pas & la série (1.).
Dans ce cas il existe un systeme (f) de nombres entiers vérifiant I'inégalité

S Zay papp === ay(pa—28) (pp—28)

ou autrement l'inégalité

SZa;pp b =2 at L,
En posant

3. qi=Pa — by
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on présentera l'inégalité précédente sous la forme
(4-) 22(&,, t'- tj+ Zzay-q:ngz.}:a;J]),k pj/"

En supposant que les deux systemes (2,) et (¢,) different du systcme (0),
on aura, en vertu de l'inégalité obtenue, les égalités

k—1

k—1
tff == 21 u’r pir7 ‘IL = 2] vrpir
r= r=

et, & cause de (3.), il vient

k—1

Pu= %‘l (ur + l’,-) DPire

Les égalités obtenues sont impossibles, puisqu’autrement le déter-
minant de n systtmes (2.) s’annulerait, ce qui est contre I'hypothese.
Il en résulte que l'inégalité (4.) ne subsiste qu'a condition que

ou =0 ou f,=py. (i=1,2}..n)

Il est donc démontré que le systeme (pl), (k=1,2,...n) appartient
A la série (1.).

Corollaire. Toutes les représentations du mintmum arithmétique de la
forme quadratique positive =X a,x, %; se trouvent dans la série (1.).

b3. Théoréme 1II.  La valewr numérique du déterminant de n systémes
quelconques appartenant & la série (1.) est inférieure a n!.

Choisissons dans la série (1.) » systemes quelconques

(lill)ﬂ (]i2)7 o (lin)

dont le déterminant + w ne s’annule pas. Désignons

() )=

DO -

n
a;l; et op=— —rlzla,-,ljk. (=1,2,.cm)
j=

n
Jj=1

DOf =

En vertu des inégalités

1 %h

a0+ TX a0, >0 =1,2,..7)
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qui subsistent dans 'ensemble £, 27 points (5.) appartiennent au paralléloedre
R correspondant & la forme quadratique =Xa;x;z;.

Choisissons = points quelconques parmi 27 points (5.), ayant égard a
ce que les deux points correspondant & une méme valeur de lindice % ne
se trouvent pas parmi les points choisis. On formera de cette manicre
2" systemes composés de n points

1(;1'1)) ( 1(;42)1 e ({XI(;L)))1 ( 'I'u+|) (“EI:,)’

hyyhyy... b, étant une permutation quelconque des indices 1,2,...7n et
w=0,1,2,...n.
Désignons, pour abréger,

(6.) o) =ef), o=1.20 o =a , G=prtna=2
et examinons un simplexe K, déterminé par les égalités
s h
=3 Fa) ol 2 $<1 et $,=>0. (k=1,2,...n)

k=1 k=1

Tous les simplexes K,,(h=1,2,...2") appartiennent au parallélocdre £.

Un point quelconque (), qui est intérieur & un simplexe K,, n’appartient
4 aucun autre simplexe de la série formée. Il en résulte une inégalité

(7)) %‘ / dx, dew, ... dx, << / de,dz, ... dz,. (=1,2,...27)

(K) (R)

54. En désignant par D le déterminant
Ay Apy oee Wy, |
4

anl ((1»2 seo nn

de la forme quadratique =Za, ;x;,, on aura en vertu de (5.) et (6.),

/' dx,dz,...dv, = w D

nl 20
(Kp) -
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et l'inégalité (7.) donne

(8.) :’, D < ‘/‘dx, da, . d,.

(R)

Cela posé, observons que le groupe (G de vecteurs correspondant an
paralléloedre 2 possede une base formée de n vecteurs

[aa], [@a]y oo (@)

En vertu du théoréme III du n° 11, il vient

(9.) [ da, da, ... da,=D.

()
En substituant dans l'inégalité (8.), on obtient

w<n!
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