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Algebraische Theorie der Korper.

Von Herrn Ernst Stewnitz in Berlin.

In dem vorliegenden Aufsatz ist der Begriff , Korper in derselben
abstrakten und allgemeinen Weise gefalt wie in H. Webers Untersuchungen
uber die allgemeinen Grundlagen der G aloisschen Gleichungstheorie*), ndmlich
als ein System von Elementen mit zwei Operationen: Addition und Multipli-
kation, welche dem assoziativen und kommutativen Gesetz unterworfen,
durch das distributive Gesetz verbunden sind und unbeschrinkte und ein-
deutige Umkehrungen zulassen**). Wahrend aber bei Weber das Ziel eine
allgemeine, von der Zahlenbedeutung der Elemente unabhingige Behand-
lung der Galoisschen Theorie ist, steht fiir uns der Korperbegriff selbst im
Mittelpunkt des Interesses. Eine Ubersicht iiber alle moglichen Korpertypen
zu gewinnen und thre Beziehungen wunteresnander in thren Grundziigen fest-
zustellen, kann als Programm dieser Arbeit gelten***).. Da hierbei die der
Arithmetik im engeren Sinn angehérigen Unterscheidungen zwischen ganzen
und gebrochenen Grofen nicht weiter zu verfolgen waren, wurde der Titel
Algebraische Theorie der Korper gewihlt. -

Durch die hier gekennzeichnete Tendenz ist auch der Weg, den
wir einzuschlagen haben, vorgezeichnet. Wir werden von der Bildung der
einfachsten Korper ausgehen und sodann die Methoden betrachten, durch

*) Math. Ann. 43. S. 521. — **) Nur die Division durch Null ist auszuschlieBen.
**) Zu diesen allgemeinen Untersuchungen wurde ich besonders durch Hensels
Theorie der algebraischen Zahlen (Leipzig, 1908) angeregt, in welcher der Korper der
p-adischen Zahlen den Ausgangspunkt bildet, ein Korper, der weder den Funktionen-
noch den Zahlkérpern im gewdhnlichen Sinne des Wortes beizuziihlen ist.
Journal fir Mathematik. Bd. 137. Heft 3. ‘ 23



168 _ Steinitz, algebraische Theorie der Kirper.

welche man von einem vorliegenden Kérper durch Erweiterung zu einem
umfassenderen gelangt. Die erste Aufgabe fiithrt auf den Begriff des Prim-
korpers und eine Unterscheidung der Koérper nach der Charakteristik. In
jedem Korper ist ein kleinster Korper oder Primkérper enthalten; derselbe
ist entweder vom Typus des Koérpers der rationalen Zahlen (Charakteri-
stik 0) oder vom Typus des Restklassensystems einer Primzahl p (Charak-
teristik p). Bei vielen Fragen ist die Charakteristik ohne Bedeutung, bei
andern aber zeigt sich eine tiefgehende Verschiedenheit zwischen den Kor-
pern von der Charakteristik 0 und denen von Primzahlcharakteristik. Zu
einer analogen Unterscheidung gibt die Betrachtung der sog. einfachen
Erweiterungen AnlaB, welche durch Adjunktion eines einzigen Elementes
erhalten werden konnen. Je nachdem ein solches Element einer algebrai-
schen Gleichung des Grundkorpers geniigt oder nicht, wird es als algebraisch
oder transzendent (in bezug auf den Grundkorper) bezeichnet. Unter einer
algebraischen Erweiterung verstehen wir ganz allgemein eine jede, deren
samtliche Elemente algebraisch sind, wihrend jede andere Erweiterung
transzendent heilt. Zu den algebraischen Erweiterungen gehéren die end-
lichen, welche dadurch charakterisiert sind, da durch eine endliche An-
zahl von Elementen des Erweiterungskorpers alle Elemente linear und
homogen mit Koeffizienten aus dem Grundkorper dargestellt werden kénnen.
In der Literatur werden zumeist nur diese Erweiterungen als algebraisch
bezeichnet. Die hierher gehérigen Untersuchungen bilden den Inhalt der
Galoisschen Theorie.

Nach dem Vorgange von Cauchy, welcher zeigte, daB die Einfithrung
der komplexen Zahlen durch Betrachtungen von Kongruenzen nach dem
Modul #2+1 zu umgehen ist*), hat Kromecker nachgewiesen, dafl auch
jegliche Einfithrung von Irrationalititen bei Behandlung algebraischer
Probleme**) vermieden werden kann, wenn man die Gleichungen durch
Kongruenzen nach Modulsystemen ersetzt. Wir benutzen den Kroneckerschen
Gedanken, um zunichst einmal nachzuweisen, daB zu einem Korper
® und einer in ® irreduziblen Funktion ¢(x) ein Erweiterungskorper ge-
funden werden kann, der aus ® durch Adjunktion einer Nullstelle von

*) Exerc. d’anal. et de phys. math. 4 (1847) S. 87.
*¥) Es handelt sich bei Kronecker stets nur um Probleme, die endliche Erweite -
rungen erfordern.



Steintitz, algebraische Theorte der Karper. 169

¢(x) hervorgeht. Dabei gehen wir aber unter Einfithrung eines Symbols,
durch welches wir alle Elemente des Erweiterungskorpers darstellen, und
welches selbst Nullstelle von ¢(z) wird, von der Schreibweise der Kon-
gruenzen wieder auf Gleichungen iber. Auf diesem ersten Ergebnis bauen
sich die weiteren Untersuchungen synthetisch auf. Die hier befolgte
Methode darf als ebenso ren arithmetisch gelten wie die Methode der Kongru-
enzen, zu welcher der Ubergang natiirlich immer méglich und, wenn auch
bisweilen unbequem, doch gar nicht zu verfehlen ist.

Aus dem Gebiet der endlichen Erweiterungen ist besonders die Tat-
sache hervorzuheben, dal die Galoissche Theorie, wie wir sie bei den
algebraischen Zahlkérpern vorfinden, nicht bei allen Koérpern in vollem
Umfange besteht. Ein groBer Teil jener Theorie beruht nimlich auf dem
Satz, daB jede Gleichung mit verschwindender Diskriminante (mehrfachen
Nullstellen) reduzibel sein muBl. Aber eben dieser Satz gilt nicht all-
gemein. Dies gibt uns Anla8 die Korper in vollkommene und unvollkommene
einzuteilen. Zu den ersteren gehoren alle Korper von der Charakteristik
0, von den Korpern der Charakteristik p aber nur diejenigen, innerhalb
deren die Ausziehung der p-ten Wurzel ausnahmslos mdéglich ist. Auf die
Eigenschaften der unvollkommenen Koérper mit ihren von der gewdhn-
lichen Galoisschen Theorie teilweise abweichenden Gesetzen bin ich etwas
weiter eingegangen, als fiir die fortlaufende Untersuchung unbedingt notig
gewesen wire. FEine besondere Behandlung erforderten noch die Korper
mit nur endlich vielen Elementen. Obgleich in ihnen wie in allen andern
vollkommenen Korpern die Sitze der Galoisschen Theorie uneingeschrankt
gelten*), muBl die Beweisfiihrung doch zum Teil anders gestaltet werden.

Unter dem Titel ,.ein Fundamentalsatz der allgemeinen Arithmetik
hat Kronecker in diesem Journal einen Aufsatz veroffentlicht **), der sich mit
der Bestimmung eines Primmodulsystems beschiftigt, fiir welches eine ge-
gebene ganze Funktion einer Variabeln sich als Produkt von Linearfaktoren
darstellen 1iBt. DaB die Existenz eines solchen Primmodulsystems fiir die
allgemeine Arithmetik von fundamentaler Bedeutung ist, ist fraglos; der

*) Dies gilt auch z. B. beziiglich der von Weber fiir Korper mit unendlich
vielen Elementen erledigten, fiir endliche Korper aber oﬁen gelassenen Fragen s. d.
SchluB der zitierten Arbeit.
*¥) Bd. 100, S. 490. = Werke III, I, S. 209.

23*
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Hinweis' auf - den Fundamentalsatz der Algebra, !durch welchen Kronecker
die Bezeichnung seines Satzes alsi Fundamentalsatz rechtfertigt, erscheint
aber nicht ganz zutreffend. Der Fundamentalsatz der Algebra gibt mehr;
ihm wiirde im Gebiete der allgemeinen’” Arithmetik der Nachweis eines
Primmodulsystems entsprechen,” fiir welches jede Funktion des betrachteten
Rationalititsbereichs in Linearfaktoren zerfallt. Die Behandlung dieses
Problems lag insofern 'auBerhalb des Kreises der Kromeckerschen Unter-
suchungen, als seine Erledigung die Einfiihrung von unendlich wvielen Un-
bestimmten erfordert. Ubersetzen wir das Problem in unsere Ausdrucks-
weise, 5o handelt es sich darum, einen gegebenen Korper zu einem algebraisch
abgeschlossenen, d.h. zu einem solchen Kérper zu erweitern, in welchem
jede ganze Funktion einer Unbestimmten in Linearfaktoren zerfillp. Diese
Aufgabe gehort dem Gebiet der unendlichen algebraischen Erweiterungen an,
sie wird in § 16 zunéchst fiir den Fall eines Primkérpers von Primzahlcharak-
teristik gelost. Die hierbei verwendete Methode ist auch in andern Fillen,
so z. B. bei den von Kronecker allein betrachteten natiirlichen Rationali-
tatsbereichen anwendbar; sie erfordert keine Herbeiziehung von Prinzipien,
die nicht von allen Mathematikern anerkannt wiirden. Anders steht es mit
dem Nachweis, daB unsere Aufgabe, sofern man noch fordert, daB der Er-
weiterungskorper keine iiberfliissigen Elemente enthilt, im wesentlichen*)
nur emne Losung besitzt. Dieser Beweis kann z. B. schon fiir den Korper
der rationalen Zahlen nicht ohne Benutzung des Auswa,hlprmzips gefiihrt
werden. Dieses Prinzip erscheint auch unvermeidlich, wenn man den Be-
weis ‘der Existenz einer algebraisch abgeschlossenen Erweiterung fiir jeden
beliebigen Korper fithren will Der auf dem Auswahlprinzip beruhende
Wohlordnungssatz von Zermelo bildet ein wesentliches Hilfsmittel fiir diesen
Beweis**). — Noch stehen viele Mathematiker dem Auswahlprinzip ab-
lehnend gegeniiber. Mit der zunehmenden Erkenntnis, daf es Fragen in
der Mathematik gibt, die ohne dieses Prinzip nicht entschieden werden kinnen,
diirfte der Widerstand gegen dasselbe mehr und mehr schwinden. Da-
gegen erscheint es im Interesse der Reinheit der Methode zweckmaBig, das

- *) Die prizise Erklsrung fir diesen Ausdruck s. §5. )
' **) Die erste Anwendung des Wohlordnungssatzes auf ein arithmetisches
Problem findet sich meines Wissens bei Hamel, Mathem. Ann. 60, S. 459. -
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genannte Prinzip so weit zu vermeiden, als die Natur der Frage seine An-
wendung nicht erfordert. Ich habe mich bemiiht' diese -Grenze scharf
hervortreten zu lassen. ' '

" Dies gilt auch von den Austfithrungen des letzten Abschnitts, der
von den tramszendenten Erweiterungen handelt. ~Unter ihnen erscheinen
als die einfachsten die rein transzendenten. Eine rein transzendente Er-
weiterung kommt im wesentlichen auf die Adjunktion von Unbestimmten
hinaus, die eine endliche oder -auch ‘unendliche Menge von beliebiger
Michtigkeit bilden kénnen. Der Wohlordnungssatz fiihrt sofort zu der
Erkenntnis, dafl jede Erweiterung in eine rein transzendente und eine al-
gebraische zerlegt werden kann.- v

Von hier aus 4Bt sich leicht die Stellung kennzeichnen, welche die
von Kronecker betrachteten Korper innerhalb der Gesamtheit der Korper
einnehmen. Bei Kronecker entwickelt sich der Korperbegriff in drei
Stufen*). Den Ausgangspunkt bildet der ,,absolute Rationalitdtsbereich:
d. i. der Korper der rationalen Zahlen, also ein besonderer Primkérper.
Von ihm gelangt man durch Adjunktion einer endlichen Anzahl von Un-
bestimmten, also durch eine spezielle rein transzendente Erweiterung zum
,,natiirlichen Rationalitdtsbereich*, von diesem schlieBlich durch Adjunktion
einer algebraischen GroBe, d. h. durch eine spezielle algebraische Erweiterung

zum ,,Gaftungsbereich*. — Geht man statt dessen von einem beliebigen
" Primkérper aus, nimmt man eine beliebige rein transzendente, darauf eine
beliebige algebraische Erweiteruﬁg vor, so hat man damit ein Verfahren,
durch welches man zu jedem Korper gelangen kann.

Der vorliegende Aufsatz behandelt nur die Grundziige einer all-
gemeinen Korpertheorie. ~ Weitergehende . Untersuchungen sowie Anwen-
dungen auf Geometrie, Zahlen- und Funktionentheorie beabsichtige ich in
einigen weiteren Abhandlungen folgen zu lassen.

Inhaltsiibersichs: 1. Grundlagen (§§ 1—6.); I Algebraische Erweiterungen
(§§ 7—15.); III. Unendliche algebraische Erweiterungen (§§ 16 —21.); IV. Transzen-

dente Erweiterungen (§§ 22— 24.). — (Ausfiihrliches Inhaltsverzeichnis am Schluf der
Arbeit.) ‘

*) Festschrift zu Kummers Doktor]ubllaum § 1—3. Dieses Journal. Bd. 92,
S. 1. = Werke II, S. 237.
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§ 1.
Systeme mit doppelter Komposition. Isomorphismus. Korper.
Bezeichnet © ein System von Elementen, so verstehen wir unter

einem Kompositionsgesetz des Systems © irgendeine Festsetzung, durch welche
jedem Paar a,b von Elementen dieses Systems, die auch gleich sein
konnen, ein Element ¢ desselben Systems zugeordnet wird. — Unter einem
System mit doppelter Komposition verstehen wir ein solches, fiir welches
zwer Kompositionsgesetze gegeben sind, die wir 4ddition und Multiplika-
tion nennen. Durch die Addition wird je zwei Elementen @, b ihre Summe
a+b, durch die Multiplikation ihr Produkt a-b zugeordnet.

Isomorphismus. Zwei Systeme &,, €, mit doppelter Komposition
heiBen ¢somorph oder wvon gleichem ( Kompositions-) T'ypus, wenn es moglich
ist, ihre Elemente ein-eindeutig so aufeinander zu beziechen, daB der
Summe und dem Produkt irgend zweier Elemente des einen Systems
in dem andern allemal die Summe und das Produkt der entsprechenden
Elemente zugeordnet ist; die Beziehung selbst heifit eine isomorphe oder
Isomorphismus.

Korper. — Bisher haben wir die beiden Kompositionsgesetze keiner
weiteren Bedingung als der der Eindeutigkeit unterworfen. Fiihren wir
weitere Bedingungen ein, so gelangen wir zu besonderen Arten von
Systemen mit doppelter Komposition. Unter diesen sind von besonderer
Wichtigkeit die Rationalitdtsbereiche (Kromecker) oder Korper (Dedekind),
Systeme, welche die nachstehenden 7 Bedingungen erfiillen:

1. Das assoziative Gesetz der Addition:
(a+b)+c=a+ (b+c),
2. das kommutative Gesetz der Addition ..
a+b=b+a,
3. das assoziative Gesetz der Multiplikation :

(a-b)-c=a-(b-c),
4. das kommutative Gesetz der Multiplikation:

a-b=b-a,
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5. das distributive Gesetz: -
a(b+c)=ab+tac,

6. das Gesetz der unbeschrinkten und eindeutigen Subtraktion:

Sind a,b Elemente des Systems, so gibt es in demselben ein und nur ein
Element z, fir welches a+x=0b wird. — Dieses Element sei mit b—a be-
zeichnet und die Differenz von o und b genannt, so daf allgemein
a+ (b—a)=>b wird.

Bevor wir die siebente und letzte Bedingung aufstellen, ziehen wir
aus den vorangehenden einige einfache Folgerungen. Es seien a, b irgend
zwei Elemente unseres Systems. Setzen wir a—a =z, b—b=y, so be-
stehen zufolge 6. die Gleichungen: a+x=a, b=b+y, und wenn wir
diese addieren, se ergibt sich nach Anwendung von 1. und 2.: (a+b)+ 2
=(a+b)+y und hieraus nach 6. x=y oder a—a=b—b. Es gibt also
ein ausgezeichnetes Element — wir nennen es Null (0) —, welches durch
jede Differenz von der Form a—a dargestellt wird. — Bezeichnen wieder
a,b beliebige Elemente des Systems, so ist a-b=a (b+0)=a-b+a-0,
daher ¢:0=a:b—a-b=0, d. h.: emn Produkt, in welchem ein Faktor 0
tst, tst selbst 0. — Nunmehr lassen wir die letzte Bedingung folgen:

7. das Gesetz der unbeschrinkten und eindeutigen Division:

Das System enthdlt aufer 0 noch wenigstens ein Element, und wenn
@& etn von O wverschiedenes, b ein beliebiges Element des Systems tst, so gibt
es wn demselben ein und nur ein Element z, fir welches a-z=0b wird. —

. . . . b
Wir nennen z den Quotienten von b und a@, in Zeichen z=- oder =b:a.

Sind alle 7 Bedingungen erfiillt, so heilt das System ein Korper.
Beispiele fiir Korper sind die Systeme der rationalen, der reellen der
komplexen Zahlen u.s.f Die Bedeutung der angegebenen Bedingungen
beruht darauf, daB alle in den genannten Korpern herrschenden Gesetze,
soweit sie durch Gleichungen zwischen Aggregaten, die sich aus ihren Ele-
menten rational zusammensetzen, ausdriickbar sind, als Folgerungen aus
jenen Bedingungen erscheinen und sich daher in allen Kérpern wieder-
finden. Ohne dies in allen Einzelheiten auszufiihren, wollen wir doch hier
einige der wesentlichen Momente hervorheben: Sind @, b zwei von 0 ver-
schiedene Elemente eines Koérpers &, so ist nach 7. a-b von a-0=0 ver-
schieden, d. h. ein Produkt ist nur dann gleich 0, wenn wenigstens ein Fak-
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tor verschwindet. — Sind @ und b von O verschieden, und bestimmt man
z und y durch die Bedingungen a-z=a, b.y=>b, so folgt (ab)z=>b(ax)
=ba=(by)a=(ab)y, (ab)z= (ab)y, mithin nach 7. z= y. Bezeichnen wir
also die Losung der Gleichung az=a mit & so hat ¢ als einziges Element
von & die Eigenschaft, mit jedem Element von & multipliziert, dieses
unverindert zu lassen, und wird durch jeden Quotienten von der Form
g(a.-i:O) dargestellt. Dieses ausgezeichnete Element nennen wir die Ewn-
heit; wir werden sie stets durch & bezeichnen. |
Zu den Satzen, deren Beweis lediglich auf Grund der angegebenen
7 Bedingungen gefithrt werden kann, gehdren auch die grundlegenden
Sitze aus der Determinantentheorie. Insbesondere gilt fiir jeden Korper &:
1) n lineare Gleiohuhgen mit n Unbekannten

n
2’ =¢;, (i=1,...,0)

worin die Koeffizienten a;, ¢; gegebene Elemente aus & sind, haben, wenn
die Determinante |a;| nicht 0 ist, ein und nur ein Losungssystem in S.
2) n homogene lineare Gleichungen mit »+1 Unbekannten

sEm
; aw xk O (i=1,...,n)
' k=0

besitzen wenigstens ein Losungssystem, dessen Elemente nicht sémtlich 0 sind.

Es sei endlich gleich an dieser Stelle darauf hingewiesen, dal es
auch Korper gibt, die nur eine endliche Anzahl von Elementen besitzen.
So bilden die p Restklassen, welche zu einer Primzahl p als Modul ge-
héren, ein System mit doppelter Komposition, welches alle 7 Bedingungen
erfilllt, also ein Korper in unserem Sinne ist.

§2. ‘
Teilkorper, Erweiterung, Adjunktion. ‘

Ein Teilsystem ® eines Korpers § kann vermdge der in & herr-
schenden Kompositionsgesetze wiederum einen Korper darstellen. Offen-
bar ist hierzu notwendig und hinreichend, da, wenn ¢ und 3 Elemente
von & sind, auch e+ 3, a—f3, e und, falls 340, % zu & gehoren.
Wir sagen dann: der Kirper & umfaft den Korper &', ® 1st in. ® ent-
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halten, und nennen & Teilkirper von &, § Erweiterungskorper oder
Erweiterung von £’. In der Regel werden wir zu den Teil- und Er-
weiterungskorpern eines Korpers diesen selbst hinzurechnen; wo dies
nicht .der Fall, wird es aus der Ausdrucksweise (,,wirkliche' Erweiterung‘,
,,echter Teilkorpere, ,nur ein Teilkorper<) oder aus dem Zusammenhange
zu ersehen sein. — Man iiberzeugt sich nun sofort von der Giltigkeit des
folgenden Satzes:

1. Bezeichnet © ein System von endlich oder unendlich wvielen Teil-
korpern eines Korpers &, so gibt es wn & Elemente (z. B. 0, &), die n
allen Korpern des Systems © wvorkommen. Die Gesamtheit dieser Elemente
stellt wriederum ewnen Korper dar. ° :

Wir wollen diesen Korper als den Durchschnitt des Korper-
systems © bezeichnen. — Dem Satz 1. stellt sich ein zweiter, nicht minder
wichtiger an die Seite:

2. Bezeichnet 1 ein System von endlich oder unendlich vielen Korpern
von der Beschaffenheit, daff je zwei Korper ®,, R, aus W allemal n
wenigstens eimem Korper R, des Systems U enthalten sind, so gibt es einen
bestimmten (mnicht mnotwendig tn W wvorkommenden) Korper R, welcher alle
Korper des Systems W zu Teilkorpern hat und keine anderen Elemente enthdlt
als solche, welche in Korpern von 11 auftreten.

Beweis: HEs bezeichne & das System aller Elemente, welche in
Korpern des Systems Ul auftreten. Hat man Elemente aus & in endlicher
Anzahl a,, a,,...,a, und ist & (¢=1,...,n) ein Korper aus U, welcher «,
enthélt, so gibt es in U einen Korper &;, welcher ®, und &,, einen Korper
5, welcher ®; und ®, enthilt u.s.f Es gibt also in I Korper, welche
alle Korper ; (s=1,...,n) und damit alle Elemente o, enthalten. Sind
nun @, b irgend zwei Elemente aus &, und ist ® irgend ein Kérper aus
U, welcher ¢« und b enthilt, so haben ¢+b und @-b in & eine bestimmte
Bedeutung. Ist ®” irgendein anderer zu 1 gehoriger, ¢ und b ent-
haltender Korper, so haben auch in diesem a+b und a-b eine bestimmte
Bedeutung. DaB aber a+b und a«-b in & nichts anderes bezeichnen
kénnen wie in & ist eine Folge der Voraussetzung, daB es einen Kdorper
gibt, der & und &” enthédlt. Somit sind Summe und Produkt zweier
Elemente aus & unzweideutig definiert, d. h. & ist ein System mit
doppelter Komposition. Aus dem Umstande, daB je zwei Elemente aus

Journal fir Mathematik. Bd. 137. Heft 3. . 24
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® in Korpern aus 1 gleichzeitig auftreten, folgt nunmehr, daB die Komposi-
tionsgesetze 2. und 4. des § 1 bestehen, ferner, dal wenigstens ein Element
z,, und wenn a=#0, wenigstens ein Element z, in & vorkommt, fiir welche
a+x,=b, a-x,=b wird. Da auch drei Elemente aus & in einem Korper
aus U vorkommen, so folgt, daB auch die Kompositionsgesetze 1., 3. und
5. erfiilllt sind. Da endlich dasselbe auch fiir 4 Elemente a, b, z, y aus §
gilt, so konnen die Gleichungen ¢+ =56, a+y=> und, wenn a0, auch
die Gleichungen a-z=0b, a-y=>b nur dann bestehen, wenn =y ist. Das
System & ist also ein Korper, und es leuchtet unmittelbar ein, dal &
alle Korper aus U enthdlt und nur solche Elemente besitzt, die in den
Korpern aus Ul auftreten; ebenso aber auch, daB ein Korper, welcher
diese beiden Eigenschaften besitzt, notwendig mit & identisch sein muB.

Ist der Korper & in dem Korper £ enthalten, © irgend ein System
von Elementen aus £, so bezeichnen wir mit ®(&) den Durchschnitt aller
derjenigen Korper zwischen*) & und £, welche alle Elemente des Systems
& enthalten. Von dem Korper § (&) sagen wir, er sei aus & durch A4d-
junktion des Systems & hervorgegangen. & (&) kann gleich € sein, und
ist z. B. dann gleich &, wenn G=¢ ist. & (&) kann aber auch gleich &
sein; dieser Fall tritt dann ein, wenn alle Elemente von & zu & gehéren.
Geht aus einem Korper & durch Adjunktion eines Systems &, ein zweiter,
aus diesem durch Adjunktion eines Systems &, ein dritter hervor u.s. f,,
s0 bezeichnen wir, wenn nacheinander &,, &,,...,&, adjungiert wurden,
den zuletzt erhaltenen Korper mit & (&,, ©,,...,8,). Wie man leicht sieht,
kommt es fiir das Endresultat auf die Reihenfolge der Systeme & nicht
an. — KEs gehe aus einem Koérper & durch Adjunktion eines Systems &
von unendlich vielen Elementen der Kérper & (©) hervor. Bezeichnen wir
mit Il das System derjenigen Korper, welche aus & durch Adjunktion je
eines endlichen Teilsystems von & hervorgehen. Dann sind alle Korper
aus I in ®(®) enthalten. Sind &,, &, irgend zwei Korper aus lI, so hat
man £,=8(&,), k.= R(S,), wo &,,8, endliche Teilsysteme von & sind.
Bezeichnet ©; dasjenige Teilsystem von &, welches alle Elemente aus &,
und &,, aber kein anderes Element enthilt, so ist auch &, endlich; der

*)  Ein Korper liegt ,,zwischen® & und &, wenn er & enthilt und in & ent-
halten ist.
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Kérper ®;,=%(S;), welcher &, und ®, enthilt, gehort also auch zu 1.
Somit erfiillt das System Ul die Voraussetzung des Satzes 2.; es existiert
daher ein bestimmter Korper &, welcher alle Korper des Systems U, mit-
hin auch ® und alle Elemente aus &, also auch R (S) enthilt, der aber
auch nur solche Elemente enthilt, die in Koérpern des Systems U auf-
treten. Da aber alle diese Elemente auch schon in & (&) auftreten, so ist der
in Rede stehende Korper mit @(®) identisch. Wir erhalten daher den Satz:

3. Ist & ein unendliches System, so kommt jedes Element des Kor-
pers & (&) — ebenso jedes System von endlich vielen Elementen aus § () — in
einem Korper vor, der aus ® durch Adjunktion eines endlichen Teilsystems
von & hervorgeht.

§ 3.

Integrititsbereiche.

Unter Integrititsbereich soll hier ein System mit doppelter
Komposition verstanden werden, welches die Bedingungen 1. bis 6. des
§ 1 erfiillt, nicht nur aus dem einen Elemente 0 besteht, eine Einheit be-
sitzt, und in welchem das Produkt zweier von 0 verschiedener Elemente
stets wieder von O verschieden ist. Unter Einheit ist dabei ein Element
¢ zu verstehen, fiir welches die Gleichung z&=xz durch alle Elemente des
Systems befriedigt wird; es ist sofort zu sehen, daf nicht mehr als eine
Einheit existieren kann.

Jeder Korper ist zugleich Integritdtsbereich, wihrend das System
der ganzen Zahlen beweist, daB nicht jeder Integritatsbereich ein Korper
ist. — Die in § 2 iiber Kérper angestellten Betrachtungen lassen sich ohne
‘weiteres auf Integrititsbereiche ausdehnen. Ein Teilsystem &' eines Inte-
gritdtsbereiches § stellt einen Integritatsbereich dar, wenn es die Einheit
enthilt, und wenn Summe, Differenz, Produkt zweier Elemente aus & stets
wieder zu 3 gehoren. Die Satze 1., 2. des §2 gelten, wie man sofort
sieht, auch fiir Integritatsbereiche; man hat in ihnen nur das Wort (Teil-)
Korper iiberall durch (Teil-) Integrititsbereich zu ersetzen. Die Adjunk-
tion bei Integrititsbereichen bezeichnen wir durch eckige Klammern, so daf3
3[©] einen Integritatsbereich § darstellt, der den Integrititsbereich J und
das Elementensystem & umfalt und so beschaffen ist, daf © nicht schon
in einem von § verschiedenen zwischen § und %:S’[@] gelegenen Integritéts-

24"
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bereich enthalten ist. Wenn § ein Korper ist, so hat man hiernach
zwischen J[@] und (&) zu unterscheiden. — Nunmehr liBt sich, wie
sofort ersichtlich, auch der Satz 3. des § 2 auf Integrititsbereiche ausdehnen.

Sind @ und b Elemente eines Integritiatsbereichs J, so sagen wir:
b ust teidbar durch a, a geht in b auf, ist ewn Teiler vom b u.s.f., wenn
es in § ein Element z gibt, fiir welches die Gleichung ar=> erfiilllt ist.
Sind b und ¢ durch a teilbar, so gilt dasselbe fiir b +c, b—c und fiir
b-d, wenn d ein beliebiges Element aus J ist. Der Begriff der Teilbarkeit
ist jedoch ein relativer, von dem betrachteten Integritatsbereich abhingiger;
ist das Element b in § durch & nicht teilbar, so kann es doch in einem
erweiterten Bereiche durch « teilbar werden.

Quotientenbildung: — Es sei ein Integrititsbereich § in einem Kor-
per & enthalten. Bezeichnen wir durch die einzelnen Buchstaben Ele-
mente aus J, so gilt in € nach den fiir jeden Korper bestehenden Gesetzen:

’ ’

1) besteht eine der Gleichungen «= 2 =a, ab’=a’, so be-

Vv
stehen auch die beiden anderen,

2) aus ﬂ:% folgt ab’=a’b, und umgekehrt,

b
a o ab+addb a d ad
RN T N e
4) o a ab—a'b a d ab
b b by CbY  abe

Dabei ist natiirlich vorausgesetzt, dal die Nenner von 0 verschieden sind,
wahrend im iibrigen die Buchstaben beliebige Elemente aus § bezeichnen.
Aus 3), 4) ist zu ersehen, daB diejenigen Elemente von &, die sich als
Quotienten von Elementen aus § darstellen, einen Korper & bilden, aus
1) — weil hiernach%za—, daB & den Integrititsbereich § umfaBt. Wir

sagen: & geht durch Quotientenbildung aus § hervor. Einen solchen Kor-
per muB es also geben, sobald iiberhaupt J in einem Korper € enthalten
sein kann. Um diese Moglichkeit zu priifen, hat man daher nur zu unter-
suchen, ob es statthaft ist, fiir die Ausdriicke von der Form %die Begriffe

Gleichhest, Summe, Produkt durch 1), 2), 3) zu definieren, und ob man so
zu einem J enthaltenden Korper gelangt. DaB dies in der Tat bei jedem
Integritétsbereich § der Fall ist, ergibt sich leicht. Priifen wir z. B. die
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a
AR
nach 2) die Gleichungen ab’=a’b, a’b”’=a’’b’, aus diesen, nach den in §
geltenden Gesetzen, durch Multiplikation: ab’a’b”’=a’ba’d’, also, da b'#+0
ist, ab”’a’=a"’ba’ und, wenn a’#0 ist, ab” =a”’b. Ist aber a’=0, so
folgt aus ab’=a’b, a’b”"=0a"b’, b*0, b'+0, daB a=0, o’ =0, mithin

’ r

a a

Definition der Gleichheit, so ergeben sich aus der Annahme

wiederum ab”=a"b ist. In jedem Falle folgt so aus % =%,, = daB
auch %—= % ist; und Entsprechendes gilt auf Grund von 1) auch, wenn

man nicht 3 Quotienten, sondern etwa nur zwei und ein einzelnes Element

aus § betrachtet usf. Ferner folgt aus %=% auf Grund von 2), dal um-
al

gekehrt =% ist. Endlich ist nach 2) stets %= %. Was die Definitionen
von Summe und Produkt anlangt, so hat man nachzuweisen, da sie ein-
deutig sind, d. h. daB das Resultat sich nicht &ndert, wenn man einen
Summanden oder Faktor durch einen ihm gleichen ersetzt. Ist dies ge-
schehen, so ist erwiesen, dal ein System mit doppelter Komposition vor-
liegt, und es ist weiter zu zeigen, daB alle 7 in § 1 angegebenen Be-
dingungen erfiilllt sind. Auf Grund von 1) enthdlt der Kérper dann den
Integritatsbereich §. — Alle diese Untersuchungen erledigen sich in
dhnlicher Weise wie der Nachweis fiir die Berechtigung der durch 1), 2)
gegebenen Definition der Gleichheit, und es eriibrigt sich daher, auf die
Einzelheiten der Beweisfithrung néher einzugehen.

Der Kérper ®, welcher aus § durch Quotientenbildung hervorgeht,
ist natiirlich, wenn § ein Korper ist, mit § identisch. Dieser Fall liegt
immer vor, wenn J nur endlich viele, sagen wir m Elemente enthilt.
Denn sind alsdann a(#0) und b Elemente von J§, so durchlauft mit «
zugleich az alle m Elemente von &, wird also einmal gleich b, d.h. die
Bedingung 7 des §1 ist erfiillt, § ist ein Korper. — Aus isomorphen In-
tegritidtsbereichen gehen durch Quotientenbildung, wie sofort ersichtlich,
isomorphe Korper hervor.

§ 4.
Primkérper. Charakteristik.

A Um einen Einblick in die verschiedenen moglichen Korpertypen zu
gewinnen, haben wir zunédchst auf die Bildung der einfachsten Korper aus-
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zugehen, sodann zu untersuchen, wie aus einmal vorhandenen Korpern
durch Erweiterung neue abgeleitet werden konnen. Die erste Aufgabe
fithrt auf den Begriff des Primkorpers. Hierunter verstehen wir einen
Kérper, welcher auBler sich selbst keinen Teilkorper besitzt. Es gilt
der Satz:

1. In jedem Korper & st ein und nur eim Primkorper enthalten.
Es bezeichne némlich I das System aller Teilkérper von ®, P ihren Durch-
schnitt. P ist selbst ein zu 11 gehériger Korper, und wenn R’ Teilkorper
von P ist, so gehort PR’ ebenfalls zu U, muB also P enthalten, daher mit
P identisch sein. Somit ist P Primkoérper. Ist andererseits I Teilkorper
von ®, so ist P Teilkérper von T; soll also T Primkoérper sein, so mul
T mit P identisch sein. ’

In gleicher Weise definieren wir als Prim-Integritdtsbereich einen
solchen, welcher auller sich selbst keinen Integritidtsbereich enthilt. Der
Durchschnitt aller in einem Integritdtsbereiche & enthaltenen Integritits-
bereiche stellt den einzigen in § enthaltenen Prim-Integritdtsbereich dar.

Es sel nun ® ein System, das wir zundchst nur als Integritidtsbe-
reich voraussetzen wollen, ¢ ein Element von ®. Wir setzen

c=1lo,c+ae=2¢,20+a=3c,...,

wobel 1, 2, 3,... als abkiirzende Zeichen, nicht aber als Elemente von @
aufzufassen sind. Die Elemente e, 2¢, 3«,... heien die natiirlichen Viel-
fachen wvon e. Bezeichnet ferner —mn eine negative ganze Zahl, so setzen wir

—(na)=(—n)a.

Hierdurch ist fiir jede ganze Zahl m das Element mo erklirt. Die Ele-
mente me heilen die ganzzahligen Vielfachen von «. Fiir a=¢ ergeben
sich, wenn m, m’ ganze Zahlen bedeuten, sofort die Gleichungen

(1.) me+m's=(m—+m')e, me—m'e=(m—m')e, (me)-(m'e)=(mm’)e,

aus denen hervorgeht, daB die ganzzahligen Vielfachen von ¢ einen Inte-
grititsbereich § bilden. Da jeder in & enthaltene Integritdtsbereich die
Einheit & also auch die ganzzahligen Vielfachen von ¢ enthilt, so stellt
S den in @ enthaltenen Prim - Integrititsbereich dar. Ist ® ein Korper,
P der in ® enthaltene Primkérper, so enthdlt P alle Elemente von §, da-
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her auch alle Quotienten aus Elementen von J. Da aber diese bereits
einen Korper bilden, so ist mit ihnen der Primkoérper P erschopft.

Es sind nun zwei Fille denkbar: Entweder nimlich sind die ganz-
zahligen Vielfachen von & alle voneinander verschieden, d. h. es ist nur
dann me=m’e, wenn m=m" ist, oder es kann jene Gleichung auch ohne
diese statthaben. Im ersten Fall hat man eine ein-eindeutige Beziehung
zwischen § und dem System der ganzen Zahlen, welche sich zufolge (1.)
als isomorph erweist. Ist ® ein Korper, so folgt hieraus weiter, daB der
in & enthaltene Primkorper  mit dem Korper der rationalen Zahlen iso-
morph ist. Im zweiten Falle gibt es natiirliche Vielfache von &, die
gleich 0 sind. Ist p die kleinste natiirliche Zahl, fiir welche p.e=0 wird,
und sind m, m’ natiirliche Zahlen <Zp, so folgt aus me+0, m'e%0, daB
(mm/)e= (me)-(m'¢) £0=pe, also mm’+p ist. p ist also nicht Produkt
irgend zweier kleinerer Zahlen, mithin Primzahl. Wir nennen p die Cha-
rakteristik von ®, wihrend wir in dem zuerst besprochenen Falle ® die
Charakteristik 0 beilegen.  Sonach kommt jedem Integrititsbereich eine
Charakteristik zu, welche entweder 0 oder eine Primzahl vst. Ist die Cha-
rakteristik eine Primzahl p, so folgt weiter, daB dann und nur dann me
=m’e wird, wenn m=m’ (mod. p) ist. Dies zeigt in Verbindung mit den
Gleichungen (1.), dal hier der Prim -Integrititsbereich § mit dem System
der Restklassen der Primzahl p isomorph ist, und da dieses System bereits
ein Korper ist, so wird hier §=P. Somit ergibt sich: ‘

2. Die einzigen Premkorper, welche existieren, sind die Korper vom
Typus des Korpers der rationalen Zahlen (den wir fortan durch B, bezeichnen)
und die vom Typus des Restklassensystems eimer Primzahl p (fortan durch
B, bezeichnet ).

Aus dem Vorangehenden folgt weiter:

3. Alle Teilkorper eines Korpers & haben dieselbe Charakteristik wie R.

Ist ¢ irgendein Element eines Koérpers ®, m eine ganze Zahl, so
ist me=(me)-e; ist also. «#+0, so ist me nur dann =0, wenn me=0
ist. Also:

4. Ein ganzzahliges Vielfaches me eines von 0 wverschiedenen Ele-
mentes o. vm Korper & ist dann und nur dann = 0, wenn entweder m= 0 oder die
Charakteristik von ® eine Primzahl und m durch diese Primzahl teilbar qst.

Natiirlich gelten diese Sitze auch fiir Integritatsbereiche.
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§ 5.

Aquivalente Erweiterungen. Einfache Erweiterungen. Transzendente und
algebraische Elemente. Adjunktion eines transzendenten Elementes. Ganze und
’ rationale Funktionen.

Sind & und & Erweiterungskorper eines Korpers &, so sagen wir:
L und & stellen dquivalente Erweiterungen wvon § dar, wenn & und &’
in der Weise isomorph aufeinander abgebildet werden konnen, dall jedes
Element von & sich selbst entspricht. — Die Aquivalenz zweier Erweite-
rungen ¢, & setzt also den Isomorphismus voraus; es kénnen aber sehr
wohl auch nicht-dquivalente Erweiterungen eines Korpers isomorphe
Korper ergeben. — Liegt die Aufgabe vor, einen Ko6rper so zu erweitern,
daB der neu entstandene Korper gewissen Bedingungen geniigt, und zeigt
es sich, daB alle Erweiterungen, welche die gestellten Bedingungen er-
filllen, &quivalent sind, so sagen wir, daf8 die Erweiterungsaufgabe vm
wesentlichen nur eine Losung hat. In diesem Sinne ist z. B. die Aufgabe,
den Korper R der reellen Zahlen so zu erweitern, daB jedes Element des
neuen Korpers einer algebraischen Gleichung in @ geniigt, aber nicht jedes
schon in R enthalten ist, im wesentlichen nur auf eine Weise losbar.

Als die einfachsten Erweiterungen eines Korpers & bieten sich die-
jenigen dar, welche aus ® durch Adjunktion eines einzigen Elementes
hervorgehen. Wir bezeichnen dieselben als einfache Erweiterungen, und
wir nennen, wenn £ eine solche ist, jedes Element e von g, fiir welches
R(e¢)=¢ wird, ein primitives Element von & in bezug auf ®. — Es gehe
durch Adjunktion eines Elementes x aus & der Korper &(x) hervor.
Zwischen ® und & (x) liegt der Integritatsbereich ®[z] (§ 3). Derselbe
enthalt alle Elemente von der Form

2
Cot+c,x+e i+ 4,2,

worin die Koeffizienten ¢ beliebige Elemente aus & sind. Zur bequemeren
Darstellung denken wir uns die genannten Elemente aus ®[z] in der
Form unendlicher Reihen

(1.) e,k

geschrieben, wobei patiirlich immer vorausgesetzt ist, dal von einem be-
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stimmten Index k¥ an alle Koeffizienten gleich 0 sind. Dann gelten die
Gleichungen: ’

Sa,at+ Zb, o= = (a,+ b,) zF,
(Zapz*) - (b)) = Zc, 7, (cy=0agbp+ a,bp_1++++ +arby),
und —

(3.) Zakwk——Zbkxk=E(ak—-—bk)wk,

(2.)

aus denen hervorgeht, daf die Elemente der Form (1.) sich durch Addition,
Subtraktion, Multiplikation reproduzieren. Da alle Elemente aus &, so
insbesondere auch &, unter den Elementen von der Form (1.) enthalten
sind, so bilden diese Elemente einen & umfassenden Integritiatsbereich
und dieser muf}, weil er auch z enthdlt, mit ®[z] identisch sein. Der
Korper & (z) enthélt den Integritétsbereich & [«], also auch einen bestimmten
Korper 2, der aus ®[z] durch Quotientenbildung hervorgeht (§3). Da
aber & sowohl ® wie z umfallt, so ist ® (z) mit & identisch.

Wie bei der Bildung der einfachsten Kérper, so haben wir auch bei
der Bildung der einfachsten Erweiterungen zwel Fille zu unterscheiden.
Der erste entspricht der Annahme, daf zwei Elemente Xa,z*, =b,a* aus
f[2] immer nur dann einander gleich sind, wenn fiir jedes £ a,=1b, wird,
der zweite der gegenteiligen. Wir nennen im ersten Falle das Element z
transzendent, im zweiten algebraisch in bezug auf &, und wollen gleich hier
noch einige weitere fiir die Folge wichtige Bezeichnungen einfithren: Ist
¢ ein beliebiger Erweiterungskorper von &, so heilen n Elemente «,,..., o,
von & linear abhdngig oder linear unabhdngig vn bezug auf R, je nachdem
eine lineare homogene Relation

Ay Otg+ v+ a, ¢,=0,

in welcher die Koeffizienten ¢ Elemente aus ® und nicht sémtlich gleich
0 sind, existiert oder nicht existiert. Die Elemente e,,..., o, brauchen
nicht alle voneinander verschieden zu sein, aber es ist klar, dal sie, wenn
gleiche unter ihnen vorkommen, stets linear abhingig sind. Wir bemerken
ferner, daf die Elemente e,,..., e, linear abhingig sind, wenn schon ein
Teil von ihnen linear abhingig ist, und gelangen auf Grund hiervon
zu einer Ausdehnung unserer Definition auf Systeme von unendlich
vielen Elementen, Ein System & von unendlich vielen Elementen
Journal fir Mathematik. Bd. 137. Heft 3. 25
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aus € bezeichnen wir als linear abhingig oder unabhingig in bezug auf R,
je nachdem ein endliches Teilsystem von &, welches in bezug auf &
linear abhéngig ist, existiert oder nicht existiert. Die oben getroffene
Unterscheidung zwischen (relativ) transzendenten und algebraischen Ele-
menten kann nunmehr auch so formuliert werden: Das Element x ist in
bezug auf ® transzendent oder algebraisck, je nachdem seine Potenzen

e, r,x®,...2%, ...

wn bezug auf ® linear unabhdngig oder abhdngig sind.

Wir fassen zunidchst die Adjunktion eines transzendenten Elementes
ins Auge, die im gegenwirtigen Paragraphen allein behandelt werden soll.
Hier gilt:

1. Jeder Korper @ kann durch Adjunktion eines transzendenten Ele-
mentes & erwestert werden.

Bilden wir namlich mittels der Elemente von & alle Ausdriicke
von der Form (1.), bestimmen wir, dal zwei solche Ausdriicke =a, z*,
Zb,o* nur dann als gleich gelten sollen, wenn fiir jedes £ a,=b, wird,
und setzen wir die Gleichungen (2.) als Definitionen fiir Addition und
Multiplikation fest, so haben wir ein & umfassendes System mit doppelter
Komposition geschaffen, welches, wie die direkte Ausrechnung sofort er-
gibt, den Bedingungen 1.—6. des § 1 entspricht. Sind ferner ¢= Xaq,2*
und = =b,2* zwei von 0 verschiedene Elemente dieses Systems, a,,, b,
die letzten von O verschiedenen Koeffizienten, so wird in dem Produkt
o:fB=Z=c,o* der Koeffizient ¢, ,=a,-b,+0, also «:3+0. Da das System
auch eine Einheit enthilt, so stellt es einen Integrititsbereich § dar, und
da alle Elemente von & aus z und den Elementen von & durch Addition
und Multiplikation gebildet sind, so ist §=®[x]. Aus J erhdlt man
aber, wie aus jedem Integritdtsbereich, durch Quotientenbildung einen
Korper, den Korper & (z).

2. Alle Erweiterungen eines Korpers, welche durch Adjunktion eines
transzendenten Elementes entstehen, sind dquivalent.

Denn sind & (z), §(y) zwei solche Erweiterungen, und ordnet man
jedem Element von ®(z), das man sich in der Form eines Quotienten
zweier Elemente von der Form (1.) dargestellt denkt, dasjenige Element
von ® (y) zu, welches man erhilt, indem man z durch y ersetzt, so ist
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leicht zu sehen, daB man eine isomorphe Beziehung zwischen ® (x) und
£ (y) hat, bei welcher jedes Element von & sich selbst entspricht.

Die Elemente des Korpers ®(z) nennen wir auch rationale, die
des Integritatsbereiches ®[xz] ganze Funktionen der Transzendenten oder
Unbestimmten x wm Korper @ und verwenden zu ihrer Bezeichnung in
der iiblichen Weise die Funktionszeichen f(z), g(x), usw. FEine ganze
Funktion

f(z)=co+ec,z+ oo+ 2"

heiBt vom Grade n, wenn c,#0 ist, so dall die ganzen Funktionen vom
Grade 0 durch die von 0 verschiedenen Elemente aus & dargestellt werden,
Dem Element O schreiben wir keinen Grad zu; wird jedoch von einer
ganzen Funktion ausgesagt, daB ihr Grad unterhalb einer gewissen Grenze
liegt, so soll immer der Fall mit inbegriffen sein, daB die Funktion gleich 0 ist.

Sind f(z) und ¢(z) ganze Funktionen der Unbestimmten z im
Korper & und ist g(x)#0, n der Grad von ¢ (x), so kann man durch das
bekannte Divisionsverfahren im Kérper & zwei ganze Funktionen ¢(z) und
r(x) so bestimmen, daB erstens

(4) H@)=q(2)-g()+7(x)

und zweitens der Grad von r(z)<n wird. Die Funktionen ¢(z) und r(z)
sind durch die beiden Forderungen eindeutig bestimmt. Die Gleichung
r(z)=0 besagt, dafl f(x) durch g(x) teilbar ist. Es kann auch sein, daB
jede der Funktionen f(z), g(x) durch die andere teilbar ist; dann unter-
scheiden sie sich nur um einen Faktor vom Grade 0, der also ein Element
aus § ist. Zwel solche Funktionen sind in allen die Teilbarkeit betreffenden
Fragen als im wesentlichen gleich anzusehen. Auf der eindeutigen Be-
stimmtheit der in (4.) auftretenden Funktionen g(z),r(x) beruht es, daB
es fir diese Fragen (im Gegensatz zu den spater behandelten der Irre-
duzibilitat) gleichgiltig ist, in welchem Kérper & die Funktionen betrachtet
werden; es muBl nur eben ein Korper sein, dem die Koeffizienten der
Funktionen als Elemente angehoren, wihrend x in bezug auf ihn trans-
zendent ist. — Dies gilt auch fiir die Frage nach dem gréfiten gemein-
samen Teder t(x) zweier ganzer Funktionen f(z), ¢(z), in welchem
jeder gemeinsame Teiler von f(z) und g(x) aufgeht. ¢(z) ist gleich 0, wenn
25*
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= “‘:} eindeutig bestimmt, wenn gefordert wird, daB ihre Grade bzw. kleiner

.. sein sollen als die Grade von f(z) und g(z); sie gehoren wie ¢(z) zu
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f(z)=0, g(x)=0 ist, sonst von O verschieden und nur bis auf einen Faktor
vom Grade 0 bestimmt. Um ¢(z) eindeutig zu fixieren, setzen wir fest,
daB der Koeffizient der héchsten Potenz von z gleich der Einheit sein soll,

und bezeichnen den so bestimmten grofiten gemeinsamen Teiler ¢(x) von
f(z) und ¢ (x) durch

(/ (=), g(=))-
Das Eulersche Verfahren lehrt t(z) finden und in der Form
(5.) t(z)=1(x)-g9:(2)+ g (@) },(z)

“odarstellen. Die hier auftretenden ganzen Funktionen f,(x), ¢,(z) sind

jedem Korper, zu dem die Funktionen f(z), g(z) gehéren. Durch die
Gleichung :

(f(2), g(x))=¢

wird ausgedriickt, dal f(z) und ¢ (z) telerfremd sind.
Vom FEulerschen Algorithmus aus gelangt man in bekannter Weise

- weiter zu den Siatzen

3. Ist f(x) 2u g(x) teiderfremd, f(x)-h(x) durch g(x) teilbar, so ust
h(x) durch g(z) tedbar.

4. Sind f(x) und h(z) 2u g(x) teilerfremd, so ist auch f(z)-h(x)
zu g(x) tederfremd.

Es werde der Korper & durch Adjunktion eines transzendenten
Elementes = zu & (z) erweitert. Jedes Element § von &(z) 148t sich dann
auf unendlich viele Weisen als Quotient zweier Elemente f(x), g(x) von
®[x] darstellen. Durch Kiirzen mit dem groften gemeinsamen Teiler kann
man bewirken, daB Zahler und Nenner teilerfremd sind, sodann kann durch
Multiplikation von Zahler und Nenner mit einem Element aus & bewirkt
werden, daf im Nenner der Koeffizient der hoéchsten Potenz gleich & wird.
So erhalten wir eine ,,reduzierte’ Darstellung von &, und es gibt nur eine
solche. Denn nehmen wir zwei reduzierte Darstellungen von § an

£ _I@ _ fx ()
g(@)  qi(z)’

so folgt

197
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f(2)-9:(2)=f.(%) -9 (2),

und hieraus, weil g (¢) zu f(x) teilerfremd ist, aber in dem Produkt f(z)-g, (z)
aufgeht, daB g(x) in g,(x) aufgehen muB. Ebenso muBl ¢, () in g(x) auf-
gehen, und da beide Funktionen ¢ zum Koeffizienten der hochsten Potenz
haben, so ergibt sich g(z)=g, (@), f(2)-g()=f,(®)-g(a), also auch f(z)
=f,(x). — Es bezeichne wieder §=g—% die reduzierte Darstellung des Ele-

mentes § aus §(z). Nehmen wir an, daBl § in bezug auf & algebraisch ist.
Dann besteht eine Relation von der Form

(6.) Cot 0, €4 oot 0, E"=0,

in welcher die Koeffizienten ¢ dem Korper & angehéren und c,#0 ange-
nommen werden darf, Wir diirfen aber, sofern §40, auch ¢,40 annehmen.
Denn wenn ¢, der erste von 0 verschiedene Koetfizient ist, so folgt aus (6.)
die Gleichung

Ot Cuyr §4 oot 6,8 =0,

in welcher wieder das von § freie Glied ungleich 0 ist. Nehmen wir also gleich
¢,¥0 an, so erhalten wir aus (6.) nach Multiplikation mit (g(x))" eine
Gleichung, der wir die Formen

g(m) [00(9 (w))”—l_l' oot Ch—1 (f (w))n-—-1]= —C, (f ((I)))",
—¢o(9(2))"=F(2) [e1 (g ()"~ + -+ + cu(f(2))" "]

geben konnen, aus denen ersichtlich ist, daB (f(x))" durch g(z), (¢ (»))" durch
f(z) teilbar ist. Da aber f(x) und g(x) teilerfremd sind, so ist dies nach
4. nur moglich, wenn f(x) und ¢(x) vom Grade O sind, also § Element
des Korpers ® ist. Somit gilt der Satz:

5. In dem Korper ®(z), welcher aus ® durch Adjunktion eines
transzendenten Elementes x hervorgeht, sind alle Elemente aufer denen wvon
® selbst wn bezug auf R transzendent.

Dieser Satz, welcher sein Gegenstiick in dem Satz 3 des § 6 findet,
zeigt, daB die Erweiterungen, welche durch die Adjunktion eines trans-
zendenten Elementes erhalten werden, von denen, welche die Adjunktion
eines algebraischen Elementes liefert, durchaus verschieden sind.

In dem Korper ®(x), welcher aus & durch Adjunktion des trans-
zendenten Elementes z hervorgeht, sind alle Elemente rationale Funktionen
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von z oder natiirlich auch von irgendeinem andern primitiven Elemente, wahrend
hingegen die Unterscheidung der Elemente von Q(z) als ganze und ge-
brochene sich auf ein bestimmtes Element x bezieht. Ein von der Wahl
des primitiven Elementes unabhéngiger Begriff ist (wie noch gezeigt

werden soll) der Grad einer rationalen Funktion R(z). Ist R () =;E—:3 die

Darstellung von R(z) in reduzierter Form, und sind m und n die Grade
von f(z) und ¢(=), so heiBt die gréBere der Zahlen m und #, und wenn beide
gleich sind, die Zahl m=mn der Grad der rationalen Funktion R(x). Wir
beweisen:

6. Eine rationale Funktion n-ten Grades von einer rationalen Funk-
tion v-ten Grades (n>>0, v>0) ist etne Funktion vom Grade n-v.

Es seien in reduzierter Darstellung

_I® _9(®
) @ =g@y PO=yw

rationale Funktionen von z im Korper &, n und » ihre Grade,
() {f(w)=aow”+---+a,,, g (@) =boa"+-+-+b,,
’ P(@)= @+ oot @, Y(B) =@+ +f,.

Dann konnen weder die Elemente a,, b,, noch die Elemente e,, (3, zugleich
verschwinden. Da f(x) und g(z) teilerfremd sind, kann man zwei ganze
Funktionen f,(z), ¢,(z), deren Grade < n sind, so bestimmen, daB

(9.) f(®)-g:(x)+g(x)-fr(x)=¢
wird. Setzt man
(10.) 7=aoa3—l—a1a8“1/30+---+a,. 0> J=bo“3+b1“3—lﬂo+'“+bnﬂ3»
so ist im Falle 3,%40
r=1(Z) 5, s=9(GA,
also nach (9.)
791(%’)+()\f1(%)=ﬂ8*07
. und es konnen also y und J nicht zugleich 0 sein. Dasselbe ist aber auch

der Fall, wenn (3,=0 ist. Denn alsdann ist %0, y=a,aj, d=byaj,
woraus, weil @, und b, nicht zugleich verschwinden, das Behauptete folgt.
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Nun stellen aber ¥ und & die Koeffizienten ‘der n.»-ten Potenz von # in
den ganzen Funktionen '

0(z)=0a0¢" + 0, " Y+ -os +a,P",
(11.)

T (x) =b, 9" +b1¢"—1¢+”‘ +b,y"

dar (wo ¢ und y fiir ¢ (z) und y () geschrieben ist). Von den Funktionen o ()
und 7 (z), deren keine, wie aus (11.) und (8.) ersichtlich ist, den Grad
n-v iiberschreitet, muB also wenigstens eine diesen Grad erreichen. Nach
(8.) ist

(12) o(@) =Dy, r@=9(Dv",
also ‘wegen (7.)

(13.) R(P(:v))=‘;—g—;.

Aus (12.), (9.) folgt

(14 6(@)-qu(p" (@) (Dprr=yint

und hierin sind 91(1%) y" und f, (y%)z,u'*'l ganze Funktionen von z. Setzen

wir, indem wir die oben eingefithrte Bezeichnung des grofiten gemeinsamen
Teilers anwenden,

(15.) (0(2),z(2))=1t(2),
(16') (t(x):‘p(w))::u(w)’

g0 geht w(z) in o(x), T (z), v (x), also zufolge (11.) auch in ¢" auf. Da
aber ¢(z) und vy (x) teilerfremd sind, so muf u(z)=¢ sein. Mithin ist
t(z) zu y(z), also auch zu y?"~?! teilerfremd. Aus (15.), (14.) geht aber
hervor, daf ¢(z) in y* ' aufgeht. Hiernach muBl #(z)=¢ sein, d. h.
die Funktionen o (z), 7 (z) sind teilerfremd, und da wenigstens eine von
ihnen den Grad n.v, keine aber einen hoheren Grad hat, so ist nach
(13.) der Grad der rationalen Funktion R(P(z)) gleich n.», w.z. b. w.
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Bei dem vorstehenden' Beweise wurde der Satz benutzt, da Glei-
chungen, welche zwischen rationalen Funktionen einer Transzendenten z in
einem Korper & besteben, richtig bleiben, wenn fiir z irgend ein Element
des Korpers & oder auch irgend eines Erweiterungskorpers von & eingesetzt
wird, sofern nur durch diese Substitution keine verschwindenden Nenner
eingefiihrt werden. Dieser Satz ist eine unmittelbare Folge des Umstandes,
daB fiir Gleichheit, Summe, Produkt zweier rationaler Funktionen eines
transzendenten Elementes nur solche Festsetzungen getroffen wurden, welche
auf Grund der allgemeinen Eigenschaften der Korper fiir jedes Element z
gelten, mag dasselbe transzendent sein oder nicht.

Ist y ein Element des Korpers ®(z), so ist ®(y) ein Korper
zwischen & und & (z). Jedes Element von ®(y) hat, als rationale Funktion
von z in & betrachtet, einen Grad, der nach 6. durch den Grad »n des Ele-
mentes y teilbar ist. Soll y primitives Element von ®(2) in bezué auf
f, also & (y)= & (=) sein, so muB auch der Grad des Elementes w, das ist 1,
durch n teilbar, also n=1 sein. Diese Bedingung ist aber auch hin-

b . . .
ZZ:L_ 4 vom Grade 1, so ist, wie leicht zu sehen,

dy—>b
—cy+a
an, und es ist ®(y)=R(»). Also:

7. Die primitiven Elemente des Korpers ®(x) sind die rationalen

reichend. Ist nidmlich Y=

ad—bc#+0, und es wird z= ; « gehort also dem Korper ®(y)

Funktionen vom Grade 1.

Ist 2z irgend ein Element des Korpers & (z)=®(y), der aus & durch
Adjunktion des transzendenten Elementes z oder y entsteht, so kann z
als rationale Funktion von z oder y dargestellt werden:

2= R(x)=R.(y).

Da y, als Funktion von z betrachtet, vom Grade 1 ist, so ist nach 6.
der Grad von R(z) in z gleich dem Grade von R,(y) in y. Somit er-
gibt sich: ' '

8. Kann der Kirper & aus & durch Adjunktion eines transzendenten
Elementes erhalten werden, so kommt jedem Element von & in bezug auf £
ein bestimmier Grad zu, welcher von der Wahl des primitiven Elementes
unabhdngig st.

Wir beweisen noch den Satz:

i
A
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9. Werden einem Korper 8, nacheinander n Elemente x,,x,, ..., ®,
adjungeert, wodurch die Korper

R(2) =81, R(T2)=R2-.., RKui(x) =R,

entstehen, und ist jedes Element x,(k=1,...,n) wn bezug auf R,_, transzen-
dent, so st jedes Element x, transzendent in bezug auf den Korper, der aus
R0 durch Adjunktion der wbrigen m—1 Elemente hervorgeht.

Beweis: Wir zeigen zunichst, daB x, in bezug auf den Kérper
®, (z,) transzendent ist. Wire dies namlich nicht der Fall, so hitte man
eine Relation

(17.) CoF 1+ CxE+ oo+, 27 =0,

in welcher die Koeffizienten ¢ Elemente aus ®;(z;) und nicht alle gleich 0 sind.
Denkt man sich die Koeffizienten ¢ als Quotienten von Elementen aus
Ro[®,] geschrieben und multipliziert man (17.) mit den Nennern, so erhilt
man eine Relation von derselben Form (17.), in welcher die Koeffizienten
¢ nunmehr Elemente aus §,[z,] und ebenfalls nicht sdmtlich gleich 0 sind.
Es sei z. B. -

C:=Cro+ CaTp + +* - +C, T2+ 0;

dann ist wenigstens einer der Koeffizienten ¢, ¢;,..., ¢, die simtlich
Elemente aus ®, sind, etwa ¢, von 0 verschieden. Wird jetzt die linke
Seite von (17.) nach Potenzen von z, geordnet, so erhdlt man

(18.) Co+Cizy+Coai+4 .-+ Coxs =0,

wo die Koeffizienten C' Elemente aus ®,[x;], also auch aus &,(z,) sind
und C;#0 ist, weil der Koeffizient der in C; vorkommenden Potenz z*
gleich ¢, +0 ist. Aus (18.) wiirde aber folgen, daB =z, in bezug auf
Ro(2,) =R, algebraisch ist. Da dies gegen die Voraussetzung ist, so ist
z, in bezug auf ®,(wx,) transzendent. — Hiermit ist im Falle n=2 der
Satz 9. bewiesen. Ist n>>2, so kann man induktiv verfahren. Die Kérper
R, R55..., %, gehen aus ®, hervor, indem nacheinander die n—1 Elemente
Ty, Ty, e+, @, adjungiert werden. Da z,(kZ>2) in bezug auf ®,_, trans-
zendent ist, so ist als bewiesen zu erachten, daB jedes Element z,(k>2)
in bezug auf den Korper ®; transzendent ist, welcher aus &, durch Ad-
junktion der iibrigen Elemente der Reihe z,, 2,,...,#, hervorgeht. Dieser
Journal fir Mathematik. Bd. 137 Heft 3. 26



192 Steinitz, algebrarsche Theorie der Kirper.

Korper & ist aber identisch mit dem Kérper, der aus &, durch Adjunktion
der Elemente z,,...,z, mit Ausnahme von z, erhalten wird. Sonach ist
nur noch zu zeigen, daf auch #, in bezug auf &, (2., z;,...,%,) transzendent
ist. Wird & (z,)=R{ gesetzt, so ist, wie bereits g/ezeigt wurde, z; in be-
zug auf ®{ transzendent. Aus & aber erhilt man die Kérper &, R, ..., &,,
indem man nacheinander z,,;,...,%, adjungiert. Da dies wieder nur
n—1 Elemente sind, so folgt, daB z, in bezug auf ®](z,, «,,...,,) trans-
zendent ist, und da ®)(@s, T4, ..., T,)= R (22, T3,...,%,) ist, so ist auch fir
diesen Fall die Behauptung erwiesen.

Von dem Korper &, sagen wir, daB er aus ®, durch Adjunktion
von n Transzendenten oder Unbestimmten ,,,,...,z, hervorgeht, und
nennen die Elemente von &, rationale, die des Integrititsbereiches
Re[21, Z5y. .., 2,] ganze Funktionen dieser Unbestimmten. — Durch mehr-
malige Anwendung des Satzes 2. ergibt sich, daB allgemein zwei Erweite-
rungen € und M eines Korpers &, deren jede durch Adjunktion von =
Transzendenten aus & abgeleitet ist, &dquivalent sind: Ist 8= & (z,,..., 2,),
M=Q (Y15.--» Ya), 80 gibt es eine bestimmte isomorphe Beziehung zwischen
¢ und M, welche den Elementen z,,..., z, die Elemente y,,..., y, zuordnet
und jedes Element von & sich selbst entsprechen liBt.

§ 6.
Adjunktion eines algebraischen Elementes.

Ist f(z) eine ganze Funktion vom Grade n in einem Korper ®,
o ein Element aus &, so erhdlt man durch Division mit z—«

(1) f(@)=(s—e) g(a)+7,

wo ¢(z) eine Funktion vom Grade n»—1 in & und r Element aus & ist.
Aus (1.) folgt f(e)=r, also, wenn « Nullstelle von f(x) d. h. f(e)=0 ist,
die Zerlegung von f(z) in (x—a)-q(x), woraus man weiter schlieBt, daB
eine ganze Funktion vom Grade » in einem Korper nicht mehr als =
Nullstellen haben kann. — Aus der Darstellung des groBten gemeinsamen
Teilers ¢(x) zweier ganzer Funktionen f(z), ¢(z) in § 5,(5.) geht hervor,
daB jede gemeinsame Nullstelle von f(z) und g(z) Nullstelle von #(z)
sein muB, und daB daher teilerfremde Funktionen keine gemeinsame Null-
stelle haben.
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Reduzible und drreduzible Funktionen. — Eine ganze Funktion f(z)
vom Grade n>1, deren Koeffizienten einem Korper & angehoren, heift
reduzibel in R, wenn es in ® zwei ganze Funktionen kleineren Grades
gibt, deren Produkt gleich f(z) ist; andernfalls heilt f(x) ¢rreduzibel in
. Ist ®, ein Teilkorper von & und gehéren die Koeffizienten von f(z)
schon dem Korper ®;, an, so ist klar, daB die Funktion f(x), wenn sie
in & irreduzibel ist, auch in , irreduzibel sein muB, dagegen kann f(z)
in ®, irreduzibel, in & reduzibel sein. — Da eine im Korper & irreduzible
Funktion ¢(x) zu jeder andern Funktion aus &, in der sie nicht aufgeht,
_ teilerfremd ist, so ist nach § 5, 4. das Produkt zweier ganzer Funktionen
f(z), g(x) aus & nur dann durch ¢ (z) teilbar, wenn wenigstens eine der
beiden Funktionen f(z), g(x) durch ¢(z) teilbar ist. Hieraus folgert
man in bekannter Weise, dafl jede ganze Funktion f(z) aus § nur auf
eine Art in irreduzible Faktoren zerlegbar ist. Dabei ist natiirlich von
Faktoren nullten Grades abzusehen*).

Ist ¢(z) eine ganze Funktion der Unbestimmten & im Korper &,
n(=>1) ihr Grad und nennen wir zwei Elemente g,(z),g.(z) aus f[z]
kongruent nach dem Modul ¢(x)

g.(z)=g. () mod. ¢ (z),

wenn ¢, (z) —¢g.(x) durch ¢(x) teilbar ist, so sind alle Funktionen, die
einer gegebenen kongruent sind, auch untereinander kongruent, und jede
Funktion f(z) ist einer reduzierten Funktion, d. h. einer Funktion kongruent,
deren Grad <<m ist. Aus zwei Kongruenzen

g:1(2)=¢,(z), hy(z)=h,(z) mod.¢(x)
ergeben sich die Kongruenzen
91(2) + by (2) =g, (%) + ha (), §:1(2) b1 (3) =92 (%) - ho () mod. ¢ ().

FafBt man daher kongruente Funktionen zu einer Restklasse zu-
sammen, so werden durch zwei solche Klassen A4, B zwei weitere C, D
in der Weise eindeutig bestimmt, dal wenn g(«) irgendein Element aus

*) Uber die Ausdehnung dieser Sitze auf Funktionen von mehreren Verinder-
lichen s. Weber, Math. Ann. 43, S. 521ff., § 3.

26*
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4, h(z) ein solches aus B ist, allemal ¢g(z)+A(z) zu C, g(z)-h(z) zu D
gehort.  Setzen wir also

A+B=C, A.-B=D,

so bilden die Restklassen ein System mit doppelter Komposition, und
aus dem Umstande, daBl der Integritatsbereich ®[z] die Bedingungen 1.
bis 6. des § 1 erfiillt, ist dasselbe leicht fiir das Restklassensystem zu er-
schlieBen. Die Nullklasse, die durch 0 bezeichnet werden moge, umfaBt
hierbei die durch ¢(z) teilbaren Funktionen. Ist ¢(x) reduzibel, stellt

(2.) g(2)-h(z)=¢(z)

eine Zerlegung dar und bezeichnen 4 und B die Restklassen, zu welchen
g(x) bzw. h(xz) gehoren, so hat man zufolge (2.)

A+0, B+0, A.B=o0.

Nehmen wir dagegen an, daB ¢(x) irreduzibel ist, so ist das Produkt
zweier Funktionen nur dann durch ¢ () teilbar, wenn wenigstens ein Faktor
durch ¢(z) teilbar ist, und es ist also das Produkt zweier Restklassen nur
dann gleich 0, wenn wenigstens ein Faktor gleich 0 ist. Hieraus ergibt
sich weiter, da aus A+0, AB= AC stets B=C folgt. Sind endlich 4
und B zwei Restklassen, ist 440 und bezeichnen f(z),g(z) Funktionen
aus 4 bzw. B, so ist f(z) zu ¢(z) teilerfremd; man kann also zwei Ele-
mente y(z), x(z) in ®[z] so bestimmen, daf

f (@) (z)+ ¢ (2) 1 (@)=
also
(3.) f(x)(p (2)-g(x))=g(®) mod. ¢ (v)
wird. Bezeichnet C' die Restklasse, welcher die Funktion w(z).-g(x) an-
gehort, so ist zufolge (3.)
4.C=B,

und somit erfiillt das Restklassensystem auch die Bedingung 7. des § L.
Wir erhalten also den Satz:
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1. Das zu der ganzen Funktion ¢(z) aus { gehirige Restklassen-
system stellt dann einen Korper dar, wenn ¢(x) in & trreduzibel ist.

Es sei nun ®(j) ein Korper, der aus § durch Adjunktion eines
algebraischen Elementes ; hervorgeht. Dann sind die Potenzen

&,7,7%...in inf,
linear abhéngig, und wenn #» die kleinste Zahl ist, fiir welche

I L

linear abhingig sind, so besteht zwischen diesen Potenzen eine lineare
homogene Relation mit Koeffizienten aus &, deren letzter von 0 ver-
schieden ist, also, da man durch ihn dividieren kann, gleich ¢ angenommen
werden darf. Die so erhaltene Relation

(4.) a0-|—a1ji—|—a2j2+'--+a”_lj"_1+j"=0

ist eindeutig bestimmt. Denn hétte man eine zweite solche, so erhielte
man durch Subtraktion eine lineare homogene Relation zwischen den Ele-
menten ¢,7,...,7" ", die doch linear unabhéngig sein sollen. Wir betrachten
nun den in 8(j) enthaltenen Integritdtsbereich ®[j] (der sich nachtriglich
als mit ®(7) identisch erweist) und vergleichen ihn mit einem Integritats-
bereich ®[z], der aus & durch Adjunktion eines transzendenten Elementes
x hervorgeht. ®[z] enthélt die Funktion

P () =" + @y 17"+ -+ +ay,

welche zufolge (4.) die Nullstelle ; hat. Sind g(z), #(x) Elemente aus
®[x] und sind ihre Grade <<=, so ist, weil &,7,...,7"" linear unabhingig
sind, ¢(j)=+0, ~(7)#0, und es folgt

¢ (7)=0%g(7)-2(7)
und hieraus
¢ (z)+g(2) (),

d. h. ¢(x) ist nicht das Produkt zweier Funktionen kleineren Grades in
®, also in ® irreduzibel. Nach den angegebenen Sitzen iiber irreduzible
Funktionen ist ¢(x) die einzige irreduzible Funktion aus § mit 4 als Null-
stelle, von einem Faktor aus ® abgesehen, der aber hier durch die weitere

N
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Forderung, dal der Koeffizient der hochsten Potenz gleich ¢ sein soll, auch
fortfallt. Wir nennen den Grad n von ¢(z) auch Grad des Elementes |
wn bezug auf &, in Zeichen: :

n=[7:8].

Wir ordnen nun jedem Element f(z) aus ®[#] das Element f(j) aus &[j]
zu. Ist f(z) vom Grade 0, also Element von ®, so wird f(7)=/(); die
Elemente von ®[7], welche den Elementen von ®[z] entsprechen, umfassen
alle Elemente von der Form

Cot €y 7.+"‘+ck?'k

mit beliebigen Koeffizienten ¢ aus &, erschopfen also den Integritits-
bereich §[j]. Es entsprechen aber jedem Element von ®[j] unendlich
viele Elemente von §[«]. Sind nadmlich f,(z), f,(z) irgend zwei Elemente
aus R[], so kann man

(5.) fi(2)—f: (%)= ¢(@)- ¢ (x)+ 7 (2)

setzen, wo ¢(z), r(z) Elemente aus ®[«z] sind und der Grad von r(xz)
<m ist. Hieraus folgt aber

f()=F()+r(),

und da 7(j) nur dann gleich 0 sein kann, wenn r(2)=0 ist, wennalso nach
(5.) f1(x)=fs(x) mod. ¢ (x) ist, so entsprechen einem Element aus &[7]
die Elemente einer bestimmten Restklasse mod. ¢ (z), und wir haben also
eine ein-eindeutige Beziehung zwischen diesen Restklassen und ®[j]. Da
ferner aus

f(2)+g(@)=h(2), [(2)-9(x)= k()
stets

) +9()=h(), 1()-9(7)=k(j)

folgt, so ist die Beziehung isomorph. Da ¢() irreduzibel ist, so ergibt
sich, dafl das Restklassensystem ein Korper ist, es mull also auch das
isomorphe System ®[;] ein Korper sein; mithin wird R[j]=8(j). - Da
jede Restklasse genau eine Funktion enthilt, deren Grad <C# ist, so wird
in der Form
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(6.) CotCr gt et 7",

wenn fiir die Koeffizienten ¢ beliebige Elemente aus § genommen werden,
jedes Element aus ®(7) genau einmal dargestellt.

Ist ®(7) eine zweite Erweiterung von &, und ist 7 Nullstelle der-
selben irreduziblen Funktion ¢ (), so haben wir, wie zwischen ®(j) und
dem Restklassensystem mod. ¢ (), so zwischen diesem System und f(j)
eine isomorphe Beziehung. Aus diesen resultiert ein Isomorphismus zwischen
f(7) und ®(7), bei welchem nach dem Vorangehenden jedes Element von
& sich selbst entspricht. Beide Erweiterungen sind also iquivalent. —
Andererseits ist leicht zu sehen, da} zu jeder irreduziblen Funktion ¢ () aus
® wirklich eine Erweiterung £(7) gehort, bei welcher ; eine Nullstelle von
@ (z) ist. Bezeichnet niamlich € den zu ¢(z) gehorigen Restklassenkorper,
so besteht eine isomorphe Beziehung n, zwischen ® und einem Teil-
korper ® von g, durch welche jedem Element ¢ von ® die durch a re-
prisentierte Restklasse zugeordnet wird. Wir filhren nun ein System &
von neuen Elementen ein, die wir den nicht zu ® gehérigen Elementen
von ¢ eindeutig zuordnen. Diese Zuordnung und 7, ergeben eine Ab-
bildung =, zwischen € und dem System ¢=@®+&. Sind 4,B,C,D Ele-
mente aus & a,b,c,d die entsprechenden aus € und ist 4 +B=C, 4.B=D,
so wird, falls ¢ und b zu & gehéren, a +b=c,a-b=d. Verfiigen wir,
daB auch andernfalls diese Gleichungen bestehen sollen, so wird € ein zu g
isomorpher Korper, der eine Erweiterung von & darstellt. Ist ; dasjenige
Element von &, welches in dem Isomorphismus n, der durch z reprisen-
tierten Restklasse entspricht, so ergibt sich aus der Definition der Addi-
tion und Multiplikation von Restklassen sofort: Ein Element g(x) aus
®[x] reprdsentiert eine Restklasse, welcher durch m, das Element ¢(j) aus &
zugeordnet wird. Daraus folgt aber, dal ¢(5) =0 und daB durch die Elemente
von der Form ¢(j) der Korper € erschopft, mithin & =(5) wird. Also:

2.  Durch jede irreduzible Funktion ¢ () aus & wird eine und —
abgesehen wvon dquivalenten Erweiterungen — nur eine Erweiterung R(j) be-
stimmt, in welcher § Nullstelle von ¢(z) ist.

Ist ¢(z) vom Grade » und sind y,, #;,...,7, irgend welche n +1
Elemente aus ®(7), so konnen wir diese in der Form

. -—1 )
Yi=Ciop FCa) et Cay " (3=0,...m)
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mit Koeffizienten aus § darstellen. Aus dem in §1 erwahnten Satz iiber
lineare Gleichungen folgt, daB wir in & n+1 Elemente b,,...,b,, die nicht

alle 0 sind, so bestimmen konnen, dafl 3‘ b; ;=0 wird. n-+1 Elemente
=0

sind also stets linear abhingig. Da dies auch fiir die Potenzen ¢, , %,..., 9"
eines beliebigen Klementes von ®(;) gilt, so haben wir den Satz:

3. Geht der Korper & aus & durch Adjunktion eines algebraischen
Elementes | hervor, so sind alle Elemente von & algebraisch. Ist n der
Grad von j, so st jedes System von mehr als m Elementen linear abhdngig.

§7.
Grundlagen der algebraischen Erweiterungen.

Algebraische Erwesterungen; algebraisch abgeschlossene Korper. — Nach-
dem in §§ 5 und 6 die einfachsten Erweiterungen, die primitiven, unter-
sucht worden sind und zu einer Unterscheidung (relativ) algebraischer und
transzendenter Elemente gefithrt haben, sollen nun zuerst die algebraischen
Erweiterungen néher betrachtet werden. Ein Korper & heiit algebraisch.
in bezug auf einen Tedkorper ® oder eine algebraische Erweiterung von &,
wenn jedes Element von @ in bezug auf & algebraisch ist. Jeder Korper
¢ enthd]t Elemente, die in bezug auf einen gegebenen Teilkorper & alge-
braisch sind. Denn es ist klar, da jedes Element von & selbst in bezug
auf & algebraisch und zwar vom Grade 1 ist. Ebenso sieht man sofort,
daf ein nicht zu ® gehoriges Element von g, falls es in bezug auf & al-
gebraisch ist, einen Grad “>1 hat, also Nullstelle einer in & irreduziblen
Funktion von héherem als erstem Grade ist. Soll also eine algebraische
Erweiterung £ von & existieren, und zwar eine wirkliche d. h. von & ver-
sbhiedene, so ist dazu notwendig, aber nach § 6, 2. auch hinreichend, daB
es in § irreduzible Funktionen gibt, deren Grad 1 ist. Sind solche
nicht vorhanden, zerfillt also jede ganze Funktion hoéheren Grades in
Linearfaktoren, so ist der Korper & keiner algebraischen Erweiterung mehr
fahig und soll deshalb algebrassch abgeschlossen heilen. Die Existenz solcher
Korper wurde zuerst durch den Fundamentalsatz der Algebra erwiesen,
welcher aussagt, da8 der Korper der komplexen Zahlen algebraisch ab-
geschlossen ist. .
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Absolut algebraische Elemente und Koirper. — Wenn ein Element «
eines Korpers & in bezug auf einen Teilkérper &, algebraisch ist, so ist
es natiirlich auch in bezug auf jeden Korper zwischen @, und & algebraisch.
Ist daher o in bezug auf den in & enthaltenen.Primkorper algebraisch,
so ist o in bezug auf jeden Teilkorper algebraisch. Ein solches Element
o soll deshalb absolut algebraisch genannt werden. Ebenso nennen wir
einen Korper absolut algebraisch, wenn er schon in bezug auf seinen Prim-
korper algebraisch ist oder, was dasselbe besagt, wenn alle seine Elemente
absolut algebraisch sind.

Endliche Erweiterungen. — Ist & Teilkorper von &, so sagen wir:
Q ist wn bezug auf { endlich und vom Grade n — in Zeichen
[8:R]=mn

—, wenn man in € # in bezug auf & linear unabhingige Elemente angeben
kann, wihrend jedes System von mehr als » Elementen aus & in bezug
auf ® linear abhingig ist.

1. Jede endliche Erweiterung eines Korpers ist algebraisch.

Denn, wenn [8:®]=n und o ein Element von & ist, so sind die
Elemente ¢, @, a?,...0" in bezug auf ® linear abhiingig, d. h. ¢ ist in
bezug auf @ algebraisch. Es gibt aber auch wunendliche (nicht-endliche)
algebraische Erweiterungen, z. B. die Erweiterung des Korpers der rationalen
Zahlen zum Korper aller algebraischen Zahlen. — Man sieht sofort, daB
jeder Korper & in bezug auf sich selbst endlich, und zwar vom Grade 1
ist, wiahrend jede wirkliche endliche Erweiterung einen Grad 1 hat.

Basts einer endlichen Erweiterung. — Ist der Korper £ in bezug auf
seinen Teilkorper ® endlich, [2:®]=n, sind die Elemente ¢,,...a, aus g
in bezug auf @ linear unabhingig und ist 3 irgendein Element aus €, so
besteht zwischen a,,...a, und /3 eine lineare homogene Relation mit Koeffi-
zienten aus &, der man, weil der Koeffizient von (3 ungleich 0 ist, die Form

(1') ﬁ=clal+"'+cnan
geben kann. Diese Darstellung ist nur auf eine Weise moglich, weil aus
zwei Gleichungen fir 3 von dieser Form durch Subtraktion eine lineare
homogene Relation zwischen e,,...a, folgen wiirde. — Nehmen wir jetzt

andererseits an, da8 e,,...¢, Elemente irgendeines Erweiterungskorpers
Journal fir Mathematik Bd. 137. Heft; 3. 27
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€ von § sind. ~ Weil man dann, dal jedes Element 3 von & sich
héchstens auf eine Weise in der Form (1.) darstellen 1aBt, so gilt dies
auch fir f= 0, und der Ausdruck ¢, @,+---+¢, e, ist also nur dann
gleich 0, wenn alle Koeffizienten 0 sind. Daher ist die Erweiterung &,
wenn iiberhaupt endlich, wenigstens vom Grade n. Weill man hingegen,
daB jedes Element 3 von g sich wenigstens auf eine Weise in der Form
(1.) darstellen 1aBt, so erhdlt man fiir irgendwelche n+1 Elemente /3,,
B1,...3, Darstellungen von der Form

ﬁ¢=061“1+“'+0in“n (i=0,...n)

und kann daher nach dem in § 1 angefiihrten Satz iiber lineare homogene
Gleichungen n+1 Elemente d,,...d,, die nicht alle 0 sind, in & so be-
stimmen, daf dyf,+:--+d,3,=0 wird. Die Erweiterung & ist also
endlich und héchstens vom Grade m. — Soll demnach die Darstellung (1.)
fir alle Elemente von € und fiir jedes nur auf eine Weise moglich sein,
so muB [8:®]=n und das System e,,...q, linear unabhéingig sein. Aus
diesem Grunde wird ein System von n linear unabhingigen Elementen
eines Erweiterungskorpers n-ten Grades auch als Basis dieses Korpers (in
bezug auf den Grundkorper) bezeichnet. — Bilden die Elemente «,,...e,
eine Basis fiir den Erweiterungskoérper € und sind f£3,,.../3, irgendwelche
Elemente aus &, deren Darstellung in der Form (1.)

ﬂi.—.:c“ oyt e toc, 0y, (i=1,...m)

sein moége, so zeigt man in bekannter Weise, dafl die Elemente f3,,.../,
dann und nur dann eine Basis fiir € bilden, wenn die Determinante le:]
von Null verschieden ist.

Im AnschluB hieran leiten wir einige einfache Séatze iiber endliche
Erweiterungen " ab: -

2. Ist & eine Erweiterung von §, M eine solche von L, so st M
dann und nur dann n bezug auf & endlich, wenn L in bezug auf ®, M
wn bezug auf & endlich ist; und es st in diesem Falle

[M: R]=[L:8]-[M: &].

Ist namlich [M:R]=v, so besteht zwischen »+ 1 Elementen aus M
_eine lineare homogene Relation mit Koeffizienten, die ®, also auch & an-
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gehoren. Es ist also M in bezug auf ¢ endlich. Ebenso besteht zwischen
v+ 1 Elementen aus &, da diese zu I gehdren, eine lineare homogene
Relation mit Koeffizienten aus ®, d. h. & ist endlich in bezug auf &.
Setzen wir andererseits voraus, daf

[8:R]=m, [M:L]=n

ist, und wihlen wir eine Basis «;,...«, von € in bezug auf ® und eine
Basis f3;,.../3, von M in bezug auf & Dann sind die m.n Elemente ;- 3,
(1=1,...m; k=1,...n) in bezug auf & linear unabhingig. Denn aus
. einer Relation Zk‘ Cir @ %=0, in welcher die Koeffizienten ¢;; dem Kérper

® angehéren folgt, wenn

3

(2.) lcikai=7k (k=1,...n)

)

gesetzt wird, x 7:=0. Da die Koeffizienten y, zu & gehéren und die
k=1

Elemente (3, eine Basis von M bilden, so mu y,=0,...y,=0 sein. Dann -
aber folgt aus (2.), daB alle m.n Koeffizienten c;, gleich 0 sein miissen,
womit die lineare Unabhéngigkeit der Elemente ¢;/3, erwiesen ist. Ist
ferner 7 irgendein Element aus 9%, so erhilt man

t=0,Bit et 0, By,

wo die Koeifizienten o, zu & gehoren,
Or=013 01t *+ o+ Oy @,

wo die Koeffizienten a;; Elemente aus & sind, und hieraus

T= 20,034,
Nk

d. h. jedes Element von M ist durch die m.n in bezug auf ® linear
unabhingigen Elemente e;/, mit Koeffizienten aus ® linear und homogen
ausdriickbar; es ist also

[M:R]=m-n.

3. Sind & und M endliche Erweiterungen gleichen Grades von £ und
st & im M enthalten, so ist @ mit M identisch. '

27
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Denn nach 2. ist [M:8]=1, also =M.
4. Ist ®(7) eine einfache algebraische Erwesterung von R, so st

[®(7):8]=[j: ]

Denn, wenn [j:®]=mn ist, so ist, wie im vorigen Paragraphen ge-
zeigt wurde, jedes Element von ®(j) auf eine und nur eine Weise in
der Form '

CotCrj+ et Cuqg" !

mit Koeffizienten aus & darstellbar; die Elemente ¢, 7,...7* ! bilden also
eine Basis von ®(7) in bezug auf R. )

5. Ist der Korper & wn bezug auf seinen Teldkirper ® endlich und
vom Grade n, so st der Grad jedes Elementes von & (in bezug auf §) ein
Teder von n, die Erweiterung & st dann und nur dann einfach, wenn
Elemente vom Grade n wvorkommen; wund zwar sind dann diese Elemente
primativ, alle andern tmpremativ.

Ist namlich 5 irgendein Element von £, so ist nach 2. und 4.

n=[2:R]=[2:8(7)]-[1: &],

also [§:8] Teiler von m. Soll ferner ; primitives Element von g, d.h.
f=8(y) sein, so ist notwendig und hinreichend, ddB [2:R(7)]=1, also
[5: 8]=n wird.

6. Eine Erweiterung ist dann und nur dann endlich, wenn sie durch
Adjunktion einer endlichen Anzahl (relativ) algebraischer Elemente erhalten
werden kann.

Ist ndamlich =8, (j;, 92, ..-7)), Wo die Elemente 7,,7,,...4, in
bezug auf R, algebraisch sind, und setzt man

@o(f1)=§1, ' @1(7‘2)=92,...9,_1(?.,)_—‘.@,:8,

so ist jedes Element g, algebraisch in bezug auf den zwischen ®, und &
gelegenen Korper &, ,, daher &, eine einfache algebraische und somit
endliche Erweiterung von &, _,. Mithin ist nach 2. auch §, =g eine end-
liche Erweiterung von ®,. — Wird umgekehrt € als endliche Erweiterung
von R, vorausgesetzt: [:®,]=n, und bezeichnet 7, ein nicht zu &, gehoriges
Element von &, ferner, falls & = ®,(j;) noch nicht gleich & ist, j, ein nicht
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zu @, gehoriges Element von g, falls ®,=®, (jy) noch nicht gleich & ist, j,
ein nicht zu ®, gehoriges Element von & usf., so bilden die Grade [®;:8,],
[®::R0],... eine bestindig zunehmende, n nicht iiberschreitende Folge,
welche so lange fortgesetzt werden kann, als die Zahl # noch nicht er-
reicht ist. Daher wird nach einer endlichen Anzahl v von Schritten die
Zahl n erreicht, und es ist alsdann 8,(74,7s,...7,)=f2=28.

An diese Sitze schlieBen sich einige weitere, die sich auf beliebige
algebraische Erweiterungen beziehen:

7. Wird der Korper =8 () aus seimem Teilkorper & durch Ad-
- junktion eines Systems & erhalten, dessen simtliche Elemente in bezug auf
® algebraisch sind, so ist € in bezug auf § algebraisch.

Ist ndmlich & ein endliches System, so ist nach 6. g in bezug
auf ® endlich, also algebraisch. Ist aber © unendlich, so ist doch -
(§2, 3.) jedes Element ¢ von € in einem Kérper enthalten, der aus &
durch Adjunktion eines endlichen Teilsystems von & hervorgeht, daher,
wie im vorigen Falle, algebraisch in bezug auf ®.

8. Diejenigen Elemente eines Korpers L, welche in bezug auf evnen
Telkorper & algebravsch sind, bilden einen Kérper zwischen § und &; ins-
besondere bilden also die absolut algebraischen Elemente von & einen Kirper.

Ist nimlich & das System aller in bezug auf & algebraischer Ele-
mente von &, so enthilt der zwischen & und & gelegene Korper ®(©) nur
Elemente, die in bezug auf & algebraisch sind (Satz 7.), woraus €= (&) folgt.

9. Liegt der Korper & zwischen den Korpern & und M und vst &
in bezug auf R, M n bezug auf & algebraisch, so st M algebraisch in
bezug auf R.

Es sei nidmlich /3 ein beliebiges Element von M. Ist dann [B:8]=n,
80 hat man eine Gleichung

(3.) . et S+ eta, 314 "=0,

WO @, &;,... ¢, ; Elemente von & sind. Diese Elemente sind in bezug
auf & algebraisch, also ist der Korper & = & (e, @;,...«,_,) nach 6. end-
lich in bezug auf ® Ferner ist nach Gleichung (3.) das Element 3 in
bezug auf & algebraisch, also &(3) endlich in bezug auf ®’. Mithin ist
nach 2. ®’(3) endlich in bezug auf &, also 3 algebraisch in bezug auf ®,
womit Satz 9. bewiesen ist.
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§ 8.

Zerlegung einer beliebigen ganzen Funktion in Linearfaktoren.
Normalkiérper und Normalfunktionen.

In §6 wurde gezeigt, daB jede in einem Korper irreduzible ganze
Funktion in einem geeigneten Erweiterungskorper eine Nullstelle besitzt.
Im AnschluB daran kann nun die weitergehende Aufgabe behandelt werden,
einen Korper so zu erwestern, daf3 eine beliebig gegebene Funktion aus dem
urspriinglichen Korper vm Erweiterungskorper vollstindig, d. h. in Linear-
faktoren zerfdllt.

Es sei also jetzt f(x) eine beliebige ganze Funktion in einem Korper
R0, n der Grad von f(z), m, die Anzahl der in &, irreduziblen Faktoren
von f(x). Dann ist m;<<n und nur dann gleich n, wenn f(x)in &, voll-
standig zerfallt. Nehmen wir an, es sel my,<Cn. Dann besitzt f(z) einen
irreduziblen Faktor g¢,(xz), dessen Grad >1 ist. Wir erweitern &, durch
Adjunktion eines Elementes j,, fiir welches g,(7,)=0 wird (§ 6). Da in
dem Korper ®,=®,(7,) die Funktion g¢,(z) nicht mehr irreduzibel ist, so
ist die Anzahl m, der in &, irreduziblen Faktoren von f(z)>m,; wir haben
also my<<m,<m. Ist m,<<n, so sei g,(x) ein irreduzibler, nicht linearer
Faktor von f(z) innerhalb ®,. Wir adjungieren eine Nullstelle j, von
g, (x), setzen ®,(7,)=®, und bezeichnen mit m, die Anzahl der irreduziblen
Faktoren von f(z) in ®,, so daB m,<m;<m,<<n wird. In dieser Weise
fahren wir fort, bis wir zu einem Korper &, gelangen, fiir welchen m,=n
wird, in welchem also f(x).in Linearfaktoren zerfillt. Der Korper &,
stellt dann eine endliche Erweiterung von &, dar. — Es seien j,,...q, die
nacheinander adjungierten Elemente,. 8, =8,_,(5,) (r=1,...7) die nachein-
ander entstehenden Korper, und es sei g¢,(z) der in &,_, irreduzible Faktor
von f(z) mit der Nullstelle j,. Wir konnen sagen, da8 die Erweiterung
®, zur vollstindigen Zerfillung von f(z) gerade hinmreicht. Das soll heiBen:
daB nicht schon ein von ®, verschiedener Korper zwischen ®, und ®, hier-
fiir ausreicht, und dies geht daraus hervor, daf die adjungierten Elemente
J1,.++7, samtlich Nullstellen von f(z) sind, also in jedem Teilkorper von
®,, der die Zerlegung leistet, vorkommen miissen.

Es sei jetzt &, ein zu ®, isomorpher Kérper, und es bezeichne s,
eine isomorphe Beziehung zwischen &, und ®,. Durch z, wird dann auch
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jeder ganzen Funktion g(z) aus R, eine bestimmte Funktion g (z) aus R,
zugewiesen, die man erhdlt, wenn man die Koeffizienten von ¢(z) durch
die ihnen in &, entsprechenden Elemente ersetzt. Die so erhaltene Be-
ziehung zwischen ®,[x] und ®,[«] ist dann offenbar ‘auch isomorph. Sind
daher f(z) und g, (z) die den oben vorkommenden Funktionen f(z) und
g1(z) zugeordneten Funktionen aus R0, so zerfillt f(z) in ®, in m, irre-
duzible Faktoren, und g¢,(x) ist einer von ihnen. Xs sei nun & irgend-
ein Erweiterungskérper von ®,, innerhalb dessen f(z) vollstindig zerfills.
Dann ist die Erwg,tei:ung g zur vollstandigen Zerfallung von f(z) entweder
gerade hinreichend oder nicht; in jedem Falle hat ein bestimmter Kérper
I zwischen &, und &, derjenige namlich, welchen man erhilt, indem man
die Nullstellen )/ vén f(z) innerhalb € zu &, adjungiert, diese Eigenschaft.
Da f(z) in M vollstandig zerfillt, so besitzt der Faktor g, (x) von f(z) in
M Nullstellen. Es sei 7, eine solche, und es bezeichne r den Grad von
g.(z) und g, (x). Durch die isomorphe Beziehung, welche zwischen ®,[z]
und ®,[2] besteht, werden die Funktionen ¢,(z) und g, (z) einander zu-
geordnet und daher die zu diesen Funktionen als Moduln gehdrigen Rest-
klassenkorper isomorph aufeinander bezogen. Diese Restklassenkirper
aber stehen zu den Kérpern &,(7,) =&, und R, (7,)=§1 in isomorpher Be-
zichung, und es resultiert so eine isomorphe Beziehung n, zwischen &, und
®,, durch welche jedem Element von &,, das man sich in der Form

Gotarj e e f

- mit Koeffizienten a aus &, geschrieben denkt, dasj enige Element
@ +61? Feeet ar-—l?r_l

von &, zugeordnet wird, welches man erhilt, indem man a, (k=0,...,7r—1)
durch das in der Beziehung n, entsprechende Element @, aus ®, ersetat.
Die Beziehung m, ist in der Beziehung n, enthalten, indem 5, die Ele-
mente der Korper ®, und &, in derselben Weise einander zuordnet wie
n,.  Nach alledem konnen wir sagen: Zwischen ®, und &, besteht ein
Isomorphlsmus ny, durch welchen der Funktion f(x) aus ®, die Funktion
]‘(w) aus ®, zugewiesen wird; der Korper M stellt éine Erwelterung von
®, dar, welche zur vollsténdigen Zerfillung von f(z) gerade hinreicht. Wir
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kénnen daher auf ®,, ®,, nl,f(z),f(a;) dieselbe SchluBweise anwenden wie so-
eben auf &, 8,7, f(a:),f_(as). Fahren wir in dieser Weise fort, so gelangen
wir zu einer Reihe von Kérpern ‘ B
Ros R1,..- R,

mit folgenden Eigenschaften: Jeder vorhergehende Korper ist in dem folgen-
den, und alle sind in 9 enthalten. Zwischen &, und &,(r=0,...7) be-
steht eine isomorphe Beziehung s, welche die Beziehung n, umfaBlt, also
die Funktionen f(x) und f (x) einander zuordnet. Da nuh f(x) in &, in
Linearfaktoren zerfillt, so gilt dasselbe fiir f(x) in &,; und da &, zwischen
f, und M liegt und M eine zur vollstindigen Zerfillung von f(x) gerade
hinreichende Erweiterung von 8, sein sollte, so ist &, =9, und wir haben
den Satz:

1. Sind 8, und R, isomorphe Korper, bezeichnet n, eine isomorphe
Beziehung zwischen ihnen, welche der ganzen Funktion f(z) aus R, die ganze
Funktion f(x) aus R, zuweist, und sind N und N Erweiterungen von K, bzw.
R, welche zur wvollstindigen Zerfillung von f(z) bzw. f(x) gerade hin-
reichen, so gibt es eine isomorphe Beziehung n' zwischen N und N, welche
die Beziehung n, mit umfafst.

Die Voraussetzungen des Satzes 1. sind erfiillt, wenn ®,=8, ge-
nommen und unter 7, die Beziehung verstanden wird, welche jedes Ele-
ment von ®, sich selbst entsprechen ldB8t. Dann wird f(®)=F(z), und
die Beziehung n’ 1iBt ebenfalls jedes Element .von &, ungeindert; d. h.
% und N sind #quivalente Erweiterungen. Somit haben wir folgendes
Ergebnis:

2. Zu jeder ganzen Funktion f(x) eines Korpers 8 gehort eine und
am wesentlichen nur eine Erweiterung dieses Korpers, welche zur vollstindigen
Zerfallung von f(x) gerade hinreicht.

Hierauf beruht es, daB alle fiir uns in Betracht kommenden- Sétze
iiber Wurzeln von Gleichungen unabhiingig sind von der Art, wie wir den
Grundkérper erweitern, um die Gleichungen aufzulésen. Um dies noch
etwas naher auszufithren, so sei

f(@)=(z—1) (z—w,) -+ (z—wy)

die Zerlegung einer Funktion f(z) eines Korpers &, in einem Erweiterungs-
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korper & Dann stellt der zwischen &, und £ gelegene Korper it =&, (w,, ... w,)
eine fiir diese Zerlegung gerade hinreichende Erweiterung dar. Hat man
eine zweite Zerlegung von f(x) in einem andern Erweiterungskorper &', und
ist % der Kérper, welcher durch Adjunktion der in & auftretenden Null-
stellen von f(z) aus ®, gewonnen wird, so hat man eine isomorphe Be-
ziehung 7' zwischen % und %, welche alle Elemente von &, ungeindert
1a8t, und die Zerlegung von f(z) in & wird
L H@)=(t—w,;) (@—w,): - (z—wv,),

wo o, und w;(¢=1,...n) einander im Isomorphismus n’ entsprechen,
Haben wjr also eine rationale Verbindung von w,,...w, mit Koeffizienten
aus f,, also ein Element von %, so erhalten wir das entsprechende Ele-
ment aus EYE, indem wir jedes w; durch w,; ersetzen. Insbesondere ergibt
sich, dal wenn gewisse der Wurzeln w; gleich sind, auch die entsprechen-
den Wurzeln w; gleich sein miissen. Wir kénnen also von der Anzahl der
evnfachen, doppelten, dreifachen, ... Wurzeln einer Gleichung sprechen, ohne
den Erweiterungskorper anzugeben. Die Bestimmung dieser Anzahlen wird
spater (§10.) durchgefithrt werden.

Normale Erweiterungen. — Die Erweiterungen eines Korpers &, welche
zur vollstindigen Zerlegung einer Funktion f(z) gerade ausreichen, gehoren
zu der besonderen Art der mnormalen Erweiterungen. Ein Erweiterungs-
korper 9t von R, heiBt normal ¢n bezug auf ®,, wenn er in bezug auf &,
algebraisch ist und wenn aullerdem jede ganze Funktion f(z) aus R,,
welche in &, irreduzibel ist, in N aber eine Nullstelle besitzt, in N in
Linearfaktoren zerfillt. Offenbar ist jede zu einer normalen Erweiterung
dquivalente Erweiterung ebenfalls normal. — Wir leiten einige einfache
die Normalkorper betreffende Sitze ab:

3. Ist der Korper R normal wn bezug auf seinen Teilkorper K, so
1st er auch normal n bezug auf jeden Korper & zwischen ®, und N.

Zunichst ndmlich ist % in bezug auf &, algebraisch. Ist nun ¢(z)
eine irreduzible ganze Funktion aus &; und hat ¢(z) in % eine Nullstelle 7,
so ist 4 auch Nullstelle einer irreduziblen Funktion f(z) des Korpers &,
und da M in bezug auf ®, normal ist, so zerfillt f(z) in N in Linear-
faktoren. Da aber f(z) auch Funktion im Korper &, ist und mit der
irreduziblen Funktion ¢(z) dieses Korpers die Nullstelle ; gemein hat,

Journal fir Mathematik. Bd. 137. Heft 3. 28
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so ist ¢ (z) ein Faktor von f(z); mithin zerfillt auch ¢(2) in % in Linear-
faktoren, Damit ist die Behauptung erwiesen.

Normale Funktionen. — Eine ganze Funktion f(z) eines Kérpers
R, soll mormal wn §, heiBen, wenn sie in &, irreduzibel ist und auBerdem
die Erweiterung &,(7), welche durch Adjunktion einer Nullstelle ; von f(z)
erhalten wird, normal ist. — Ist f(z) in &, normal, so zerfillt f(z) in
dem durch Adjunktion einer Nullstelle ; von f(z) erhaltenen Korper ®,(7)
in Linearfaktoren. Dies geht unmittelbar aus der Definition der normalen
Erweiterungen und Funktionen hervor. Es gilt aber auch umgekehrt:

4. Wenn eine in einem Korper R, trreduzible Funktion f(z) wn dem
durch Adjunktion einer Nullstelle j entstehenden Korper $o(j) gollstindig
zerfdllt, so vst sie in bezug auf K, normal.

Ist ndmlich g(x) eine irreduzible Funktion aus &,, und besitzt ¢(z)
in ® () eine Nullstelle @, so kénnen wir a=¢ () setzen, wo ¢ (x) eine
ganze Funktion aus &, bezeichnet. Ist nun

(@)= (z—7) (3—71) =+ (T—Tn_1)

die vorausgesetzte Zerlegung von f(z) in R,(7), so schlieBt man in be-
kannter Weise, dall die Koeffizienten der Funktion

h(z)=(xz—9 () (@—9 () (—¢(Ju_1))

symmetrische Funktionen von 7,7,,...7,_;, also Elemente aus &, werden.
h(z) ist also eine Funktion in &,, welche mit der in &, irreduziblen
Funktion ¢(z) den Faktor z—q(j) gemein hat, also durch ¢(z) teilbar
ist. Da h(z) in ®,(7) vollstandig zerfallt, so gilt dasselbe fiir g(z) d. h.
fiir jede in R, irreduzible Funktion, welche in ®,(7) eine Nullstelle besitzt.
Ro(7) 1ist also eine normale Erweiterung von &,, mithin f(z) normal in &,.
5. Ist f(xz) eine normale Funktion des Korpers ®,, & trgendeine Er-
weiterung von K, so st jeder in & irreduzible Faktor von f(x) wn & normal.
Ist namlich g(«) ein solcher Faktor und wird £ durch Adjunktion
einer Nullstelle 5 von g(x) erweitert, so enthélt £(;) den Korper $£,(j),
und es ist § Nullstelle von f(x). Da die Funktion f(z) in &, normal
ist, so zerfillt sie in &,(7), also auch in £(j) in Linearfaktoren. Da im
Korper & ¢g(x) ein Faktor von f(z) ist, so zerfdllt auch g(z) in &(y)
in Linearfaktoren, also ist ¢(z) nach Satz 4. in £ normal, w. z. b. w.
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6. Eine Erweiterung N eines Korpers R,, welche gerade ausreicht,
eine Funktion f(x) aus R, vollstindig zu zerfdllen, ist mormal.
Ist namlich

f(@)= (@—1) (3—F2) (@ —7n)

die Zerlegung von f(z) in %, g() eine irreduzible Funktion des Kérpers
welche in N eine Nullstelle 3 hat, so 148t sich 3 in der Form

ﬁ':lp(:il;?.z,“'j‘n)
darstellen, wo y(z,,%,,...,) eine ganze Funktion aus &, bezeichnet. Durch

die n! Vertauschungen der Elemente 7,, §,,...7, gehen aus 3 n! Elemente
des Korpers ® hervor, die f£3,/,,.../3,,_, heilen moégen. Die Funktion

p(x)= (@—PF)(x—F1) (=0 1)

ist im Korper ®, enthalten, da ihre Koeffizienten symmetrische Funktionen
von 4,,7s,...J, mit Koeffizienten aus ®, sind; sie hat mit der in &, irre-
duziblen Funktion ¢(z) den Faktor x—/ gemein, ist also durch g(z) teil-
bar. Da ¢ () in R vollstandig zerfillt, so zerfallt auch g(z) in N vollstandig.
Damit sind aber die Bedingungen fiir die normale Erweiterung erfiillt.

In den Sdtzen 1., 2., 6. dieses Paragraphen kann an die Stelle
einer einzelnen Funktion f(x) des Kérpers &, natiirlich auch ein System S,
bestehend aus einer endlichen Anzahl von Funktionen dieses Korpers, ge-
setzt werden. Besteht niamlich das System S aus den Funktionen

@1(z), P2(T),... Pu(®)
und wird

H@)=@, (%) 92 (%) *++ @y ()

gesetzt, so ist klar, daB in einem Erweiterungskorper & von &, die simt-
lichen Funktionen des Systems S dann und nur dann vollstindig zerfallen,
wenn die Funktion f(z) in & vollstindig zerfallt.

§ 9.
Differenzierung.
Zur Bestimmung der Anzahl der Nullstellen von bestimmter Viel-
fachheit ziehen wir die Ableitungen der Funktionen in Betracht. Die
28*
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Ablestung oder den Differentialquotienten Zl% f(z)=f'(z) einer ganzen Funktion

f(x)=a,+a, @+ -+ +a,z"

einer Unbestimmten x nach dieser Unbestimmten definieren wir rein formal
als den Ausdruck

a1+ 20,4+ - +na,z" ",

so dafl f'(x) in jedem Korper & als Funktion auftritt, in welchem f(x)
vorkommt. Aus dieser Definition ergibt sich, wenn

g(@)="by+ b+ -+ b, 2"

eine zweite Funktion aus & ist, unmittelbar

L (f@)+ g@) = @)+ 2 g(a).
Ferner wird .
£ (1(2)-9(2))= 1= a,b,at¥" = (g +r)a b,z

=Za,2-rb o'+ Zqa,a b, 3" =f(x) %g(ﬂv)-m%f(ﬂ'g(@,

also

£ (1@)-g(@)=1(2)-g' (@) + [ (@)-9().

Es sei jetzt R(x) eine rationale Funktion von x. Wir kénnen
dieselbe auf verschiedene Weise als Quotienten ganzer Funktionen darstellen

_U_
R(z) = "= o
Dann ist aber
(1.) UV =DVU,.

Bildet man auf beiden Seiten die Ableitung, so erhilt man

wv; + w'v,=vu;+v'u,,
also
(2.) v, —vup=v"u, —uv;.
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Multipliziert man diese Gleichung mit vv;, so erhdlt man

(3.) vdou’ — vPou; = 0o, (Vu, —uv;).
Multipliziert man Gleichung (1.) mit vv;+v'v,, so'erhélt man

V0, U] + v2uv’ = vv, 0 U, +v*u, v,

also

(4.) VU’ — vy, 0] = 0o, (VU —uor).
Aus (3.) und (4.) folgt

(v’ — uv’) v = (v, u; — U, v7) V%,

also

’ ’ / 4
vu' —uv'_ vul —uw)

2 2
v 2

(5.)

Hiernach sind wir berechtigt, unter der Ableitung einer rationalen Funktion
R (x) =% den Ausdruck

Gleichung (5.) zeigt, von der speziellen Darstellung von R(z) unabhingig
ist, und weil sie im Falle, daBB R(z) gleich einer ganzen Funktion u ist

vu —uv’ ' aq qe e .
7 zu verstehen, weil diese Definition, wie

(die man in der Form g schreiben kann), mit der friither gegebenen De-

finition iibereinstimmt. Durch direkte Ausrechnung ergibt sich dann sofort,
daB fiir irgend zwei rationale Funktionen w,v die Gesetze gelten:

d ’ ’
(6.) %(u +0)=u" £,
7.) a v)=uv +u’
(7. dx(u = v,

d ru v —ur’
(8.) w(G)=

Aus (7.) folgt weiter

daraus, wenn i(u)=a,+a;u+---+a,u" eine ganze Funktion von u (im
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Korper &) ist,

a = n—1\,,” __ d du
To W) =(a+20u+- - tna,ut ' = o A(u)- .

Die Anwendung dieser Gleichung ergibt, wenn u(x) ebenfalls eine ganze
Funktion bezeichnet:

d d
d i(u) "(“)ﬁl(“)_l(“)ﬁ”(“)du_ d A(w) du
dzp(u) (e (w))? dz dup(w) dz’

Mit andern Worten: Ist v eine rationale Funktion von u, u eine rationale
Funktion von z, so ist

tv_dv du

dz~ du’ da’
Der Begriff Differentialquotient laBt sich auch noch weiter ausdehnen, doch
soll hierauf nicht eingegangen werden.

§ 10.
Die Vielfachheit der Nullstellen einer ganzen Funktion.

Bei den bisher behandelten Fragen ist die Charakteristik des Kor-
pers von keiner Bedeutung gewesen; in den folgenden Untersuchungen.
treffen wir aber auf wesentliche Unterschiede zwischen den Korpern von
der Charakteristik 0 und denen von Primzahlcharakteristik. Dies zeigt sich
zundchst bei der Frage, unter welchen Umstinden die Ableitung einer
rationalen Funktion verschwindet.

Es liege ein Korper & vor, und es sei

f(@)=a,+a:® +--+ +a,a"
eine ganze Funktion der Unbestimmten z in & Dann ist
f(x)=a,+2a,z+--+ +na, 2",

so daB fiir den Fall der Charakteristik 0 f'(z) nur dann verschwindet, wenn
a,=0,a,=0,...a,=0 ist, f(z) also z nicht enthalt. Ist aber die Charak-
teristik von & eine Primzahl p, so ist der in f'(z) auftretende Koeffizient g-a,
gleich 0, wenn @,=0 oder ¢ durch p teilbar ist (§ 4, 4.); daher verschwindet
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f'(z) dann und nur dann, wenn in f(z) nur Potenzen von z, deren Exponent
durch p teilbar ist, wirklich vorkommen — mit andern Worten, wenn
f(x) ganze Funktion von a? ist. — Haben wir eine rationale Funktion in
®, die wir als Quotienten zweier ganzen Funktionen in der reduzierten

Form %6 darstellen, so wird ihre Ableitung ﬂ&—v_;ﬂ , also nur dann gleich 0,

wenn vu'=uv’ ist. Da u und v teilerfremd sind, so kann diese Gleichung
nur bestehen, wenn v in ', w in u’ aufgeht (§ 5,3.). Das ist aber, da
die Grade von »’ und o" bez. kleiner sind als die Grade von % und v,
nur moglich, wenn %’=0, »"=0 ist, wenn also ¥ und v von z frei oder,
im Falle der Charakteristik p, Funktionen von 2? sind., Es gilt also
der Satz: .

1. Fir das Verschwinden der Ablestung einer rationalen Funktion
R(z) st notwendig und hinreichend, daff R(x) von x frev bezw. rationale
Funktion von x? ist, je nachdem die Charakteristik O oder p 1ist.

Es sei jetzt f(x) eine ganze Funktion in einem Korper . Inner-
halb eines geeigneten Erweiterungskorpers zerfillt f(x) in Linearfaktoren,
und wenn z—a ein r-facher Faktor ist (»>>0), so hat man

(1.) f(@) =(z—a)g (),
wo g(z) den Faktor z—e nicht mehr enthalt. Aus (1.) folgt
(2) f'(z) =(z—a) 7 (reg(2) + (2—ea) g’ (2)),

woraus zu ersehen, dafl die Ableitung f(z) den Faktor x—ea wenigstens
(r—1)- mal enthdlt, und daf sie ihn genau (r—1)-mal enthilt, wenn r&0
ist. Wenn aber & die Charakteristik p hat und r durch p teilbar ist, so
wird 76 =0, und f'(z)=(z—e)"¢’(x) ist durch (z—ea)" teilbar. Also gilt
der Satz: : \

2. Besitzt f(x) einen r-fachen Linearfaktor (r=1), so hat die Ab-
leitung [ (z) diesen Faktor wenigstens (r—1)-mal; sie hat thn wenigstens r-mal,
falls der Korper R, zu welchem f(x) gehirt, die Charakteristik p hat und r
durch die Primzahl p tedbar ist, sonst genau (r—1)-mal. (Wenn die Ableitung
verschwindet, so ist sie durch jede noch so hohe Potenz von z—e teilbar,
enthilt also in diesem Sinne den Faktor #—e unendlich oft).

Aus 2. folgt leicht fiir Korper beliebiger Charakteristik:
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3. Hat f(x) nur einfache Faktoren, so ist der grofte gemeinsame Teiler

(f(2), 1 (®)

von f(x) und f'(w) gleich &, sonst wenigstens vom ersten Grade.
Es sei

(3.) (@)= (z—a,)" (2—a,)* - (z—a,)",

wo die Nullstellen «; voneinander verschieden und die Exponenten 7,>>0
sein sollen. Ist die Charakteristik gleich p und f(z) die p-te Potenz einer
ganzen Funktion (des urspriinglichen oder eines Erweiterungskorpers), so
sind alle Exponenten 7, durch p teilbar. Daher enthilt nach 2. f'(z)
jeden Faktor z—e; wenigstens so oft als f(x), ist also durch f(z) teilbar.
Da aber der Grad von f'(z) kleiner als der Grad von f(z) ist, so ist dies
nur moglich, wenn f'(z)=0 ist. Dies folgt auch unmittelbar daraus, daB
man aus einer Gleichung von der Form f(z)=[¢(x)]’ durch Differenzieren
f(@)=ple@)P~-¢ (x), also im Falle der Charakteristik p, f'(z)=0 er-
hélt. Daraus folgt aber, dafl f(x) eine ganze Funktion von #” ist. Wird
umgekehrt f(z) als ganze Funktion von z? vorausgesetzt, so verschwindet
f’(z), und aus 2. folgt, daB alle Exponenten 7, durch p teilbar sind. Es
gilt also:

4. Ist wm Falle der Charakteristik p f(x) ganze Funktion von a?, so
tst f(x) die p-te Potenz einer ganzen Funktion und umgekehrt.

Wir konnen dieses Resultat noch auf anderem Wege herleiten:
Sind ¢ und b irgend zwei Elemente eines Kérpers & von der Charakteristik
p, so ergibt die binomische Entwicklung

(6 +b)P=a” 4+ b7,

weil alle andern Glieder der Entwicklung einen durch p teilbaren Zahlen-
koeffizienten haben, also verschwinden. Erhebt man die vorstehende
Gleichung zur p-ten Potenz, so erhdlt man

(a +by' =(a* + P =a"+b"
und, so fortfahrend, allgemein
(4.) (a+b)7=a” + b
fiir jede natiirliche Zahl f. Ebenso gilt
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(5.) (a—b)' = a?’— ",

Dies folgt fiir ungerades p durch dieselbe Entwickelung. Ist aber p=. 2,
so wird 2b=0, 26" =0, also —b=b, —b” =", und die Formeln (4.) und
(5.) werden identisch. Aus (4.) folgt unmittelbar

(4.) (@t Gt ta) =8 +af et at

Wir konnen diese Gleichung auch auf ganze Funktionen einer Unbestimmten
xz im Korper § anwenden, da diese dem Korper & (x) angehoren, welcher
ja auch die Charakteristik p hat (§ 4, 3.). Dann sieht man sofort, daB
die p/-te Potenz einer solchen Funktion eine ganze Funktion von «?’ ist.
Ist- umgekehrt f(x) eine ganze Funktion von 2?:

(@) =cot 010" + 0% 4 oot "

und erweitern wir den Korper & zu einem Korper €, innerhalb dessen
. . f 1 . .
die Funktionen #*—c,, 2"'—c,,...a"—c, in Linearfaktoren zerfallen, so
. . . ! .
kann man in & die Elemente y,, y,,...7, so bestimmen, dal} 94 =¢, wird.
Dann folgt aber

f(w): (70-{-71:1:—!—4/2:172-{- "'+7nw”)pf'

Damit ist Satz 4. wiederum, nur in etwas allgemeinerer Fassung bewiesen:
4a, Ist wm Falle der Charakteristik p f(x) ganze Funktion von z?’,
so ust f(x) p'-te Potenz einer ganzen Funktion von z, und umgekehrt.
Es sei F(x) eine ganze Funktion der Unbestimmten z in einem
Korper § beliebiger Charakteristik, der Koeffizient der hochsten Potenz
von z sei gleich & und es stelle

(6.) F(2)= (3—a,) -+ (2—0, )

die Zerlegung von F(z) in einem geeigneten Erweiterungskérper dar
(@1,...@, als verschieden vorausgesetzt). Wir bezeichnen mit f,(z) fiir
jede nmatiirliche Zahl m das Produkt derjenigen einfach genommenen
Linearfaktoren von F(z), welche in F(x) m-fach auftreten. Sind keine
solchen vorhanden, so ist f,(z)=¢ zu setzen. Hiernach ist

(7.) F(w)=f1(w)(fz(m))z(fs(w))3’

Wir wollen nun folgende Sitze beweisen:
Journal fiir Mathematik. Bd. 137. Heft 3. 29
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5. Ist die Charakteristik von & gleich 0. so gehort jede der Funktionen
fm(z) dem Korper & an und kann rational ermittelt werden.

6. Ist die Charakteristik von & gleich p, m durch p nicht teilbar, so
gehort f,, (x) dem Korper ® an und kann rational ermattelt werden.

7. Ist die Charakteristik von & gleich p, m=yp' die hichste in m ent-
haltene Potenz von p, so gehort (f,(z))* dem Korper & an und kann rational
ermattelt werden.

Bezeichnet namlich F’(z) die Ableitung von F(z) nach z so folgt
aus 2., dafl die zum Koérper § gehorige Funktion

G
= F e, rw)
im Falle der Charakteristik 0 gleich dem Produkt aller, im Falle der
Charakteristik p gleich dem Produkt derjenigen einfach genommenen Linear-
faktoren z—e, ist, fiir welche der Exponent 7, in Gleichung (6.) durch
p nicht teilbar ist. Betrachten wir jetzt den Ausdruck

' _ (g@)m F(2) "
”n ()= (@, F )" m ="

Derselbe ist eine ganze aus Faktoren z—¢; zusammengesetzte Funktion
und kann im Falle der Charakteristik p nur solche Faktoren z—«; ent-
halten, fiir welche 7, durch p nicht teilbar ist. Setzen wir dies im Falle
der Charakteristik p beziiglich 7, voraus, so enthdlt fiir r,<m sowohl
der Zahler als der Nenner des Ausdrucks y,(z) den Faktor x—e, genau
re-mal. Ist 7,”>m, so ist x—e, im Zihler m-mal, im Nenner (m—1)-
mal enthalten. y, (z) stellt daher das Produkt derjenigen Linearfaktoren
z—a, dar, fir welche r,>m und im Falle der Charakteristik p durch
p nicht teilbar ist. Hieraus ergibt sich, daB

xm (2)
7m+1(m)=fm(x)
wird, sofern nicht die Charakteristik gleich p und m durch p teilbar ist.
Damit sind die Sitze 5. und 6. bewiesen. Satz 7. fillt im Falle
f=0 mit Satz 6. zusammen. Wir beweisen Satz 7. durch Induktion,
indem wir annehmen, er sei fiir jedes m bewiesen, welches die Primzahl p
weniger als f-mal als Faktor enthdlt. Dann sind diejenigen Faktoren



Steinitz, agebraische Theorie der Kirper. 9217

(fu(2))™, in welchen m durch n=¢' nicht teilbar ist, als dem Korper &
angehorig erwiesen und ermittelt zu betrachten. Dividieren wir daher
auf beiden Seiten von (7.) durch diese Faktoren so erhalten wir eine
Gleichung von der Form

(8.) D ()= (. (2))"* (f2n (x))*"
wo @(z) eine bekannte Funktion aus & ist. Es sei
(9.) b ()= (2—F)" " (2— )" "+ -+ (2— )"

die Zerlegung von ¢ (z) in Potenzen verschiedener Linearfaktoren und
m=u-n, wo u den Faktor p nicht mehr enthélt. Die Funktionen (f,,(z))"
sind ganze Funktionen von z™ (Satz 42.), dasselbe gilt also fir &(x).
Setzen wir jetzt

xn__.y’ /;;n=71» (fkn(w))ﬂ:gk(y)> ¢($)=G(y),
so gehen die Gleichungen (8.), (9.) iiber in

(16.) G(Y)=g.(9)(9:(9))* (9:(y))?

(11.) GW)=Y—y)" - (Y—y2)" - (y—7y)%,

wobel G'(y) eine bekannte Funktion aus ® ist. Die Nullstellen y,, 7,,...7,
sind verschieden; denn aus y,=9, wiirde folgen

0=y—7= 03 — = Bv—15)",
0=7—0, Bi=10,

wihrend f3;, 3,,.../3, als verschieden vorausgesetzt wurden. g,(y) ist
das Produkt derjenigen einfach genommenen in bezug auf y linearen Fak-
toren y—y,, fir welche g,=u ist. Da nach Voraussetzung w« durch p
nicht teilbar ist, so ist nach 6. ¢,(y) Funktion in & und rational zu
ermitteln. Setzen wir in g¢,(y) fir ¥y wieder 2™ ein, so erhalten wir,
da m=un,

g/l(?/): (fm (x))n’

womit 7. bewiesen ist.

Hiernach ist in allen Fillen (f,(z))” Funktion in & und rational
zu ermitteln. Dividieren wir den Grad dieser Funktion durch m, so
haben wir die Anzahl der m-fachen Nullstellen der Funktion F (z).

29 *
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§ 11.
* Vollkommene und unvollkommene Korper.

In § 7 wurde gezeigt, daB eine Reihe von Satzen der Galoisschen
Theorie in jedem Korper gelten. Soll aber diese Theorie in einem Kérper &
in allen ihren Grundziigen unveréndert bestehen, so bedarf es noch des
Satzes, da eine in & irreduzible ganze Funktion nur einfache Nullstellen
haben kann. Dieser Satz besteht jedoch nicht in voller Allgemeinheit,
und wir werden so zu einer Unterscheidung genétigt, der wir durch die
folgende Definition Ausdruck geben:

Ein Korper & soll vollkommen heifen, wenn jede ganze Funktion f(x)
aus &, welche (in einem geeigneten Erweiterungskirper) mehrfache Nullstellen
besitzt, tn & reduzibel ist; dagegen unvollkommen, wenn es in & vrreduzible
Funktionen mat mehrfachen Nullstellen gibt.

Wir erhalten die einfachen Kriterien:

1. Jeder Korper von der Charakteristik O ist wollkommen.

2. Unter den Korpern, deren Charakteristik eime Primzahl p ust,
gibt es wollkommene und unvollkommene; evn solcher Korper ist vollkommen,
wenn sich tn thm die Ausziehung der p-ten Wurzel (die sich hier abs ein-
deutige Operation erweist) ausnahmslos ausfihren lafit, sonst unvollkommen.

Zum Beweise bemerken wir zunichst, dal es in einem Kérper & von
der Charakteristik p nie mehr als eine p-te und daher auch nie mehr als
eine p/-te Wurzel aus einem Element y geben kann. Denn wenn fiir zwei
Elemente ., 7 a?= /=y wird, so folgt (vergl. S. 217, Z. 17—19) 0= a?—f3*
=(e—f3)?, daher ¢—[=0,a=/3. Hieran kann auch keine Erweiterung
von ® etwas &ndern, da ja die Charakteristik p bleibt. Die Funktion
a” —y ist daher in ® bezw. in einem Erweiterungskérper, in welchem sie voll-
standig zerfillt, p’-te Potenz eines Linearfaktors:

o —y = (a—I),

was iibrigens auch aus § 10, 42. folgt. Der Primkérper §, (§ 4) liefert das
einfachste Beispiel eines Korpers, in welchem die Ausziehung der p-ten
Wurzel unbeschriinkt ausfiihrbar ist. Denn nach dem Fermatschen Satze

p.—.
gilt fiir jedes Element von %, die Gleichung o*=a, also auch Va=a. Es
sei jetzt. & irgendein Korper von der Charakteristik p; wir erweitern
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ihn durch Adjunktion eines transzendenten Elementes w zu:@=®(u). ~Ist
@ ein Element von &, so ist ¢ entweder Element von &, und dann gilt
dasselbe von «?, oder « gehort nicht zu ®; dann hat « als rationale Funktion
von u betrachtet einen bestimmten Grad >0, und der Grad von o” ist dann
das p-fache dieses Grades (§ 5, 6.). In keinem Falle kann o? =u sein,
das Element u des Korpers @ besitzt also in @ keine p-te Wurzel. — Es
sei nun wieder ® irgendein Korper von der Charaktenstll.i p, y irgend-
ein Element von ®, dann hat man fiir die Funktion :L”f——y entweder in
& selbst oder in einem Erweiterungskorper die Zerlegung

(1.) 'y = (@—IY.

Zerlegt man also 2*’ —y in' & selbst in irreduzible Faktoren, so sind alle
diese Faktoren Potenzen von z—d, und alle miissen denselben Exponenten
haben, weil sonst ein Faktor mit groBerem Exponenten durch den mit
kleinerem teilbar, also nicht irreduzibel ware. Der in ® irreduzible Faktor
hat daher die Form

2) (@O =0,

wo 0<{r<f ist.- Der Fall r=0 tritt dann ein, wenn d, d. h. die p/-te
Wurzel aus y dem Korper ® angehért. Ist aber die p-te (also auch die
p-te) Wurzel aus y in & nicht vorhanden, so ist »>>0, und dann ist
— 0" eine in & irreduzible Funktion mit p">>1 gleichen Nullstellen. Der
Korper & ist also unvollkommen.
Nehmen wir jetzt an, es habe & entweder die Charakteristik 0, oder
‘es habe @ die Charakteristik p, es sei aber zu jedem Element von & die
p-te Wurzel in & selbst enthalten. Ist dann f(x) eine ganze Funktion
n-ten Grades in &, welche mehrfache Nullstellen besitzt, so ist

(H(=), ' (z))

wenigstens vom Grade 1. Ist /() von O verschieden, so ist der Grad
von (f(x), f’(z)) wie der von f’(z) kleiner als m,f(z) ist also reduzibel.
Ist aber f'(z)=0, was nur vorkommen kann, wenn die Charakteristik eine
Primzahl p ist, so ist f(z) ganze Funktion von a°:

f@)=a,+a, 2 +---+a,2’® (vp=n),
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und daraus ‘folgt =~
P o P P | 2
f@)=(Va,+Va, o+ +Va, 2y,

wo nach unserer Voraussetzung die Elemente ]753, ;q_l, 11’/5: dem Koérper
® angehéren; also ist auch in diesem Falle f(z) in & reduzibel. — Damit
sind die Sétze 1. und 2. bewiesen. ‘
Aus den Sédtzen der gewShnlichen Galoisschen Theorie, welche nicht
ausnahmslos in allen Korpern gelten, heben wir zwei hervor, die, wie spiter
gezeigt werden wird, im engsten Zusammenhange miteinander stehen und
als Satz der primitiven Elemente und Satz der Zwischenkorper bezeichnet
werden mogen. Der erste sagt aus, daf jede endliche Erweiterung einfach
ist, der zweite, daf zwischen einem Korper & und einer endlichen Er-
weiterung & desselben tmmer nur endlich viele Korper liegen. Ausnahmslos
giltig ist, wie leicht zu sehen, die Umkehrung des letztgenannten Satzes:
3. Liegen zwischen einem Korper & und seinem Erwesterungskorper g

nur endlwh viele Korper, so ist & in bezug auf & endlich.
Zunschst namlich kann ¢ kein Element « enthalten, das in bezug
auf & transzendent ist; denn andernfalls hitte man unendlich viele Korper

R(z), R(=2), R(2) ..., R("),. ..,

die alle, wie sofort (z. B. aus § 5, 6.) zu ersehen, voneinander verschieden
sind und zwischen ® und & liegen. Nach § 2, 3. gehort jedes Element
von & einem Korper &; zwischen & und & an, der aus & durch Adjunk-
tion eines Systems &; von endlich vielen Elementen hervorgeht. Diese
Korper sind aber der Voraussetzung gemia8 nur in endlicher Zahl vorhanden.’
Bezeichnen wir sie mit &, &,,...8&,, mit &;(2=1,...n) ein endliches System
von Elementen, fiir welches ®(&;)=®; wird, mit & das endliche System;
welches alle Elemente der Systeme &, umfat, so enthédlt &(&) alle Kor-
per ®;, es wird also ®(8)=8. Da ferner die Elemente von & nur in
endlicher Zahl vorhanden und, wie wir sahen, in bezug auf & algebraisch
smd go ist (§ 7,-6.) ﬁ(@) ¢ in bezug auf & endlich.

Der Satz der .primitiven Elemente in der gewdhnlichen Galoisschen
Theorie beruht auf dem fiir alle Korper giltigen Satze:

4. Geht der Korper & aus seinem Teilkorper ® durch Adjunktion
von endlich vielen Elementen ¢, 3, y,... hervor, deren jedes in ® einer Gleichung
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mit nur esnfachen Wurzeln geniigt, so st @ in bezug auf ® esnfach und. kann
aus & auch durch Adjunktion eines Elementes erhalten werden, welches eben-
falls in ® einer Gleichung mit nur einfachen Wurzeln geniigt.

Es ist natiirlich nur nétig, den Beweis fiir den Fall zu fiihren,
daB & aus & zunédchst durch Adjunktion zweier Elemente a, 3 abgeleitet
ist; durch Wiederholung derselben SchluBweise ergibt sich dann dasselbe
Resultat fiir jede beliebige endliche Anzahl. — Wir fiithren den Beweis hier
unter der Voraussetzung, daf3 & unendlich viele Elemente enthdlt; fir den Fall
eines Korpers von endlich vielen Elementen wird sich unten (§ 15, 9.) ein an-
derer Beweis ergeben. — Es seien also jetzt f(z) und ¢(z) ganze Funktionen
aus &, welche fiir =« bzw. z= /3 verschwinden und in einem geeigneten
Erweiterungskérper ¢ in lauter verschiedene Linearfaktoren zerfallen. Die
Zerlegungen seien

f(x)=(x—0y)(T—0y) - (T—e,),
g(z) = (z—3,) (x— )+ (3— ),

wobel e, und 3, fiir @« und 3 gesetzt ist. Unserer Voraussetzung gemaB
" sind die FElemente ¢y, ¢y, ... 0, alle voneinander verschieden, ebenso
1,085, ... . Ist u irgendein Element aus ®, so ist ¢+ ¢ ein Element
aus ®(«,3)=8. Betrachten wir nun die m-.n Elemente ¢, + u(3,. Wenn
zwei derselben o, + /3, und e, + w3, einander gleich sind, ohne dafl zugleich
t=r,k=s ist, so ist B,%[3,, da sonst k=s, o;=0¢,, v=7r folgen wiirde.
Man erhélt also in diesem Falle

(3.) =T

Da nun aber in dieser Form nur eine endliche Anzahl von Elementen dar-
gestellt wird, & aber unendlich viele enthalt, so konnen und wollen wir aus
® ein Element w auswithlen, welches nicht die Form (3.) hat, und halten
dieses im folgenden fest. Nunmehr sei d=4d, ein beliebiges Element
aus R(e,), also eine ganze Funktion yx(e,B3)=y% (al, ) von ¢ und f3
mit Koeffizienten aus ®. Win bezeichnen mit

71’72:“'7"””
d‘ly ()‘2.""01»“
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dJe]emgen Elemente yon QIR Welche aus

‘7 71—-a+uﬂ J= 0 x(2, B)

hervorgehen, wenn fiir «, /3 alle méglichen Kombmatlonen o, /S',, gesetzt
werden, und bilden die Funktion

h(x) = (x_'71) (xf":?’ﬁ)"' (w_ymn)'

Da nach dem vorstehenden die Elemente 71, 25« Ymn sSBmtlich verschieden
sind, so sind ' '

h(z)  h(=) h(z)
x—yl’ -’13—9’2’ T T—Vmn

ganze Funktionen von #, deren erste fiir # =7y, den von O verschiedenen
Wert A’(y,) annimmt (wenn A’(x) die Ableitung von h(x) bezeichnet),
wihrend die andern fiir # =y, verschwinden. Die Funktion k() ist sym-
metrisch in e,,...e, und in 3,,...7,, also Funktion in &; daher ist auch
b’ () Funktion in ®. Endlich ist auch die Funktion

. _ h(a:) h(w) - h(z)
(4) p@)= Lo g,y 2D
symmetrisch in a,...e, und in B3,,...#,, also Funktion in R.. Setzt maﬂ
in (4) =y,=y, so erhilt man ‘ '

— B (). 90(7)

woraus zu ersehen, daB J' dem Korper ®(y) angehﬁrt. Da y dem Korper
® (e, 3) angehért, d ein beliebiges Element von & (e, 3) ist, so folgt

(2 B) = ().

Ferner hat die Gleichung %(z) =0, welcher y im Korper [ genugt lauter
‘einfache Wurzeln;- somit ist 4. bewiesen.

Ist ® ein vollkommener Kérper, so haben die in & irreduziblen
,Gleichungen, welche durch e und /3 befriedigt werden, nur einfache Null-
stellen; die von ¢ und 8 bei Satz 4. gemachten Voraussetzungen treffen
also hier stets zu. Daraus folgt nach §7, 6.:
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5. Jede endliche Erweiterung eines vollkommenen Korpers st evnfach.

Um nun zu zeigen, daB weder der Satz der primitiven Elemente
noch der Satz der Zwischenkorper uneingeschrénkte Giiltigkeit haben, be-
weisen wir gleich hier den folgenden Satz, den wir spéater bei den ein-
gehenderen Untersuchungen iiber diesen Gegenstand brauchen werden:

6. Ist & ewn Korper von der Charakteristik p, & eine Erweiterung
von R, st die p-te Potenz jedes Elementes von' & in R enthalten,  aber
[L:R]>p (sofern & in bezug auf & dberhaupt endlich ist), so ist & keine
. einfache Erweiterung, und es liegen zwischen R und & unendlich viele Kivper.

Beweis: Die erste Behauptung leuchtet unmittelbar ein; denn der
Grad eines primitiven Elementes miiite gleich [2:®]>>p sein, wihrend doch
aus der Voraussetzung folgt, daB jedes Element von & einer Gleichung
vom Grade p in & geniigt. — Was die zweite Behauptung anlangt, so
folgt aus der Voraussetzung zunichst, daB ® ein unvollkommener Korper
ist; denn sonst wiirden die Elemente von &, die ja p-te Wurzeln aus
Elementen von ® sind, sdmtlich zu ® gehéren, es wire also [Q:R]=1.
Daraus folgt weiter, dal ® unendlich viele Elemente enthalt, weil alle
Koérper mit nur endlich vielen Elementen vollkommen sind (s. § 12, 2.).
Es sei nun e irgendein in &, aber nicht in & enthaltenes Element. Dann
ist « Nullstelle der Funktion 2?—eo” des Korpers ®, welche in diesem
Korper irreduzibel ist. ®(e) ist ein Korper zwischen & und € und von g
verschieden, weil [®(e):®]=p ist. Es sei 3 ein zu £ aber nicht zu & ()
gehoriges Element; dann ist auch [®(/5):R]=p, und ®(e) und ®(3) sind
verschieden. Sind nun u,, u,,...,t;,... unendlich viele voneinander und
von 0 verschiedene Elemente aus &, so gehoéren alle Elemente w,=a+ u,f3
dem Korper &, aber keines dem Korper & an. Denn gehorte w, zu ®, so
gehorte ¢=w,—u, 3 zu §(3), was nicht der Fall sein kann, weil ¢ und f3
in bezug auf & von gleichem Grade und ®(«) und ®(B) verschieden sind.
Die Kérper & (w,) liegen alle zwischen ® und €, sind in bezug auf vom
Grade p und samtlich voneinander verschieden. Denn aus & (w,)= &(w,)
wiirde folgen, daf}

— MW — Uy and ﬂ _ W — wy
M — Mx HE— Mg

dem Korper & (w,)= ®(w,;) angehdrten, also in bezug auf & primitive Elemente
Journal fiir Mathematik., Bd. 137. Heft 3. 30
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dieses Korpers wiren. - Dann. aber wire ®{o)= & (w;)= (), -wihrend
doch ®(«) und R(3) bereits als verschieden .nachgewiesen wurden. Es
liegen also unendlich' viele’ Korper f( wk) ‘zwischen @ und & Damit ist
6. vollstindig bewiesen. ‘

Es 1iBt sich nun leicht nachwelsen dal die Voraussetzungen des
Satzes 6. durch endliche Erweiterungen realisierbar sind. Zu diesem Zweck
adjungieren wir einem beliebigen Korper 3 von der Charakteristik p zwei
transzendente Elemente ¢, v und betrachten neben dem Korper £ =M (¢, u)
noch die Korper & =M (&, w"), &' =M, »’). Dann kommt weder ¢ in &
noch % in & vor, und es wird daher die Funktion 2 —# in &, die Funktion
2 —u? in { irreduzibel, woraus

[:0] = [®: 8]-[2:07] = [¢: 8] [w: '] = p?

folgt. Ist andererseits v irgendein Element aus £=9(¢, u) und stellen wir
dasselbe in der Form v = 5 ' dar, wo v; und v, dem Integritétsbereich M, u]

angehoren, so stellen sich v, und o, als Summen von Gliedern von der
Form ¢t™u" dar, wo ¢ Element von It ist. Dann werden aber 44,5 Summen
,aus Gliedern von der Form c?¢"?u™ (§ 10, (4’ ). gehoren also dem

Integritatsbereich M [¢*, w?] an. Daher ist "= Element des Korpers

® =M, u?) und somit die Erweiterung £ des Korpers &, obgleich endlich,
doch nicht einfach, und es liegen unendlich viele Kérper zwischen & und g.

§ 12.

Unvollkommene Korper: Kleinster enthaltender und griofiter enthaltener
. vollkommener Korper. — Wurzelkorper.
Ist & ein Kérper von der Charakteristik p und sind @ und b Elemente
von &, so gelten die Gleichungen
1”4+ = (a+b), a?—b=(a—D),
1.
) a - =(a-bP, a®:b=(a:b)y.

Aus diesen Gleichungen lesen wir folgendes Resultat ab:
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- Die p-ten Potenzen aller Elemente eines Korpers: ® von .der
C’hwraktemstzk p. Wilden einen Korper R?. Ist der .Korper. & vollkommen, so
ist ®% mit R identesch, sonst nur ewm Teild wvon & (§ 11, 2.). Man erhdlt
eine tsomorphe Beziehung zwischen & wund K2, indem man  jedem Element
von { seine p-te Potenz zuordnet. . :

Da die isomorphe Beziehung-zwischen § und &” eine ein-eindeutige
1st so mull, wenn & nur endlich viele Elemente besitzt, §”=® sein. Also:

2. Jeder Korper, der nur endlich wviele Elemente besitzt, ist voll-
kommen. " \

Wir bilden, von einem Kérper & mit der Charakteristik p ausgehend,
die unendliche Korperfolge

f=8", 82, &*°,... 8", ...,

|
in welcher allgemein €” den Korper bezeichnet, welcher aus den p-ten

Potenzen der Elemente von £ also den p'-ten Potenzen der Elemente
von & besteht. Alle diese Korper sind isomorph, daher entweder alle vollkom-
men oder alle unvollkommen; im ersten Fall ist ® = &7 =®?°=..., im zweiten,
hier allein interessierenden, ist jeder folgende Korper nur ein Teil des vorher-
gehenden. Wir konnen diese Folge auch nach der entgegengesetzten Richtung
fortsetzen. Dann haben wir zunéchst den Korper & zu einem solchen Kérper
7" zu erweitern, daB & aus den p-ten Potenzen aller Elemente von &7
besteht. Hierzu bemerken wir zunichst, daB jedes Element von & in der

p_ P
Form Va geschrieben werden kann, wo ¢ Element von & ist. Sind nun Va und

p_
Vb irgend zwei Elemente von &, so gilt, wie aus (1.) sofort zu ersehen:

P_. _
1) Va ist dann und nur dann gleich Vb, wenn a=» ist,
»_  p_ P |
2) Va+Vb=Va+b,
p_ p_  P____
3) Ya-Vb=Va-b.
Wir bilden jetzt ein System ﬁ”—l, indem wir zu ® noch alle Symbole von
» ‘

der Form Va hinzunehmen, in denen a ein zu &, nicht aber zu % gehoriges
Element bezeichnet, ohne jedoch zunichst einem solchen Symbol die Be-
‘ 30*
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deutung einer p-ten Wurzel aus a beizulegen. Wir setzen ferner fest, da@
auch, wenn die Elemente a,b von & nicht zu ®* gehoren, oder .wenn
eines dieser Elemente nicht zu &7 gehért, fiir Gleichheit, Summe, Produkt
die unter 1), 2), 3) gemachten Angaben gelten sollen. Dadurch haben wir
§7" zu einem System mit doppelter Komposition gemacht. Aus 1), 2), 3)

folgt aber weiter, daBl wir eine isomorphe Beziehung zw1schen & und &7

erhalten, wenn wir jedem Element a von & das Element Va von & zu-

ordnen; mithin ist £ wie ® ein Kérper. Wenden wir jetzt die in jedem
Korper geltenden Rechnungsregeln an, so erhalten wir unter Bezugnahme
auf 3): '

P_ p
(Val=Ve.
p_
Da nun aber das Element a” zu & gehort, so hat Va? bereits die Bedeu-

P__
tung einer p-ten Wurzel aus a?, und es ist also Va?=a, daher
P_
(Vay=a,

womit die Bedeutung von 175 als einer p-ten Wurzel aus « allgemein
nachgewiesen ist und zugleich, daBl & aus den p-ten Potenzen der Ele-
mente von &7 © besteht. Wenden wir den Schritt, der uns von & zu g7
fiihrte, wiederholt an, so erhalten wir eine Korperfolge &7, &
es ist somit §*" fiir jedes ganzzahlige n definiert.

. 3. Die samtlichen Elemente, welche in den zu exnem Korper R von der
Charakteristik p gehorigen Korpern R auftreten, bilden einen Korper G, ebenso
haben die Korper 8% als Durchschnitt einen Korper ®. Beide Korper ©
und D sind vollkommen, und zwar stellt © den grofiten in & enthaltenen
vollkommenen Korper dar, wdhrend sich € als ein kleinster vollkommener
Erweiterungskorper von R erweist.

, ..., und

Da nimlich von je zweien der Kérper §" (n=0) stets einer in
dem andern enthalten ist, so- ergibt die Gesamtheit aller in diesen Kérpern
auftretenden Elemente einen Kérper (§ 2, 2.). Ist o ein Element dieses
Korpers ¢ und kommt a efwa in §" vor, so gibt es in " und mithin
in € eine p-te Wurzel aus a.  Der Kérper € ist also vollkommen. Wenn
wir ihn als #leinsten vollkommenen Erweiterungskérper von & bezeichnen,
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so soll dies heiBen, daB kein von G verschiedener Korper zwischen £ und €
vollkommen ist. Ist ndmlich ¢ ein Kérper zwischen § und €, a ein
nicht in ¢  enthaltenes Element von €, n die kleinste natiirliche Zahl
derart, daB o in §* " vorkommt, so ist a*" ‘Element von {, also auch
von ©’. Ist nun " unter den Elementen o?, a*’, a*’,... das erste in ¢’
enthaltene, so besitzt a*” in ¢’ keine p-te Wurzel, der Korper ¢’ ist also
unvollkommen. — Ist ferner ¢ ein Element des Durchschnittskorpers D, n

eine beliebige ganze Zahl, so kommt & in £2"*’, daher 175 in 8", d. h.
in jedem Korper der Folge &" und mithin in ® vor. Der Kérper ® ist
also vollkommen. Ist endlich ®" irgendein vollkommener in & enthaltener
Kérper, a ein beliebiges Element von ®’, n eine beliebig groBle natiirliche
Zahl, so besitzt @ in D’ eine p"-te Wurzel b. Dann gehért b zu &, “und
mithin a=?" zu £ d. h. zu allen Kérpern unserer Folge, also zu ®.
®" ist also in D enthalten und ® der grofite in & enthaltene voll-
kommene Kéorper. ‘

Es sei & ein beliebiger Korper von der Charakteristik p, a ‘ein
Element von &. Dasselbe bestimmt eine Folge von Elementen

2
a,a’, at,...,

in der jedes Element p-te Wurzel des folgenden ist. Diese Folge konnen wir,
wenn in & eine p-te Wurzel aus a existiert, ohne Erweiterung des Kﬁipers
nach der entgegengesetzten Richtung fortsetzen. Entwedei' existiert fiir
jede noch so groBe natiirliche Zahl n eine p"-te Wurzel aus a, die wir
mit @ bezeichnen, oder es gibt eine gréBte Zahl n derart, daB a* "
noch existiert, aber keine p-te Wurzel mehr besitzt. Im ersten Fall er-
halten wir eine nach zwei Richtungen. hin sich ins Unendliche erstreckende
Elementenfolge, im zweiten hat dieselbe ein Anfangselement. Die voll-
kommenen Kérper sind dadurch charakterisiert, daf sie nur Folgen der
ersten Art besitzen. Die Elemente einer ‘Folge ¢*" sind entweder alle
voneinander verschieden, oder sie wiederholen sich periodisch, in welchem
Falle die Folge natiirlich von der ersten Art ist. Es gilt hier der ein-
fache Satz: \ | '

4. Die durch ein Eleme'nt a eines Korpers & von der Charakteristik p
bestimmie Elementenfolge a®” st dann und nur’ dann periodisch, wenn das
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Element .o - absolut -algebraisch - ist. - Die Anzahl der Elemente der Periode
st gleich dem absolutén Grade (= Grad in bezug auf den Primkérper) von a,
und dve Elemente der Periode sind die simtlichen Wurzeln einer und der-
selben irreduziblen Gleichung vm Primkorper §,.

Ist namlich die zu o gehorige Elementenfolge penodlsch und besteht
sie aus - verschiedenen Elementen, so ist jedes Element seiner p"- -ten
Potenz gleich, also Lésung der Gleichung #*"—z=0, deren Koeffizienten
dem in & enthaltenen Primkérper %, angehoren, mithin absolut algebraisch.
Ist umgekehrt a ein absolut algebraisches Element von & und

(2.) - i ‘ (a:)=ap —1;—alz”‘“‘1+---+a-m=0
die irreduzible Gleichung des Frimkdorpers, welche durch a befnedlgt erd

so 1st

a™+a,a" 4o +a,=0.

Erhebt man diese Gleichung zur p-ten Potenz, und bedenkt man, daB
jedes Element des Primkorpers seiner p-ten Potenz gleich ist, so erhilt man

a’™ +a, 0™ 4 ... 4q,=0,

d. h. die Gleichung (2.) wird auch durch a” befriedigt. In gleicher Weise
erkennt man, daB die Elemente a?’,a?’,... Liosungen der Gleichung (2.)
sein miissen, daf es also hochstens m verschiedene unter ihnen gibt. Nehmen
wir an, daB es n verschiedene gibt, also a,a?, a?’,...a*" " verschieden sind,
wihrend o”"=0a wird, so ist ¢(z) durch

(3.) (x—a)(z—a?)--+(z—a?" ) =a"+ b, &+ + b= (x)

teilbar. Erhebt man zur p-ten Potenz und ersetzt man darauf 2? durch
z (was statthaft, weil a? in bezug auf ® transzendent ist), so erleiden die
Faktoren der linken Seite von (3.) nur eine zyklische Permutation. Man
erhilt daher

Y(@) =" +Ba " 4o B

und somit ¥ =b,,...b2=>b, Nun wird aber die Gleichung z’=2x durch
die p . Elemente des Primkérpers befriedigt, und da sie nicht mehr als
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p Losungen haben: kann, so folgt; daB. die Koeffizienten von (). dem
Primkorper angehoren. Da- aber ¢(x) durch y(x) teilbar. .und im Prim«
korper irreduzibel ist, so mufB go(a;) =1y(z) sein. A Damit ist Satz 4. voll-
stindig bewiesen. PR ‘ : : : :

, Ist der Korper & absolut algebralsch 80 gehort 3edes Element von
& einer perlodlschen Folge an, besitat also eine p-te Wurzel. Wir erhalten
so den folgenden Satz, von welchem 2. ein spezieller Fall Jst ‘

. 5. Jeder absolut algebraische Korper ést vollkommen.

 Wurzelelemente und Wurzelkorper. — Ist & ein Korper von der Charak-
teristik p, & eine Erweiterung von &, so soll ein Element a von & Wurzel-
élement in bezug auf § heiBen, wenn fiir hinlinglich groBes n o zu & gehort.
Alsdann bezeichnen wir die kleinste Zahl #>>0, fiir welche a” Element
von & wird, als den Exzponenten von a in bezug euf R, Ist derselbe
gleich f, so ist, wie leicht zu sehen (s. S. 219), a¥ —a?’ =0 die irreduzible
Gleichung in &, welche durch @ befriedigt wird. Den Korper € nennen
wir Wurzelkorper in bezug auf &, wenn alle seine Elemente Wurzelelemente
sind. Zu den Wurzelelementen gehoren alle Elemente von & selbst, sie
sind-durch den Exponenten 0 charakterisiert. Sind o und b Wurzelele-
mente und iibertreffen ihre Exponenten die natiirliche Zahl f nicht, so sind
o, b*' Elemente von &, und dasselbe gilt daher fiir (a ib)”’:a”’_—tb”’ wie

/
fiir (a-b)”/ und (%)p. Die Elemente a+b, a-b, —Z— sind daher auch Wurzel-

elemente, und ihre Exponentén- sind <{f. Daher bilden diejenigeﬁ in &
enthaltenen Wurzelelemente, deren Exponent die Zahl f nicht iiberschreitet,
einen Korper zwischen & und £, und dasselbe gilt, wie hieraus sofort folgt,
fir die Gesamtheit aller in & enthaltenen Wurzelelemente. Weiter efgibt
sich, da eine Erweiterung &, die durch Adjunktion eines (endlichen oder
unendlichen) Systems & von Wurzelelementen entsteht, einen Wurzelkdrper
darstellt. Denn der von den Wurzelelementen gebildete: Korper ist, da
er & und das System & enthdlt, mit dem Korper ®(©)=¢ identisch. —
Aus den gegebenen Definitionen folgt ferner sofort, daB wenn der Kérper &
zwischen § und M liegt und £ in bezug auf ®, M in bezug auf & Wurzel-
korper ist, M auch in bezug auf & einen Wurzelkérper darstellt. — Nehmen
wir jetzt an, es sei der Erweiterungskorper £ selbst oder allgemeiner
irgendein Korper & zwischen & und £ vollkommen, und bezeichnen wir
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mit € den Korper ‘aller in £ enthaltenen Wurzelelemente (in bezug auf
#). Ist dann o ein Element von €, f sein’ Exponent, so gehort a?' zu ®,
also auch zu . Es muB aber schon @ selbst zu T gehoren; denn bezeichneten
wir andernfalls mit »n die kleinste Zahl, fiir welche o*" zu T gehort, so wiirde
a®" innerhalb € keine p-te Wurzel haben, wahrend doch ¥ ein voll-
kommener Korper sein sollte. Es gehért also ¢ zu &, und somit ist der
Korper € in % enthalten. Andererseits ist € selbst ein vollkommener
Korper. Denn wenn ¢ wieder ein Element von € und f seinen Exponenten
bezeichnet, so besitzt a als Element von ¥ innerhalb dieses vollkommenen

. p__ :
Korpers eine p-te Wurzel Va=b, und es wird »”'*'=a* Element von .

Das Element 175 ist also Wurzelement, gehort mithin zu €. Somit enthilt
jeder Erweiterungskorper & von &, wenn er vollkommen ist, einen kleinsten
derartigen Korper, und dieser wird von allen in & enthaltenen Wurzel-
elementen gebildet. — Es sei nun € ein kleinster vollkommener Erweite-
rungskorper von ® (also ein Wurzelkorper), und es bezeichne &; (f=0)
den Korper derjenigen Elemente von €, deren Exponent<Tf ist. Dann

p—
ist R,=8. Ist ¢ Element von &, so kann der Exponent von Va nicht

>f+1 sein, d. h. {}E gehort zu ®,,,; gehort ];Zi zu ®,,,, so kann man
umgekehrt schlieBen, daB o Element von & ist. Es wird also &7 ,=&,.
Bezeichnet & einen Kérper von demselben Typus wie ®, 7, eine isomorphe
Beziehung zwischen £ und ®, € einen kleinsten vollkommenen Erweite-
rungskorper von ®, ®, den Korper derjenigen Elemente von €, deren
Exponent in bezug auf ® <Cf ist, so haben wir einerseits zwischen ,
und ®=§,, andererseits zwischen ®, und &, eine isomorphe Beziehung,
wenn wir jedem Element von ®, bzw. &, seine p-te Potenz zuordnen.
Aus diesen beiden Isomorphismen ergibt sich in Verbindung mit n, eine
isomorphe Beziehung =z, zwischen &, und ®,, welche n, umfaBt. In
‘gleicher Weise gelangen wir zu einer n, umfassenden Beziehung n, zwischen
®, und &, u.s. f. Durch die Gesamtheit dieser Isomorphismen m,, 7, 7, ...
wird ein Isomorphismus zwischen € und [ hergestellt. Hier konnen wir
wieder § mit ® zusammenfallen lassen und voraussétzen, daB durch n,
jedes Element von & auf sich selbst bezogen wird. ‘Dann ergibt sich:
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e v 80 Jeder unvollkominene Korper UGft. sich vm: wesentlichen - nur: auf
gine . Wezse zu  einem. moglichst. - kleinen :vollhommenen - Korper -erulesternf
unhd es wml 80’ 7edem unvollkommenen Typus ein . bestymmier. vollkmnmmer
zugeordnet O T L S TR :

. § 13 ’ Sy
"~ Unvollkommene Korper. Algabralsche Erweiterungen erster Art.:

Es sei 'R ein beheblger ‘Kérper. "Bine irreduzible Funktion in R
heie won der.ersten Art, wenn sie nur einfache Nullstellen besitzt. Ein
in bezug auf & algebraisches Element y heiBle von der ersten Art, wenn
die in & irreduzible Funktion, welche die Nullstelle 3 hat, 'von der ersten
Art ist. Eine algebraische Erweiterung heiBe von dot ersten Art, wenn
alle Elemente des Erweiterungskorpers ‘von der ersten Art sind.

Bei vollkommenen Kérpern, msbesondere ‘also allen Korpern von
der Charakteristik 0, gibt es nur Funktionen, algebraische Elemente und
algebraische Erweiterungen erster Art. :

Es habe der Korper & die Charakterlstlk p, und. es sel g(x) eine
irreduzible Funktion in ®. Wir konnen dann eine ganzé mnicht neoatlve
Zahl f so bestimmen, daBl ¢(z) ganze rationale Funktion von m”’ , aber

nicht mehr von 2#*' ist. g¢(@) hat dann die Form.

g(@)=a" + 0,2+ 4 g,

und es kommt wenigstens ein Glied, dessen Exponent  nicht ‘durch Pt
teilbar ist, wirklich vor. Wir bezeichnen die Zahl » als den redwzierten
Grad, f (in Vera.llge_meinerung einer im vorigen Paragraphen eingefiihrten
Bezeichnung) als den Ezponenten der irreduziblen Funktion g(z) und iiber-
" tragen diese Bezeichnung auch auf die Nullstellen de;' Funktion *).

Zwei spezielle Fille sind besonders bemerkenswert. - Hat namlich
erstens der reduzierte Grad seinen kleinsten Wert 1, so nimmt g (:v) die
Form #*’—a an und hat lauter gleiche Nullstellen ; die algebraischen Ele-

*) Die Bezeichnung ,reduzierter Grad“ reohtfertlgt ‘sich dadurch, daB wie
mittels der foléenden Sitze leicht gezeigt werden kann, der reduzierte Grad eines
Elementes in bezug anf ® gleich dem Grade ist, welchen das Element m bezug anf
den kleinsten & enthaltenden vollkommenen Korper hat. e
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mente vom reduzierten Grade 1 sind also die im vorigen Paragraphen
betrachteten Wurzelelemente. Hat zweitens der Exponent f seinen kleinsten
Wert 0, so ist g(«) nicht mehr ganze rationale Funktion von 2?, die
Ableitung g¢’(%) verschwindet nicht, kann also mit ¢(z) keinen gemein-
samen Faktor haben, somit hat die Funktion g¢(z) lauter einfache Null-
stellen, sie ist von erster Art. Dagegen ist im Falle {=0 g(x) die p-te
Potenz. einer andern ganzen Funktion, hat also nur mehrfache Nullstellen.
Mit dem Falle /=0 werden wir uns in diesem Paragraphen vorzugsweise
beschaftigen.

Wir beweisen nun eine Reihe von Satzen, die sich auf einen
Korper & von der Charakteristik p beziehen; ein Teil dieser Satze ist
nur dann von Bedeutung, wenn & unvollkommen ist.

1. Ist y in bezug auf & algebraisches Element vom Exponenten f, f >0,
so ist y* in bezug auf ® vom Exponenten f—1, und es st [R(y):R(y?)]=p.

Denn wenn y Nullstelle der irreduziblen Funktion

(1) g(x)=2""+a, 2"+ ... +q,
ist, so ist 7 Nullstelle von | '
h(@)=a"""+ a, 2" o 4,
h(z) ist in ® irreduzibel, weil aus A(z)=¢(z)-y(z) folgen wiirde
9(@)=h(@)=9(@)-p(@),

wahrend doch g(z) irreduzibel ist. Somit ist f—1 der Exponent von 7,
und da [y:R]=n-¢/, [y*:R]=np™" ist, so folgt [R(y):R()")]=0p.

2. Ist
(2.) ¢(z)=a"+a,2" " +---+a,
ewne rreduzible Funktion ergter Art in R, so ist auch
- (3.) w(é;)=a;”+a’;m"“l+...+aﬁ
(aZlgemeiner o+ a? e +a?') drreduzibel und von erster Art.

Beweis: Bezeichnet h(z) einen zu R gehfirigen Faktor von w(x),
dessen Grad groBer als 0 ist, so ist h(a?) Faktor von y(a?)= (¢ (z))?,
also, weil ¢(z) irreduzibel ist, eine Potenz von ¢(xz). = Wir erhalten so:
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(4.) h(z?)=(g(2)) (0<<r<p).

Nun hat aber der Voraussetzung gemiB ¢(z) nur einfache, (¢(x))" also
nur 7-fache Nullstellen; und da %(a?) die p-te Potenz einer ganzen Funktion
(eines Erweiterungskorpers) ist, also jede Nullstelle wenigstens p-fach hat,
so folgt aus (4.), daB r=p,

h(a?) = (g(x))P =y ("),
somit
h2)=w(a)
ist. w(z) ist also irreduzibel. Da ¢(x) wenigstens eine Potenz von z,
deren Exponent durch p nicht teilbar ist, wirklich enthélt, so folgt aus

(2.), (3.) dasselbe fiir 1/1(:1;) ‘“Wy(z) ist also von der ersten Art.
3. Ist

(2.) p@)=2"+a, " '+ +a,

eine irreduzible Funktion erster Art in R, L ein Erweiterungskorper von K,

welcher die p-ten Wurzeln aus den Koeffizienten von ¢(x) und ewne Null-

stelle y von o (x) enthdlt, so enthdlt & auch die p-te Wurzel aus y.
Beweis: @ enthilt der Voraussetzung nach die beiden Funktionen

»__ P ?_
2(@) =2+ Vayav it oot Va,, P—y=(a—V7 P,
also auch ihren groften gemeinsamen Teiler ¢(z). Da y Nullstelle von ¢(x)

ist. so ist V;/ Nullstelle von ¢ (a?)=(x(%))”, also Nullstelle von x(z), und
zwar einfache Nullstelle, weil d1e Nullstellen von x(x) die p-ten Wurzeln
der Nullsteﬂqn von ¢(x), also wie diese voneinander verschieden sind.

»_
Da Vy d1e e1nz1ge Nullstelle von #”— y ist, so folgt t( )=z—Vy, und

somit ist V;/ Element von £.

4. Jede algebraische Erweiterung eines vollkommenen Korpers ist ein
vollkommener Korper.

Beweis: Es sei & ein vollkommener Kérper von der Charakteristik
p — denn fiir die Charakteristik 0 versteht sich der Satz von selbst —,
¢ eine algebraische Erweiterung von ®, y ein Element aus &, ¢(z) die
irreduzible Funktion aus ® mit der Nullstelle y. Da ® vollkommen ist,

3
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ist ¢ (x) von der ersten Art, und aus demselben Grunde enthilt &t(y), wie
schon ®, dle p-ten Wurzeln aus den Koeifizienten von ¢ (z), aulerdem

abér - auch y, mithih nach 3. auch 17 Da $(y) Teilkérper von & 1st,
80 ist also die p-te Wurzel jedes Elementes y von & in 8 enthalten mit-
hin & ein vollkommener Koérper. — Die Voraussetzung des Satzes 4. ist
erfiillt, wenn ® Primkorper, € also ein absolut algebraischer Korper ist,
womit wieder der Satz § 12, 5. bewiesen ist. '

5. Ist y in bezug auf & algebmwck und von der ersten Art, so ust
&(") *@(7)

- Denn wenn y Nullstelle der 1rreduz1blen Funktion ¢ (z)=a"+ a,2"
+.eta, in ® ist, so ist »? Nullstelle der Funktion vy (z)=2z"+af2" !
+.-+.+a?, welche nach 2. ebenfalls irreduzibel ist. Es ist also n=[y:8]
=[y?:8], woraus das Behauptete folgt. — Dall umgekehrt aus & (y?)
= & () geschlossen werden kann, daB y von der ersten Art ist, besagt be-
reits Satz 1.

6. Ist das Element y wn bezug auf & algebraisch und von der ersten
Art, so ist R(y) eine algebraische Erwesterung erster Art.

—1

Beweis: Es sei e ein beliebiges Element von & (y); setzen wir dann

[ [®(a): R]=mi, [R(7): % (@)]=m,,

5.
(%) | [R(e): 8=, [8():0(7)]=n,,
so wird

(6.) My My =Ny My = [R(y) : &],
und weil & (o) Teilkérper von f(e) ist, '

(7') mlznl, mzénw
Ist nun x(#)=a™+b,a™ "'+ ... +b,, die irreduzible Funktion des Korpers
 (a), welche y zur Nullstelle hat, so ist y? Nullstelle von o™+ by 2™ +-.. + b?, ,
und die Koeffizienten dieser Funktion gehoren, wie leicht zu sehen, dem
Kérper ®(cf) an. Mithin ist |

ny=[R(y): R (e?)]=[& (*): R (eF) ] < Mo,

also 'Wégen (7.), (8.) m,=h2, m,;=mn,. Die Elemente ¢ und ¢? sind also
in bezug auf ® von demselben Grade. - Daher ist ®(o?)=8(e), also «
ein Element erster Art, w. z. b. w. ' »
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7. Jede endliche . Erwesterung erster - Art ist’ einfach.

, Denn wenn & eine endhche Erweiterung erster Art von & ist, so kénnen
wir 8=8(8) ‘setzen, wo © nur endlich viele Elemente enthilt (§7, 6.), und
da diese alle von der ersten Art sind, so ist € nach § 11, 4. in bezug
auf ® einfach. ‘ _ V

8. Ein Korper R(©), welcher aus & durch Adjunktion eines Systems
& won alg Jebmzscken Elementen erster Art hervorgeht, zst eine Erwezterung
erster Art.

Ist nimlich & ein endliches System, so folgt dies aus § 11, 4. und
Satz 6. dieses Paragraphen; ist aber © unendlich, so folgt dasselbe unter
Hinzunahme von §2, 3.

9. Liegt der Korper & zwischen R und M und st & wn bezug wu,f
®, M on bezug auf & von der ersten Art, so ist M wn bezug auf R wvon
der ersten Art. &

. Beweis: Es sei d ein beliebiges Element von 9%. Nach § 7, 9. ist
d in bezug auf & algebraisch. Um 9. zu beweisen, haben wir nur zu zeigen,
daB 0 von der ersten Art, also vom Exponenten 0 in bezug auf f ist.
Bezeichnen wir den in Rede stehenden Exponenten zunichst mit f, so ist
nach 1. 0” in bezug auf & vom Exponenten 0. In bezug auf & ist & der
Voraussetzung nach erster Art, woraus nach 5. £(d)=g(d?)=g(d*")=-..,
also 2(0)= (") folgt. Den Korper £(0¥) erhilt man aus ®, indem man
alle Elemente von £ sowie d? adjungiert. Da diese Elemente aber simt-
lich in bezug auf ® von erster -Art sind, so gilt dasselbe nach Satz 8.
fir alle Elemente des Korpers 2 (07 = g8(J), also auch fiir J, w. z. b. w.

Es sei & ein beliebiger Korper, & eine endliche Erweiterung erster
Art von & Dann ist die Erweiterung einfach und irgendein primitives
Element o von & Nullstelle einer in & irreduziblen Funktion ¢ (z) von
der ersten Art. Es kann sein, da ¢(z) schon in & vollstindig zerfallt;
dann setzen wir $=%0. Andernfalls bezeichnen wir mit % eine Erweiterung
von &, welche gerade hinreicht, um ¢(x) vollstindig zu zerlegen. Dann
geht % aus £, und da 2= ®(e«), auch aus & allein durch Adjunktion von
- Nullstellen der Funktion ¢(z) hervor, ist also eine endliche Erweiterung
erster Art von ® und iiberdies in bezug auf § normal (§8, 6.). Ist daher
7, ein primitives Element von % (in bezug auf f), g(«x) die irreduzible
Funktion aus & mit der Nullstelle j,, so hat man in % eine Zerlegung -
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g (@)= (z—171) (8—Fa) ** + (Z—7n)-
Dabei sind' die Elemente 7, j,,...7, voneinander verschieden, und es wird
R=R()=R(jo)=++=R(a); [R:R]=n.

Da 19i, 92,-.. 7, Nullstellen derselben irreduziblen Funktion aus & sind, so
erhilt man eine isomorphe Beziehung m; (k=1,...n) von % in bezug auf
sich selbst, bei welcher jedes Element von ® ungeindert bleibt, wenn
man in jedem Element von %, das man sich in der Form

(8.) ‘ Co+ 0y j1+ ety 1'1'_1

mit Koeffizienten aus & geschrieben denkt, 7, durch j, ersetzt (§ 6). Das
System dieser n Isomorphismen (die Galoissche Gruppe) sei mit & be-
zeichnet. Es sei nun 9% irgend ein Korper zwischen & und R, [I: R]=m,
B=1(j,) ein primitives Element von I, in der Form (8.) dargestellt,
h(z) die irreduzible Funktion aus § mit der Nullstelle 3. Da die Iso-
morphismen 7, das Element 0 ungeéindert lassen und S=1wy(j,) in y(J)
iiberfithren, so folgt aus 0=~h(B)=h(y (7)), daB auch h(yw(5))=
wird. Die Funktion ’

@)= (@— ()@= (7)) -+ (2= (ja))

gehort zum Korper ®, da ihre Koeffizienten in den Nullstellen g, von g(z)
symmetrisch sind, und ihre Nullstellen sind nach dem vorangehenden séimt-
lich Nullstellen der irreduziblen Funktion A (z). Daher kann f(z) in & keinen
irreduziblen Faktor auBer %(z) haben, und es wird im Hinblick auf die
Grade yon f(x) und A(w)

n

f(@)=h(z)™.

Mithin sind unter den Elementen w(j;) genau % gleich B=wy(j;), es gibt

also unter den Isomorphismen 7, genau %, welche das Element # und
somit jedes Element von 8 (/) = ungeéndert lassen. Es sei § das System
dieser — Isomorphlsmen — Ist M ein zweiter Korper zwischen ® und %,

80 gehort zu M’ ein System §’, bestehend aus allen denj enigen Isomorphismen



Steinitz; algebrassche Theorie der Kirper. 237

m,, welche alle Elemente von 9%’ ungeéindert lassen. Nehmen wir an, es
sel § mit $ identisch. Ist dann J ein Element von I/, so lassen die zu
© gehorigen Isomorphismen alle Elemente von Mt sowie d, also auch alle
Elemente des Korpers M(J) ungeindert. Wird

[ () : M] = pe

gesetzt, so wird [M(J):R]=m-.u. Nach dem vorangehenden ist daher
die Anzahl der Isomorphismen s, welche alle Elemente von M(J)

ungesdndert lassen, gleich ——, und da zu ihnen alle — Isomorphismen aus
m-p m

9 gehoren, so muBl u=1, M(J)=M, also & Element von M sein. Da
d ein beliebiges Element von I’ bezeichnete, so ist hiernach M Teil von
M und, da in gleicher Weise das Umgekehrte bewiesen werden kann,
M=9". Da sonach zu verschiedenen Korpern M zwischen £ und % ver-
schiedene Teilsysteme $. des Systems ® gehéren, die Zahl der Teilsysteme
von @& aber endlich ist, so liegen zwischen & und %, also auch zwischen
® und € nur endlich viele Koérper. D. h. .

10. Zwischen einem Korper & und einer endlichen Erweiterung ¢
erster Art liegen nur endlich viele Korper.

Da ferner bei vollkommenen Kérpern alle algebraischen Erweiterungen
von der ersten Art sind, so ergibt sich:

11. Zwischen einem vollkommenen Korper und einer endlichen Er-
weiterung desselben liegen nur endlich viele Korper.

§14.

Unvollkommene Korper: Beliebige algebraische Erweiterungen, Satz der
primitiven Elemente und Satz der Zwischenkorper.

Die in der Uberschrift bezeichneten Satze gelten zufolge § 11, 5.
und § 13, 11. fiir jeden vollkommenen Kérper. Ks gibt aber gewisse un-
vollkommene Korper, in welchen diese Satze auch noch bestehen. Zur
niheren Untersuchung der hiermit zusammenhingenden Fragen miissen wir,
nachdem wir in §12 und § 13 zwei spezielle Arten algebraischer Erweite-
rungen, némlich die Wurzelkérper und die Erweiterungen erster Art unter-
sucht haben, jetzt beliebige algebraische Erweiterungen betrachten. Zuniichst
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zeigh s sich;. daBjede: solche ErWeltemn,g swh in; bestlmmter We1se aus
awei! spezlellen rzZysammensetat: L LS T - Pon
Wy T 1 dst 8% algebraisehe: Erwmemng des unvollkommenm Korpers S’t\
so0 gzbt es zwischen ® und & ginen bestvmmten Korper 8, von:der Beschaffen-
heit, daf} R, wn bezug auf & von der ersten Art, & in bezug auf 8, Wurzel-
korper ist. Q, besteht aus allen Elémenten von &, welche in bezug auf £
von erster Art sind. ‘ A : o .
e Beyelchnet namhch 2, da.s System aller Elemente erster Art aus
2, so enthalt der Korper ®(L,) nach § 13, 8. nur Elemente erster Art, ist
also’ 'mit 30 identisch, und &, ist somit ein Korper - ‘zwischen ' und £.
Ist ferner J' irgendein Element aus &, f sein Exponent in bezug auf &,
80 ‘ist 0? von erster Art,: also Element von &,, mithin & Wurzelelement
von £, Dieser Korper &, ist der einzige, welcher- die unter 1. geforderten
Eigenschaften besitzt. Denn besitzt 2§ diese Eigenschaften, und ist das
J:Eleme‘nt' J von ¢ in bezug auf & von erster Art, so ist J auch inbezug
auf ' von erster Art, und da-J zugleich Wurzelelement von £ sein soll,
so muB J selbst dem Korper & angehoren. £ muf daher alle Elemente
erster Art umfassen, also mit g, identisch' sein. o
2. Ist & algebraische Erweiterung des wunvollkommenen Korpers R,

f eine 'g'anzé Zakl =>0, so st das System &, derjenigen Elemente von g,
deren Exponent <_f ist, ein Korper (zwischen & ynd )

h “Dies - ist zunichst fiir €, nach Satz 1. der Fall. - Sodann ist die
Forderung, da der Exponent eines Elementes @ von & <(f sein soll,
gleichwertig mit der Forderung, daB a” den Exponenten 0 haben, also
Element von &, sein soll. Sind daher ¢ und b Elemente aus £, so sind
o und b” mithin auch Summe, Differem Produkt und Quotient von
@' und b"' Elemente von g Dlese Verblndungen sind" aber “die p’ ten

Potenzen von a- +b a— b a- b ' Da.her gehoren dlese v1er Elemente

'Wleder dem System % an “und dleses ist ein Korper ‘

3. Adyungwrt man emem unvollkommenen K orper ® ein System &
algebrmscher Elemente, deren Ewponenten die Zahl | 'wicht uberschreq,tefn,
80 s'md die Ewponemen aller Elemente von f(©) <t
' Denn bezeichnet €' das System aller Elemente von ﬁ(@), “deren
'Exponenten < f simd, so ist & na,ch 2. "ein Korper, und da in*@&"- alle
Elemente von & und & vorkommen, so wird @&'= f(S).
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Exponent und reduzierter Grad einer “endlichen Erweiterung. — Es
sei & eine endliche Erweiterung eines unvollkommenen Korpers ®. Dann
gibt es eine ganze Zahl f=>0 derart, daB £ Elemente vom Exponenten f,
aber keine von groBerem Exponenten enthalt. Wir nennen die Zahl f
den Ewxponenten von £ (in bezug auf ). Ist ferner 8, der Teilkorper
von 8, welcher von den Elementen erster Art gebildet wird, und ist
[2o:R]=mn, so nennen wir die Zahl n» den reduzierten Grad von & (in bezug
auf ®). — Ist nun J ein Element aus & vom Exponenten f, so ist von
den Potenzen

4,07, 8% ... 9

erst die letzte vom Kxponenten 0, also Element von £,. Daher wird
[8(d):R8]=mn-p/, also n.p’ Teiler von [R:®]. Ist ferner 7 ein beliebiges
Element von &, n; sein reduzierter Grad, f, sein Exponent, so ist flg f.
7/”" Element von €y, m, gleich dem Grade von 77", also ein Teiler von n.
Da n,-p" der Grad von 7 ist, so folgt:

4. Ist & eine endliche Erweiterung des unvollkommenen Korpers R,
n thr reduzierter Grad, f thr Exponent, so st der Grad von & (in
bezug auf R) ewn Vielfaches, der Grad jedes Elementes wvon & ein Teiler der
Zahl n-p. '

Ist & eine einfache Erweiterung, so haben die primitiven Elemente
denselben Grad wie & selbst, dieser Grad muB also nach 4. gleich n.p’ sein,
und es stellt alsdann f den Exponenten, n den reduzierten Grad eines jeden
primitiven Elementes dar.

Es bezeichne wie vorher £ eine endliche, nicht notwendig einfache
Erweiterung des unvollkommenen Korpers ®, und es mogen L,, n, f,ihre
friithere Bedeutung beibehalten. In & gibt es Elemente vom Exponenten f,
ebenso Elemente vom reduzierten Grade n; denn der Korper g, ist von
erster Art, besitzt also primitive Elemente. Der Grad eines solchen Ele-
mentes ist m, und da es erster Art ist, so ist #» auch sein reduzierter
Grad. Es fragt sich aber, ob man in @ stets ein. Element finden kann,
welches zugleich vom Exponenten f und vom reduzierten Grade = ist.
Fiir die Erkenntnis der Struktur der endlichen Erweiterungen ist es von
Wichtigkeit, zu zeigen, daB es stets solche Elemepte gibt. Wir wollen
also in Ergénzung von 4. jetzt den Satz beweisen: "
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5. Ist & eine endliche Erweiterung des unvollkommenen Kirpers 8,
n - thr reduzierter Grad, f thr Exponent, so gibt es in £ KElemente vom
Grade n.p.

Wir bemerken zunéchst, daB der Korper &, weil er unvollkommen
ist, unendlich viele Elemente besitzt. In einem solchen Koérper & gilt
aber der Satz, da man in einer von 0 verschiedenen ganzen Funktion F
von n Unbestimmten ¢,,¢,,...¢,_, fiir diese solche Elemente aus ® setzen
kann, daB das entstehende Element von & ebenfalls 0 ist. Man zeigt
dies in bekannter Weise zunichst fiir n=1, wobei man sich darauf beruft,
daB unendlich viele Werte zur Verfiigung stehen, die Zahl der Nullstellen
aber hochstens gleich dem Grade der Funktion ist; sodann allgemein durch
den SchluB von n auf »+41. — Von dieser Tatsache machen wir jetzt
Gebrauch. Indem wir die fritheren Bezeichnungen wieder aufnehmen,
" wihlen wir aus dem Korper &, ein primitives Element y, aus dem Kdorper
¢ ein Element & vom Exponenten f (fa.lls = O irgendein von 0 ver-
schiedenes Element ) aus und setzen 07 =7,

Von den Potenzen -

(1.) 2,07,... 07 =q -
ist dann die letzte die einzige, welche €, angehort. Die Elemente

(2.) BN e

bilden eine Basis von g, und da y von erster Art, L,=&(y)=%(y")
=R )=+ = f("), also »? ! ein pnmltlves Element von &, und 7+ 0 ist, so
bilden auch die Elemente

3

(3.) ‘ n, 77'7”/’ n-;'z”/, n,},(n-—-l)li’
eine Basis von 2,. Wir fithren jetzt 2n Unbestimmte &y, ...ty %y,. .. U,_,
ein und bilden die beiden Linearformen:

2t

(4'5 €=to+}’t1+}'ztz+‘“+7“—ltn_1,
(5 L= '7“0+'i7 u1+n2"”'uz+ +W"‘“”’ Yy

Dann stellt § sowohl wie { jedes Element aus £, einmal dar, wenn man
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fiir die ¢ bzw. u alle Elemente aus & setzt. Fiir jedes ganze nicht nega-
tive k stellt C* eine ganze homogene Funktion der Unbestimmten u mit
Koeffizienten aus g, dar. Driicken wir diese Koeffizienten durch die Basis
(3.) aus und ordnen wir dann den Ausdruck nach den Elementen dieser
Basis, so erhalten wir ' '

(6.) Cr=nd,, + VIVPIAH +oeee ")7("—1)?’44“—1-

Hierin sind die 4 ganze homogene Funktionen der « mit Koeffizienten
aus &, und dasselbe gilt fiir die Determinante

iAui (k,1=0,...n—1).

Setzen wir fiir die Unbestimmten u irgendwelche Elemente aus ®, so
wird { ein Element von &,, |4,,| ein Element von ® und zwar nur dann
gleich 0, wenn die Elemente

6L 8.0t

linear abhingig (in bezug auf &) werden. Da wir aber die u so wihlen
konnen, daB T primitiv wird, so ist |4, als Funktion der Unbestimmten u
betrachtet, von 0 verschieden. Daher geht | 4,| in eine von 0 verschiedene
Funktion 4 der Unbestimmten ¢,,...¢,_, iiber, wenn man u,,...u,_, durch
tg’, ...t | ersetzt. Nach dieser Substitution wird, wie aus (4.), (5.) er-
sichtlich,

(7.) C=n&.

Setzen wir jetzt fiir ¢,,...t,_, solche Elemente aus ®, da ##+0 wird (und .
nehmen wir im Falle n=1 ¢{,#0 an), so wird C=n§"' ein primitives, & ein
von O verschiedenes Element von &,. Das Element J:§ aus £ hat den
Exponenten f; denn da von den Elementen (1.) nur das letzte dem K6rpér
L, angehort, § aber Element von £, ist, so ist auch von den Potenzen

(8.) I, e, ... e =ne

erst die letzte Element von £, also von der ersten ‘Art. Ferner haben
die Elemente (8.) alle denselben reduzierten Grad, und da %& primitives
32*
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Element von g, ist, so ist der reduzierte Grad von J§ gleich n. Hiernach
ist der Grad von 0§ gleich n.p/, und damit ist 4. bewiesen.

Aus 5. und § 7,5. folgt unmittelbar:

1. Eine endliche Erweiterung & eines :mvollkommenen Korpers & st
dann und nur dann einfach, wenn [8:R]=n-p’ ist, wo n den reduzierten
Grad, f den Ewxpomenten von £ bezeichnet.

Es sei wieder & eine beliebige endliche Erweiterung des unvoll-
kommenen Korpers &, M ein Korper zwischen & und £; n und m mégen
die reduzierten Grade der Korper € und Mt bezeichnen, f und ¢ ihre Ex-
ponenten. Dann ist ¢<<f,

(9.) _ [(M:f]=mp’.

Es bezeichne ferner fiir jede ganze nicht negative Zahl r &, bezw. I, den

Korper derjenigen Elemente von € bzw. M, deren Exponenten <{r
sind, so daB

gL=2, M=M,
[80:.@]=‘n, [Sﬁotﬁt‘]=m
und jeder Korper M, Teilkérper von &, wird. &, ist in bezug auf &, also

auch in bezug auf M, von der ersten Art, mithin einfach. Ein primitives
Element y von &, ist daher Nullstelle einer irreduziblen Funktion ¢(z)

aus M, vom Grade % und von erster Art. Die Funktion ¢(z) ist aber
auch im Korper I =M, irreduzibel. Hatte man ndmlich in M eine Zer-
legung
(10.) 9 (@)=x(z) -y (2),

und bezeichnete man mit ¢ (), x(z), w(x) diejenigen Funktionen, welche aus
¢(z), x(x), ¥(x) dadurch hervorgehen, daBl man jeden Koeffizienten durch
seine p’-te Potenz ersetzt, so wiirde aus (10.) die Gleichung

- (1L) . Ple)=x(2)-y()

folgen. Da nun der Exponent jedes Elementes von Mt < g, die p’-te
Potenz also in 9%, enthalten ist, so wiirde zufolge (11.) ¢ (x) im Korper
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M, reduzibel sein. Dies aber widerspricht dem Satze §13,2. Somit ist
@(x) auch in M irreduzibel, mithin [;f:?)ﬁ]=% und wegen (9.) )

(12.) [M(7): 8] =2 [M: R]=>n- 5.

Da M vom Exponenten g, y vom Exponenten 0 ist, so ist nach 3. m (7)
vom Exponenten g, also Teil des Korpers £,, welcher alle Elemente aus
£ umfaBt, deren Exponenten < (g sind. — Der Korper £ enthilt Elemente
vom Exponenten f, daher Elemente eines jeden Exponenten <Tf(§ 13,1.).
Mithin ist von den Kérpern |

20,21,...8f=2

jeder vorangehende nur ein Teil des folgenden.

Nehmen wir nun an, daf3 & wn bezug auf § einfach vst. Dann ist
nach I [L:®]=n.9/, [2:8,]=9, daher

[8r+1: Qr] =P, (r=0,...1—1)
(13.) [8,: R]=mn-p".

Da aber M (y) Teilkérper von g, ist, so folgt-aus (12.), (13.):
W(y) =8, o [P:f]=n-p, [T:R]=m-p".

Dies besagt aber nach I, daB M eine einfache Erweiterung von ® ist.
Es besteht also der Satz: :

II. Ist 8 eine einfache algebraische*) Erweiterung von R, so ist auch
jeder Korper zwischen ® und & in bezug auf ® einfach.

Der Korper it enthélt nur solche Elemente von &, deren p’-te Potenz
zu M, gehort, er muB aber auch alle diese Elemente enthalten.  Denn
zunéchst bilden diese Elemente einen Korper M’ (s. Satz 2.) zwischen It und g,
nach IT muB M’ ein primitives Element J enthalten. Da alsdann J* zu
M, gehort, so ist [sm’:@]=[0:wz0]-[mu:@]gﬂ.m, also M =M.  Jeler

*) Genau dasselbe gilt indessen auch fiir einfache transzendente Erweltemngen
(Satz von Liiroth, s. § 24).
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Korper M zwischen § und @ ist somit durch den in ihm enthaltenen
Korper M, seiner Elemente erster Art und seinen Exponenten ¢ eindeutig
bestimmt. Nun ist g<f, und fiir M, kommen, da M, zwischen & und g,
liegt und &, eine Erweiterung erster Art ist, nach § 13, 1¥ auch nur end-
lich viele Korper in Betracht, mithin kann es zwischen ® und € nur end-
lich viele Korper geben.

Wir lassen jetzt die Voraussetzung, daf die endliche Erwesterung &
evnfach 1st, fallen, nehmen aber dafir an, daf3 die Anzahl der Koirper
zwischen & und & endlich ist. Da die p-te Potenz jedes Elementes von
8, (0<<r<f) zu &, gehort, so kann [g,:L,_,] nicht >>p sein, weil sonst im
Widerspruch mit unserer Voraussetzung schon zwischen &,_, und £, un-
endlich viele Korper liegen wiirden (§ 11, 6.). Da andererseits &,_, nur
ein Teil von &, ist, so wird [&,:&_,]=p, also

[:8]=[: L] [L: R]=mn 7,

was besagt, daB & in bezug auf § einfach ist. Damit ist unter Beriick-
sichtigung der fritheren Ergebnisse (§ 11, 3., § 11, 5., § 13, 11.) bewiesen:

III. Damat zwischen einem beliebigen Korper ® wund einer Erweite-
rung L desselben nur endlich viele Korper liegen, st motwendig wund hin-
reichend, daff & in bezug auf R algebravsch und einfach ist.

Wir beweisen zum Schlu noch:

IV. Der Satz der primitiven Elemente und der Satz der Zwischen-
korper (§ 11) gelten auper fiir vollkommene Korper moch fiir diejenigen
unvollkommenen Korper ® von der Charakteristik p, welche in bezug auf
@» endlich und vom Grade p sind. Fiir die anderen unvollkommenen Korper
gelten sie mnicht.

Nehmen wir namlich erstens an, daB die angegebenen Satze fiir
den unvollkommenen Korper & von der Charakteristik p gelten, und
bilden wir wie in § 12 den Erweiterungskorper 8= ®7 ", so daB =& wird.
Ist dann a ein nicht zu ® gehoriges, b ein beliebiges Element von £, so
ist [R(a): R]=p,-aber auch [®(a, b):R]=p. Denn wire [R(a, b):R]>p,
so .wiirden, weil die p-ten Potenzen aller Elemente von #(a, b) zu £
gehoren, nach § 11, 6. unendlich viele Korper zwischen ® und ® (a, b) liegen,
und die. Erweiterung wire nicht einfach. Da dies gegen unsere Annahme
verstoBt, so ist [R(a, b): R]=p=[R(a):®], das Element b gehért also zu



Steinite, algebraische Theorie der Korper. ' 245

f(a), und da b ein beliebiges Element von g war, so ist £= R(a), also
[2:&]=[R(a):R]=p, und weil & zu ® isomorph ist, auch [R:®*]=p.

Nehmen wir zweitens an, daB [R:8°]=p ist, und bezeichnen wir
mit ¢ irgendeine endliche Erweiterung von ®, mit f/ ihren Exponenten,
mit n ihren reduzierten Grad. Hat dann &, die frithere Bedeutung und
lassen wir jedem Element von &, in £ seine p-te Potenz entsprechen, so
erhalten wir eine isomorphe Beziehung zwischen £, und &2, in welcher &
auf §” isomorph abgebildet ist. Hieraus folgt, wie man sofort sieht,

[L,.:R]=[g2:87]
und daraus

[8,:82)- [ R]=[&,: ©]-[82: W] =[£,: 8] =[&,: §]-[R: §*1=p[L,: &],

1

also |
(14.) [L,:&]=p.

Es sei nun 0<lr<<f. Dann ist %,_, nur ein Teil von £,; andererseits
gehort die p-te Potenz jedes Elementes von £, zu &._,, d.h. &, liegt
zwischen £ und &,, und aus (14.) folgt € _,=2? und somit

[Sr: 8r——l] = p'

Daraus folgt aber weiter
[8: -@]—_—' [Q,: 80] . [20:.@]= np’.

Diese Gleichung driickt aber aus, daB ¢ in bezug auf & einfach ist,
w. z. b. w. ‘ ’

§ 15.
Endliche Kérper.

Unter einem endlichen Korper verstehen wir einen Korper von
endlich vielen Elementen. Ist ® ein endlicher Kérper, so ist auch der in
& enthaltene Primkérper P endlich, die Charakteristik von ® also eine
Primzahl. Es muB ferner ® in bezug auf seinen Primkorper endlich sein.
Hat andererseits ® die Charakteristik p, und ist ® in bezug auf seinen
Primkorper P,=P endlich, [®:PB]=n, und bilden die Elemente a,,...q,



246 Steinitz, algebraische Theorie der Kb’rper.

eine Basis von ® in bezug auf P, so wird jedes Element von & einmal
in der Form
C1a1+CoQy+ -+ CLa,

dargestellt, wenn man fiir c,,...c, alle Elemente des Primkérpers setat.
® besteht also aus p* Elementen. Sonach ist die Anzahl der Elemente
eines endlichen Korpers stets eine Primzahlpotenz. Ist wiederum eine be-
liebige Primzahlpotenz " gegeben und nehmen wir mit dem Primkorper B,
eine Erweiterung vor, die gerade hinreicht, um die Funktion #*"—z voll-
stindig zu zerlegen, so ergibt sich folgendes: In dem Erweiterungskorper &
hat die Funktion 2?"—az p" verschiedene Nullstellen, weil ihre Ableitung
prea? '—e=—=¢, also zu 2" —= relativ prim ist. Sind ferner ¢ und b
irgend zwei Nullstellen von 2*"—z, so folgt aus a*"==a, ¥"=0b, daB

(a+b)y"=a" +b"=a+b, ebenso (a-b)""=a-b, (%)pn: % wird, was besagt,

daB die Nullstellen von #*"—z einen Koérper von p* Elementen bilden.
Ist andererseits & ein endlicher Korper von p" Elementen, so ist p_ seine
Charakteristik, n sein Grad in bezug auf den Primkorper. & ist absolut
algebraisch, und ebenso ist jedes Element @& von & absolut algebraisch,
sein absoluter Grad m ein Divisor von n. Nach § 12, 4. besteht die Folge

9
a,a?,af,...

aus einer Periode von m verschiedenen Elementen; es ist daher fiir jeden
durch m teilbaren Exponenten f o’ =g, also auch a*"=a. Somit sind die
p" Elemente von & die Nullstellen der Funktion «*"—x, und & stellt eine
Erweiterung des Primkérpers dar, welche gerade hinreicht, die Funktion
a*" —x vollstindig zu zerlegen. Da aber alle Erweiterungen eines Korpers,
welche zur vollstindigen Zerfillung einer gegebenen Funktion gerade hin-
reichen, dquivalent sind, so sind alle Korper von p" Elementen isomorph.
Somit hat sich ergeben:

1. Die Zahl der Elemente eines endlichen Kirpers ist eine Primzahl-
potenz, und jede Primzahlpotenz p stellt die Anzahl der Elemente fiir einen
und nur*) einen Korpertypm dar; p st die Charakteristik, n der absolute
Grad desselben.

*) Dies wurde wohl zuerst von Moore ausgesprochen und bewiesen (Math.
Papers read at the intern. math. congress, Chicago 1893, (New York 1896), pag. 2101t.).
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Wir wollen diesen Typus mit' G, , bezeichnen.

Damit in einem Korper & von der Charakteristik p ein Kérper G, ,
enthalten sei, ist nach dem Vorangehenden notwendig und hinreichend, daf3
die Funktion 2?"—z in & in Linearfaktoren zerfillt. Die p" Nullstellen
von z*"—z bilden dann den Kérper. Hieraus folgt zunichst:

2. Ein Korper kann nicht mehr als einen Telkorper vom Typus €, .
(bei gegebenem =) enthalten.

Ist d ein Teiler von m, so ist p*—1 Teiler von p"—1, daher " —2
—=x (7" *—¢) Teiler von &?"—x =z (#*"'—¢). Enthilt 'daher der Korper &
einen Korper G,,, so zerfillt in ® die Funktion #*"—z, also auch die
Funktion 2?*—= in Linearfaktoren. Es gilt also der Satz:

3. Enthdlt ein Korper { einen Korper €, ,, so enthalt er auch Korper
aller Typen €, ;, wo d einen Teiler von n bezeichnet. ‘
Eine weitere Folge von 2. und 3. ist:

4. Ein Korper G, , hat so viele Tedkorper, als die Zahl n Teiler
hat, jeder Teiler von n bezeichnet den Grad eines Teilkirpers;
ferner:

5. Enthdlt der Korper & einen Korper G, ,, so besteht dieser aus
allen denjenigen absolut algebraischen Elementen von R, deren Grad Teiler
von n ust.

Denn zunichst ist jedes Element von €, , absolut algebraisch und
sein Grad Teiler von n. Ist andererseits a ein absolut algebraisches Ele-
ment von $ und sein Grad d Teiler von n, so ist der in § enthaltene
Korper $,(a) vom Typus €, , und, da & nur einen Kérper dieses Typus
enthilt, mit demjenigen identisch, der auch in. §,, enthalten ist. Also
ist @ Element von G, ,.

Es sei & ein beliebiger Korper von der Charakteristik p; ¢ und b
seien absolut algebraische Elemente von &, m und n ihre Grade, m relativ
prim zu %, ¢.der Grad von a-+b. Dann ist (§ 12, 4.) ‘

a+b=(a+b)ptn=aptn+bptn=aptn+b’
also ‘

tn
a=a’",

woraus' folgt, daB m in ¢n, also auch in ¢ aufgeht. Ebenso zeigt. man,
Journal fir Mathematik Bd. 137. Heft 4. ‘33
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daB n in ¢ aufgeht, daB mithin ¢ durch m.n teilbar ist. Andererseits ist
(a+b)pmn=apmn+bpmn=a+b’

also mn durch ¢ teilbar, mithin ¢=mmn. Dieses Resultat 1a8t sich sofort

auf Summen von mehr als zwei Elementen ausdehnen, und es ergibt sich so:
6. Sind a,,a,,...a, absolut algebravsche Elemente eines Korpers won

Primzahicharakteristik, wnd sind thre Grade untereinander relativ prim, so

ist der Grad von a,+a,+---+a, gleich dem Produkt dieser Grade.
Hieraus ziehen wir einige einfache Folgerungen: Stellt

(l,) n=qil.q---q

die Zerlegung der natiirlichen Zahl » in Potenzen verschiedener Primzahlen
dar, so enthdlt ein Korper vom Typus G, , einen Teilkorper % vom abso-
luten Grade ¢ji (¢6=1,...v), dieser einen Teilkérper B vom Grade ¢7*.
Ist a; ein in A aber nicht in B enthaltenes Element, so ist der Grad von
a; Teiler von ¢f aber nach 5. nicht Teiler von ¢3!, mithin gleich ¢%. Wir
konnen also dem Kérper €,, » Elemente a,,a,,...a, von den Graden
qi, 93¢, ... q,» entnehmen. Das Element a,4a,+-.-+a, ist dann vom
Grade m, also primitiv, und somit ist bewiesen:

7. Jeder endliche Korper ist in bezug auf seimen Primkorper einfach,
und es gibt also in diesem irreduzible Funktionen eines jeden Grades m.

Es enthalte der Korper & von der Charakteristik p die Korper
€,, und §,,, es sei n das kleinste gemeinsame Vielfache von 7, und n,,
und Gleichung (1.) stelle die Zerlegung von n in Primzahlpotenzen dar.
Dann geht ¢ (¢=1,...7) wenigstens in einer der Zahlen n,,n, auf, & ent-
halt daher einen endlichen Kérper vom Grade g¢fi, also auch ein Element
a; dieses Grades. Ermitteln wir fiir ¢=1,...» je ein solches Element, so
ist a=0a,4+ay+:.-+a, ein Element, B,(a) ein Kérper vom absoluten
Grade n. Also:

‘8. Enthdlt der Korper & endliche Korper der (absoluten) Grade m,,
ny und st n das kleinste gemeinsame Vielfache von n, und n,, so enthdlt
® auch einen Korper vom Grade n.

Auf Grund des Satzes 7. konnen wir die Liicke austiillen, welche
beim Beweise von §11, 4. geblieben war, indem der Fall eines endlichen
Kérpers ausgeschlossen wurde. Wenn wir nédmlich einen endlichen Korper £
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durch Adjunktion von endlich vielen algebraischen Elementen «,f,%,...
zu einem Korper @ erweitern, so ist @ in bezug auf &, also auch in bezug
auf den Primkérper endlich, mithin ein endlicher Korper. Nach 7. gibt
es in & Elemente & derart, daB $,(§)=g, somit auch &(§)=¢ wird.
f ist also in bezug auf & einfach, und da & ein vollkommener Korper ist,
so ist § Nullstelle einer irreduziblen Funktion von & mit einfachen Null-
stellen. Also: A

9. Der Satz § 11, 4. qilt auch fiir endliche Korper.

Jedes Element des Korpers €, , geniigt im Primkorper B, =@, ; einer
irreduziblen Gleichung g(z)=0, deren Grad ein Teiler von n ist. Zerlegt
man daher die Funktion a?"—z, deren Nullstellen die simtlichen Elemente
von @, , sind, in P, in irreduzible Faktoren, so sind diese alle verschieden,
und ihre Grade sind Teiler von n. Es muBl aber auch umgekehrt jede
irreduzible Funktion g(x) aus $,, deren Grad d in n aufgeht, unter den
Faktoren von 2”"—z enthalten sein. Denn bezeichnet £ eine Erweiterung
von %$,, welche zur Zerfillung von g(z) gerade hinreicht, und ist a eine
Nullstelle von g(x) in &, so ist %,(a) ein Korper €,,; und enthdlt nach
5. alle Elemente von &, deren Grad Teiler von d ist, also auch alle Null-
stellen von g(z). Daraus folgt B,(a) =g, und die Funktion 2*"—z, welche
alle Elemente von ,(a)=¢,,=2 zu Nullstellen hat, mul durch g¢(z)
teilbar sein. ¢ (x) geht daher auch in 2*"—x auf, und wir erhalten den Satz:

10. Die Funktion a*"—a stellt das Produkt aller irreduziblen Funk-
tionen des Primkorpers B, dar, deren Grad Teiler von n dst.

‘§ 16.
Die absolut algebraischen Korper von Primzahlcharakteristik.

Es sei p eine beliebige, aber fiir die folgenden Betrachtungen ein
fiir allemal fest gewdhlte Primzahl. — Wir wollen nun die absolut algebrasi- -
schen Korper von der Charakteristtk p betrachten. Zu diesen gehéren alle
endlichen Korper von der Charakteristik p, welche dadurch gekennzeichnet
sind, daB sie in bezug auf den Primkérper P endlich sind. In dem um-
fassenderen Gebiete aller absolut algebraischen Kéorper von der Charak-
teristik p finden sich nun in der Hauptsache dieselben Gesetze wie in dem
engeren Gebiete der endlichen Kérper. Um dies deutlicher hervortreten

33"
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zu lassen, bezeichnen wir die siamtlichen Primzahlen in ihrer: natiirlichen
Folge mit ¢,,¢,,9;5,..., so daB

.q1=2,q2=3, ¢s=5,...

wird. Dann wird jede natiirliche Zahl auf eine Weise in der Form

(1). a g
dargestellt, wo die Exponenten »; ganze nicht negative Zahlen sind, von
denen nur eine endliche Anzahl von O verschieden ist. Wir wollen jetzt
allgemeiner alle (symbolischen) Ausdriicke von der Form (1.) betrachten,
in denen fiir jeden Exponenten x; nach Beliecben 0 oder eine mnatiirliche
Zahl oder auch das Zeichen co gesetzt ist, und setzen fiir diese Ausdriicke,
die wir G - Zahlen nennen (G'=Grad), und welche die natiirlichen Zahlen mit
umfassen, in Ubereinstimmung mit den bei natiirlichen Zahlen geltenden
Gesetzen folgendes fest: Zwer G-Zahlen

m=Iqs, n=IIgk

heiffen dann und nur dann gleich, wenn fiir jedes v %= 2, vst. m heyft
teilbar durch n, ewn Vielfaches von n w.s.f., wenn fiir jedes 1 A, <, 1st.
Dabei gilt oo als groBer als jeder andere Exponent. Ist m durch n teil-
bar, so bilden wir auch den Quotienten, indem wir festsetzen, daf3

m
— == [Tgr "
n &

sein soll, wobei »#—4; gleich 0 zu setzen ist, wenn m=oco, n=oco ist,
gleich oo, wenn .#=co, A aber endlich ist. Dann ergibt sich  sofort:
Alle G'-Zahlen sind durch 1 teilbar, und alle gehen in derjenigen G-Zahl
auf, deren samtliche Exponenten x; gleich oo sind. Hat man irgend-
ein System von endlich oder unendlich vielen &-Zahlen, so besitzen diese
stets einen groften gemeinsamen Teiler ¢, in welchem alle gemeinsamen
Teiler aufgehen, und ein kleinstes gemeinsames Vielfaches v, welches in.
allen gemeinsamen Vielfachen aufgeht. Der Exponent von g¢; in ¢ ist gleich
dem. kleinsten Exponenten, welchen ¢; in den gegebenen G-Zahlen hat,
der Exponent von ¢; in v gleich dem groBten dieser Exponenten oder,
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falls ein solcher nicht existiert — falls namlich zwar kein Exponent von g,
gleich oo ist, aber jede endliche Zahl von gewissen .dieser Exponenten
iiberschritten wird —, gleich cc. '

Ist m irgendeine G -Zahl, so bilden die natiirlichen Zahlen, welche
in m aufgehen, ein System & von folgenden Eigenschaften:

1) Ist n evne Zahl aus &, so gehort auch jeder Teiler von n 2u ©.

2) Sind n,,n, Zahlen aus S, so ist auch thr kleinstes gemeinsames
Vielfaches Zahl aus . . _

Die Zahl m ist dann in jedem Falle das kleinste gemeinsame Viel-
fache aller Zahlen aus &, und also ihrerseits durch das System & véllig
bestimmt. Hat man umgekehrt irgendein System & von natiirlichen
Zahlen, welches die Eigenschaften 1) und 2) besitzt und ist m das kleinste
gemeinsame Vielfache aller Zahlen aus &, so besteht & aus den c;a,mthchen
natiirlichen Zahlen, welche in m aufgehen.

Es sei nunmehr § irgendein absolut algebraischer Korper von der
Charakteristik p. Die Grade der in & enthaltenen endlichen Korper bilden
dann ein System © von natiirlichen Zahlen, welches zufolge § 15, 3. und 8.
die Kigenschaften 1) und 2) besitzt. Es sei m das kleinste gemeinsame
Vielfache der Zahlen aus &. Ist m eine natiirliche Zahl, so ist ® ein
endlicher Korper vom Grade m. Ist umgekehrt & ein endlicher Korper,
go stellt m den Grad dieses Korpers dar. Wir wollen nun aber auch in
den Fillen, wo & nicht endlich und demgema m keine natiirliche Zahl
ist, m als den (absoluten) Grad von ® bezeichnen. Dann gilt also:

1. Jeder absolut algebraische Korper won der Charakteristik p hat
einen bestimmten Grad, welcher eine G-Zahl ust.

Es gelten ferner, wie wir noch zu zeigen haben, die folgenden Satze:

2. Es gibt einen absolut algebraischen Korper der Charakteristik p,
dessen Grad gleich eimer beliebig vorgeschriebenen G -Zahl ist.

3. Alle absolut algebraischen Korper derselben Charakteristik p und
desselben Grades sind isomorph.

Um zu einem Beweise von 2. zu gelangen, nehmen wir mit den
ganzen ganzzahligen mod. p reduzierten Funktionen eine Numerierung
vor. Unter der Nummer v einer solchen Funktion

(2.) f(@)=a,2"+ a,_,&" '+ 4 ay,



259 Steinttz, algebraische Theorie der Kirper.

in welcher also die Koeffizienten Zahlen aus der Reihe 0, 1,...p—1 sind,
verstehen wir die Zahl f(p), so daB

(3.) v=0a,p"+a, 1p" '+ +a,

wird. Dann hat nicht nur jede der hier betrachteten Funktionen eine
Nummer >0, sondern es stellt auch jede ganze Zahl >0 die Nummer
einer und nur einer dieser Funktionen dar. Denn die Gleichung (3.) ist ja
nichts anderes als die Darstellung der Zahl » im System mit der Grund-
zahl p. Diese Numerierung iibertragen wir sodann auf die ganzen Funk-
tionen eines Primkorpers =R, also auf die simtlichen Elemente von P[],
die ja auch in der Form (2.) eindeutig dargestellt werden. Dabei hat,
wie sofort zu sehen, von zwei Funktionen verschiedenen Grades diejenige
von kleinerem Grade auch die kleinere Nummer, und unter den Funktionen
gleichen Grades haben diejenigen, bei denen der Koeffizient der héchsten
Potenz die Einheit ist, kleinere Nummern als die andern.

Ist » irgendeine natiirliche Zahl, so gibt es, wie wir wissen, in P
irreduzible Funktionen vom Grade n. Unter diesen sei diejenige mit kleinster
Nummer durch ¢,(z) bezeichnet. Ist d ein Divisor von n, so gibt es in
einem endlichen Erweiterungskorper €,, n Elemente g, 4,,...45,_,, welche
die Gleichung ¢,(z)=0, und d Elemente, welche die Gleichung ¢,(z)=0
befriedigen. Die letzteren kénnen als ganze Funktionen von §, deren Grad
<<n ist, und deren Koeffizienten zu P gehoren, dargestellt werden. In der
Sprache der Kongruenzen konnen wir dies so ausdriicken: Es gibt in $
d Funktionen y, (z),...x;(x), deren Grad <m ist, und fiir welche

Pa(2:(2))=0 (mod. ¢,(x)) ¢G=1,...d

wird. Unter diesen bezeichnen wir diejenige von Kkleinster Nummer mit
Y34.(2). Dann konnen wir sagen: Wenn in einem Erweiterungskorper
von P das Element ; Nullstelle von ¢,(x) ist, so ist v, () Nullstelle
von @;(z). @.(x) und v,,(x) sind fir jede natiirliche Zahl » und jeden
Teiler d von n wohldefinierte Funktionen aus P, welche sich fiir jedes ge-
gebene n, d leicht berechnen lassen. Es sei noch darauf hingewiesen, dafl
¢1(x) =2, ¥, ,(¢)=0 wird, wihrend vy,,(x), sobald d>1 ist, wenigstens
vom ersten Grade ist. 1w, ,(x) wird gleich z fiir n>1.
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Es sei nunmehr irgendeine. G- Zahl
m=Ilg;

gegeben. Bezeichnen wir fiir jede natiirliche Zahl n mit r, den grofiten
gemeinsamen Teiler von n! und m, so bilden

(4.) Tiy Tayens

eine Folge natiirlicher Zahlen, deren jede in den folgenden aufgeht. Eine
natiirliche Zahl », die in m aufgeht, geht, weil in =!, auch in 7, auf.
Eine Zahl, die nicht in m aufgeht, kann aber auch in keiner der Zahlen
(4.) aufgehen. Mithin: Das System & der natiirlichen Teiler von m ist
identisch mit dem System der in Zahlen der Folge (4.) aufgehenden
Zahlen. Sehen wir von dem schon erledigten Fall, daB m endlich d, h.
eine natiirliche Zahl ist, ab, so werden die Zahlen (4.) iiber alle Grenzen
wachsen. Durch Fortlassen von Elementen aus (4.) konnen wir bewirken,
daB eine unendliche Zahlenfolge zuriickbleibt, in welcher schon das erste
Element >>1 ist und keine zwei einander gleich sind. Diese Zahlenfolge
hat noch immer die Eigenschaften, auf die wir uns allein stiitzen, dafl
namlich jede Zahl in den folgenden aufgeht, und daB die und nur die
natiirlichen Zahlen in Zahlen der Folge aufgehen, welche Divisoren von
m sind.
Wir fithren jetzt ein System von Elementen

915 ]2, --. 10 Inf,

ein, indem wir verfiigen, dal j, Nullstelle der Funktion ¢, (z) — fiir die
wir auch ¢,(z) schreiben — sein soll. Dann stellt $(j,)=&, einen end-
lichen Korper vom Grade r, dar. Wir erhalten so ein System von Kérpern

K1, R2,...,

die zundéchst nichts miteinander zu tun haben. Ersetzen wir das Funk-
tionszeichen Vrpray, durch Wnni1, SO stellt @,, n+1(Jns1) eine Nullstelle
von ¢,(z) dar, und man hat daher eine eindeutig bestimmte isomorphe
Beziehung zwischen ®&,=%®(j,) und dem in &,,,=%PB(j..,) enthaltenen
Korper B (¥ n11(Jns1)), in welcher dem Element 7, das Element 9, 41 (fns1)
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entspricht. Daher diirfen wir, ohne daB dadurch die bisher zwischen den
Elementen bestehenden Beziehungen ihre Giiltigkeit verlieren, festsetzen,
daB 7,=¥, .11(jny1) sein soll. Durch diese Festsetzung, die fiir jedes n
gelten soll, wird aber jeder Korper der Reihe

(5) S{\O‘:'s»B, Rl: @2, e

Teil des folgenden. Die Gesamtheit aller Elemente, die in diesen Koérpern
auftreten, stellt einen Korper € dar, und wir konnen leicht zeigen, dafl
dieser Koérper die gewiinschten Eigenschaften besitzt. Zunéchst ist klar,
daB ¢ ein absolut algebraischer Korper von der Charakteristik p ist, weil
dies von allen Kérpern aus (5.) gilt. Ist fermer » eine natiirliche Zahl,
die in m aufgeht, so geht n in 7, auf, und der Korper &,, dessen Grad
r, ist, besitzt einen Teilkérper vom Grade m, welcher auch Teilkérper
von ¢ ist. Geht aber » nicht in m, also auch in keiner Zahl r, auf, so
enthalt keiner der Korper &, ein Element vom Grade n; also enthdlt auch
¢ kein solches Element, also auch keinen Kérper vom Grade n. Daher
ist m der Grad von L.

Wir kommen nun zum Beweise von 3. und nehmen an, daf neben
‘dem eben konstruierten Korper £ ein zweiter £’ gegeben sei, welcher wie
¢ absolut algebraisch ist, die Charakteristik p und den Grad m hat. Dann
ist zu zeigen, daB € und £’ isomorph sind. — Bei diesem Beweise diirfen
wir, wie leicht zu sehen, voraussetzen, daB der Primkérper von & mit
dem von g identisch ist. Da jede der Zahlen 7, im Grade m von & auf-
geht, so besitzt der Voraussetzung nach £’ einen endlichen Teilkérper &
vom Grade 7,, und es muBl daher die in P irreduzible Funktion ¢, (),
deren Grad 7, ist, in & in Linearfaktoren zerfallen. Wir denken uns nun
aus g’ irgendein System von Elementen

1,%,... in inf,

derartig herausgegriffen, daf 7, Nullstelle von ¢(z) wird.*) Aus diesem
System wollen wir nun ein zweites solches

v ..
71925 --. 1D inf.

*) An dieser Stelle wird hier zum ersten Male von dem Auswahlprinzip Ge-
brauch gemacht. Dasselbe kann beim Beweise des vorliegenden Satzes auf
keine Weise vermieden werden.
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in eindeutig bestimmter Weise ableiten. Zu diesem Zweck setzen wir fest,
dal j;=1, sein soll, und geben eine Methode an, nach welcher 4,,, be-
stimmt wird, wenn die Elemente j;, ... 7, bereits bestimmt sind. Nun
ist 4,,; Nullstelle der in § irreduziblen Funktion @ni1(z); es stellt daher
auch jede Potenz ', eine Nullstelle von @n11 (%) dar, und man erhilt jede
Nullstelle einmal, wenn man dem Exponenten f die Werte 0,1,...(r,,;—1)
erteilt. Ferner folgt aus ¢,,,(4,,,)=0, daB v, ,,,(7,;,) Nullstelle von ¢, (z)
ist. Durch '

(6.) (Wi (Fnga)

wird jede Nullstelle von ¢,(%), also auch 7, einmal dargestellt, wenn fiir f
die Zahlen 0,1,...(r,—1) gesetzt werden. Es sei » diejenige unter diesen
Zahlen, fiir welche der Ausdruck (6.) gleich j, wird. Dann wollen wir
festsetzen, daB 4, ,=%", sein soll. Da w,,. () Funktion im Primkérper
ist, so wird

?;c = (17}",7:+1 (in-l-l))pv = {ﬁn,n+1 (zﬁ;l) = ";_Un,n+1(j;t+1 ) ’

und wir haben also fiir jedes » die. Gleichungen

(7) 611(7;):0’ j;zﬁn,rwl (7';n+1)°

Von den Koérpern der Reihe
(8.) P, RI=PB(), K=B(5), ...

ist jeder im néchsten enthalten, und alle sind Teilkorper von &’. Es kommt
aber auch jedes Element aus & in Korpern dieser Reihe vor. Denn der
Grad eines Elementes von ¢ ist Teiler von m, also Teiler einer Zahl r,,
und der Korper ®),, dessen Grad r, ist, umfaBt (§15, 5.) alle Elemente
von &/, deren Grad in r, aufgeht. Da nun das Element j, von &, und
das Element 4, von &, Nullstellen derselben irreduziblen Funktion ¢,(z)
aus P sind, so existiert eine bestimmte isomorphe Beziehung n, zwischen
R, =PB(j,) und R, =P(5,), in welcher die Elemente j, und j, einander
entsprechen. Aus ” ‘

. — . P "
In=Vnns1(Ins1)s  Tn="V¥nns1(fns1)
Journal fir Mathematik. Bd. 137. Heft 4. 34
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folgt ferner, daB die Beziehung =, , die Beziehung s, umfaBt. Daraus
ergibt sich aber sofort, daB durch die Isomorphismen

L PR PO

eine ein-eindeutige und zwar isomorphe Beziehung zwischen & und &’ her-
gestellt wird. Damit ist Satz 3. bewiesen.

Wir wollen jetzt, auch wenn m eine unendliche G- Zahl ist, mitG, ,,
einen absolut algebraischen Korper von der Charakteristik »p und vom
Grade m bezeichnen. Der Grad m wurde erklirt als das kleinste gemein-
same Vielfache der Grade der endlichen in €,, enthaltenen Korper oder,
was dasselbe besagt, der Grade der Elemente von G,,; und das System
dieser Grade ist identisch mit dem System der in m aufgehenden natiir-
lichen Zahlen. = Auf Grund hiervon zeigt man leicht:

4. Adjungiert man dem Primkorper B, ein System &S wvon algebra-
ischen Elementen, so entsteht ewn absolut algebraischer Korper G, ,, dessen
Grad m gleich dem Kkleinsten gemeinsamen Vielfachen der Grade der Elemente
von & ast.

Es sei namlich m’ dieses kleinste gemeinsame Vielfache. Dann
ist m als kleinstes gemeinsames Vielfaches der Grade aller Elemente von €, ,,
durch m’ teilbar. Ist nun zundchst € ein endliches System, soist €, ,,= R, (&)
ein endlicher Korper und enthilt einen Kérper €, , . Diesem gehéren aber
alle Elemente von €, , an, deren Grad in m’ aufgeht. Da hierzu alle
Elemente von & gehéren, so wird G,, =G, ,, also m'=m. — Ist das
System © unendlich, ¢ ein Element von €,,, » sein Grad, so kann man
ein endliches Teilsystem & von & derart bestimmen, da ¢ in dem end-
lichen Korper B,(&’) enthalten ist. » geht dann in dem Grade von ,(€’)
auf, und dieser ist nach dem vorangehenden gleich dem kleinsten gemein-
samen Vielfachen der Grade der Elemente von &’, also Divisor von m'.
Somit geht # in m’ auf, und m’ ist also das kleinste gemeinsame Viel-
fache nicht nur der Grade der Elemente von &, sondern aller Elemente
von G, ,. Also ist- wieder m'=m.

Enthélt ein Koérper & einen Korper G, , und geht die natiirliche
Zshl n in m auf, so enthilt €, einen endlichen Kérper €,, und dieser
alle in & vorkommenden Elemente vom Grade » (§15, 5.). Andererseits
muBl der Grad jedes Elementes von G, , in m aufgehen. G,, besteht also
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aus allen absolut algebraischen Elementen von ®, deren Grad in m auf-
geht. Dies ist der Satz § 15, 5. in seiner Ausdehnung auf alle absolut
algebraischen Kérper von Primzahlcharakteristik. Aus ihm ergibt sich so-
fort, daB auch die Satze 2., 3., 4., 8. des § 15 allgemein im Bereiche der
absolut algebraischen Korper von Primzahlcharakteristik bestehen.

Es seilen m und m’ zwei G -Zahlen, m teilbar durch m’. Dann
enthilt ein Korper €,, einen Kérper G,, . Es sei nun o ein Element
von @, ,, n sein absoluter Grad. Der absolute Grad des Korpers €, ,, («)
ist dann nach 4. gleich dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen v von m’
und n. Ist nun m' endlich, so wird v=[G, , ():B]=[e:E, ,]-m,
[@:C, ] =;'—2,, oder schlieBlich

9.) [a:C, ] Z(an)

wo wieder (n,m’) den groften gemeinsamen Teiler von » und m’ bezeichnet.
Dieselbe Gleichung gilt aber auch, wenn m’ keine natiirliche Zahl ist.
Denn bezeichnet in diesem Falle » irgendeine in m’ aufgehende natiirliche
Zahl, so enthilt €,, einen Teilkérper €,,, und man hat zufolge (9.)

[a:(&p,m»]g[w@p,v]:m%)'

Andererseits kann » so gewahlt werden, daB [e:€, , ] = (nLv) wird. Denn die
irreduzible Funktion f(z) aus G,,, welche « zur Nullstelle hat, gehort
einem endlichen Korper an, demjenigen némlich, welcher aus § durch Ad-

junktion der Koeffizienten von f(z) hervorgeht. Ist » der Grad dieses
_"__ Daher ist [@:€, ] gleich

(n,v)’

und dieses tritt dann ein, wenn (n, »)

Korpers, so wird [«:C, ,]=[e:C, ,]=
dem Minimum des Ausdrucks (-hn_v)’
sein Maximum erreicht. Dieses kann, da » Teiler von m’ sein soll,
nicht = (n, m’) sein, aber dieser Wert wird auch erreicht, namlich fiir
v=(n,m’). Daher gilt die Gleichung (9.) allgemein.

- Wir betrachten jetzt die Korper G,, zwischen G,, und G,,.
Jede G-Zahl k, die Vielfaches von m’ und Teiler von m ist, stellt den
Grad eines solchen Korpers dar. Ist derselbe in bezug auf G,, endlich,
so ist er auch einfach (§ 11, 5.; §12, 5.). Ist alsdann ¢ ein in bezug

34
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auf G,, primitives Element von G, ,, » sein absoluter Grad, so ist nach
dem vorangehenden
n

[@p,k : Q's:p,m’] = (,n’ ,m') .

Werden alle in bezug auf G, , endlichen Kérper G, , in Betracht gezogen,
so kann n jede in m aufgehende natiirliche Zahl sein. Die Gesamtheit

aller Zahlen von der Form (h{%@’—) ist aber (wie sich aus der oben gegebénen
Definition des Quotienten zweier (-Zahlen sofort ergibt) identisch mit der
Gesamtheit aller natiirlichen in -%, aufgehenden Zahlen und hat also —:—:—
zum kleinsten gemeinsamen Vielfachen. Ist daher €, , in bezug auf G, ,.
endlich, so ist %:«, eine natiirliche Zahl, und umgekehrt; und es wird in

diesem Falle
m

[(Sjj'?,m: cg19,»1'] =

m

Es wird sich deshalb empfehlen, diese Gleichung als Definition des Relativ-

grades aufzustellen fiir die Fille, in denen 17:—, nicht endlich ist. Setzen
wir nun fiir £ alle in m aufgehenden Vielfachen von m’, so stellt —n% alle

.o . m . . . .
Divisoren von o und zwar jeden einmal dar. Daraus ergibt sich:
5. Ist €, Telkorper von G,,, so sind die n bezug auf G,, ge-

nommenen Grade der Korper zwischen G, und G, , Divisoren von —;; jeder

Divisor von 7% stellt den Relativgrad eines und nur eines solchen Korpers dar.
Es sei
m=I1q},
@ (z) eine irreduzible Funktion in" einem Kérper €, ,, n ihr Grad. Durch
Adjunktion einer Nullstelle von ¢(z) wird €, , zu einem Korper €, , er-
weitert, und es ist n = % Hieraus folgt, daB n keinen Primfaktor g¢;
enthalten kann, dessen Exponent #; in der Zerlegung von m gleich co ist.
Ist andererseits n eine natiirliche Zahl, welche keinen solchen Primfaktor
enthiilt, so kann man u so bestimmen, daB % =n wird. Ein Kérper €, ,
ist dann in bezug auf seinen Teilkérper €, , einfach und jedes primitive
Element Nullstelle einer in @, , irreduziblen Funktion vom Grade n. Also:
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6. In einem Korper G, , g¢ibt es irreduzible Funktionen aller und nur
der (endlichen) Grade n, welche nur solche Primfaktoren q; enthalten, deren
Ezponent »; in

m =11 ¢;é
endlich 1st. ‘ . :

Noch eine Bemerkung moge hier Platz finden. Man kann die bis-
herigen "(und ebenso die folgenden) Untersuchungen iiber algebraische Er-
weiterungen auch in Kroneckerscher Ausdrucksform mit Hilfe von Modul-
systemen darstellen, doch muBl man alsdann diesen Begriff dadurch erweitern,
dafl man auch ganze ganzzahlige Funktionen von unendlich vielen Unbe-
stimmten in den Kreis der Betrachtungen zieht. Als solche Unbestimmte
haben wir dann die oben eingefithrten KElemente 4, j,,... zu deuten, wéahrend
¢n(z) und y, , () als ganze ganzzahlige mod. p reduzierte Funktionen einer
weiteren Unbestimmten & aufzufassen sind. Es sei nun wieder m eine
beliebige G'-Zahl, r,,r,,... eine zugehorige Folge natiirlicher Zahlen von
der frither bezeichneten Art, und es werde ¢,, ¥, ., fir Prs Wrprary 88-
schrieben. Es bezeichne ferner S das System aller ganzen ganzzahligen
Funktionen der Unbestimmten j (dies ist natiirlich so zu verstehen, dafl jedes
einzelne Element von S immer nur eine endliche Anzahl dieser Unbestimmten
enthalten soll), 7' das Teilsystem von S, welches aus den Funktionen

p; ‘;1@1), ('ﬁz(?.z), T 'I’1,2(fi2)—j1, @2,3(7'3)_?.2:

besteht. Durch 7' wird ein ,,Modulsystem M definiert. Zwei Elemente
aus S heilen kongruent modulo M, wenn ihre Differenz in der Form

A1B1+A2B2+“' +A,,B,

darstellbar ist, wo 4,, 4,,... 4, Elemente aus S und B,, B,, ... B, Elemente aus
T sind. Nunmehr zerfillt jede ganze ganzzahlige mod. p reduzierte Funktion
von z, deren Grad in m aufgeht, mod. M auf eine bestimmte Weise in
Linearfaktoren, deren Koeffizienten Elemente aus S sind, und die Restklassen
des Modulsystems M innerhalb S bilden einen Kérper vom Typus G, ,,.
Nimmt man ' ’
m=Ig¢;,

so zerfallt jede ganze Funktion von z, deren Koeffizienten zu S gehoren,
mod. M in Linearfaktoren (s. § 17.).
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§ 17.
Algebraisch abgeschlossene Korper.

In § 8. haben wir die Aufgabe behandelt: In einem Korper R st
eine ganze Funktion f(x) gegeben; gesucht ist ein Erweiterungskorper &, in
welchem f(x) wvollstindig zerfdllt. Wir konnen wuns nun aber auch die
wesentlich weitergehende Aufgabe stellen, zu dem Kirper & eine solche
Erweiterung & 2u finden, in welcher jede Funktion aus ® zerfdllt. Der
vorangehende Paragraph enthilt die Losung dieses Problems fiir den Fall
des Primkorpers P,. Setzen wir némlich

m = Hq?;_ Cpm=Up>

so ist m durch jede natiirliche Zahl n teilbar, und es muB daher in 9,
jede irreduzible und also auch jede reduzible Funktion aus §, vollstindig
zerfallen.*) Aus § 16, 6. ist aber weiter zu ersehen, daf in %, nur irredu-
zible Funktionen vom Grade 1 existieren. 9, gehoért demnach zu jener
besonderen Art von Korpern, die wir (§ 7.) als abgeschlossene bezeichnet
haben. Diese sind natiirlich fiir die hier beriithrte Frage von der groBten
Wichtigkeit, und wir stellen deshalb hier einige einfache auf dieselben be-
ziigliche S&tze zusammen.

1. Ist & eine algebraische Erweiterung eines Korpers & und zerfdllt
jede ganze Funktion aus & vm Korper £ in Lmearfaktoren 80 _ust & algebraisch
abgeschlossen. _ .

""" Es sei némlich ¢ () eine irreduzible Funktion aus €, j eine Null-
stelle, die ¢ () in € oder einem Erweiterungskorper von g besitzt. Dann
ist () algebraisch in bezug auf g, also auch in bezug auf &, und ; Null-
stelle einer ganzen Funktion f(x) aus & Da diese in & in Linearfaktoren
zerfillt, in g(j) aber den Linearfaktor o—j hat, so ist j Element von &,
mithin ¢(z) vom Grade 1, womit Satz 1. bewiesen ist.

Es sei ¢ ein algebraisch abgeschlossener Korper, & ein Teilkorper
von &, % der Korper zwischen ® und &, welcher die in bezug auf & alge-
braischen Elemente umfa8t. Eine beliebige Funktion ¢ (x) aus A zerfallt

*) Von einem solchen Korper spricht L. E. Dickson (Transactions of the
American Math. Soc. 8 (1907), p. 389). Er erklart ihn aber unkorrekt als Gesamtheit
aller GQaloisschen Felder, die zur Primzahl p gehoren (Galoissches Feld = endlicher
Korper bzw. Typus eines solchen); ein Existenzbeweis wird nicht erbracht.
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dann in g in Linearfaktoren, ihre Nullstellen sind in bezug auf %, also
auch in bezug auf & algebraisch, mithin Elemente von %. Somit zerfallt
. ¢(x) schon in ¥ vollsténdig, der Korper o ist also algebraisch abgeschlossen.
— Ist T ein Korper zwischen & und &, « ein Element aus o, y(x) die
irreduzible Funktion aus & mit der Nullstelle &, so gehort w(z) auch zum
Koérper ¥, und wenn T algebraisch abgeschlossen ist, so zerfallt v (x)
in ¥ in Linearfaktoren, « ist Element, also % Teilkérper von ¥. Somit
erweist sich A als Kleinster algebraisch abgeschlossener Korper zwischen
® und &, er ist in allen andern solchen Korpern enthalten. Soll £ selbst
eine moglichst kleine algebraisch abgeschlossene Erweiterung von ® sein,
80 muBl =9 sein. Also:

2. In jeder E;weiterung L ewnes Korpers &, die einen algebraisch ab-
geschlossenen Korper darstellt, ist eine kleinste derartige Erweiterung enthalten ;
sie 1st vor allen andern dadurch ausgezeichnet, dafS sie algebraisch ist. |

Nehmen wir in den voranstehenden Betrachtungen fir & den in &
enthaltenen Primkoérper B, so wird % ein absolut algebraischer Korper und
besteht aus allen absolut algebraischen Elementen von €. Ist die Charak-
teristik von £ eine Primzahl p, so hat auch % diese Charakteristik, ist
also ein Korper €,,. Da jede irreduzible Funktion aus @, in G,, zer-
fallt, so muBl m durch jede natiirliche Zahl teilbar sein, woraus

m= quo’ @p,'m:wp
folgt. Also:

3. In jedem algebravsch abgeschlossenen Korper £ von der Charak-
teristik p st ein Korper vom Typus U, enthalten; er besteht aus allen absolut
algebraischen Elementen von L. |

Analoges gilt fiir Kérper von der Charakteristik 0. Indem wir uns
zunéchst auf bekannte Tatsachen berufen, bemerken wir, daB der Korper
aller algebraischen Zahlen algebraisch abgeschlossen ist, und da er eine
algebraische Erweiterung des Korpers der rationalen Zahlen darstellt. Fiir
diesen Typus gebrauchen wir wie frither das Zeichen B, fiir jenen fithren wir
das Zeichen %, ein. Zum Korper aller algebraischen Zahlen gelangt man ge-
wohnlich, indem man dieselben als spezielle komplexe Zahlen ansieht. Aber
auch ohne die allgemeinen komplexen Zahlen zu Hilfe zu nehmen, kann
man, wie von %, zu %,, so von P, zu einem absolut algebraischen und
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algebraisch abgeschlossenen Korper gelangen, indem man eine unendliche
Folge von Kérpern: .
: fo=Po, &1, Koy ..
definiert, deren jeder einzelne die vorangehenden umfaBt und in bezug
auf B, noch endlich ist, und deren Elemente in ihrer Gesamtheit- einen
algebraisch abgeschlossenen Korper repriasentieren. Auch hier gelingt mit
Benutzung des Auswahlprinzipes der Nachweis, daB %, der einzige Typus
der verlangten Art ist. Daher gilt Satz 3. auch fiir die Charakteristik 0.
Wir gehen auf diese speziellen Untersuchungen nicht weiter ein,
werden vielmehr ganz allgemein nachweisen, daf jeder Kirper S zu einem
algebraisch abgeschlossenen Korper erweitert werden kann, und dof die Aufgabe,
eine solche Erweiterung zu finden, im wesentlichen nur eine Lésung hat,
wenn man noch fordert, daf3 die Erweiterung moglichst klein, oder — was
nach 2. auf dasselbe hinauskommt, — daf sie algebraisch sein soll.

» § 18.
Beziehungen zwischen Systemen ganzer Funktionen und Erweiterungskorpern.

Bei den Untersuchungen dieses Paragraphen denken wir uns einen
beliebig gewihlten Korper & zugrunde gelegt. Wir betrachten Systeme
ganzer Funktionen einer Unbestimmten z mit Koeffizienten aus ®. Solche
Funktionen sind stets gemeint, wenn von Funktionensystemen schlechthin
die Rede ist; ebenso beziehen sich Ausdriicke wie ,, Brweiterungskorper¢,
,,Normalfunktion* u. s. f. stets auf den Grundkorper R.

Ist @ ein Erweiterungskorper, S ein System von endlich oder un-
endlich vielen Funktionen, die in 2 vollstindig zerfallen, so ist in £ eine
bestimmte Erweiterung £ enthalten, die zur vollstindigen Zerlegung der
Funktionen aus S gerade hinreicht. Es wird nédmlich '=®(Z), wo T das
System der Nullstellen bezeichnet, welche die Funktionen des Systems S
innerhalb & besitzen. :

Bezeichnet S irgendein endliches Funktionensystem, so gibt es
(s. d. SchluB von §8) stets Erweiterungskorper, in denen die Funktionen
aus S vollstindig zerfallen. Wir stellen nun die Definition auf:

Definition 1. Eine Funktion ¢(x) heiBt dem endlichen Funktionen-
system S umtergeordnet, wenn sie in jedem Erweiterungskorper, in welchem
die Fﬁnktio,njen aus S vollstindig zerfallen, ebenfalls vollsténdig zerfallt.



Steinitz, algebraische Theorie der Korper. 268

Es ergibt sich sogleich:

1. Die Funktion ¢(z) ist dem endlichen System S wuntergeordnet,
sobald sie in irgendeinem Erweiterungskorper L., der zur vollstindigen Zer-
fallung des Systems S gerade hinreicht, ebenfalls zerfdllt.

Denn ist 2, irgendeine zweite Erweiterung, innerhalb deren S voll-
stindig zerfallt, so enthilt g, eine Erweiterung &;, welche zur vollstindigen
Zerfallung von S gerade hinreicht. Nach § 8, 2. sind &, und & #quiva-
lente Erweiterungen, und da ¢(x) in &, vollstindig zerfillt, so auch in £;
und mithin in g,.

Es stdnde nun nichts im Wege, die Definition 1. auch fiir den Fall
gelten zu lassen, daB das System S aus unendlich vielen Funktionen be-
steht, wenn schon bewiesen wire, dafl auch in diesem Falle Erweiterungs-
korper, in denen die Funktionen von S vollstindig zerfallen, existieren.
So aber sind wir auf eine andere Definition angewiesen. Zu einer solchen
gelangen wir, indem wir von der Bemerkung ausgehen, daB im Falle eines
endlichen Systems S eine Funktion ¢(z), welche einem Teilsystem von S
untergeordnet ist, auch S selbst untergeordnet ist.

Definition 2. Eine Funktion ¢ (z) heiBit dem unendlichen System S
untergeordnet, wenn sie irgendeinem endlichen Teilsystem von S untergeordnet
ist. — Sind §,, S, irgend zwei Funktionensysteme, so sagen wir, S; st S,
untergeordnet, wenn jede Funktion aus S, dem System S, untergeordnet ist.

Es gilt dann der Satz:

2. Ist das System S, dem System S,, dieses dem System S; unter-
geordnet, so 1st S, dem System S, untergeordnet.

Eine beliebige Funktion ¢(x) aus S, ist namlich einem endlichen
Teilsystem S; von S,, dieses einem endlichen Teilsystem S; von S, unter-
geordnet (Def. 2.). Da S; endlich ist, so existieren Erweiterungen, inner-
halb deren alle Funktionen von S; vollstindig zerfallen. In einer jeden
solchen Erweiterung zerfallen die Funktionen von S;, zerfillt also auch ¢ ()
vollstindig (Def. 1.). Mithin ist ¢(2) dem System S;, also auch dem
System S; untergeordnet, womit 2. bewiesen ist.

Definition 3. Zwei Funktionensysteme heilen dquivalent, wenn
jedes dem andern untergeordnet ist.

Aus den vorangehenden Definitionen und Sétzen ergibt sich sofort,
daB jedes Funktionensystem sich selbst iquivalent ist; daB zwei Funktionen-
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systeme, die einem dritten dquivalent sind, einander &quivalent sind, daB
jedes System von endlich vielen Funktionen dem Produkt dieser Funk- -
tionen #aquivalent ist.

Definition 4. Ein Funktionensystem S soll vollstindig heilen,
wenn jede S untergeordnete Funktion zu S gehort.

Ist S ein beliebiges System, so muf ein System S, wenn es vollstindig
und zu S &dquivalent sein soll, nur solche Funktionen enthalten, die S
untergeordnet sind, diese aber auch alle. Andererseits sieht man sofort,
daB das System aller S untergeordneten Funktionen in der Tat zu S &dqui-
valent und vollstdndig ist. Es ist also jedes System S genau eimem voll-
stindigen System &quivalent. Das kleinste vollstindige System wird offen-
bar von den Funktionen gebildet, die in & selbst vollstiandig zerfallen, das
grfte von der Gesamtheit aller Funktionen aus ®. Ferner ist evident,
daB der Durchschnitt zweier vollstindiger Systeme oder auch eines belie-
bigen Systems von endlich oder unendlich vielen vollstindigen Systemen
wieder ein vollstindiges System ist.

An diese Sitze reihen sich einige andere, welche Beziehungen zwischen
Funktionensystemen und zugehorigen Zerlegungskorpern ausdriicken. Zu-
nichst ergibt sich aus den vorangehenden Definitionen und Sétzen ohne
welteres:

3. Ist & emne Erweiterung von &, S ein Funktionensystem, welches
an 8 vollstindig zerfdllt, so zerfdllt auch jedes .S wuntergeordnete System S’
wn & vollstandig, und wenn S und S’ dquivalent sind und die Erweiterung & zur
vollstandigen Zerfillung von S gerade hinreicht, so ist sie auch zur vollstdndigen
Zerfdllung von S’ gerade hinreichend.

Dieser Satz zeigt, daB bei den Fragen nach der Existenz und den
Eigenschaften solcher Erweiterungen, in denen ein gegebenes Funktionen-
system zerfillt, dieses durch irgendein &quivalentes ersetzt werden darf.

Wir beweisen ferner:

4. Ist die Erweiterung Nt gerade hinreichend, um das Funktionensystem S
vollstindsg 2u zerlegen, so st sie mormal, und jede Funktion die in N voll-
stindig zerfdllt, ist dem System S untergeordnet.

Beweis: Es sei ¥ das System derjenigen Elemente aus R, welche
Nullstellen von Funktionen aus S sind. Dann folgt aus unserer Voraus-
setzung, daB N =R (%) ist. Es bezeichne nun ¢(z) irgendeine irreduzible
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Funktion aus ®, die in % eine Nullstelle ¢ besitzt. Dann kann man ein
- endliches Teilsystem T’ von ¥ angeben derart, da o schon dem Korper &(Z")
angehort, und, weil T’ endlich ist, ein endliches Teilsystem S’ von S der-
art, dal die Elemente aus ¥ Nullstellen von Funktionen aus S’ sind.
Bezeichnet I” das System aller Nullstellen der Funktionen aus §’, so ent-
hélt auch der Erweiterungskérper R#'=®(T”) das Element ¢ und reicht
gerade hin, die Funktionen aus 8’ vollstindig zu zerlegen. Daher ist R/,
weil S” ein endliches System ist, nach § 8, 6. in bezug auf & normal, und
die Funktion ¢(z) muB also in % und somit in N vollstindig zerfallen.
Damit ist aber gezeigt, daB die algebraische Erweiterung % =& (%) eben-
falls normal ist. Sodann folgt aus dem Umstande, dal ¢(z) in dem
Korper %/, der zur vollstindigen Zerfillung des endlichen Systems S’ ge-
rade hinreicht, ebenfalls zerfillt, daB ¢(z) dem System S’ untergeordnet
ist (Satz 1.). ¢(z) ist demnach auch S untergeordnet. Ist endlich f(z)
irgendeine in N vollstindig zerfallende Funktion, so ist nach dem voran-
gehenden jeder irreduzible Faktor von f(x) dem System S untergeordnet;
daher gilt dasselbe von f(z) selbst. Damit ist Satz 4. bewiesen. — Aus
demselben geht hervor, dafl wenn fiir ein System S die Existenz eines
Erweiterungskorpers, in welchem S vollstdndig zerfillt, einmal feststeht,
fiir dieses System S die beiden Definitionen 1. und 2. auf dasselbe hin-
auskommen.

5. Die Gesamtheit S aller Funktionen, die in einem - Erwéiterungs-
korper % wvollstindig zerfallen, stellt ein vollstindiges System dar, und wenn
die Erweiterung normal ust, so ist sie zur vollstindigen Zerfillung von S ge-
rade hinreichend. o :

Eine Funktion ¢ (z) nimlich, welche S untergeordnet ist, muf} in %
vollstindig zerfallen, gehort also zu S, d. h. das System S ist vollsténdig.
Bezeichnet ferner ¥ das System der Elemente von %, welche Nullstellen
von Funktionen aus S sind, so reicht die in % enthaltene Erweiterung & (%)
zur Zerfallung von S gerade hin. Ist nun % normal, also auch algebraisch,
so ist jedes Element o aus % Nullstelle einer in & irreduziblen Funk-
tion ¢ (z), die in N vollstindig zerfillt, also zu S gehort. Daher ist «
Element von ¥, mithin von ®(%), und es wird R =@ (L), womit 5. be-
wiesen ist. )

Wir schlieBen diese Untersuchungen mit dem Beweise des Satzes:

35"
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6. Jedes Funktionensystem S 1ist esnem System wvon Normalfunktionen
dquivalent.

Beweis: (Vgl. § 13, 3.). Es bestehe S zunichst aus einer einzigen
irreduziblen Funktion ¢(x), und es bezeichne % eine Erweiterung, welche
zur vollstindigen Zerlegung von ¢ (x) gerade hinreicht. Dann ist % Nor-
malkorper. Besitzt 8 ein primitives Element ¢, so ist die in ®-irreduzible
Funktion y(z), welche & zur Nullstelle hat, normal und mit ¢ (z) dqui-
valent. Besitzt i kein primitives Element, so mufl & ein unvollkommener
Kﬁrpér sein und ¢ (z) einen Exponenten f>>0 haben (§ 13, 7.). Es sei

(@) =a" +a, 2" + .. ta,.

Die Funktion ¢(z) ist dann in dem Korper %, in dem sie zerfallt, p’-te
Potenz einer andern Funktion

Z(Q;):(w.—_yl)...(m-—.yn)=x”+b1x”"1+...+bn’

und aus ¢(z)=(x () folgt
ak=b€l. (k='1,‘..n)

¢(z) hat die Nullstellen y,, y,,...%,, wahrend die Funktion
-(;)(w) = wn_*_alxn—l +"'+ana

die eine irreduzible Funktion erster Art ist, die Nullstellen ;/’1”, 73' yee y,!;’
hat. Diese sind voneinander verschieden, dasselbe gilt also auch fiir y,, 7,,...7,.
Aus a,=b? folgt x”'ma,,-——(x—b,,)”'. Die irreduzible Funktion aus § mit
der Nullstelle b, hat daher die Form

@by (0<AZf k=1,...m)

und ist Normalfunktion. Der Korper ®'=8 (3%, 7%,...7%), welcher zur
vollstindigen Zerfillung von ¢(x) gerade hinreicht, ist normal, in % ent-
halten und stellt eine endliche Erweiterung erster Art von & dar. Daher
gibt es in R’ primitive Elemente. Es sei o ein solches und v (x) die
irreduzible Funktion aus '® mit der Nullstelle ¢. Dann ist w(z) eine
mit ¢ (x) dquivalente Normalfunktion. Das System T’ der Normalfunktionen

ip(w)s (w—bl)plla (x—'bz)p,z’ s (x'—bn)pht



Steinitz, algebraische Theorie der Korper. 2617

geht in ein #quivalentes 71’ iiber, wenn man y(z) durch ¢ (z) ersetzt.
Alle diese Funktionen zerfallen in % vollstéindig, sind also der Funktion ¢ ()
untergeordnet. Ein Kérper M zwischen & und %, der zur vollsténdigen
Zerfallung des Systems T” ausreicht, muB die Elemente b,, b, ...b,, mithin
die Funktion yx(z), ferner die Nullstellen ;/Zf von ¢(x) und somit die
Funktionen z”’——y’,;’——— (¢—y,)" enthalten. Daher sind auch die Funktionen

(2(2), @—p))=2z—7p2

und also auch die Elemente y, in It enthalten, und aus R=R (¥, ¥2,..- %)
folgt M=xN, daraus die Aquivalenz von ¢(z) und 7’ und endlich die
Aquivalenz von ¢ (z) und dem Normalfunktionensystem 7.

Damit ist Satz 6. fiir den Fall erledigt, daB S aus einer einzigen
irreduziblen Funktion besteht. KEs sei jetzt S ein beliebiges Funktionen-
system, S’ das System aller irreduziblen Faktoren der in 8 vorkommenden
Funktionen, S” das System aller S’ untergeordneten Normalfunktionen.
Dann ist zundchst S mit S’ &dquivalent und S dem System S’ unter-
geordnet. Da ferner jede Funktion aus §" nach dem vorangehenden
einem System von Normalfunktionen dquivalent ist, und dieses Teilsystem
von 8" ist, so ergibt sich die Aquivalenz von S’ und S”, und S ist dem
Normalfunktionensystem S’ dquivalent.

§ 19.

Hilfsbetrachtungen aus der Mengenlehre.

Nach Satz 5. des vorigen Paragraphen entspricht jeder normalen
Erweiterung eines Korpers § eine Klasse dquivalenter Funktionensysteme,
zu deren Zerfillung die Erweiterung gerade hinreicht, und wie sofort zu
sehen ist, entspricht jeder dquivalenten Erweiterung dieselbe Systemklasse.
Der Nachweis, daB umgekehrt jeder Systemklasse eine und, abgesehen von
iquivalenten, nur eine normale Erweiterung entspricht, macht es notwendig,
Betrachtungen aus der Mengenlehre mit heranzuziehen, und ist insbesondere
ohne Benutzung des Auswahlprinzips nicht vollstindig zu fithren. Es
folge darum hier eine kurze Zusammenstellung einiger Begriffe und Satze
aus der genannten Disziplin, die im folgenden gebraucht werden.
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1. Geordnete Mengen. — Eine Menge oder ein System von Elementen
heiBt nach G. Cantor geordnet, wenn eine Festsetzung getroffen ist, der-
zufolge von je zwei verschiedenen Elementen a,b das eine, etwa a, als das
frithere (kleinere), das andere b als das spitere (grofere) gilt; in Zeichen:

a<b oder b>a.

Die Festsetzung muBl jedoch eine derartige sein, daBl aus a < b,b < ¢ alle-
mal a < ¢ folgt. '

2. Schnitt. — Werden die Elemente einer geordneten Menge M derart
in zwei Teilmengen A4, B eingeteilt, daBl jedes Element von M einer und
nur einer dieser Teilmengen angehért, und daB alle Elemente von A frither
als alle von B sind, so heilt eine solche Einteilung ein Schnitt (Dedekind),
die Teilmenge A4 wird Abschnitt, B Rest genannt (Cantor).

3. Ordnungstypen. — Unter einer dhnlichen Abbildung zweier geord-
neter Mengen M und N versteht man eine ein-eindeutige Beziehung zwischen
ihren Elementen, bei welcher allemal dem fritheren von zwei Elementen
aus M in N wieder das frithere der beiden zugeordneten Elemente ent-
spricht. Geordnete Mengen, welche eine solche Abbildung zulassen, werden
dhnlich oder von gleichem Ordnungstypus genannt (Cantor).

4. Wohlgeordnete Mengen. — Eine Menge M heif3t wohlgeordnet (Cantor),
wenn eine Festsetzung getroffen ist, derzufolge von je zwei Elementen a, b
das eine als das frithere, das andere als das spéatere gilt, und wenn diese
Festsetzung eine solche ist, da sowohl M als auch jede Teilmenge von
M ein erstes Element d. h. ein solches enthalt, welches frither als jedes
andere Element der Menge bzw. Teilmenge ist. — Jede wohlgeordnete Menge
st zugleich eine geordnete; denn wenn a < b, b < ¢ ist, so kann nicht a =¢
sein, weil die Fille a < b, b < a einander ausschlieBen; es kann auch nicht
¢ < a sein, weil sonst die aus den Elementen a,b,c¢ bestehende Menge kein
erstes Element enthielte; es ist also a <e¢. — Zu den wohlgeordneten
Mengen gehoren auch die geordneten endlichen Mengen; sie sind dadurch
charakterisiert, da bei ihnen jede Teilmenge auch ein letztes Element besitzt.

5. Ordnungszahlen. — Die Ordnungstypen wohlgcordneter Mengen
werden Ordnungszahlen genannt, die Ordnungszahlen endlicher Mengen durch
1,2, 3,... bezeichnet. — Sind M und N wohlgeordnete Mengen, so hat stets
etner der drev einander ausschliefenden Falle statt:
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a) M und N sind dhnlich; es gibt dann eine und nur eine dhnliche
Beziehung zwischen M und N ;

b) M st einem bestimmten Abschmitt von N dhnlich;

c) N st einem bestimmten Abschnitt von M dhnlich.

Im ersten Falle haben M und N gleiche Ordnungszahl, im zweiten
wird die Ordnungszahl von M FKleiner, im dritten gréfer als die von N
genannt. Es ist zweckmé&Big, auch noch eine Ordnungszahl 0 einzufiihren,
welche als kleinste von allen gilt.

Jedes System von Ordnungszahlen stellt, wenn dieselben nach auf-
steigender GroBe geordnet werden, eine wohlgeordnete Menge dar, und ins-
besondere bilden die simtlichen Ordnungszahlen inkl. 0, welche kleiner als
eine Ordnungszahl o sind (0>>0), eine wohlgeordnete Menge, welcher selbst
die Ordnungszahl ¢ zukommt. Hat man daher eine wohlgeordnete Menge
von der Ordnungszahl o, so empfiehlt es sich, ihre Elemente durch ein
Zeichen mit Index darzustellen: ‘

Ay Ayy Doy eoe Apyyoeny

wobei der Index » alle Ordnungszahlen 0<<»<C¢ durchléuft. Jeder Ord-
nungszahl » (fiir 0<Cv<Co) entspricht dann ein bestimmter Abschnitt des
wohlgeordneten Systems, welcher gerade die Ordnungszahl » hat. Er wird
von allen Elementen gebildet, welche @, vorangehen, man nennt ihn deshalb
auch den durch o, bestimmten Abschmitt. — Zum Zweck einfacher Dar-
stellung treffen wir folgende Festsetzungen: Ein wohlgeordnetes System
von Elementen a, wird mit

|a,| oder genauer {a,} (0<<v<Co)

bezeichnet, wo ¢ die Ordnungszahl des Systems angibt, oder auch mit
einem bloBen Buchstaben, etwa 4. Im letzten Falle ist unter 4, (0<<v<<o0)
allemal der durch @, bestimmte Abschnitt von 4 zu verstehen, wihrend
A,=A zu setzen ist.

Unter den von O verschiedenen Ordnungszahlen sind solche erster
und zwester Art zu unterscheiden. Eine Ordnungszahl « heit von der
ersten oder zweiten Art, je nachdem eine wohlgeordnete Menge von der
Ordnungszahl « ein letztes Element enthalt oder nicht. Da das System
aller Ordnungszahlen unter e selbst die Ordnungszahl & hat, so gibt es,
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wenn « von erster Art ist, eine Ordnungszahl 3, welche « unmittelbar
vorangeht. Wir setzen 3=ea—1, e=/3+1. Ist « von der zweiten Art,
so gibt es keine unmittelbar vorangehende Ordnungszahl. Diese Ordnungs-
zahlen werden auch Limeszahlen genannt. Der Grund fiir diese Bezeich-
nung erhellt aus folgender Uberlegung: Es sei S ein System von Ord-
nungszahlen von der Beschaffenheit, daB keine groBte unter ihnen ist,
also jede durch andere Zahlen desselben Systems iibertroffen wird (z:. B.
das System aller endlichen oder aller geraden endlichen Ordnungszahlen).
Es bezeichne ferner T' das System aller derjenigen Ordnungszahlen, welche
von irgendeiner Ordnungszahl aus S iibertroffen werden. Dann ist evident,
daB S in T enthalten ist, daB auch T keine groBte Zahl enthalt, daB,
wenn o irgendeine Ordnungszahl aus 7' ist, auch jede Ordnungszahl <o
zu T gehort. Dem System 7' kommt selbst eine Ordnungszahl = zu, die
Limeszahl ist. Ist nun ¢>>0 irgendein Element von 7', so bilden die
Ordnungszahlen, welche <o sind, einen Abschnitt von 7', dessen Ordnungs-
zahl kleiner als die Ordnungszahl von 7' ist. D. h. esist 6<<7. Anderer-
seits mufl jede Ordnungszahl <7z zu T geh6ren. Denn wire das System
T nur ein Teil des Systems 77 aller Ordnungszahlen <7, so wiirden
die zu T gehorigen Zahlen aus 7" den nicht zu T gehérigen vorangehen,
d. h. T ware Abschnitt von 7’, und die Ordnungszahl = von 7T wire
kleiner als die von 7", wihrend doch 77 als System aller Ordnungszahlen
<7 die Ordnungszahl 7 zukommen muB. Es besteht also 7 aus allen
‘und nur den Ordnungszahlen <7, und der Erklirung von T zufolge stellt
nunmehr 7z die kleinste Ordnungszahl dar, welche von keiner Ordnungszahl
des Systems S iibertroffen wird. Eine solche Zahl existiert also fiir jedes
System von Ordnungszahlen, welches kein Maximum besitzt, und sie wire
nach Analogie des gewéhnlichen Sprachgebrauchs als obere Grenze von S
zu bezeichnen. Jede Limeszahl 7 ist u. a. die obere Grenze aller Qrd-
nungszahlen <. :

6. Die wvollstindige Induktion und der Wohlordnungssatz. — Wenn
eine gewisse auf Ordnungszahlen beziigliche Aussage fiir eine Ordnungs-
zahl a gilt, fiir eine andere 3>>o nicht gilt und T' das System derjenigen
Ordnungszahlen zwischen ¢ und (8 (einschlieBlich & und (3) bezeichnet, fiir
welche die Aussage nicht besteht, so hat T als wohlgeordnete Menge ein
erstes Element y, und es ist dann y die kleinste Ordnungszahl e, fiir
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welche die Aussage nicht gilt. Daher besteht im Gebiete der Ordnungs-
zahlen der Satz won der wvollstindigen Induktion: Gilt irgendein Satz fir
die Ordnungszahl ¢ und kann man nachweisen, daf er fir die Ordnungs-
zahl 3o gelten muf, sobald er fiir alle Ordnungszahlen, die < 3 und —>e |
sind, richtig ist, so gilt der Satz fir alle Ordnungszahlen —e. Auf dem
Satz von der vollstandigen Induktion beruht die Bedeutung der Ordnungs-
zahlen fiir die Anwendungen. Ihre ausgedehnte Anwendungsfihigkeit aber
wird durch den Satz von Zermelo*) erschlossen, demzufolge jede Menge wohl-
ordnungsfihig ist. Der Satz betrifft natiirlich nur die Ewzistenz der Wohl-

ordnung, er gibt keine Methode, dieselbe bei jeder beliebig gegebenen Menge
wirklich auszufiihren.

§ 20. |
‘ Die niichsten Anwendungen. :

Definition 1. Fortschreitende Funktionensysteme. — Es sei &, ein be-
liebiger Korper. Ein wohlgeordnetes System S = |f,(z)] ganzer Funktionen
aus f, soll ein fortschreitendes (in bezug auf §,) heiBen, wenn f,(z) in R,
nicht vollstindig zerfallt und von den iibrigen Funktionen f, (z) keine dem
durch sie bestimmten Abschnitt von S untergeordnet (§ 18) ist. |

1. Ist S ein wohlgeordnetes System ganzer Funktionen aus £,, die
nicht samtlich in R, vollstindig zerfallen, so enthdlt S ein fortéckrez'tendes
Teilsystem S, welches zu S dquivalent ust.

Bilden wir ndmlich ein Teilsystem 8" von S in der Weise, dal wir
die erste Funktion f,(z) dann in 8’ aufnehmen, wenn sie in &, nicht voll-
standig zerfillt, jede andere Funktion dann, wenn sie dem durch sie be-
stimmten Abschnitt von S nicht untergeordnet ist, so ist zundchst Kklar,
daB die erste in &, nicht vollstindig zerfallende Funktion aus S zu S' ge-
hort, ferner daB das System S’ fortschreitend und dem System S unter-
geordnet ist. Es ist also nur noch zu zeigen, daf jede Funktion aus
S=|f,(z)] dem System S’ untergeordnet ist. Dies ist zunichst bei f,(z)
der Fall, da f,() entweder in ®, vollstindig zerfillt oder zu S’ gehéort.
Um dasselbe fiir jede andere Funktion f,(x) zu zeigen, wenden wir die
vollstandige Induktion an. Dann ist als bewiesen zu erachten, dal der durch
f, (z) bestimmte Abschnitt von S dem System S’ untergeordnet ist. Ist

*) E. Zermelo, Math. Ann. Bd. 59 (1904), S. 514. _ :
Journal fir Mathematik. Bd. 137. Heft 4. 36
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f,(x) diesem Abschnitt untergeordnet, so ist f,(z) auch S’ untergeordnet;
ist aber f,(xz) dem bezeichneten Abschnitt nicht untergeordnet, so gehért
f,(x) zu S, ist also ebenfalls diesem System untergeordnet.

Definition 2. Fortschreitende Systeme von Elementen eines Erweite-
rungskorpers. — Es sel &, ein beliebiger Korper, £ irgendeine Erweiterung von
R0,& = la,] ein wohlgeordnetes System von Elementen aus & Das System
© soll ein foréschreitendes heillen, wenn weder a, dem Korper ®,, noch eins
der iibrigen Elemente ¢, dem Korper angehort, welcher aus &, durch Ad-
junktion des durch @, bestimmten Abschnittes hervorgeht. — Es gilt der Satz:

2. Ist @=|a,| ein wohlgeordnetes System von Elementen eines Er-
weiterungskorpers & von R, und gehéren nicht alle Elemente aus & zu R,
so enthdlt © ein fortschrestendes Teilsystem &', fiir welches & (€') = & (&) wird.
Man kann & in der Weise bilden, daf3 man das Element a, in & auf-
nimmt, wenn es nicht zu K, gehort, jedes andere Element a, dann, wenn es
nicht dem Korper angehort, der aus R, durch Adjunktion des durch a, be-
stimmten Abschnittes von & hervorgeht.

Der Beweis ist dem des Satzes 1. ganz analog, kann also iiber-
gangen werden. Da & selbst durch Adjunktion eines Systems & erhalten
werden kann und dieses wohlordnungsfihig ist, so folgt noch:

3. Jede Erweiterung eines Korpers kann durch Adjunktion eines fort-
schreitenden Systems erhalten werden.

Definition 3. Wohlgeordnete Korper. — Die Elemente eines Kérpers
f, konnen wir uns in eine wohlgeordnete Folge {¢,| (0<<wv<Co) gebracht
denken. Bei dieser Anordnung kommt dann dem Koérper ®, eine bestimmte
Ordnungszahl ¢ zu. Wir wollen jedoch moch ausdriicklich die Festsetzung
treffen, daf wenn von einem wohlgeordneten Korper R,= {c,} die Rede ist, stets
Co=0,c,=¢ setn soll. Haben zwei wohlgeordnete Korper dieselbe Ord-
nungszahl, so besteht zwischen ihnen eine einzige wohlbestimmte &hnliche
Beziehung (§ 19, 5.). Ist dieselbe zugleich eine isomorphe, so nennen wir
die Korper dhnlich-isomorph.

- 4. Ist |®;} (0=<p <o) eine wohlgeordnete Folge wohlgeordneter Korper,
o Limeszahl und ist von je zwei Korpern dieser Folge der friihere allemal
etnem Abschnitt des spdteren‘dhnlich-isomorph, so gibt es wohlgeordnete K orper
von der Beschaffenheit, daf3 jeder Korper R, einem Abschnitt von & dhnlich-
isomorph 1st und daff zu jedem Element von L ein Abschnitt angegeben
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werden kann, welcher dieses Element enthdlt und einem Korper R, dhnlich-
isomorph ist. Alle Kirper &, welche die bezeichneten Eigenschaften haben,
sind einander dhnlich-isomorph.

Beweis. Es habe der Korper &, der Folge |{®,| die Ordnungszahl
7,, seine Elemente seien in ihrer wohlgeordneten Folge mit ¢,, (0<lv<C<7,)
bezeichnet. Aus unseren Voraussetzungen folgt, dal die Zahlen z, mit u
wachsen und daf keine groBte unter ihnen ist. Wir bezeichnen mit = die
obere Grenze der Zahlen z,(§ 19, 5.):

r=lim 7,
p=o
und nehmen ein wohlgeordnetes System 2=|c,|] (0<{i<C7), fiir welches
wir Addition und Multiplikation in der folgenden Weise festsetzen: Sind
€, ¢,(A<_p) irgend zwei Elemente aus g, so folgt aus ¢<C7, dal es unter den
Ordnungszahlen 7, der Korper &, solche gibt, die ¢ sind. Unter diesen
sei 7, die kleinste. Der Korper &, ={c,,}] (0<v<I7,) enthilt dann

zwei Elemente c,;, ¢, , sowie ihre Summe und ihr Produkt. Ist

(1.) Cuat Cwo=Cuar Cuw1*Cuwo=Cupgs

so ist e<<7, <7, <7, < 7; das System £ enthilt daher zwei Elemente
Cqy Cg  War setzen fest, daf

(2.) Gt G =0, C1=10C,, ©€)+C,=C,eC;=Cg

sein soll, wodurch £ ein System mit doppelter Komposition wird.

Ist nun @, irgendein Korper der Folge [8,|, so folgt aus z,<Tw,
daB ¢ einen Abschnitt £, von der Ordnungszahl =, besitzt. In der &hn-
lichen Beziehung 7, zwischen &, und &, entsprechen einander die Ele-
mente ¢,; und ¢, (0<Ci<lt,). Sind nun ¢, und ¢, (A="g) irgend zwei
Elemente von 2, und wird ihre Summe und ihr Produkt durch die
Gleichungen . (2.) angegeben, so ist ¢< v, und daher, wenn wieder 7, die
kleinste Zahl aus der Folge {z,| ist, welche ¢ iibertrifft,

(3) L, W

Aus den fiir die Kompositionen in € getroffenen Festsetzungen ergibt
sich, daf die Gleichungen (2.) die Gleichungen (1.) nach sich ziehen. Aus

36*
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(3.) folgt, daB &, entweder mit &, identisch oder einem Abschnitt von

o e e

®, ahnlich-isomorph ist. In beiden Fillen folgt aus (1.)
(4.) Cui T Cup=Cuas Cur*Cup="0Cup-

Da die Elemente ¢, ,, c,, wieder dem Korper &, angehéren, so ist «<<7,,
pB<<z,, die Elemente c,, ¢, gehoren also wieder dem Abschnitt &, von &
an. Ferner zeigt die Vergleichung von (2.) und (4.), daB die &hnliche
Beziehung 7, zwischen &, und &, eine isomorphe ist. &, stellt also
einen zu &, dhnlich-isomorphen Korper dar. Da fiir jedes Element ¢; von 8
7,>>4 bestimmbar ist, so kommt jedes Element von £ in einem Korper
g, vor, und da von je zweien dieser Korper einer den andern enthilt,
so ist ¢ selbst ein Korper. Derselbe entspricht, wie sich zeigte, den Be-
dingungen des Satzes 4.

Ist &'=|c;| ebenfalls ein Korper, welcher diesen Bedingungen ent-
spricht , 7" seine Ordnungszahl, ¢/, der zu &, dhnlich-isomorphe Abschnitt,
so ist die Ordnungszahl von g gleich z,, also 7,<C7. Ist andererseits A
irgendeine Ordnungszahl <<7’, so enthilt &' ein Element ¢; dieses kommt

in einem Abschnitt &, vor, es ist also A<Cz,. Mithin ist +'=lim z,=7,

und es besteht zwischen £ und & eine #hnliche Beziehung =, welche
jedem Element ¢; von & das Element ¢; von &’ zuweist. Bestehen nun
fiir irgend zwei Elemente ¢;, ¢, (k<{¢) von £ die Kompositionsgleichungen
(2.) und bestimmt man u so groB, daB 7,>>¢ wird, so enthdlt der
Korper ¢, die Elemente ¢;,c,, also auch ¢, und ¢, Die Koérper 8, und
¢, sind zu ®,, also auch zueinander dhnlich-isomorph. Durch die &hn-
liche Beziehung zwischen &, und £, werden aber den Elementen ¢, c,,
€., ¢, von g, die Elemente ¢, c;,c;,c; von &, zugeordnet. Da diese
Beziehung zugleich isomorph ist, so folgt

4 / /’
ct+c,=c,, ¢ cp=cp,

‘also erweist sich auch die #hnliche Beziehung 7, welche zwischen & und &

besteht, als eine -isomorphe, womit (4.) vollstindig bewiesen ist.

Definition 4. Wohlordnung der ganzen Funktionen in einem wohl-
geordneten Korper. — Ist ®,=|c,} (c,=0, ¢,=¢) ein wohlgeordneter Korper
und sind ¢g(#) und k(z) zwei voneinander verschiedene ganze Funktionen
aus ®,, so denken wir uns diese in Form unendlicher Reihen
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g(w)=cﬂo+cﬂlx+cﬂaw2+ Tt
h(z)=¢, +c, x+c, T2+ -+

geschrieben. Dann wird, sobald die natiirliche Zahl n einen gewissen
Wert iiberschreitet,
. cfl”:cw'nz():co, ”n:—_’/nz()

sein. Ist k (Z>0) die grofte Zahl, fir welche w,+v, st, so sagen wir im
Falle u,<<v,, daff die Funktion g (x) innerhalb &, der Funktion h(z) vorangeht.
Durch diese Festsetzung wird das System der ganzen Funktionen aus ®,
in ein wohlgeordnetes verwandelt. Ist namlich S ein beliebiges System
ganzer Funktionen aus ®,, so werden, weil ¢,=0 ist, in S die Funktionen
kleinsten Grades den andern vorangehen. Ist = dieser Grad, S, 'das
Teilsystem von S, welches die Funktionen n-ten Grades umfaBt, S, ; das
System der Funktionen aus S,, in denen der Koeffizient ¢, von a" einen
moglichst kleinen Index » hat, S, , das System derjenigen Funktionen
aus S, ,, in denen der Koeffizient von 2" einen moglichst kleinen Index
hat u.s. f., endlich f(x) diejenige Funktion aus S,, in welcher das von z
freie Glied einen moglichst kleinen Index hat, so ist f(z) die erste Funktion
aus S. Mit der Existenz einer ersten Funktion innerhalb jedes Funktionen-
systems S ist aber die behauptete Wohlordnung bewiesen.

Definition 5. Primitive Wohlordnung. — Es sei ®,={c,} ein wohl-
geordneter Koérper, ®, eine einfache algebraische Erweiterung n-ten Grades
(n>1) von R,, 7 ein primitives Element von ®,. Jedes Element von &,
wird dann eindeutig in der Form ¢(;) dargestellt, wenn g (z) jede beliebige
ganze Funktion aus ®,, deren Grad <» ist, bezeichnet. Setzen wir fiir
irgend zwei Elemente ¢(7) und %(j) fest, daB g(7) als das frithere gilt, falls
die Funktion g(z) innerhalb &, der Funktion k(x) vorangeht, so ist nach
den letzten Ausfilbrungen klar, daB dadurch &, zu einem wohlgeordneten
Korper gemacht wird. Aus ¢, =0 folgt, daB der wohlgeordnete Kérper &,
einen Abschnitt des wohlgeordneten Korpers &, darstellt; aus ¢, =¢, daB j
das erste auf den Abschnitt ®, folgende Element ist. Wir sagen: ®, st
in bezug auf R, primitiv geordnet und nennen ; das Hauptelement der primi-
tiven Wohlordnung. — Es besteht dann der Satz:

5. Ist R, etne etnfache algebraische Erweiterung eines wohlgeordneten
Korpers §,, | ein primitives Element, so kann R, auf eine und nur eine
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Weise so primativ in bezug auf auf &, geordnet werden, daf3 | Houptelement
wird. R, ist dann der durch 7 bestimmie Abschnitt von K.

Definition 6. Reguldre Wohlordnung. — Es sei &, ein wohlgeordneter
Korper, & eine beliebige algebraische Erweiterung von &,. - Wir wollen
annehmen, daB auch £ wohlgeordnet sei, und daB diese Wohlordnung die
im folgenden beschriebenen Eigenschaften besitze: Sowohl der Korper &,
als auch jeder Korper, der aus ®, durch Adjunktion eines Abschnittes
von £ hervorgeht, soll, sofern er nicht alle Elemente von £ umfalt, ein
Abschnitt von & sein. Die so erhaltenen Abschnitte von & — es sind dies
offenbar alle diejenigen ®, enthaltenden Abschnitte, welche zugleich Kérper
sind — mogen Hauptabschnitte heilen; das auf einen Hauptabschnitt un-
mittelbar folgende Element nennen wir (das zugehorige) Hauptelement. Die
Hauptelemente bilden eine (wohlgeordnete) Teilmenge J={7,] (0<v<To)
von & &, ist der durch j, bestimmte Hauptabschnitt; wir wollen all-
gemein mit &, (0<<» <o) den durch j, bestimmten Hauptabschnitt, mit &,
den Korper & selbst bezeichnen. — Aus den bisherigen Voraussetzungen
folgt, daB jeder Korper &,(7,) (0<w» <o) ebenfalls einen Hauptabschnitt
darstellt (bzw. gleich &,= ist). Wir machen nun die weitere Voraussetzung,
daB sich ®,(7,) als in bezug auf &, primitiv geordnet erweist. Dabei
wird also 4, als Hauptelement der primitiven Ordnung erscheinen. —
Besitzt der wohlgeordnete Korper ¢ alle diese Eigenschaften, so nennen
wir ihn on bezug auf R, requldr geordnet. — Die primitive Wohlordnung
stellt hiernach den einfachsten Fall der reguliren dar, charakterisiert
durch o=1.

Aus den vorstehenden Erklirungen ergeben sich einige Tatsachen
unmittelbar, die wir deshalb ohne Beweis verzeichnen, namlich:

6. Ist der Korper =R, in bezug auf R, reguldr geordnet und stellt
®, (0<<v <o) einen Houptabschnitt dar, so st sowohl &, wn bezug auf &,
als auch & in bezug auf ®, requlir geordnet. Ist hierber J=|j,| (0w <o)
das System der Hauptelemente von £ in bezug auf R, & der durch j, be-
stimmie Abschnitt von 3, I der zugehorige Rest, so stellt & das System der
Hauptelemente von &, in bezug auf R,, I’ das System der Hauptelemente
von & in bezug auf R, dar.

7. Ist & in bezug auf R,, M in bezug auf & reguldr geordnet, so ist M
wn bezug auf R, requldr geordnet und & ein Hauptabschnitt von .
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Behalten wir die Bezeichnungen aus Def. 6. bei und verstehen wir
unter 2’ irgendeinen Korper zwischen ®, und 2 Es sei & von £ ver-
schieden, o das erste nicht zu £ gehoérige Element von &, % der durch o
bestimmte Abschnitt von . Dann enthélt & den Korper &,(%), welcher -
zufolge Def. 6. Hauptabschnitt von & ist. Da aber ®,(%) den Abschnitt %,
nicht aber das auf diesen folgende Element o enthélt, so mul ¢ Haupt-
element sein. Soll daher @ alle Hauptelemente enthalten, so mufl 2'=¢
sein, und somit folgt ®,(3) =8&. Bezeichnen wir ferner mit §, (0<<v<<o)
den durch das Hauptelement j, bestimmten Abschnitt von § und setzen
wir &' =8,(3,), so ist & Teil von &,, da &, das System J, enthdlt. Da
ferner 4, in &,, also auch in & nicht vorkommt und das erste in &
nicht enthaltene Element ¢ von & Hauptelement sein muf, so folgt
a=1,, ¥=8,=8,(S,). Unter Beriicksichtigung von Def. 2. ergibt sich
somit: |

8. Ist der Korper & wn bezug auf R, requldr geordmet, so bilden die
Hauptelemente ein fortschreitendes System J, es ist & = 8,(J), und der durch
das Hauptelement g, bestimmite Hauptabschnitt von & wird aus 8, durch Ad-
junktion des durch j, bestimmten Abschnittes von § erhalten.

Es sei unter Beibehaltung der bisherigen Bezeichnung @ irgendein
Element von & &, (0<<v» <o) der erste ¢ enthaltende Hauptabschnitt
von &, bzw., wenn kein solcher vorhanden, der Korper = ®, selbst. Ist
v >0, so folgt aus &,=8,(S,), daB es ein endliches Teilsystem & von J,
geben mufl derart, daf das Element a¢ auch in §(®) vorkommt. Ist j,
das letzte Element von &, so ist u<<». Es kann ferner keine Ordnungs-
zahl ¢ geben, fiir welche u<Zo<C» wird. Andernfalls wire & Teil von §,
und ¢ ein Element von ®,(3,) =&, gegen die iiber &, gemachte Annahme.
Mithin ist v=pu+1, und wir haben den Satz:

9. Ist {®,] (0<v<Co) das System der Hauptabschnitte des in bezug
auf R, regulir geordneten Korpers 8=&, und ®, der erste Korper aus der
Folge |®,] (0<<v<Co), welcher ein beliebig gegebenes Element a aus 8
enthdlt, so kann v micht Lumeszahl sein.

Hieraus ergibt sich leicht:

10. Die regulire Wohlordnung eines Korpers & 1ist durch die Wohl-
ordnung des Grundkorpers R, und das wohlgeordmete System = 3,,-—{7,[
(0<<v<Co) der Hauptelemente wollstindig bestemmd.
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‘Nehmen wir némlich an, wir hétten zwei verschiedene reguldre Wohl-
ordnungen von & Bezeichnen wir diese mit & =|cj} und &= [¢}’}, mit &, &,
(0<v<Co) ihre Hauptabschnitte, welche den Abschnitten J, des Systems J
" entsprechen, und setzen wir &' =8&,, 8’=f,. Dann sind die Kérper &),
®), wenn man von der Reihenfolge der Elemente absieht, natiirlich
identisch, ndmlich gleich £,(3,). Driickt man aber durch das Gleichheits-
zeichen auch Ubereinstimmung in der Anordnung aus, so ist jedenfalls
R,+8,, wihrend ®;=8,=8;" ist. Es sei nun ¢; das erste Element aus
&', welches innerhalb 2 nicht mehr denselben Index hat, %, der erste
Korper der Folge |®,] (0<<v»< o), welcher das Element ¢, enthélt. Dann
it #>>0, und » ist nach 9. keine Limeszahl. Es wird &, +&,’, hingegen
®,_,=8",. Da aber nach den Vorschriften der reguliren Wohlordnung
f,=8&,_1 (j,—1) n bezug auf &,_,, &,'=8,_,; (j,—,) in bezug auf &' =&,
primitiv geordnet sein muB und in beiden Fillen §,_, Hauptelement ist,
so folgt aus 5. §,=4,, und wir erhalten einen Widerspruch. Somit ist
10. bewiesen.

11. Ist & eine algebraische Erwesterung - des wohlgeordneten Korpers
Re, 3=, =17, (0<v<o) ein fortschreitendes System von Elementen aus
2, R(J)=28, so gibt es eine und nur eine regulire Wohlordnung wvon £ wn
bezug auf &, mit 3 als Hauptelementensystem.

DaB es nicht mehr als eine Wohlordnung der bezeichneten Art
geben kann, besagt schon Satz 10. DaBl es iiberhaupt eine gibt, driickt
im Falle 0 =1 der Satz 5. aus. Fiir 6>1 fiihren wir den Beweis durch
Induktion. — Ist o keine Limeszahl, so ordnen wir zunichst den Korper
Ro_1 = Ro (§y—;1) In bezug auf &, reguldr und so, daB ,_, das System der
Hauptelemente wird; ‘sodann ordnen wir & =8 () = R,_1(Jo—1) in bezug
auf ®,_; primitiv, mit j,_, als Hauptelement. Der so geordnete Korper
¢ geniigt dann nach 6., 7. den Bedingungen der Aufgabe. — Ist ¢ Limes-
zahl, so haben wir zuniichst fiir jedes ¥ <o einen Korper &,= ®,(S3,), der
in bezug auf ®, regulér geordnet ist und das Hauptelementensystem §, hat.
Ist u<<v<<o, B0 tritt der Korper £,(3,) als Hauptabschnitt von &, auf,
ist nach 6., 7. in bezug auf ®, regulir geordnet und hat das Hauptele-
mentensystem J,. Nach 10. stimmt der genannte Abschnitt auch in der
Reihenfolge der Elemente mit £, iiberein. Von den Kérpern der Folge
|®,] (0v<Co) ist also jeder Abschnitt aller spiteren. Hieraus, und weil
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die Folge |®,] keinen letzten Korper enthilt, ist sofort zu ersehen, daB
diese Korper in ihrer Gesamtheit einen wohlgeordneten Korper £ konsti-
tuieren, von dem sie sdmtlich Abschnitte sind. Da & kein letztes Element
enthilt, so kommt jedes Element von § in einem Abschnitt &,, also in
einem Korper ®,, mithin in ¢ vor; & umfaBt daher alle Elemente
von R,(3)=2g, stellt also eine Wohlordnung des Korpers & dar. Ist «
irgendein Abschnitt von &, ¢ das auf diesen Abschnitt folgende Element
von &, ®, ein a enthaltender Koérper aus der Folge {®,], so ist &£o(%)
Hauptabschnitt von &,, also ein Koérper &, (#<Cv). Durch Adjunktion
eines Abschnittes von £’ geht also aus &, immer wieder ein Abschnitt
von & hervor, und die so erhaltenen Abschnitte sind die Korper der
Folge |®,] (0<v<Co). Diese bilden also die einzigen Hauptabschnitte
von &', die Elemente aus §, da sie auf diese Abschnitte. folgen, die Hal?pt-
elemente. Da keins von ihnen letztes ist, so ist ®,(7,) allemal wieder
Korper der Folge |®,] (0<<»<Co0), als solcher in bezug auf &, regulir,
also in bezug auf ®, primitiv geordnet. Somit stellt &’ eine regulare
Wohlordnung von g in bezug auf &, dar, mit § als Hauptelementensystem.

Aus 11. ergibt sich in Verbindung mit 3.:

12. Jede algebraische Erweiterung eines wohlgeordneten Korpers kann
tn bezug auf diesen reguldr geordnet werden. :

§ L.
Der Fundamentalsatz der algebraischen Erweiterungen.

Definition 1. Houptfunktionen und Hauptfaktoren der requldren
Wohlordnung. — Es sei =8, eine algebraische Erweiterung des wohlge-
ordneten Korpers ®, und in bezug auf ®, regulir geordnet, S=3,= |5.|
(0<<v <o) das System der Hauptelemente, &, bzw. §, der durch j, be-
stimmte Hauptabschnitt von % bzw. Abschnitt von & Das Element j,
ist Nullstelle einer bestimmten irreduziblen Funktion: f,(z) aus ®, (mit &
als Koeffizient der hochsten Potenz), ebenso Nullstelle einer bestimmten
irreduziblen Funktion ¢,(z) des Korpers &,, welche gleich f,(x) sein kann
und fiir ¥=0 stets gleich f,(2), in jedem Falle aber ein Faktor von f,(a:)
ist. Wir gelangen so zu zwea Funktlonensystemen :

F=F={},(a)], &= 4”-—'1%(35)}( (0<V<0)

Journal fiir Mathematik. Bd. 137. Heft 4. 37
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Wir nennen die Funktionen f,(z) Hauptfunktionen, die Funktionen cp,(x)
Hauptfaktoren- der reguliren Wohlordnung und bezeichnen den durch f,(z)
bzw. ¢, (z) (¥ =>1) bestimmten Abschnitt von F bzw. & mit F, bzw. &,.%) —
Unter Bezugnahme auf diese Bezeichnung ergibt sich nun leicht:

1. Sind sdimtliche Hauptfunktionen normal (in bezug auf ), so st
der requlir geordnete Korper Rt =8, selbst mormal. Er ist gerade hinreichend
grof, um das System F der Hauptfunktionen vollstindig zu zerfdllen; eben-
so ist jeder Hauptabschnitt 8, mormal wund reicht zur Zerfillung von F, ge-
rade hin. Das System F ust fortschreitend.

Da némlich jede der Normalfunktionen f,(z) (0<e¢<v») aus
F, (0<v< o) im Kérper ®,=8,(3,) eine Nullstelle j, besitzt, so muB
sie in &, vollstindig zerfallen, und da der Korper &, aus &, nur durch
‘Adjunktion von Nullstellen der Funktionen aus F, hervorgeht, so reicht er
zur Zerfillung von F, gerade hin, ist also normal. Da ferner im Falle v<<o
&, das Element j, nicht mehr enthilt, die Funktion f,(z) in &, also nicht
vollstindig zerfallt, so ist F ein fortschreitendes System.

Definition 2. Normale Wohlordnung. — Es bezeichne % eine nor-
male Erweiterung des wohlgeordneten Korpers ®,; % sei in bezug auf &,
regulir geordnet, die Hauptfunktionen seien simtlich normal. Verwenden
wir die Buchstaben in derselben Bedeutung wie vorher, so ist 5, (0v<Co)
Nullstelle der irreduziblen Funktion ¢, (z) aus &, und ¢, (z) Faktor der
in &, irreduziblen Funktion f,(z). Da &, ein wohlgeordneter Korper ist,
s0 kommt auf Grund von Def. 4., § 20 auch den Funktionen innerhalb &,
eine bestimmte Anordnung zu. Dies gilt also auch von den irreduziblen
Faktoren, welche f,(z) innerhalb ®, besitzt. Wir wollen nun annehmen,
daB jede Funktion ¢, (z), sofern sie nicht einziger irreduzibler Faktor von
f,(x) innerhalb ®, ist, den iibrigen irreduziblen Faktoren von f,(z) inner-
halb &, vorangeht. Ist diese Voraussetzung erfilllt, so sagen wir: R ust

in bezug auf &, normal geordnet. Die normale Wohlordnung ist also ein
spezieller Fall der regulédren.

*) Um MiBverstindnisse zu vermeiden, weisen wir noch darauf hin, da8 den
Funktionen f,(x) innerhalb F eine bestimmte (durch den Index bezeichnete) Reihen-
folge zukommt, die natiirlich nichts mit der Reihenfolge zu tun hat, welche den
Funktionen auf Grund von § 20, Def. 4. in R, erteilt wurde.
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Definition 3. Ausgezeichnete Nullstellen der Hauptfunktionen, die zu
etner normalen Wohlordnung gehoren. — Es sei % eine normale und normal
geordnete Erweiterung des wohlgeordneten. Korpers ®,, und es mogen die
bisher gebrauchten Zeichen ihre Bedeutung beibehalten, Da die Haupt-
funktion f,(x) in bezug auf ®, normal ist, so kann der Korper &,(j,) er-
halten werden, indem man &, irgendeine Nullstelle von f,(x) adjungiert.
Alle diese Nullstellen sind primitive Elemente des Korpers ®,(7,) in
bezug auf §,, ihr Grad ist gleich dem Grade des Hauptfaktors ¢, (),
welcher jedenfalls groBer als 1 ist. Im Falle unvollkommener Korper brauchen
die Nullstellen von ¢,(z) nicht alle verschieden zu sein. Nehmen wir
also an, ¢, (z) habe r verschiedene Nullstellen 4,;7,,...7¢™™ und sei vom
Grade m, so ist n=>r_>1,n>1. Ist nun 4, irgendeine Nullstelle von
f,(#) (im Korper %), so erhalten wir siamtliche Klemente des Korpers
®,(7,), indem wir in siamtlichen ganzen Funktionen g¢(z) aus &,, deren
Grad kleiner als n ist, = durch 7, ersetzen. Unter diesen Funktionen gibt es
also r, welche fir =4, in Nullstellen von ¢, (%) iibergehen. Diesen
7 Funktionen kommt nach Def. 4., § 20 innerhalb &, eine bestimmte
Reihenfolge zu. Ist yw(z) die erste unter ihnen und ist y(s,)=7,, so
nennen wir 4, eine ausgezeichnete Nullstelle von f,(x). . (Diese Bezeichnung
gebrauchen wir auch, wenn r=1 ist, was nur bei unvollkommenen Korpern
vorkommen kann.) Es gilt der Satz:

2. Das Hauptelement 7, ist ausgezeichnete Nullstelle von f,(x), und
unter den Nullstellen des Hauptfaktors ¢,(x) gibt es somst keine ausgezeichnete.

Da nidmlich die Nullstellen 4,,4,,...4¢™ von ¢, (x) in £, nicht
vorkommen, so sind die r Funktionen aus &,, welche fiir z =14, in_ diese
Nullstellen iibergehen, alle wenigstens vom Grade 1. Aus dem Umstande,
daB der wohlgeordnete Koérper ®, mit den Elementen 0, & beginnt, folgt,
daB unter allen Funktionen aus &,, deren Grad =>1 ist, » die erste ist.
Wihlen wir also fiir ¢, eine der Nullstellen von ¢,(z), so ist = die erste
Funktion aus ®,, welche fiir =1, in eine Nullstelle von ¢, (z) iibergeht.
Diese ist aber dann und nur dann gleich j,, wenn wir ¢,=4, wiahlen, womit
die Behauptung erwiesen ist. — Aus 2. ergibt sich noch:

3. Im Falle ¢, (z)=f,(x), also jedenfalls fir v=0, st j, die einzige
ausgezeichnete Nullstelle von f, ().

Nunmehr beweisen wir:

31
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4. Ist R=R(3) normale Erweiterung des wohlgeordneten Korpers R,
ist . jedes Element 4, des Systems 3,=3=|s,] (0<"v<Co) Nullstelle einer
Normalfunktion f,(x) aus ®, und st das Funktionensystem F,=F=|f, ()|
ein fortschreitendes (oder, was hier dasselbe besagt: ist das System J ein fort-
schreitendes), so kanmm der Korper N auf eine und nur eine Weise in bezug
auf R, derartig mormal geordnet werden, daff F das System der Houptfunk-
tionen darstellt und die Elemente ¢, ausgezeichnete Nullstellen der zugehorigen
Hauptfunktionen f,(x) werden.

Wir zeigen zunichst, daf es nicht zwei verschiedene Normalordnungen
der bezeichneten Art geben kann. Nehmen wir an, es lagen zwei solche
Normalordnungen %' und R’ des Korpers : vor. Wir bezeichnen mit
o= =134, |R), P,=D'=]|p,(x)] die Systeme der Hauptelemente,
Hauptabschnitte, Hauptfaktoren von %', mit J;/=3"=/{;7}, R}, P ="
=|g, ()| die entsprechenden Systeme fiir #”. Mit J,, F,, 3., 3;’, b, D
geien die durch 7,, f,(z) u.s.f. bestimmten Abschnitte von J, F u.s.f.
bezeichnet. Dann stellen &;,®, zwei Normalordnungen desselben Korpers
R:(3,) = R0 () =R (3)) dar, welcher zur Zerfallung des Systems F, ge-
rade ausreicht. Da 14, ausgezeichnetes Element von f,(z) sein soll, so ist
nach 3. j;=1,=4;. Wenn die Gleichung j,= /' nicht fiir jeden Index be-
steht, so nehmen wir den kleinsten, fiir welchen 7,#7,” ist. Dann ist
=3/, und da §, und §,” die Systeme der Hauptelemente der in bezug
auf ®, regular geordneten Korper ®,, &, darstellen, so ist (auch unter
Beriicksichtigung der Anordnung) &, = &, (§ 20, 10.). Hieraus folgt weiter
¢, (z)=¢, (), weil ¢ (z) bzw. ¢, (z) den ersten irreduziblen Faktor
von f,(z) innerhalb &, = &,” darstellt. Ist ferner innerhalb &, =&, w(x)
die erste Funktion, welche fiir =1, Nullstelle von ¢;(z)=¢; (z) wird,
so _erhalten wir, weil 4, ausgezeichnete Nullstelle von f,(z) sein soll,
jy =w(s,)=19,, im Widerspruch mit der Annahme j,#74,. Mithin ist
§ =9, und daraus folgt nach § 20, 10. N'=RN".

Wir haben jetzt zu zeigen, daB eine Normalordnung der verlangten
Art existiert. — Fiir o=1 erhalten wir dieselbe, indem wir % in bezug
auf ®, primitiv mit 7, als Hauptelement ordnen. Fiir 6>>1 ist der Beweis
durch Induktion zu fithren. Ist o keine Limeszahl, so bezeichne &,_,
diejenige Normalordnung des Korpers 8, (8,—,), fiir welche F,_, das
System der Hauptfunktionen darstellt und jedes Element i, (v<<o—1)
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ausgezeichnete Nullstelle von f,(z) wird. Ist dann innerhalb des wohl-
- geordneten Korpers ®,_;, ,_,(z) der erste irreduzible Faktor von f,_, (%),
w(x) die erste Funktion, welche fiir z=<¢, ; zu einer Nullstelle von
P,y (%) wird, so setzen wir v (¢,;)=79,—, und ordnen R primitiv in bezug
auf ®,_, mit §,_, als Hauptelement. Dann hat man, wie sofort ersicht-
lich, die verlangte Normalordnung. — Ist ¢ Limeszahl, so stelle fiir jedes
v<<o R, diejenige Normalordnung des Korpers ®,(3,) dar, fiir welche F,
das System der Hauptfunktionen ist, wihrend jedes Element 1, («<<v)
ausgezeichnete Nullstelle von f,(z) wird. Dann zeigt eine einfache Uber-
legung, daB jeder Korper der Folge |[®,] (0<{v<Co) Abschnitt aller
spateren ist, und da die Gesamtheit der in diesen Korpern auftretenden
Elemente eine Wohlordnung von % liefert, die allen Bedingungen .der
Aufgabe entspricht.

5. Sind R, und 8, dhnlich-isomorphe Korper, ist R=QR, eime normale
und mormal geordnete Erweiterung von 8, N=Q, eine ebensolche von K,
sind F=|f,(z)|, F=|f,(z)} (0<v<Ca) die zugehirigen Systeme der Houpt-
funktionen wund werden durch die zwischen R, und R, bestehende dhnlich-
isomorphe Beziehung m, die Funktionen f,(x) und f,(x) einander zugeordnet,
so sind N und N dhnlich-isomorph.

Beweis durch Induktion: Ist =1, n der Grad von f,(z) und f,()
und sind §,, 7, die Hauptelemente, so erhdlt man alle Elemente von
% bzw. %, indem man in allen Funktionen g(z), g (z) aus K, bzw. 0,
deren Grad kleiner als n ist, « durch §, bzw. 7, ersetzt. Den Funktionen g (z)
kommt in ®,, den Funktionen g (z) in &, eine bestimmte Reihenfolge zu,
und aus dem Umstande, daB n, eine &hnliche Beziehung zwischen &,
und ®, darstellt, ergibt sich sofort, daB auch die durch n, vermittelte
Beziehung zwischen den Funktionen aus & und R, eine ahnliche ist.
Weiter folgt aus § 20, Def. 5., daB wir eine dhnliche n, umfassende Be-
ziehung 7, zwischen N=®,(j,) und N= S_%o(io) erhalten, wenn wir jedem
Element ¢(j,) aus ® das Element g(j,) aus % entsprechen lassen, wobei

g (v) die der Funktion g(z) aus R in der Beziehung =, entsprechende
Funktlon aus ®, bezeichnet. Da ferner 7, einen Isomorphismus darstellt,
so folgt, wie bei § 8, 1., daB auch die Bezlehung nt, zugleich "isomorph
ist, — Ist 6>>1 und bezeichnen wir mit ®,, & (¥<(o) die Hauptab-
schnitte von % bzw. %, so stellen ®, und &, normale und normal georditete
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Erweiterungen von £, und ®, dar, ‘deren Hauptfunktionen durch =, in-
einander iibergefiihrt werden, und wir diirfen als erwiesen ansehen, daB.
®, und &, &hnlich-isomorph sind, d. h. daB die einzige zwischen &, und &,
bestehende #hnliche Beziehung n, zugleich isomorph ist. TIst w<<v <Ca,
so sind ®, und ﬁ,, dhnliche Abschnitte von ®, bzw. ®,, werden also
durch n, ebenso wie durch =z, &hnlich aufeinander abgebildet Die Be-
ziechung 71, bildet also einen Teil von n,. Daraus folgt, wenn ¢ Limes-
zahl, also jedes Element von % bzw. % in einem Korper ®, bzw. &, vor-
kommt, daB durch die Beziehungen 71, eine ein-eindeutige Abbildung 7,
~ von R auf N hergestellt wird. FEine einfache Uberlegung zeigt, daB die
Abbildung n, eine #hnliche ist, weil dies bei den Abbildungen 7, der Fall
ist; ebenso, daB 7z, ein Isomorphismus ist, weil die Beziehungen n, Iso-
morphismen darstellen. — Ist ¢ keine Limeszahl, so hat man zunéchst
zwischen ®,_, und ®,_; die ahnlich-isomorphe Beziehung =, ,, welche 7,
 umfaBt, also die Hauptfunktionen f,_;(z) und f,_, (z) einander zuordnet.
Es wird ferner durch =, der Hauptfaktor ¢, ,(z) als erster Faktor
von f,_,(x) innerhalb ®,_, in den ersten Faktor von f, ,(z) innerhalb
®,_1, d.i. @, (x) verwandelt. Die Korper % und % erweisen sich als
normale und normal geordnete Erweiterungen von ®, , und ®,_; mit nur
je einer Hauptfunktion ¢, ,(x) bzw. ¢, ,(¢). Da ®,_, und ®,_, durch
M,y @ahnlich-isomorph aufeinander abgebildet werden und n,_;, zugleich
die Hauptfunktionen ineinander iiberfithrt, so folgt das Bestehen der
dhnlich-isomorphen Bezichung zwischen % und % wie im Falle o=1.

Lassen wir in Satz 5. & und &, zu einem und demselben wohl-
geordneten Korper zusammenfallen, so ergibt sich:

6. Sind N und N normale und normal geordnete Erweiterungen des
wohlgeordneten Korpers R, und gehort zu beiden dasselbe System |f,(x)|
von Hauptfunktionen, so sind R und N dhnlich-isomorph.

7. Ist R, ein wohlgeordneter Korper, F=F,=|f,(z)] (0<v<o) ein
fortschreztendes System wvon Normalfunktionen aus R,, so gibt es mormale
und normal _geordnete Erwe@temngen von R, mit dem Hauptfunktionen-
system F.

. Beweis dufch Induktion: Im Falle ¢=1 konnen wir nach §8, 1.
eine Erweiterung % bestimmen, welche zur Zerfillung von f,(z) gerade
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hinreicht. R ist normal, und da auch f,(2) normal ist, so wird = R, (7.),
wenn j, irgendeine Nullstelle von f,(x) in % ist. Ordnen wir % in bezug
auf ®, primitiv und so, daBl j, Hauptelement wird, so ist sofort zu sehen,
daB % den Bedingungen des Satzes entspricht. — Ist 6>>1 und keine
Limeszahl, so bezeichne &, , eine normale und normal geordnete Erweite-
rung von &, mit dem Hauptfunktionensystem F,_,=|f,(z)] (0<lv<<o—1).
Von den irreduziblen Faktoren, welche die Normalfunktion f, ,(z) im
wohlgeordneten Korper ®,_; besitzt, sei ¢, _,(z) die erste. Thr Grad mu8,
da ®,_, zur Zerfillung von F, , gerade hinreicht (Satz 1.) und das
Normalfunktionensystem ¥ fortschreitet, groBer als 1 sein. Erweitert man ®,_,
durch Adjunktion einer Nullstelle j,_, von ¢, ,(#) zu einem Korper %
und ordnet man diesen primitiv in bezug auf &, ; mit j,_, als Haupt-
“element, so entspricht % offenbar den Bedingungeun des Satzes 7. — Ist
o Limeszahl, so bezeichne § (0<<v <o) eine normale und normal geordnete
Erweiterung von &, mit dem Hauptfunktionensystem F,=|f, (x)] (0<li<w).
Ist u<<v, so besitzt & einen Hauptabschnitt, der in bezug auf &, normal
und normal geordnet ist und das Hauptfunktionensystem F, hat. Nach
6. muBl dieser Abschnitt zu &, &hnlich-isomorph sein. Somit ergibt sich:
Von den Korpern der Folge R,, |®,] (0<<v<Co) st jeder einem Abschnitt
- jedes spdteren dhnlich-isomorph. Mithin gibt es (§ 20, 4.) einen wohlgeord-
neten Korper % von der Beschaffenheit, daB ®, einem Abschnitt ®, und
jeder Korper &, (0<<»<Co) einem Abschnitt f, von % ahnlich-isomorph
ist, und daB jedes Element aus % in Abschnitten ®, vorkommt. Aus
dem Umstande, daB zwischen ®, und &, eine dhnlich-isomorphe Beziehung
besteht, folgt, daB man einen zu % ahnlich-isomorphen Korper % erhalt, der
zugleich Erweiterungskorper von &, ist, wenn man den Abschnitt &, von %
durch das wohlgeordnete System &, ersetzt und verfiigt, daB jede Kompositions-
gleichung (a+b=c, a-b=d) aus % zu einer Kompositionsgleichung aus %
werden soll, falls fiir die in ihr eventuell auftretenden Elemente von £
die entsprechenden von ®, substituiert werden. Durch diese Substitution
geht jeder Abschnitt ®, von % in einen zu ihm, also auch zu &, ahnlich-
isomorphen Abschnitt £, von R iiber, und jedes Element von % kommt
in solchen 'Abschnitten ®, vor. Durch die &hnlich-isomorphe Beziehung
7, zwischen &, und ®, werden alle Ordnungsbeziehungen und Gleichungen
des einen Korpers in richtige Ordnungsbeziehungen und Gleichungen
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des andern iibergefiihrt. Da ferner durch s, die Elemente von &,, also
auch die Funktionen des Systems F nicht alteriert werden, so stellt ®,
wie ®, eine normale und normal geordnete Erweiterung von ®, mit F,
als Hauptfunktionensystem dar.- Aus dem Umstande, daB der Korper %
gich aus den Elementen der Korperfolge [®,] zusammensetzt, und daf
jeder Korper dieser Folge Abschnitt aller spéteren und Abschnitt von %
ist, ist aber sofort zu ersehen, daBl auch R selbst in bezug auf §, normal
geordnet ist, und daB F das zugehdrige System von Hauptfunktionen
darstellt.

Aus dem bisherigen ergibt sich nun leicht der fundamentale Satz:

8. Ist R, ein beliebiger Korper, S ein beliebiges System
ganzer Funktionen in &, so gibt es eine und im wesentlichen
nur eine Erweiterung von R, welche gerade hinreichend grof
t8t, um alle Funktionen des Systems S im Linearfaktoren zu
zerfdllen. A

Beweis: Bei der hier behandelten Frage kann das System S durch
irgendein &quivalentes System ersetzt werden (§ 18, 3.), und es darf daher
angenommen werden, daB S nur Normalfunktionen enthélt (§ 18, 6.).
Ferner konnen wir uns das System S wohlgeordnet denken und, falls es
nicht fortschreitend ist, durch ein &quivalentes fortschreitendes Teilsystem
ersetzen 1§ 20, 1.). Demnach diirfen wir von vornherein annehmen, daB
ein foxtschreitendes System von Normalfunktionen F=|f,(z)! vorliegt.
Ferner ist es gestattet, den Korper &, wohlgeordnet vorauszusetzen. Dann
aber gibt es nach 7. eine normale und normal geordnete Erweiterung
N von ®, mit F als Hauptfunktionensystem, und diese ist nach 1. zur
vollstindigen Zerfillung von F gerade hinreichend. — Nehmen wir nun
an, daB noch eine zweite Erweiterung RN von &, vorliegt, welche zur
vollstindigen Zerfdllung von F gerade hinreicht. Dann haben wir die
Aquivalenz der Erweiterungen % und % nachzuweisen. Zu diesem Zwecke
machen wir vom Auswahlprinzip Gebrauch. Wir denken uns namlich aus
den Nullstellen, welche die Funktionen f,(z) in % besitzen, je eine heraus-
gegriffen, so daB wir ein System §=|i,| haben, wo ¢, Nullstelle von f,(z)
ist. Da es sich um.Normalfunktionen handelt, wird %=8,(3). Nach 4.
kann % in bezig auf ®, normal so geordnet werden, daB F das System
der ‘Hauptfunktionen wird (und daB die Elemente ¢, ausgezeichnete Null-
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stellen der Hauptfunktionen werden. ‘Dies letztere ist jetzt von keiner
Bedeutung mehr, aber ohne diesen Teil konnte. der Satz 4. nicht hewiesen
werden). Somit sind % und % normale und ‘normal geordnete Erweite-
rungen von ®, mit demselben System von Hauptfunktionen, und es be-
steht zwischen ihnen eine &hnlich-isomorphe Bezichung n (Satz 6.). Da
durch diese jedes Element des gemeinsamen Abschnitts ®, sich selbst zu-
geordnet wird, so sind die Erweiterungen % und % aqmvalent

Aus 8. folgt weiter durch Spezialisierung: \

9. Jeder Kérper 1ipt sich, und zwar im wesentlichen nur
auf eine Art, algebraisch zu einem algebraisch abgeschlossenen
Korper erweitern. — Jedem beliebigen Korpertypus entspricht

auf diese Weise ein bestimmter abgeschlossener.

» Verstehen wir niamlich unter S das System aller ganzen Funktionen
aus ®,, so ist ein Erweiterungskoérper von £, dann und nur dann alge-
braisch abgeschlossen und in bezug auf ®, 'a,lgebraisch,' wenn er zur Zer-
fallung von S gerade hinreicht. Hieraus folgt nach 8. der erste Teil von 9. —
Es sei nun irgendein Korpertypus gegeben, es seien &, und &) éwei Koérper
dieses Typus und & und & algebraische und algebraisch abgeschlossene
Erweiterungen von &, und ®;. Dann ist zu zeigen, daB £ und & ‘von
gleichem Typus sind. Zu diesem Zweck fithren wir ein System& von
neuen Elementen ein, die wir den nicht zu & gehérigen Elementen von £
eindeutig zuordnen. Diese Zuordnung gibt zusammen mit einem Isomor-
phismus 7, zwischen &, und ®; eine Abbildung 7, zwischen & und L= R+ 6.
Verfiigen wir, daB durch 7, jede Kompositionsgleichung o'+ =c’, a’-b' =d’
aus &; auch wenn die Elemente a’, b’ nicht beide zu &5 gehﬁren, in’ eine
Kompositionsgleichung aus ¢ iibergehen soll, so wird & ein zu & isomor-
pher; mithin algebraisch abgeschlossener Kérper und stellt eine algebraische
Erweiterung von ®, dar. £ und £ sind daher nach dem ersten bereits
bewiesenen Teil von 9. #quivalente Erweiterungen von ®,, und wir
haben eine isomorphe Beziehung 7, zwischen £ und 8, welche die Ele-
mente von ®, ungeindert laBt. Aus 7, und =, resultiert die nach-
zuweisende isomorphe = Beziehung zwischen £ wund .g’. . Dieselbe stellt
sich als eine Erweiterung des zwischen &, und Qo bestehenden Iso-
morphismus 7z, dar. , -

Journal fir Mathematik. Bd. 137. Heft4. 38
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§ 22.
Transzendeute Erweiterungen. Algebraische Abhingigkeit zwischen Elementen
~ eines Erweiterungskorpers.

Jede nicht algebraische Erweiterung eines Korpers menmen wir tmns~
zendent. — Den folgenden Untersuchungen, welche uns zu einer iibersicht-
lichen Einteilung aller Korper fithren sollen, legen wir einen Kérper & zu-
grunde und beziechen auf diesen - Ausdriicke wie ,Erweiterungskorper-,
,,transzendent* u.s.f., sofern nichts anderes bemerkt ist. Ist & ein
System von Elementen eines Erweiterungskorpers €, a ein Element aus g,
s0 nennen wir a algebratsch abhingig von & (vn bezug auf ®), wenn @ in
bezug auf den Korper (&) algebraisch ist; ein Elementensystem &’ nennen
wir algebraisch abhiéngig von &, wenn jedes Element aus & von & al-
gebraisch abhingt.

1. Hingt das Element a vom System & algebraisch ab, so gibt es ein
endliches Teilsystem & wvon ©, von welchem a algebraisch abhdngt.

Denn aus unserer Voraussetzung folgt, daB a Nullstelle einer ganzen
Funktion ¢(x) des Koérpers & (8) ist. Da ¢(z) nur endlich viele Koeffi-
zienten hat, so gibt es ein endliches Teilsystem & von & derart, daB
diese Koeffizienten schon in ®(&’) vorkommen. Dann hingt aber a von
@’ "algebraisch ab. ,

2. Hdingt ©, von &,, G, von &, algebraisch ab, so ist S, algebmzsch
abhdngig von ©,.

Setzen wir namlich &(8,) =&, ®(S,;)=8,, so folgt aus unserer
Voraussetzung, dafl &,(S,) in »bezug auf ®,, 8,(S;) in bezug auf &, algebra-
isch ist (§ 7,7.). Da ®, Teilkérper von ®,(S,) ist, so sind die Elemente
von ®,(S;) in bezug auf &, (8,), also auch in bezug auf Rl=@(@;) alge-
braisch (§ 7, 9.). Mithin sind die Elemente von &, in bezug auf £(3,)
algebraisch, w.z b.w. |

Nennen wir -daher zwei Systeme ©:, ©, algebraisch dquivalent (in
bezug atf &) oder kurz aquwalent wenn jedes vom andern algebraisch
abhingt, so simd zwei Systeme dle einem dritten #quivalent sind, auch
untereinander #quivalent u.s. f.

Wir nennen ein System © von Elementen eines Erwelterungskorpers
algebraisch reduzibel (in bezug auf R) oder kurz reduzibel, wenn es einem
echten Teil von sich selbst &quivalent ist oder aus einem- einzigen, in
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bezug auf & algebraischen Element besteht; andernfalls nennen wir &
(algebrassch) irreduzibel. Aus dieser Erklarung ist sofort zu sehen, da8 in
einem reduziblen System, welches mehr als ein Element enthélt, wenigstens
ein Element vorkommt, das von dem System der iibrigen Elemente alge-
braisch abhiéngt. Hieraus ergibt sich in Verbindung mit 1. unmittelbar:

3. Jedes Teilsystem eines vrreduziblen Systems st irreduzibel.

4. Jedes reduzible System enthdlt ein endliches reduzibles Teilsystem.

Rein transzendente Erweiterungen. — Eine Erweiterung eines Korpers
nennen wir resn transzendent, wenn sie durch Adjunktion eines irreduziblen
Systems & erhalten werden kann. Besteht @ nur aus endlich vielen Ele-
menten ,,®,,...%,, so haben wir es mit einer solchen Erweiterung zu
tun, wie wir sie am SchluB von § 5 betrachtet haben: Der Koérper ®(S)
besteht aus den rationalen Funktionen der Transzendenten oder Unbe-
stimmten z,, %,, ...z, mit Koeffizienten aus ® Ist das System & unendiich,
so besteht ®(©) aus den Elementen aller Korper ®(&’), worin & jedes
endliche Teilsystem von & bezeichnet. Die allgemeinste rein transzendente
Erweiterung wird daher erhalten, indem man ein beliebiges System & von
unendlich vielen ,,Unbestimmten‘‘ einfithrt. Jedes endliche Teilsystem &’
von & liefert dann eine Erweiterung £(&’) der frither betrachteten Art,
und die Gesamtheit aller Korper & (&) konstituiert einen Kérper (§ 2, 2.),
" der aus & durch Adjunktion des irreduziblen Systems & hervorgeht. —
Hat man zwei Erweiterungen &(&,), £(8,), sind &, und &, irreduzible
Systeme, und ist die endliche oder unendlich groBe-Anzahl ihrer Elemente
(Kardinalzahl, Machtigkeit) gleich, d. h. kann man zwischen ihren Kle-
menten eine ein-eindeutige Beziehung ¢ herstellen, so gibt es einen be-
stimmten Isomorphismus n zwischen ®(&;) und £(&,), durch welchen
jedes Element von ® sich selbst zugeordnet wird und die Elemente von
S, und &, aufeinander in derselben Weise wie durch ¢ bezogen werden.
Dies wurde fiir den Fall endlicher Systeme in § 5 gezeigt, folgt aber daraus
auf Grund einer einfachen Uberlegung sofort fiir unendliche Systeme. Also:

5. Zwes rewn transzendente Erweiterungen ®(S,), R (S,) etnes Korpers 8,
bei denen die wrreduziblen Systeme &,, S, glewh viele Elemente mhqlten,
sind dquivalent. s

- 6. Wird ein irreduzibles System &. durch Hmzufugung etnes Elememtes
a reduzibel, so ist a von © algebraisch abhdingig. - o
38+
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Das reduzible System &+ a enthilt ndmlich ein endliches reduzibles
System €. o muB in ¥ vorkommen, weil sonst T Teil von &, also irre:
duzibel waire. Es sei $=3'+a, und es bestehe ' aus den Elementen
Ty, Tyye.. Ty Da T’ irreduzibel ist, so ist jeder Korper der Folge

Q’ @1:‘@(%1), S%2=Rlv("l’.2)’ ce. 3?n='@n—1(wn)=@(il)

in bezug auf den vorangehenden transzendent. Wére auch ®,(a) in bezug
auf R, transzendent, so ware (§5, 9.) jedes Element aus £ von dem
System der iibrigen Elemente algebraisch unabhingig, T wére irreduzibel.
Da dies nicht der Fall ist, so ist ¢ in bezug auf ®,=8& () algebraisch,
also von ¥’ und somit auch von & algebraisch abhéngig.

7. Ist © ewn (in bezug auf ®) irreduzibles System, das Element a in
‘bezug auf ® transzendent, aber von & algebraisch abhdngig, so enthdlt © en
bestimmies endliches Teilsystem T won folgender Beschaffenheit: a st von T
algebraisch abhdingig; jedes Teilsystem von &, von welchem a algebraisch
abhdngt, enthdlt das System T; wird irgendein. Element aus T durch a
ersetzt, so geht S in ewn dquivalentes vrreduzibles System tiber; ketnem der
- ubrigen Elemente von & kommt diese Eigenschaft zu.

Beweis: Es bezeichne & irgendein Teilsystem von &, von welchem «
algebraisch abhangt (das System & selbst nicht ausgeschlossen). Dann
besitzt & endliche Teilsysteme, von denen @ algebraisch abhingt. Es sei
€ ein solches mit moglichst wenig Elementen. Die Elemente von ¥ seien
oy, ¢y,y...0,, und es werde mit F;(¢=1,...m) das System bezeichnet,
‘welches nach Fortlassung von eo; aus ¥ zuriickbleibt (im Falle m=1 das
‘leere System). Da a vom System ¥ algebraisch abhingig, von jedem der
Systeme ¥; algebraisch unabhéngig ist, so ist das System T+ a reduzibel,
wahrend die Systeme ;+ a irreduzibel sind (Satz 6.). Dies gilt auch im
Falle m=1, weil a in bezug auf @ transzendent ist. Da das irreduzible
System %;4-a durch Hinzufiigung von «; in das reduzible T+a iibergeht,
so hiéngt o; von F;+a 'algebraisch ab, und die Systeme %;4+a¢ und
% +a sind dquivalent. Ebenso sind & und T+ a #quivalent. Somit sehen
wir: Die i+ 1 Systeme T, +a, T sind T+a, also auck eimander dquivalent.

Wir wollen nun zeigen, daB jedes Teilsystem & von &, von dem
‘a algebraisch abhéingt, das System ¥ enthalten muB. Zu diesem Zweck
bezeichnen wir mit 11 ein endliches aus moglichst wenig Elementen bestehendés
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Teilsystem von &', von. welchem a algebraisch abhéingt, und: weisen
die Identitit von U und % nach. "Es bestehe U aus den Elementen
Bise.. 3y, und es bezeichne U; (¢=1,...n) das nach- Fortlassung von /5
aus U zuriickbleibende System. Dann - sind die Systeme U;+a und U
irreduzibel und einander sowie dem reduziblen System U+ a #quivalent.
— Wegen ihrer Eigenschaft als kleinste Systeme, von denen @ algebraisch
abhéingt, kann keins der Systeme ¥, 1 ein echter Teil des andern sein.
Wiren sie also verschieden, so diirften wir annehmen, daB e, nicht in 1,
3, nicht in € vorkommt. Es sei nun %8 dasjenige Teilsystem von &, welches
alle Elemente von § und alle von 1, aber sonst kein Element enthidlt. Da
2,+a mit dem in B enthaltenen System T dquivalent ist, so erhdlt man
.aus B ein zu B dquivalentes System B’, wenn man e«; durch @ ersetzt.
¥’ enthilt das System 11+a, und da dieses U &dquivalent ist, so erhalt
man ein B’ dquivalentes System B/, wenn man aus B’ das Element a
fortlaBt. Hiernach wiirde 8 einem echten Teil %" von sich aquivalent,
also reduzibel sein. Das ist -aber nicht moglich, weil 8 Teil des irre-
duziblen Systems & ist. ‘

Es muf also in der Tat T in jedem Teilsystem von S enthalten sein,
von welchem a algebraisch abhdingt. Bezeichnet daher &; (¢=1,...m) das
System, welches nach Fortlassung von e«; aus & zuriickbleibt, so ist a von
dem irreduziblen System &,; algebraisch unabhéngig, das System &;+a
also ebenfalls irreduzibel. ©&;+a geht aber aus & hervor, indem man «,
durch a oder, was auf dasselbe hinauskommt, ¥ =g;+ e; durch das &qui-
valente System I;+a ersetzt. Es sind daher & und &;+a &quivalente
Systeme. Also: Man erhdlt ein irreduzibles und & dquivalentes System, wenn
man eins der Elemente von ¥ durch a ersetzt. — Ist hingegen 4 ein nicht
in ¥ vorkommendes Element von &, nach dessen Fortlassung & zuriick-
bleibt, so enthilt &’ das System ¥, a hingt also von &’ algebraisch ab,
und das System &'+ a, welches aus & hervorgeht, wenn y durch a ersetzt
wird, ist also reduzibel. Es ist dem System &' &#quivalent, und da
dieses als echter Teil des irreduziblen Systems & nicht & &quivalent sein
kann, so ist auch &+ a nicht & #quivalent. Damit ist der Bewels von 7
in allen Teilen erbracht. : .

8. Es seien Wl und B endliche irredusible Systeme von m bzw n Ele-
menten; es sei n<Cm und B algebraisch abhdngig von W.. Dann sind sm
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Falle m=mn die Systeme 1 und B dquwalent, tm Falle n<m aber tst 1
einem trreduziblen System dquivalent, welches aus B und m—n Elementen
aus U besteht. ‘ .

Es seien ndmlich «,,...u, die Elemente von U, v,,...v, die von 2.
Da v, in bezug auf & transzendent ist und von U algebraisch abhéngt, so
gibt es nach 7. in Ul wenigstens ein Element, nach dessen Ersatz durch v,
aus 11 ein zu U &quivalentes, irreduzibles System hervorgeht. Damit ist
die Behauptung fiir den Fall n =1 erwiesen. Fiir n>1 ist der Beweis
durch die vollstaindige Induktion zu fithren. Da das System ¥’, welches
aus den Elementen v,,...v,_,; besteht, irreduzibel ist und von 1l algebraisch
abhéngt, so ist als bewiesen zu erachten, dal 11 einem irreduziblen System 11
aquivalent ist, welches aus B’ und m—mn +1 Elementen aus I besteht.
v, hingt von 1, nicht aber von R’ algebraisch ab. Ist daher T das kleinste
Teilsystem von 11’, von welchem v, algebraisch abhéngt, so enthélt T
wenigstens eines der m—mn +1 Elemente aus 1. Ersetzen wir ein solches
durch v,, so wird ‘aus 1’ ein irreduzibles, 1l &quivalentes System, welches
aus 8 und m—n Elementen von U besteht. Im Falle m =n sind also Il
und B &quivalent.

Wir ersehen daraus auch, daB ein irreduzibles, von 1 algebraisch
abhingiges System B nicht mehr als m Elemente enthalten kann. Andern-
falls wiirde ein echter aus m Elementen bestehender Teil 8’ von ¥ nach
dem eben Bewiesenen mit 1l dquivalent sein. Es wire ¥ von %’ alge-
braisch abhéingig, also reduzibel. Also:

9. Ein rreduzibles System B, welches von einem endlichen System U
algebraisch abhdngt, kann nicht mehr Elemente enthalten als dieses; vm Falle
gleicher Elementenzahl sind beide Systeme dquivalent.

’ § 23.
Der Transzendenzgrad und die Emtellung der Korper in Klassen.

In den felgenden Betrachtungen, in denen wir uns wie bisher auf
einen Grundkdrper & beziehen, kommt wieder der Wohlordnungssatz zur
Anwendung.

1. Jedes System ©, dessen Elemente micht simtlich in bezug auf e
algebrmsoh sind, ist einem irreduziblen Teilsystem dquivalent.
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‘Beweis: Enthilt © algebraische Elemente, so bleibt nach Fortlassung
derselben ein © #quivalentes System ‘zuriick, mit welchem wir weiter
operieren konnen. Wir diirfen daher von vornherein annehmen, daB jedes
Element von & in bezug auf ® transzendent ist. Ist nun zunichst &
endlich, T ein & &quivalentes Teilsystem von moglichst wenig Elementen,
so ist T offenbar auch irreduzibel. — Ist das System © unendlich, so
denken wir es uns wohlgeordnet — &=|a,] — und bezeichnen mit &,
den durch a, bestimmten Abschnitt. Lassen wir aus & jedes Element a,
(»>0) fort, welches von dem zugehoérigen Abschnitt &, algebraisch ab-
héngt, so bleibt ein System & zuriick, welches irreduzibel und mit &
dquivalent ist. Zundchst nédmlich ist a,, weil zu & gehorig, von &’ al-
gebraisch abhéngig. Wird ferner als schon bewiesen angenommen, daf} die
Elemente des Abschnitts &, von &’ algebraisch abhiéngen, so gilt dasselbe
fir a,, weil a, entweder von &, algebraisch abhéngt oder zu &’ gehdrt
Daraus ergibt sich die Aquivalenz von & und &. Wire & reduzibel
und € ein endliches reduzibles Teilsystem von & mit moglichst wenig
Elementen, a, das letzte Element von ¥, so wire a,, weil in bezug auf &
transzendent, nicht einziges Element von ¥, und das System %', welches
nach Fortlassung von a, aus ¥ zuriickbleibt und Teil von &, ist, wire
irreduzibel. Mithin wire (§ 22, 6.) a, von ¥/, also auch von &, algebraisch
abhéingig. Dann aber gehérte a, nicht zu &', und wir erhielten einen
Widerspruch. Es ist also & irreduzibel und damit Satz 1. bewiesen.

Es bezeichne nun 2= (&) eine beliebige transzendente Erweiterung
von ® Dann ist & einem irreduziblen System &’ &quivalent, und es
sind also die Elemente von & in bezug auf ®(&’) algebraisch. Daher
stelll ®(S) eine algebraische Erweiterung von &(€’), ®(&’) eine rein
transzendente von ® dar, und wir erhalten den Satz:

2. Jede transzendente Erweiterung eines Korpers kanm in eine rein
iranszendente und eine darauffolgende algebraische zerlegt werden. ‘

Natiirlich kann eine solche Zerlegung auf unendlich viele Weisen
geschehen. Nehmen wir an, es seien &, und &, zwei irreduzible Systeme
aus &, von denen alle Elemente aus € algebraisch abhingen; dann sind
©, und &, &quivalent. Fiir den Fall, daB eins dieser Systeme endlich
ist, wurde oben gezeigt, daB auch das andere endlich ist und ebensoviele
Elemente enthilt (§ 22, 9.). Wir werden zeigen, da8 auch im Falle un-
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endlicher - Systeme ‘dié Kardinalzahlen iibereinstimmen, also (§ 22, 5.)
f#(6;) und R(S,) idquivalente Erweiterungen von & sind. Zu diesem
Zweck filhren wir zunichst einige Bezeichnungen ein. ' '

Ist |c,}] (0<u<C7) eine wohlgeordnete Folge von Elementen eines
Erweiterungskorpers, ¢ Limeszahl und sind von einem bestimmten u an
alle Elemente c, einander gleich, etwa gleich a, so sagen wir: die Folge
hat einen Grenzwert, dieser ist gleich a; in Zeichen

lim c,=a.
. pu=t
— Es liege eine wohlgeordnete Doppelfolge vor: [c,,} (0u<Z7, 0<v<To),
die wir uns nach Zeilen und Kolonnen geordnet denken, und es seien die
Zeilen mit W, bezeichnet, so dal W,=|c,,] (0"r<To) ist. Ist = Limes-
zahl und hat jede Kolonne einen Grenzwert
lim ¢,,=¢, (0<v<Co),

u=t

so sagen wir: die Folge |B,| hat den Gremawert ®'=lc]}.

Es seien 1l und B=|v,] (0<<p<C7) zwei irreduzible in be-
liebiger Weise wohlgeordnete Systeme, es hinge B von 1 algebraisch
ab, und es bezeichne v, ein beliebiges Element von B, 8, den durch v,
bestimipten Abschnitt von 8. 1 enthalt (§ 22, 7.) ein bestimmtes kleinstes
Teilsystem €, von dem v, algebraisch abhingt. ¥ kann wohl Elemente
enthalten, die in B, vorkommen, enthdlt aber sicher auch Elemente, die
in B, nicht vorkommen. Ersetzen wir das letzte von diesen durch v,,
so geht 11 in ein irreduzibles mit 11 &quivalentes System von derselben
Ordnungszahl iiber. Fir dieses durch U, B und u vollkommen bestimmie
System fihren wir das Zeichen 3,(U, B) ein. ‘

Es seilen nun U=lu,| (0<v< o) und B={v,| (0Tp<7) irre-
duzible wohlgeordnete Systeme, es hinge ¥ von U algebraisch ab, und
es liege eine qupel{‘i'olge’ ] (0Cu<lt, 0y <Ta)*) vor, deren Zeilen
wir mit 8, bezeichnen. Wir wollen annehmen, dal folgende Beziehungen
bestehen:

*) Man beachte an dieser Stelle das Gleichheitszeichen vor 7.
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1) Jede Zeile B,={c,,] (0v<Co) stelle ein irreduzibles System dar

und sei Il dquivalent, so daB B von jedem System %, algebraisch abhé.ngt
2) Es sei Wy=1U, also ¢,, =u, (0<v<o).

3) Ist 0<Tu<<7, u keine Limeszahl, so sei B, =9, , (W,,,B).

4) Ist 0<<p <7, u Limeszahl, so habe die Folge |%,} (0<<a<Tp)
einen Limes, und dieser sei gleich %,. :

Sind diese Bedingungen erfiillt, so sagen wir: die Systemfolge (B}
(0<{u=Ct) — oder auch: die Doppelfolge {c,,| — gehort zu dem System-
paar 1,B. Voraussetzung fiir diese Ausdrucksweise ist also stets, dal
11 und B wohlgeordnete irreduzible Systeme sind und daB B von U alge-
braisch abhéngt.

Durch die Bedingungen 1) bis 4) erscheint jede Zeile durch die
vorangehenden bestimmt, und da W, =1 sein soll, ergibt sich zunichst:

a) Zu eimem Systempaar 1,8 kann nicht mehr als eine Systemfolge
gehoren. TFerner ergibt sich aus unseren Bedingungen unmittelbar:

b) Gehort zu dem Systempaar 11,8 die Systemfolge (B} (0<Tu<T7)
und ist 0<To<<7, B, der durch v, bestimmte Abschnitt von 8, so gehort
zu dem Systempaar 11,8, die Systemfolge |, (0"u<lpg).

Wir greifen nun, unter der Voraussetzung, dall zu 11,8 die System-
folge {¥W,| gehért, aus der Doppelfolge |c,,| eine Kolonne {c,,} (0Cu<<7)
heraus. Wenn nicht alle Elemente der Kolonne gleich dem Anfangsele-
ment ¢,,=wu, sind, so sei c,, das erste von wu, verschiedene. Dann kann
o keine Limeszahl sein, weil andernfalls nach 4) c,, den Limes von {c,
(0<<u<Cg) darstellt, also vorangehenden Elementen der Kolonne gleich
ist. Da ¢ nicht Limeszahl ist, so ist nach 3) W, =9, ,; (W,_,, B), und es
geht W aus W, ; hervor, indem ein gewisses Element von W, ; durch
v, ersetzt wird. Da nun ¢, von ¢, ,, verschieden ist, so muB ¢,,=v, ,
sein. Dann ist aber fiir jedes ,u> @ ¢,=v,_;. Denn verstehen wir andern-
falls unter u die kleinste Ordnunoszahl >p, fiir welche c,,,:tz'v . 1st, so
folgt wie Vorher, daB u keine Limeszahl ist und %, aus B, , hervorgeht,
indem ¢, ,,=v, , durch c,,=wv, , ersetzt wird. Nach der Erklirung des
Zeichens 9 geht aber ¢, (W,_,,B) aus W, , hervor, indem ein gewisses
Element von %, ,, welches nicht dem durch v,_, bestimmten Abschnitt
von B angehoért, durch v, , ersetzt wird. Das Element v, , gehdrt aber
diesem Abschnitt an. Daraus folgt

Journal fir Mathematik. Bd. 137. Heft 4. 39
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¢) Gehort zu dem Systempaar 11, B die Systemfolge {,} (0Tu<C7),
wo B,=c,,| ist, so sind in einer Kolonne lc,,| (0<<u<r) entweder alle Ele-
mente gleich %,, oder es existiert eine Ordnungszahl ¢, 0<<o<{7, die
nicht Limeszahl ist, derart daB c,, =w, fir u<<op, ¢,,=v,, fiir u=>g ist.

_Greifen wir unter denselben Voraussetzungen aus % ein beliebiges
Element v,_, heraus, so kommt dieses nach 3) in , vor, ist etwa gleich ¢,,,
und da es, wenn u die Ordnungszahlen ¢ durchlduft, wie wir sahen,
durch kein v, , ersetzt werden kann, so kommt v, , in jedem System B,
vor, dessen Index u”>g¢ ist. Also:

d) Gehort zu dem Systempaar 1,8 = v} (0<Tw<C7) die System-
folge |W,} (0<u<7) und bezeichnet B, (0<u< 7) den durch v, be-
stimmten Abschnitt, wihrend 8B =8, gesetzt wird, so enthélt B, (0T u 1)
alle Elemente von %, (natiirlich nicht notwendig in derselben Reihen-
folge wie %B,).

Wir behaupten nun: '

e) Zu jedem Paar U,B irreduzibler wohlgeordneter Systeme, deren
zwettes vom ersten algebraisch abhdngt, gehiort eine Systemfolge.

Wir setzen wie vorher = |u,] (0<lv<To), 8=8,=|v,| (0<p<7)
und bezeichnen mit B, den durch v, bestimmten Abschnitt von 8. Im
Falle 7 =1 erhalten wir die verlangte Systemfolge offenbar, indem wir
Wy=U, W,=39,(U,B) setzen. Fiir z>>1 ist e) durch Induktion zu be-
weisen. — Ist = keine Limeszahl, so gehért zunichst zu dem Systempaar
1,8,_, eine Systemfolge |BW,| (0<<u<Tt—1), und wenn wir 4, (W,_,,B)
=B, setzen, so ergibt sich sofort, daB die Systemfolge |B,| (0Cp<r)
allen Bedingungen 1) bis 4) entspricht, also. zu 11,8 gehort. — Es sei =
Limeszahl. Ist dann 0<<Ai<<¢<C%, so gehort zu dem Paar 1,3, eine,
und nach a) nur eine Systemfolge |{B,] (0<"pu<Tg), und aus b) folgt, dal
die Teilfolge |®,] (0<Tu<Ci) zu U, gehort. Mithin existiert fiir jedes
u<7 ein eindeutig bestimmtes System B, derart, daB der bis zu einem
B, (einschlieBlich) reichende Abschnitt der Folge |B,| (0p<<t) die
zw 11,8, gehdrige Systemfolge darstellt. Wir setzen B,=[c,,| (0"v<To)
und betrachten eine Kolonpe l6.y] (0<{u<<t). 8ind nicht alle Elemente
gleich w, und ist c,, .das erste von wu, verschiedene, so sind alle auf
¢,, folgenden Elemente der Kolonne gleich ¢,,, weil die Annahme ¢,,+¢,,,
€, #¢,,, < mnach c) mit der Tatsache, daB die Folge |®,| (0Cu<"zx) zu
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1,9, gehort, unvereinbar ist. Daher besitzt jede Kolonne, und mithin
auch die Folge {®,|] (0<Cu<t) einen Limes. Wir setzen

A

lim B, =B, B,=le,| (0<v<o)
u=t
und behaupten, daB die Systemfolge |,] (0<Cu<C7) zull,B gehort. —
Um dies zu beweisen, haben wir zweierlei zu zeigen, namlich:
f) W, ist irreduzibel,
g) W, ist mit W,=1 &quivalent.

Wire das System 8, reduzibel, so enthielte es ein endliches redu-
zibles Teilsystem ¥. Jedes Element von ¥ ist als Grenzwert seiner Kolonne
vorangehenden Elementen dieser Kolonne gleich, und da & nur endlich
viele Elemente enthilt, kann man ¢ <7 so bestimmen, daB alle Elemente
von ¥ schon in W, vorkommen. Hiernach wire %, reduzibel, was 'dem
Umstand, daB die Systemfolge |®,| (0"ux<Cg) zu U,®, gehort, wider-
spricht. Damit ist f) bewiesen. — Ein beliebiges Element aus 8 kann
durch Vp—i bezeichnet werden, wo o<t ist. Vs kommt in W, vor, ist
etwa gleich ¢,,, und es ist alsdann in |c,} (0<Cu<C7) fiir jedes u>p

Cu»="Up—1, daher auch c,,=lim c,,=v, ,. W, enthilt also alle Elemente

aus B. Da ferner jedes Klement aus W, schon in einem System W,
(e<<t) vorkommt und B, mit W, dquivalent ist, so hingt W, von W,
algebraisch ab, und wir haben, um g) zu beweisen, noch zu zeigen, daB
auch B, von W, algebraisch abhingt. Zu diesem Zweck fithren wir einen
allgemeineren Nachweis. Wir bezeichnen mit B,, (0<u <7, 0<<v<To)
den durch c,, bestimmten Abschnitt von %, und setzen W,=W,,. Wir
bezeichnen ferner mit W, (0<<u<lr, O<v§_ o) dasjenige Tellsystem von
,, welches alle Elemente von %,,, alle Elemente von 8,, sonst aber
kein Element enthélt, und setzen ;,=%B,, (0<<»< o). Nunmehr be-
haupten wir: ‘

h) Jedes System B, (0<u<r, O<v<a) ist von jedem System
B,, (#=<"e=< ) algebraisch abhingig.

In dieser Behauptung ist, ndmlich wenn wir u=0, v=0, po=<
wahlen, auch die Behauptung enthalten, daB 8, von %, algebraisch
abhingt. Mit h) ist also g) und somit e) bewiesen. Sollte nun die Be-
hauptung h) nicht fiir jedes System W;, zutreffen, so wihlen wir aus

39*
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den Systemen, fiir welche sie nicht zutrifft, ein solches aus, dessen zweiter
Index » moglichst klein ist. Wir suchen sodann zu diesem ;, dasjenige
;, mit kleinstem Index ¢=>u, von welchem %, nicht algebraisch ab-
hingt. Es sei nun @ ein Element aus ®;,, welches von %, nicht
algebraisch abhingt. Dann gehért o nicht zu 8;,, also auch nicht zu
B,, also auch nicht zu %B,, mithin zu ,,. Es mul ferner ¢ letztes Element
von %,, sein. Sonst gehérte a einem Abschnitt B,; von B,,, also auch
dem System ;, an; da dieses wegen der Minimumseigenschaft von »
von ;, algebraisch abhéingt und BW;; Teil von %W,, ist, so hinge a von
;, algebraisch ab. Mithin ist « letztes Element von
Limeszahl, und es wird

.»» also v keine
a’:c,u,v-—l? %/Av = ,u,y—1+6 , ¥—1)

und da o nicht zu B, gehort,
%;u': SzB:;,v—l + c,u,v—l ’

’

(wobei im Falle »=1 sowohl ®,, , wie B, ;, das leere System be-
zeichnet). Lassen wir A alle Zahlen, die —>pu und <C¢ sind, durchlaufen,
so ist wegen der Minimumseigenschaft von ¢ W/, von jedem System
B;, algebraisch abhidngig, und es darf daher keins dieser Systeme von
,, algebraisch abhéingen. Nun gehdren aber bis auf c,,_, alle Elemente
aus B;, zu W, ,, hingen also von W, , , und somit von W, algebraisch
ab. Somit darf ¢,,_; von W, nicht algebraisch abhingen. Ks miissen
also die Elemente ¢, ; von dem in %, enthaltenen Element ¢,,_;
verschieden sein. Daraus folgt, daB ¢ keine Limeszahl und

(]") ce—l, y—1 = uy-—l I oq, y—1= vg—-l ’ %e = i9'g——l (%e—l ’ %)

ist. Es bezeichne T das kleinste Teilsystem von %, ;, von welchem
Ve—1 algebraisch abhiingt. Nach der Erklirung des Zeichens J1 geht W,
aus W, ; dadurch hervor, daB das letzte der nicht zu B, , gehérigen
Elemente von ¥ durch v,_, ersetzt wird. Zufolge (1.) muB ¢, ,, ; =, ,
dieses letzte Element sein; das besagt aber, daB jedes Element von ¥
entweder zu ®, ;, oder zu B, , gehort. Bezeichnet daher &’ das System,
in welches € durch die Substitution von Vg fir w, , iibergeht, so gehort
jedes Element von T’ entweder zu ,, oder zu B, ,; ¥’ ist also Teil
von W,,. Andererseits ist ' zu T dquivalent, und das in & enthaltene
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Element a=wu, ,=c,_,,; hingt also von ®;, algebraisch ab. Da dies im
Widerspruch mit dem vorangehenden steht, so ist die Behauptung h) fur
alle Systeme ;, richtig und somit e) bewiesen.

Was fur unsern Zweck von Interesse ist, ist lediglich die Tatsache,
daf das System B als Teil von ®, in der zwischen =%, und W, be-
stehenden &hnlichen Beziehung auf einen Teil von U ein-eindeutig abge-
~ bildet wird. Sind die Systeme 11 und 8 &quivalent, so ergibt sich in
gleicher Weise die Moglichkeit einer ein-eindeutigen Abbildung von U auf
einen Teil von 8. Daraus folgt aber nach einem bekannten Satz von
Bernstetn, daBl auch eine ein-eindeutige Beziehung zwischen 11 und B
moglich ist und somit:

3. Aquivalente irreduzible Systeme haben dieselbe Kardinalzahl.

Wird eine transzendente Erweiterung & eines Korpers ® durch
Einschiebung eines Kérpers ®(€) in eine rein transzendente und eine
algebraische zerlegt, so erhalt man aus dieser einen Zerlegung alle méglichen,
indem man das irreduzible System & durch alle mdglichen &quivalenten
irreduziblen Systeme ersetzt. Die Kardinalzahl von & ist daher durch &
und & vollig bestimmt; wir nennen sie den Transzendenzgrad der Erweite-
rung oder Transzendenzgrad von £ in bezug auf . Algebraischen Er-
weiterungen schreiben wir den Transzendenzgrad 0 zu.

Es sei € ein Korper zwischen & und %, © ein in bezug auf
& irreduzibles System von Elementen aus &, ¥ ein in bezug auf &
irreduzibles System von Elementen aus M. ¢ sei in bezug auf &(€),
M in bezug auf L(T) algebraisch, so daB die Kardinalzahlen s und ¢ von
© und € die Transzendenzgrade von & in bezug auf ® und von M
in bezug auf ¢ darstellen. — In bezug auf ®(©+%) sind dann alle
Elemente von & und alle von ¥ algebraisch. Durch Adjunktion aller
dieser Elemente zu ®(® + ) erhélt man' aber den Korper £(Z), der
also in bezug auf ®(S+I) algebraisch ist. Da ebenso M in bezug auf
L(%) algebraisch ist, so stellt M eine algebraische Erweiterung von £(8+Z)
dar. — Wir betrachten ein beliebiges endliches Teilsystem von &+ % und
stellen es in der Form &'+ dar, wo & Teil von &, 3’ Teil von & ist.
@’ ist in bezug auf &, ¥’ in bezug auf £, also auch in bezug auf &(&')
irreduzibel. Besteht daher &' aus den Elementen ,,...7,, T’ aus den
Elementen ¥,,...%,, 8o ist von den Elementen z,,...%,, ¥1,...%, jedes:



300 Steinitz, algebraische Theorie der Korper.

in bezug auf den Korper, der durch Adjunktion der vorangehenden zu &
entsteht, transzendent, und es héngt daher in bezug auf & keins dieser
Elemente von dem System der iibrigen algebraisch ab. In bezug auf @
ist also das System &'+ %’ irreduzibel, und da es ein beliebiges endliches Teil-
system von &+ I darstellt, so ist auch &+% in bezug auf & irreduzibel
(§ 22, 4.). Die Kardinalzahl von &+& wird durch s+t bezeichnet, so da8
-also der Satz gilt:

4, Ewne Erweiterung, die sich aus zwei sukzessiven Erweiterungen von
den Transzendenzgraden s und t zusammensetzt, hat den Transzendenzgrad s -+t.

Man sieht sofort, daB dies auch gilt, wenn s oder ¢ gleich 0 ist.

Unter dem absoluten Transzendenzgrad eines Korpers & verstehen
wir seinen Transzendenzgrad in bezug auf den Primkorper und fassen zu
einer Klasse K,, alle diejenigen Korper (oder Korpertypen) zusammen,
welche dieselbe Charakteristik ¢ und denselben absoluten Transzendenzgrad ¢
haben. ¢ kann 0 oder eine beliebige Primzahl, ¢ 0 oder eine natiirliche
Zahl oder eine beliebige transfinite Kardinalzahl sein. In jeder Klasse
K,, haben wir zwei bemerkenswerte Typen. Nimmt man nédmlich mit
einem Primkorper 9, eine rein transzendente Erweiterung vom Transzen-
denzgrad ¢ vor, so gelangt man zu einem wohlbestimmten Typus (§ 22, 5.),
welcher der Klasse K,, angehort und mit ®,, bezeichnet werden moge.
Zu diesem gehort ferner nach §21, 9. ein bestimmter algebraisch abge-
schlossener Typus — er heiie %,, —, welcher aus ®,, durch algebraische
Erweiterung hervorgeht, daher ebenfalls zur Klasse K,, gehort. "

5. Wird ein Korper R,, vom Typus R,, algebraisch zu einem alge-
braisch abgeschlossenen Korper U, erweitert, so gehéren alle Korper zwischen
R, und A, der Klasse K,, an. Es wird aber auch jeder Typus der
Klasse K,, wenigstens durch einen Korper zwischen R,, und A, vertreten.

DaB alle Kérper zwischen %/, und %, der Klasse K,, angehoren,
folgt daraus, daB sie in bezug auf %;, algebraisch sind und %;, dieser
Klasse angehort. Sodann ergibt sich aus unseren Voraussetzungen, dal
%A, vom Typus 2 ,-ist. Es sei jetzt ® ein beliebiger Korper der Klasse
Kc :;» B, der in & enthaltene Primkorper. Aus & konnen wir ein in bezug
auf R, irreduzibles System S so herausgreifen, dal & in bezug auf 9_10,,= R, ()
algebraisch ist. Erweitern wir & algebraisch’ zu einem algebraisch abge-
schlossenen - Korper %,,, so ist dieser auch in bezug auf ®,, algebraisch.
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Aus der Zugehorigkeit von ® zu K,, folgt, daB © die Kardinalzahl ¢ hat,
®,, vom Typus R,,, %, vom Typus 9%,, ist. Ferner ergibt sich (vgl
d. Bew. von § 21, 9.), daB 9—1,,,‘ auf %, so isomorph abgebildet werden
kann, daB 2)-?‘,,, in ®;, iibergeht. Dabei wird & auf einen Korper zwischen
R;, und A, isomorph bezogen; der Typus von & ist also unter diesen
Kﬁrpern vertreten. — Ist @ selbst algebraisch abgeschlossen, so wird
®=9,, vom Typus ,,.  Mithin: '

‘ 6. Der Typus U, , ist der einzige algebraisch abgeschlossene der
Klasse K, ,

§ 24.
Zusiitzliche Bemerkungen verschiedenen Inhalts.

Die Kardinalzahl (Méachtigkeit, Zahl der Elemente) eines Korpers. —
Aus dem Wohlordnungssatz ergibt sich leicht, daB auch die Kardinalzahlen
eine wohlgeordnete Folge bilden, daB die Summe und das Produkt zweier
Kardinalzahlen, von denen wenigstens eine transfinit ist, der gréBeren gleich
ist, daB} das System aller endlichen Teilmengen einer unendlichen Menge M
dieselbe Michtigkeit wie M hat. Hieraus schlieBt man weiter, ‘dall die
Zahl der ganzen Funktionen einer Unbestimmten z in einem unendlichen
Kérper nicht gréfler als die Zahl der Elemente des Korpers ist und daB
dasselbe fiir die Nullstellen dieser Funktionen gilt. Durch algebraische
Erweiterung eines unendlichen Kérpers wird also die Machtigkeit nicht er-
hoht. Eine weitere einfache Folgerung aus den angefiihrten Satzen ist
die, daB im Falle :=>8, (wo ¥, die kleinste transfinite Kardinalzahl, die
Michtigkeit der abzahlbaren Mengen, bezeichnet) der Korper ®,, und da-
her jeder Korper der Klasse K,, die Kardinalzahl ¢ hat, wihrend im Falle
eines endlichen ¢ ein Koérper der Klasse K,,, falls er nicht endlich ist
(was nur fir c=p, t=0 der Fall sein kann), ¥, Elemente besitzt. — Bei
einem Korper, dessen Elemente nicht abzihlbar sind, stimmt also die
Kardinalzahl mit dem absoluten Transzendenzgrade iiberein. Da das Kon-
tinuum nicht abzdhlbar ist, so schliet man (§ 23, 6.), daB alle algebraisch
abgeschlossenen Koérper von der Machtigkeit des Kontinuums und der
Charakteristik 0 einander isomorph sind. Zu diesen Koérpern gehoren: der
Korper der komplexen Zahlen, der Korper aller algebraischen Funktionen .
einer oder mehrerer Verinderlicher u. a.
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Der Lirothsche Satz. — Dem Satz II des § 14 tritt der folgende
zur Seite: .

Ist R(x) eine einfache transzendente Erweiterung wom ®, so ist auch
jeder Korper zwischen £ und R(z) in bezug auf { einfach.

Wir konnen diesen Satz auch so formulieren: Ist & eine rein
transzendente Erweiterung von R, der Transzendenzgrad 1, so stellt auch jeder
Korper zwischen & und & eine rein transzendente Erweiterung von & dar. —
Die naheliegende Frage, ob derselbe Satz fiir jede rein transzendente Er-
weiterung gilt, hat eine Erledigung noch nicht gefunden.

Um zu einem Beweise des Liirothschen Satzes zu gelangen, fiihren
wir neben z eine neue Unbestimmte ¢ ein und betrachten die ganzen
Funktionen von ¢ mit Koeffizienten aus ®(z). Zu jeder solchen Funktion
g (t) gehort eine aus ihr durch Multiplikation mit einem Faktor aus ®(z)
hervorgehende, i bezug auf z primitive Funktion

y(t)=(p0 ((I}) "+ P1 ((I))tn_l-{-'”—l—(p”((l}),

welche sich dadurch auszeichnet, daB ihre Koeffizienten ganze Funktionen
von w sind, die nicht alle einen gemeinsamen Teiler haben. Diese Funk-
tion ist bis auf einen Faktor aus ® bestimmt; will man haben, daB sie
vollstindig bestimmt ist, so kann man noch verfiigen, dal in ¢,(x) der
Koeffizient der hochsten Potenz & sein soll. — Man zeigt in bekannter
Weise, daB das Produkt zweier primitiver Funktionen wieder primitiv ist,
und daraus folgt sofort, daB man aus einer Gleichung von der Form
f(t)=g()-h(t), wo f(¢), g(t), h(t) ganze Funktionen von ¢ mit Koeffi-
zienten aus ®(z) sind, wieder zu einer richtigen Gleichung gelangt, wenn
man diese Funktionen durch die zugehorigen primitiven ersetzt.

Es sei %((% eine rationale Funktion von ¢ mit Koeffizienten aus
® in reduzierter Form, m ihr Grad (=>0), y ein in bezug auf & (¢) trans-

zendentes Element. Dann ist die Funktion

e ()—y-y ()

vom Grade m in ¢, sie ist in y primitiv und, wie sogleich gezeigt werden
soll, im Korper ®(y) irreduzibel. Hitte man némlich eine Zerlegung

P (t)—y-p(t) =g (t)-h(t),
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so wiirde sich beim Ubergange zu den in y primitiven Funktionen die linke
Seite nicht andern; wir konnen also gleich ¢ (¢) und A(t) als primitiv voraus-
setzen. Es miilte dann eine dieser Funktionen, etwa g¢(¢), von y frei,
die andere in y vom ersten Grade sein. Dann erkennt man aber, indem
man nach Potenzen von y ordnet, daB g(¢) in ¢(f) und w(t) aufgehen

miiflte, wihrend doch )(p(t) und y(t) als teilerfremd vorausgesetzt wurden.
9z
)’
o Nullstelle der Funktion ¢ (£)—y-y (t), welche vom Grade m und in & (y)
irreduzibel ist; mithin ist [®(2):R(y)]=m, d. h. der Grad von ®(x) in
bezug auf ®(y) ist gleich dem Grade von y als rationale Funktion von x.
— Wir zeigen jetzt, dafl die Funktion

Y (z)- (9 (1) —y-p () = p(t) p(x)—(t) p(x)

!
als ganze Funktion von ¢ in z primitiv ist. Zu diesem Zwecke setzen wir

— Setzen wir y= so wird ®(y) ein Korper zwischen & und ®(z) und

¢ @)=+, 2+, Y(@)=by+bx+--,
so daB

P () p (@) =y (1) 9 (2) = (@ (2)—bop (7)) + (a:19(z) —bip(z)) ¢ + -

wird. Hétten nun alle Koeffizienten y; =a;y () —b,¢ () einen gemeinsamen
Faktor x(z), so wiirde dieser auch in allen Ausdriicken

7ibk—7kbi =(a;by—ab)y(x), yi—yia;=(a;b,—ab;) ¢ (v),

und somit, weil wir (da m>>0) ¢ und % so wihlen konnen, daB a;b,—a,b;+0
wird, auch in ¢(«x) und y(x) aufgehen, was der Annahme, daBl ¢(x) und
w(x) teilerfremd sind, widerstreitet. Wenn daher ¢ (f)y (z)—y(t)¢(z) im
Integritiatsbereich ®[¢,2] in zwei Faktoren zerfillt, so kann keiner von
ihnen Funktion von & allein sein. Genau so ist zu zeigen, daB keiner der
beiden Faktoren Funktion von ¢ allein sein kann.

Es sei jetzt M ein beliebiger, von & verschiedener Kérper zwischen &
und ®(z). Dann ist ® (z) in bezug auf M endlich; denn wenn y ein nicht in
§ enthaltenes Element von It ist, so ist, wie wir sahen, ®(z) in bezug
auf ®(y) endlich, und M liegt zwischen R(y) und R(z). Es sei

(L) [&(z):M] =n.

Dann ist z Nullstelle einer irreduziblen Funktion n-ten Grades aus I
Journal fiir Mathematik. Bd. 137. Heft 4. _ 40
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g =t u T ety
deren Koeffizienten, da z in bezug auf & transzendent ist, nicht alle in &

vorkommen koénnen. Es sei in reduzierter Form y= =""% 9@ ciner der Koeffi-

Y ()

" zienten von ¢(¢), die nicht in & vorkommen, m sein Grad in z. Dann
liegt M zwischen R(y) und R (x), und wir erhalten [®(z):%(y)]=m, also
wegen (1.)

(2.) [M:&(y)]= m_=n.

m
n

Zu g(i) gehort eine in « primitive Funktion
g (t)=@o(2)t"+ @i ()" 4+ + @u (@),

(@) _ (k=1,...n) ist. Da unter den Funktionen w, auch y vor-

Po(2)

kommt so ist g (¢) in z wenigstens vom Grade m. — Nun ist x Nullstelle
der zum Kérper M gehorigen Funktion ¢ (¢)—yw(t); diese muB also durch
die in M irreduzible Funktion ¢(¢) teilbar sein. Wir erhalten also

9 (@)
t =q(t)-h(2),
P )=y ¥ O =9()-2 ()
und wenn wir zu den zugehérigen, in z primitiven Funktionen iibergehen

(3.) T y(@)—y () e(z)=g @) ().
Die linke Seite von (3.) ist in z vom Grade m, ¢ (¢) ist, wie wir sahen,
in z wenigstens vom Grade m; aus (3.) folgt also jetzt, daB g (f) in «
genau vom Grade m und hA(t) von z frei sein muB. Da ferner gezeigt
wurde, daB o (¢)y(z)—yw(t)¢(x) keinen Faktor haben kann, der eine
Funktion von ¢ allein ist, so kann A(t) auch ¢ nicht enthalten, und wir
erhalten, indem wir auf beiden Seiten von (3.) die Grade in ¢ vergleichen,

m=n
und daraus nach (2.)
M= % (y).

Damit ist der Liirothsche Satz bewiesen.

Dieser ,rationale’ Beweis des Satzes hat den Vorzug, dal er ohne
jede Einschrankung fiir alle Korper & gilt, wahrend in der gewdhnlich ge-
gebenen Beweisform die Voraussetzungen enthalten sind, daB der Korper &
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vollkommen ist und unendlich viele Elemente besitzt. Diese Beweisform
erfordert im Falle eines unvollkommenen Koérpers umstindliche Modifika-
tionen, bei endlichen Ko6rpern versagt sie ‘ganz.

Die algebraisch abgeschlossenen Erweiterungen. — Mit dem Nachwels
der Existenz einer algebraisch abgeschlossenen Erweiterung, die zu einem
gegebenen Korper & gehort, ist noch keine Methode gewonnen, um eine
solche Erweiterung wirklich herzustellen. Schon fiir die Anordnung der
Elemente eines Korpers § zu einem wohlgeordneten System, auf welche
in jenem Beweise Bezug genommen ist, fehlt naturgemif jede allgemeine
Methode. Es ist jedoch keineswegs die Herstellung einer algebraisch ab-
geschlossenen Erweiterung an eine bereits ausgefithrte Wohlordnung von &
gebunden. Dafiir zwei Beispiele. In beiden ist der Grundkérper von der
Michtigkeit des Kontinuums, von der, wie bekannt, noch nicht einmal
festgestellt werden konnte, ob sie gleich ®,, der zweiten transfiniten Kaz-
dinalzahl ist. Von dieser Machtigkeit sind u. a. der Korper der reellen
oder der komplexen Zahlen, der Korper der rationalen Funktionen einer Ver-
anderlichen z mit komplexen Koeffizienten, sodann auch der von K. Hensel
eingefithrte Korper K (p) der sog. p-adischen Zahlen*).

Im Falle § =K (p) gelangt man auf Grund verschiedener Unter-
suchungen, die Hensel in dem zitierten Werke und in einer unlingst in
diesem Journal erschienenen Abhandlung**) durchgefithrt hat, zum Ziel.
Wesentlich ist hier der Nachweis, daBl jede ganze Funktion f(z) aus K(p)
in einem Korper vollstandig zerfillt, der aus K (p) durch Adjunktion einer
Nullstelle einer Funktion g(z) hervorgeht, die in K (p) irreduzibel ist und
deren Koeffizienten gewohnliche ganze Zahlen sind. Damit ist nachge-
wiesen, daB das System aller ganzen Funktionen aus K (p) dem System S der
ganzen ganzzahligen Funktionen &quivalent ist. Wahrend nun das erstge-
nannte System von der Michtigkeit des Kontinuums ist, ist das System S
abzihlbar und kann also in eine einfache Reihe geordnet werden. Hat
man sich fiir irgendeine Anordnung entschieden und bezeichnet man die so
geordneten Funktionen mit f,(x), wo n die natiirlichen Zahlen durchlauft,
so kann man nach den Hemselschen Methoden die erste Funktion aus S,
welche dem System

*) Theorie der algebraischen Zahlen I (Lelpzlg und Berlin '1908).

*) Bd. 136 (1909), S. 183.
40
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fl(x)9f2(z)’ ML} fn(w)

dquivalent, in K(p) irreduzibel und iiberdies normal ist, durch ein end-
liches Verfahren berechnen. Wird dieselbe mit ¢,(x) bezeichnet, so hat
man ein System von Normalfunktionen

P1(), @a(@), ..., @u(2), ...,

“bei welchem jeder Abschnitt der folgenden Funktion untergeordnet ist.
Fiihrt man ein System von Symbolen j, ein, mit der Verfiigung, daB
7. Nullstelle von ¢, () sein soll, so erhdlt man ein System von Erweite-
rungen des Korpers & = K(p):

(4.) =801 -y Ka=80), -

Bezeichnet 7, den Grad von ¢, (%), so ist jedes Element von &, in der
Form ¢(j,) darstellbar, wo ¢(x) eine ganze Funktion aus K (p) und ihr
Grad kleiner als r, ist. 7,_, der Elemente von &, sind Nullstellen von ¢,_, (z).
Will man nun haben, daB jeder Korper der Folge (4.) Teil des folgenden
sein soll, so daB, wie in dem in § 16 behandelten Falle, diese Kérper in ihrer
Gesamtheit den gesuchten algebraisch abgeschlossenen Korper konstituieren,
so muBl man noch eine Verfiigung treffen, nach welcher zu entscheiden ist,
welche der in &, enthaltenen Nullstellen von ¢, _,(z) gleich 7, , sein soll.
Nun ist es zwar bisher nicht gelungen, K (p) oder irgendein System von
der Michtigkeit des Kontinuums als wohlgeordnetes System darzustellen,
dagegen kann K(p) sehr leicht als geordnetes System dargestellt werden*).
Auf Grund einer solchen Ordnung von K(p) erhdlt man eine Anordnung
der ganzen Funktionen aus K(p), indem man vorschreibt, dall die Funktion
g(z)=ao+ @,z + -+ der Funktion & (x) =b, + b,z + .- vorangehen soll, wenn
im Falle a,=b, (k<<n), a,+b, das Element a, friiher als b, ist. Sodann
kann man festsetzen, dall wenn g (z) die erste Funktion aus K (p) ist, welche
fiir # =7, in eine Nullstelle von ¢, ,;(z) iibergeht, ¢ (j,)=7.—, sein soll. —
Damit ist die Aufgabe gelost.

] Wir betrachten an zweiter Stelle den Kérper & =€ (z), der aus dem
Koérper € der komplexen Zahlen durch Adjunktion eines transzendenten
Elementes 2z hervorgeht (Korper der rationalen Funktionen einer Verander-
lichen). Hier ist das System aller ganzen Funktionen einer Unbestimmten

*) Hensel, Neue Grundlagen der Arithmetik. Dieses Journal Bd. 127. 8. 52, 53.
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% in ® nicht mehr einem abzihlbaren System &quivalent, doch gelingt hier
die Herstellung einer algebraisch abgeschlossenen Erweiterung von f® (ohne
Auswahlprinzip) leicht mit den Hilfsmitteln der Analysis. Es sei namlich %
das System aller fiir hinlinglich kleine Werte von r konvergenter Reihen
von der Form

to

L3 k .. k
k=qakrn (cos;(p—i- vsin_- ®),

wo r eine positive, ¢ eine reelle Verénderliche, n irgendeine natiirliche, ¢ ir-
k

gendeine ganze Zahl bezeichnet, 7" stets positiv zu nehmen ist und die
Koeffizienten a@;, deren Index % alle ganzen Zahlen von ¢ an aufwirts
durchlduft, beliebige komplexe Zahlen sind. Jede solche Reihe stellt in
ihrem Konvergenzbereich eine eindeutige Funktion von r und ¢ dar. Zwei
Reihen gelten als dasselbe Element von %, wenn sie fiir alle Wertepaare r,
@ ihres Konvergenzbereiches nach demselben Werte konvergieren. Zu zwei
Elementen «, 3 aus 2 gehdren, wie man in bekannter Weise zeigt, zwei
weitere y, 0 derart, daB innerhalb des gemeinsamen Konvergenzgebietes
zwischen e, 3,7, als Funktionen von r und ¢ die Beziehungen

(5.) at+p=y, af3=4

bestehen. Lassen wir die Gleichungen (5.) als Kompositionsgleichungen
fiir A gelten, so wird % ein System mit doppelter Komposition, welches
sich leicht als ein algebraisch abgeschlossener Korper erweist. Jedem Ele-
ment R(2z) von §=C€(2) entspricht in % ein Element o derart, daB fiir
hinlinglich kleine Werte von r R(r(cosg+esing)) gleich o wird. Der
Korper & wird so auf einen Teilkorper & von 9 isomorph abgebildet, und
da U algebraisch abgeschlossen ist, so bilden die in bezug auf &’ algebra-
ischen Elemente von % einen Korper %’, der algebraisch abgeschlossen und
in bezug auf & algebraisch ist.

Isomorphe Abbildung eines Korpers auf einen Teilkorper. — Ist
eine algebraische Erweiterung des Korpers ®, & ein Koérper zwischen &
und € und von @ verschieden, ¢ ein nicht in &’ enthaltenes Element
von &, ¢(z) die irreduzible Funktion aus ® mit der Nullstelle &, so ist
die Anzahl der irreduziblen Faktoren von ¢(z) im Korper & grofer als
im Kérper &, & und & sind daher nicht #quivalente Erweiterungen. Ist &
Primkérper, so konnen € und & nicht isomorph sein, weil bei einer iso-
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morphen Beziehung zwischen £ und £’ jedes Element des Primkdrpers
unverindert bliebe, £ und £’ also dquivalente Erwelterunoren von & dar-
stellten. Damit ist bewiesen:

1. Ein absolut algebmzscher Korper st keinem echten Ted won sich
1somorph.

Da jeder Teilkorper eines absolut algebraischen Korpers wieder
absolut algebraisch ist, so gilt

2. Zwei Teilkorper eines absolut algebraischen Korpers, vom denen
der eine echter Teil des andern ist, komnen nicht isomorph sein.

Die durch 2. bezeichnete Eigenschaft ist fiir die absolut algebraischen
Korper charakteristisch; denn wenn der Korper € nicht absolut algebraisch
und z ein in bezug auf seinen Primkorper P transzendentes Element ist,
so ist P(x?) echter Teil von P(z), aber beide Kérper sind isomorph.
Dagegen driickt 1. keine charakteristische Eigenschaft absolut algebraischer
Koérper aus; denn man sieht sehr leicht, daB z. B. ein Kérper vom Typus
.., wo t endlich ist, keinem echten Teil von sich isomorph sein kann.

Unter den Korpern, welche einem echten Teil von sich isomorph
sind, haben wir zwei Arten zu unterscheiden. Ein Reprisentant der
ersten Art ist der Korper R,,. Derselbe besitzt unendlich viele Teilkérper,
die aber bis auf den Primkorper nach dem Liirothschen Satze alle vom
Typus R,, sind. Ein zwischen einem Kérper ®,; und einem isomorphen
Teilkorper gelegener Korper ist also stets wieder %, isomorph. Von
anderer Art ist der Korper ,, bei unendlichem ¢ Durch Adjunktion
eines transzendenten Elementes x geht aus %, ein Kérper %, ,(x) hervor,
der wieder den Transzendenzgrad ¢ hat, aber offenbar nicht algebraisch
abgeschlossen, also nicht vom Typus %, ist. Erweitern wir aber %, ()
algebraisch zu einem algebraisch abgeschlossenen Korper, so ist dieser
wieder vom Typus 9,,. Hier liegt also zwischen zwei isomorphen Kérpern
ein nicht isomorpher. Jedesmal, wenn ein solcher Fall vorliegt, haben
wir zwei Korper ®,, &, verschiedener Typen, von denen jeder einem Teil
des andern isomorph ist. Durch die Teilkorper von &, werden also dieselben
Typen reprisentiert wie durch die Teilkdrper von 8,.
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