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Bemerkungen zur Theorie der beschrinkten Bilinear-
formen mit unendlieh vielen Verinderlichen.

Von Herrn J. Schur in Berlin.

In der vorliegenden Arbeit will ich eine Reihe von Einzelfragen
behandeln, die sich auf die von Herrn Hilbert*) begriindete Theorie der
beschrinkten Bilinearformen beziehen.

Nach Zusammenstellung einiger der bis jetzt bekannten Resultate
(§1) leite ich in §§ 2 und 3 mehrere neue (hinreichende) Kriterien fiir
die Beschrénktheit einer vorgelegten Bilinearform ab. Die Kriterien
des § 2 bezichen sich vornehmlich auf absolut beschriankte, die des § 3
auf nicht absolut beschrinkte Bilinearformen. Den Inhalt des § 4 bildet
der Beweis eines elementaren Satzes iiber definite Hermitesche Formen
und eines analogen Satzes iiber definite Hermitesche Kerne. In § 5 teile
ich einen neuen einfachen Beweis fiir die Beschrianktheit der zuerst von
Herrn Hilbert eingefiihrten Bilinearformen

— 3 %Y —_ v %Y

e S
mit und betrachte einige mit ihnen nahe verwandte Formen. In § 6 gebe
ich ein sehr einfaches Beispiel fiir eine reelle quadratische Form an, die
beschrinkt, aber nicht absolut beschrinkt ist. Als Anwendung ergibt sich

*) ,Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen,
Vierte Mitteilung, Nachr. d. K. Ges. d. Wiss., Gottingen, math.-phys. Kl. 1906,
S. 167—227. — Vgl. auch E. Hellinger, ,Neue Begriindung der Theorie quadratischer
Formen von unendlichvielen Verinderlichen“, dieses Journal, Bd. 136 (1909),
S. 210—271, und E. Hellinger und O. Toeplitz, ,Grundlagen fiir eine Theorie der
unendlichen Matrizen“, Math. Annalen, Bd. 69, S. 289—330.
.Joumal fir Mathematik. Bd. 140, Heft 1. 1



2 J. Schur, beschrinkte Bilinearformen unendlich vieler Verimderlicher.

ein durchaus elementarer Beweis fiir die in den neueren Untersuchungen
iiber Foursersche Reihen mehrfach benutzte Tatsache, daB der Ausdruck

ce .
fiir alle n und alle reellen ¢ unterhalb einer festen Schranke liegt.

Im SchluBparagraphen leite ich mit Hilfe einer Integralformel eine
allgemeine Klasse von beschrinkten Bilinearformen mit reellen, nicht nega-
tiven Koeffizienten ab, in der die vorhin erwdhnte Form 8§ als ganz spe-
zieller Fall enthalten ist. Ich erhalte zugleich ein System von unendlich
vielen beschrinkten Bilinearformen, die dadurch bemerkenswert sind, dalB
sich ihre oberen Grenzen genau angeben lassen. Insbesondere ergibt sich,
daB die obere Grenze der Form S genau gleich n ist.

Ich bediene mich im folgenden der Bezeichungen, die E. Hellinger
und O. Toeplitz in ihrer oben zitierten Arbeit eingefiihrt haben.

§ 1.
Es sollen hier einige bekannte Definitionen und Resultate zusammen-
gestellt werden, von denen in der Folge Gebrauch gemacht wird*).
Die Bilinearform
(1.) AZA(x’ y)=pé‘;]apqu%**),
deren Koeffizienten @, reelle oder komplexe Zahlen sein konnen, wird als
beschrinkt bezeichnet, wenn sich eine positive Zahl M angeben laBt, so
daB fiir alle #» und fiir alle reellen oder komplexen Zahlen g, ...,,
Y15 -+ Yu, die den Bedingungen
(2.) E e N P A o K R A
geniigen, der absolute Betrag des ,n-ten Abschnittes‘

A”=An(w,y)=p;§_lamw,,y, ‘
von A nicht gréBer als M, also
(3') 2 a?ﬂwﬂ’yq éM
p,q=1

*) Vgl. insbesondere die Arbeit von E. Hellinger und O. Toeplitz.
**) Solange iiber die Konvergenz dieser Doppelreihe nichts bekannt ist, soll
das Summenzeichen nur zur Zusammenfassung des Koeffizientensystems (ay,). dienen.
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wird. Oder anders ausgedriickt: Ist w, das Maximum des absoluten Be-
trages von |4, (%, y)| unter den Nebenbedingungen (2) so soll die obere
Grenze u der Zahlen u,, u,,... endlich sein.

Die Zahl u, laBt sich folgendermaBen berechnen: Man bezeichne
allgemein die zu einer Zahl w konjugiert komplexe GroBe mit » und setze
h *h _alpa’lq’l'a%azq"" Tt Oy Oy -

Dann ist g, gleich der Quadratwurzel aus der grofiten unter den (sédmtlich
reellen, nicht negativen) Wurzeln der Gleichung
by —, by, coi by ‘
by, B —w, ver hg, I=O.
B, hnz, hnn—w
Zuglelch ist u2 das Maximum der definiten Hermiteschen Form

> by, T, = ;‘:1[a,1x1-+—aﬂwz+---+amw,,]2

p,g=1
unter der Nebenbedingung
(4) (@[ @[ (2 "< L ~
Hieraus folgt leicht: Ist a,=a,, so ist die Bilinearform 4 (z,y)
dann und nur dann beschriankt, wenn die Hermatesche Form '

A(z, z) ==pé 0y Ty T,
beschrankt ist, d. h. wenn sich eine Zahl M angeben laBt, so daB fiir
alle » und fiir alle Werte z,,x,,...,, die der Bedingung (4.) geniigen,
A, (z, T)]| = | > Gy T, T, <M
[pa=1 i

wird.

Ist A beschrénkt, so konvergiert die Reihe (1.) im Sinne der Kon-
vergenz der Doppelreihen, sowie auch bei zeilen- und kolonnenweiser Sum-
mation fir alle Wertsysteme w,,y,, fir welche die Reihen

X=|z,|*+ @y |2, Y= A
konvergent sind. AuBerdem ist fiir jede Zahl M, die den Bedingungen (3.)
geniigt, auch

(5.) 2 Y| =M
_sobald X<C1, Y<<1 wird, und daher fiir beliebige Werte von X und Y
<MVXY <% (X+7).

2‘(1 TpY,

?,q=1

1*
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Umgekehrt folgen aus der Ungleichung (5.) auch die Ungleichungen
(8.). Jede Zahl M, die diese Eigenschaft besitzt, heiBt eine obere Schranke
der Form A: die kleinste unter diesen Zahlen nennt man die obere Grenze
von 4. Man kann diese Zahl auch als die obere Grenze der frither be-
trachteten Zahlen u,, u,,... definieren.

Die Konvergenz der Doppelreshe (1.) fiir alle Wertsysteme x,,y,, fir
welche die Reihen X, Y konvergent sind, vst nicht nur eine notwendige, sondern
auch hinreichende Bedingung fur die Beschrinmktheit der Form A. Dasselbe
gilt fir die Reihen -

3 (2 g yq), bzw. qé‘l(é,‘l Upy Ty y,).*)

p=1 "g=
Fiir jede obere Schranke M von 4 wird
(8.) 3, P, 3o, P
r= - r=1 -

Eine notwendige Bedingung fiur die Beschrinktheit der Form A ist
daher, daf3 die Reihen

larl\z'l'laﬂlz ) }a’lqlz'*—la!qlz ‘ Prg=1,2,...)
konvergieren und daf3 ihre Summen unterhalb einer endlichen Grenze liegen.
Eine hinreichende Bedmgung st die Konvergenz der Doppelreihe 3 |a,, |

s ?, 1-=1
Sind

A= 2 GpTpY,, B= z by %, Y,

2,0=1
zwei nicht notwendig beschrinkte Bllmea.rformen, fiir welche die Reihen

b, ®4=1,2,..)

Z ol 2
konvergent sind, so konvergieren auch die Reihen
f g P"b"ﬂ
Die mit Hilfe dieser Zahlen gebildete Bilinearform
F= 5 %9,
»,9=1

heiBt dann die aus 4 und B durch Komposition oder Faltung hervor-
gehende Form und wird mit 4B bezeichnet. Sind insbesondere A und B

*) Wahrend die anderen hier angefithrten Resultate sich schon in der Hilbert-
schen Arbeit finden, ist dieser Satz erst von E. Hellmger und O. Toeplitz (a. a. O.
§ 10) ausgesprochen und bewiesen worden.
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beschrinkte Formen, so besitzt auch F diese Eigenschaft. Die obere
Grenze von F= AB 1ist hiochstens gleich dem Produkt der oberen Gremzen der
Formen A und B.

Sind insbesondere fiir die Form 4 die Reiben 3|a, [* sémtlich kon-
vergent, so konvergieren auch die Reihen | '

[
Gm =6¢p = 'EI a’pafq. ®,¢=12..)
Die Hermatesche Form
‘ (-]
(7-) C= > cmwpiq’

P, q=1

die durch Faltung der beiden Formen

4 = 2«: Qo Tp Yy A= 2‘ G py Tp Y,
pe=1 pg=1

entsteht, nenne ich die Norm N(A) von A*). Von einer Bilinearform 4,

fiir welche die Reihen X'|a,|* konvergieren, sage ich auch, 4 ses eine

Form, deren Norm em’sti;rt. Jede beschrinkte Form besitzt diese Eigen-

schaft. Fiir jedes Wertsystem ,, @,, ... mit konvergenter Summe %I |, |*

ist dann auch die Reihe (7.) konvergent, und es wird zugleich

C=N()= 3

p=1

2

©
2 Gy Ty
=1

Von besonderer Wichtigkeit fiir das Folgende ist der (iibrigens
sehr leicht zu beweisende) Satz (vgl. E. Hellinger und O. Toeplitz, a. a. O.,
S. 304):

Hilfssatz I. Die Bilinearform A ist dann und nur dann beschrinkt,
wenn die Norm von A existiert und beschrinkt ist. Die obere Grenze von
N (4) ist genau gleich dem Quadrat der oberem Gremze von A.

Da jeder Abschnitt der Form N(A) eine nicht negativ definite
Hermitesche Form (in endlich vielen Variabeln) ist, so erkennt man leicht
auch die Richtigkeit des folgenden Satzes:

Hilissatz II. Sind A, B, ... endlich viele Bilinearformen, deren
Normen ewistieren,‘ und 18t die Hermatesche Form

H=NA4)+N(B)+---

*) Hat man, was vielfach der Fall ist, neben der Norm von 4 noch die
Norm von A’ zu betrachten, so kann man passend N(4) als die Zeilennorm und
N(4') als die Kolonnennorm von A bezeichnen,
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beschrankt, so ist auch jede der Formen A, B, ... beschrinkt. Ist n die obere
Grenze von H, so ist die obere Gremze jeder der Formen A, B, ... hochstens
gleich V.

Es sei noch bemerkt, daB, wenn die Koeffizienten a, der be-
schrinkten Form A reell sind, auch die Variabeln 2,,y, als reell ange-
nommen werden diirfen, ohne daf sich hierbei der Wert der oberen Grenze
von A éndert. An Stelle der Hermiteschen Form N (4)=C(z,7) kann
dann die quadratische Form C(z, z) gesetzt werden.

§ 2.
Die Bilinearform '
A= 3 a,n,y,
p,q=1
ist jedenfalls beschrinkt, wenn die Form
p,‘;‘: ; CMEA
beschréankt ist. In diesem Fall sagt man, 4 sei absolut beschrinkt.
Ich will nun beweisen:
1. Sind in einer ‘Bilinearform A die Reihen

2y = 2 ||, F, 2 |y, @0=1,2,..)

sdamtlich komvergent und unterhalb einer endlichen Schranke gelegen, so vst 4
absolut beschrdnkt. Ist 2,<<C, k,<<=, so st die obere Grenze von A hich-
stens gleich Vx.

Da hier nur die absoluten Betrige der Zahlen a,, eine Rolle spielen,
so konnen wir annehmen, daB alle a,, reell und nicht negativ sind. Aus
der Konvergenz der Reihen %, folgt insbesondere, dal auch die Reihen
2'.' a;, konvergieren; wir konnen daher die Norm

C=N(4)= Zcmxpa:,

bilden. Nun wird hier
Cpa= 2 e und

re=1l

c_zcm—}_,'a Zam—z‘a z<§2a <Cx.

¢=1 r=1 g=1
Ist nun w, das Maximum von

C—chw

" =1
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unter der Nebenbedingung (4.) des § 1, so wird w, gleich der groBten
Wurzel der Gleichung

lcll—w7612’ cee Ciy
. 021, 022-—-18,... 02” =0.
Cn1s Cn2 s c,m—x]

Daher lagsen sich n reelle Zahlen &, &,, ..., & bestimmen, die nicht samtlich
Null sind und den Gleichungen

w,§,= zn‘lcm 5, (®=1,2,...n)
q-
geniigen. Ist |&,| insbesondere die groBte unter den Zahlen |§,, &, ... ||,

so wird ¥)
wnlgp'gq%‘lcmIga’§'§p|q£cm§,§p|'cx’

also w,<(x. Folglich ist N(4) beschrinkt und die obere Grenze von
N (4) hochstens gleich {x. Hieraus folgt aber auf Grund des Hilfssatzes I
der zu beweisende Satz.
Es verdient noch bemerkt zu werden, daB die Form A nicht be-
schrankt zu sein braucht, wenn sie nur die Eigenschaft besitzt, daf3 die Rethen
| 2 (a1, 3 [ag |
r=1 r=1
fiir jedes positive ¢ konvergent sind und unterhalb einer (von ¢ abhdngigen)
Grenze liegen. Dies erkennt man an dem Beispiel
2 logplogq
A_p,%;l p+q mpyq‘
Die erwihnte Bedingung ist hier, wie man leicht schlieBt, erfiillt. Setzt
man aber

n=4=0, 5,=y,= 1T__’ =2
, “F ¥Yplogp
so sind die Reihen %wf,, %‘ ys konvergent, dagegen wird die Doppelreihe
v 1
e Vpa (00

divergent. Die Form 4 ist also nicht beschriankt.
Die Gesamtheit 2 der Bilinearformen, die den Bedingungen des
Satzes I geniigen, besitzt offenbar die Eigenschaft, dal die aus zwei Formen

*) Vgl. G. Frobenius, ,Uber Matrizen aus positiven Elementen, IL“, Sitzungs-
berichte der K. PreuB. Akademie, Berlin, 1909, S. 514—518.
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von % durch Faltung hervorgehende Form wieder in % enthalten ist. Man
- kann daher % als eine Untergruppe in der Gruppe B8 aller beschrinkten
Formen bezeichnen.
Aus dem Satz I ergibt sich lelcht:
II. Sind
(Upg) s (Vpg) P.g=1,2,...)
zwetr Koeffizientensysteme, fiir welche die Reihen

U= 2 U’y = 2 !,
r-; rw . (r,¢=1,2,..)
vy= X v o= X o]
konvergent und samilich unterhalb einer endlichen Schranke gelegen sind, so
ist die Bilinearform
4 =P£1 Vg Upg Tp Y,
absolut beschrdnkt. Ist insbesondere
U S, U, 0,0, 40,
so wird die obere Schramke von A hichstens gleich Vuv.
Auf Grund der bekannten Ungleichung
ER78 A% I e [ EA G A E A R[S /A
erhilt man ndmlich

2 (o] <V Z Jult 3 ot < Vi

und ebenso
0 —
21 [u"q’qu' é }/u'v'
s

Daher geniigt 4 den Bedingungen des Satzes I, wobei §=x=Vuw, also
auch VCx=Vuv wird.
Insbesondere ergibt sich auf Grund der Ungleichungen (6.) des § 1:
ITII.  Sind

A"Za’wpyq’B“ Zb‘”ryq

?,q=1 P,q=1
zwer beschrankte Bilinearformen, so st die Form
P=x g Upg @ Y,
P,q=1
absolut beschrinkt. Die obere Grenze von P ist, wenn o« und (3 die oberen
Grenzen von A und B bedeuten, hichstens gleich of3.
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Es ist noch zu bemerken, daBl der erste Teil unseres Satzes als
trivial erscheint, wenn eine der Formen A oder B absolut beschrankt ist.
Denn ist z. B. A absolut beschriankt und ist b die obere Grenze der
Zahlen |b,|, so ergibt sich fiir alle Wertsysteme w,,...2,, ,,...y,, die
den Bedingungen (2.) des § 1 geniigen, '

g Ope Tp Y, Sb 2 |a 2 Yol < b,

p,q—l
wenn o’ die obere Grenze der Form 2 l 2| %, Y, bedeutet. Die in unserem

Satz gegebene Abschitzung der oberen Grenze von P kann aber unter
Umsténden auch in diesem Fall dem wahren Wert niher kommen als die
sich auf dem zweiten Wege ergebende. Ist z. B.
A =B =2y, + 0, Yy + To Yy — 2% Y5,

so wird e=/£3=V5, b=2, o’=3; hier ist also o < be'.

Insbesondere ergibt sich, daBl, wenn 4 = ;"Z;' @y T, Y, €ine beschrankte
Bilinearform mit der oberen Grenze e ist, fiir jedes v >1

A(’)—mé‘— amwpyq
eine absolut beschrankte Form wird, deren obere Grenze héchstens gleich
o« ist. Ist ferner e, die obere Grenze von A® und @ >|a,|, so wird
fiir »=>2 die obere Grenze von A® héchstens gleich a”2e,. Sind daher
C1,Cy,... beliebige Zahlen, fiir welche die Reihe
€10+ Cea 4
absolut konvergiert, so wird, wenn 4¢’ der n-te Abschnitt der Form 4™ ist,
e AL+ e AP+ o[ e[t ea (|| + feg]at+o)
Hieraus folgt:
IV. Ist

4= Zaa:yq

p,g=1
eine beschrinkte Bilinearform, in der |a,| << a ist, und bedeutet

f(x) =ciz+cpa® - -
eine beliebige Potenzreihe, die fiir &= a absolut konvergiert, so ist auch die Form
= Hay) 2y,

. D= 1
beschrankt.

Z. B. sind zugleich mit 4 auch die Bilinearformen

®
Opq 1 (
0 &,
p.ﬁlé‘ g P Y00 2 L] a)”yq
Journal fir Mathematik. Bd. 140. Heft 1.

o
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beschréinkt, sobald nur der absolute Betrag von & groBer ist als die obere
Grenze der Zahlen |a,,|.

Der Batz IV laBt sich in naheliegender Weise verallgemeinern, in-
dem man an Stelle einer beschrinkten Bilinearform 4 ein System von
endlich vielen beschrinkten Formen A4, B, C,... betrachtet.

§ 3.
Ahnlich wie bei einer analogen Betrachtung in der Theorie der
unendlichen Reihen kann man sich die Aufgabe stellen, diejenigen Koeffi-

zientensysteme

um ®,4=1,2,...)
zu studieren, welche die Eigenschaft besitzen, daf fiir jede beschrinkte

Bilinearform 2 @y, %, Yy, auch die Form Zam Uy, T, Y, beschrinkt ist. Kin

solches System u,, will ich im folgenden als en Multzplzkatorensystem fiir
beschrdnkte lemearformen bezeichnen.

Sind w,, und v,, zwei Multiplikatorensysteme, so besitzen offenbar
auch die Systeme

W+ bV, , Uy, Vg

dieselbe Eigenschaft; hierbei kénnen @ und b zwei beliebige reelle - oder
komplexe Zahlen bedeuten. Ferner bilden zugleich mit den Zahlen w,,
auch die Zahlen w, ein Multiplikatorensystem.

Das einfachste Multiplikatorensystem w,, erhdlt man, indem man,

wenn
Gy, Gy oeny by, by,

beliebige GroBen sind, deren absolute Betrige unterhalb einer endlichen
Schranke liegen, w,,=a,b, setzt. Aus dem Satz III folgt ferner, daBl die
Koeffizienten w,, einer beliebigen beschrinkten Bilinearform ein Multipli-
katorensystem bilden. Allgemeiner geniigt es, dall die Reihen

si\uprp’ £‘|“th Prg=1,2...)
r= r=1
konvergent und simtlich unterhalb einer endlichen Schranke gelegen sind
(vgl. Satz II).

Auf Grund des auf 8.4 angefiihrten Satzes von E. Hellinger und
O. Toeplitz erhalt man ferner ein Multiplikatorensystem fiir beschrankte

Bilinearformen, indem man ein System u, betrachtet, welches die Eigen-
schaft besitzt, daB fiir jede konvergente Doppelreihe ﬁa,,q auch die Doppel-
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reihe X a,, u, konvergiert. Diese Bedingung ist z. B., wie G. H. Hardy¥)
p’q ¥ "
gezeigt hat, erfiillt, wenn die Zahlen
Upgs Upg—Upi1,qs Upg—Upgi1s Upg ™ Upy1,g—Upgi1 T+ Ypit,g1
reell und nicht negativ sind und
lim u,, =limwu,; =0
. g=o p=o0
1st.

Ich mochte hier aber auf zwei ganz andere Klassen von Multipli-
katorensystemen aufmerksam machen, die fiir die Anwendungen von gréBerer
Bedeutung zu sein scheinen.

Ist h,,=h,, so bezeichnet man die (formal gebildete) Hermitesche
Form

er .’.Uq

H= 3 h
p,q=1
als (nichtnegativ) definit, wenn fiir jedes n und jedes Wertsystem x,,,,...%,

Hy= 3 h,2,7,>>0
. =1 “‘“
wird. Es geniigt hierzu bekanntlich, dal die (sdmtlich reellen) Haupt-
unterdeterminanten der Matrix
hu,km,---hm

kZI’hm,"'kzn

hnuhnz""hnn

nicht negative Werte haben. LBt sich insbesondere eine positive Zahl p
angeben, so daB fiir alle »

B, = ull* + [t 4+ |2, |
wird, so nennt man H posittv definit. In einer definiten Hermateschen
Form ist die obere Grenze % der (nichtnegativen) Zahlen Ay, hs,... zu-
gleich auch die obere Grenze der absoluten Betrige aller Zahlen h,,.

Es gilt nun der Satz:

V. Die Koeffizienten h,, jeder definiten Hermiteschen Form, fir
welche die obere Gremze h der Zahlen hyy,hy,... endlich tst, bilden ein
Multvplikatorensystem fiir beschrinkte Bilinearformen. Ist die obere Gremze
der beschrinkten Bilinearform

*) Proceedings of the London Mathematical Society, Serie 2, Bd. 1 (1903),
S. 124—128, und Bd. 2 (1904), S, 190—191,

2*
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4= 2”: e TpYq

p,¢=1
gleich o, so ist die obere Grenze der Bilinearform
B= p%;l g Py T Y,
héchstens gleich oh.

Man bestimme némlich, was bekanntlich stets méglich ist, » Linear-
formen

2p= 3 by, | @=1,2,...n)
g=1
so, daB
. n _ n _
Ho= 3 hy,t,0=X 2.2,
Pyg=1 yom1l
wird. Dann erhilt man
n o
Py = gllrplra

Setzt man nun

An(wp»%)=pﬁlam%%,
so wird
B»(mp’?/q) =2 “mhm‘”pyq: <z amlmzm%yr
~ 2,¢=1 p,q, r=1
Dies 148t sich in der Form
Bn(%,yg) =rél‘l An(lrpxp’l-rqu)

schreiben. Nun ist aber, wenn & die obere Grenze von A ist,
Aoy, Tyl < 0 )] Z Ly 3 Tt

< & 2 12+ ).

Daher wird
|Bn(xp? ?/q)| é %pil ‘lm‘?. (prlz"l- Iyﬂ‘z)

%"2 hpp (lwp i2+ |yp‘2)

p=1

h n
<73 2 (o + (5l
Fiir alle Wertsysteme ,, y,, die den Bedingungen (2.) des § 1 geniigen,
ist also in der Tat, wie zu beweisen ist,
| B, (25, ,)| << oth.

Eine andere Klasse von Multiplikatorensystemen, die aber mit den
eben betrachteten eng verwandt sind, liefert der folgende Satz:

I\
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VI. Es seien
F(1)s 9, (0) @=12..)
beliebige reelle oder komplexe Funktionen der reellen Variabeln t, und es méogen
die absoluten Betrdge der Produkte von je zweien dieser Funktionen im In-
tervall a<t<b integrabel sein*). Lassen sich dann zwei Zahlen w und v
angeben, so daf

b b
Slra<e, [glra<r or
wird, so bilden die Zahlen
b
'vm=/ f»9,9¢ @®.0=12,..)
etn Multiplikatorensystem fir beschrinkte Bilinearformen. Ist
4= 20,‘0 GpeTpYq

Dg=1
eine beschrinkte Bilinearform mit der oberen Grenze «, so ist die obere

Grenze [3 der Bilinearform
B =p'%; L % m Z, Y,
hichstens gleich %a(u +v) **),
Fiir den n-ten Abschnitt B, der Form B erhélt man n#mlich, wenn
3 |2,[*<1, Z|y,[* <1 ist, ahulich wie vorhin
p=1 - p= T

|Ba| =

b n
f (= amfpqupyq)dt\

a »,9=1
b
</

a b
< g/ ) (l/pwp~2+ lgpyplz)dt

a p=1

dt

n
S yfr9, %Y,
P,g=1

< o (e +v)
—_— 9 .
Aus dem Satz VI folgt z. B., daBl die Zahlen
1
ap + b,
ein Multiplikatorensystem fiir beschrinkte Bilinearformen bilden, wenn nur
die reellen Bestandteile aller GroBen a,, b, positiv sind und eine positive

»,¢=1,2,...)

*) Es kann sich hierbei auch um uneigentliche Integrale handeln.
*¥) Genauer kann gezeigt werden, daB § < a Vuv ist.
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untere Grenze besitzen. Denn setzt man

f,,(t)=e~“”t, gp(t)=e'b”t, a=0, b=co,
so sind unter den iiber die Zahlen a,, b, gemachten Voraussetzungen die
Bedingungen unseres Satzes erfiillt; es wird aber dann

g = 1
M ay+by

§ 4.
In enger Beziehung zu dem Satze V steht folgender Satz, der trotz

- geiner Einfachheit nicht bekannt zu sein scheint :

VII. Sind
4= ZawEB be,,q(a = Gy, by =byp)

b
P,¢=1 p,q=1 »

zwer ( mchtnegatw ) definite H ermzte sche Formen, so besitzt auch dze Form

C= Zabww

P a=1 Pq "Pq
dieselbe Eigenschaft. Bezeichnet man mit o und o die grofte und die
kleinste charakteristische Wurzel der Form A, ferner mit b und b’ die grofte
und die kleinste unter den Zahlen by, by, ..., b,,, so liegt jede charak-
teristische Wurzel der Form C zwischen o'b’ und ob.

Man bestimme nimlich wie beim Beweise des Satzes V n? Zahlen
l,, so, dal

rq
b, = é 1,0,
wird. Dann wird
O= Z A(lam, Loy, - lny)
Dies zeigt schon, dafl C' nichtnegativ definit ist. Ferner ist bekanntlich stets
a'péllupizéA(ul, Ugs oees Up) < aélw,v.
Daher ergibt sich
c< umzlu,,,x,p_az byp| 7,2 < abpé |, |2
Ebenso erhdlt man
‘ C=>a'b S |2, |

p=1
Hieraus folgt aber die Richtigkeit des zweiten Teils unseres Satzes,
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Ist insbesondere 4 eine positive Hermitesche Form, d. h. ¢'>0,
so erkennt man, daB auch C diese Eigenschaft besitzt, es sei denn, daB
b’=0 wird. Dies tritt aber nur dann ein, wenn B eine der n Variabeln
iiberhaupt nicht enthélt, d. h. wenn in dem Koeffizientenschema von B
eine Zeile und die zugehoérige Kolonne lauter Nullen enthalten.

Ich will noch eine Anwendung des Satzes VII angeben.

Man bezeichne nach dem Vorgange von Hilbert*) eine fiir a << s <,
a <<t <_ b definierte, reelle oder komplexe stetige Funktion K (s,¢) der reellen
Variabeln s und ¢ als einen wnichinegativ definiten Hermiteschen Kern,
wenn K(s,¢) und K(t,s) konjugiert komplexe Gréfen sind und das Doppel-
integral

1@ =/ ) Esba@zedsis

einen nichtnegativen Wert erhilt, wie auch die stetige Funktion z(s) ge-
wihlt wird**). — Man beweist ohne Miihe, wie W. H. Young***) gezeigt
hat, daB der Kern K (s,t) stets und nur dann nichtnegativ definit wird,
wenn fiir jedes n» und jedes System won n Zahlen s, <Ts,<<...<Cs, des
Intervalls a <<s<Tb die Hermitesche Form |
H= > K(s,,s,),7,
pyg=1

nichtnegativ definit ist. Auf Grund dieses Kriteriums ergibt sich aus dem
Satz VII unmittelbar der Satz:

VII*. Sind K(s,t) und L(s,t) zwet mnichtnegativ definite ( stetige)
Hermitesche Kerne, so besitzt das Produkt K(s,t) L(s,t) dieselbe Eigen-
schaft.

*) Grundziige einer allgemeinen Theorie der. linearen Integralgleichungen,
Erste Mitteilung, Nachr. d. K. Ges. d. Wiss., Gottingen, math.-phys. KI. 1904, S. 79.
**) Hilbert betrachtet a. a. O. nur positiv definite Kerne, d. h. solche, fiir die
das Integral I(z) positiv und nur dann Null wird, wenn z(s) =0 ist.
**) »A note on a class of symmetric functions and on a theorem required in
the theory of integral equations“, Messenger of Mathematics, Vol. XL (1910),
S. 37—43. — Young beschrinkt sich auf die Betrachtung reeller symmetrischer Kerne,
doch l4Bt sich sein Beweis unmittelbar auch auf Hermitesche Kerne iibertragen. Die
Voraussetzung, daB K(s,f) eine stetige Funktion sein soll, scheint von wesentlicher
Bedeutung zu sein. Es geniigt ferner keineswegs zu wissen, da8 die Formen H positiv
sind, um behaupten zu konnen, daB K(s,t) ein positiv definiter Kern ist.
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§ 5.
Mit Hilfe der Integralformel

A n . —]; T . . o
p%.:-l(p+q+p q) T Yy = ”1 t[Z(w,8inpt —y,cos pt) P de,

in der fiir p=g¢ das Zeichen ?}5 durch die Null zu ersetzen ist, hat
Hilbert*) bewiesen, dafl die beiden Bilinearformen

A— 3: wp?/q, S= ¥ » oY
&q-:%P—Q : p,q=1p+q

beschrankt sind. Als obere Schranken fir 4 und S ergeben sich hierbei
die Zahlen 47 und 2a.

Ich will nun zeigen, dafl man die Beschrinktheit der Formen A und S
sehr einfach aus dem Hilfssatz II des § 1 folgern kann. Man setze namlich

_ > Tl
So—m£=11’+q—1
und
N(A)=A’A-_=Mz Ty N(S,) =88y = 3 dyy,a,.
Dann Wird )
o 1 R P
oty =Z 5 r)2+.§1 Wrs—1F 2. - 2Z e "3
und fiir p+¢q
Cpy + Ay = 3 1 + 3 1
# r——l(p-—-r)(q—") im1(p+s—1)(¢g+35-1)
(r¥o,r+9

®, 1 1 a1 1
R e R R [p—zr q— ]
Dies ist aber, wie man leicht erkennt, gleich —pF" Also ergibt sich

_n 3 22 2
W NENE-F i

Die erste rechts auftretende Form ist gewiBl beschréinkt, und zwar ist ihre
. ?
obere Grenze gleich 3
des Satzes I, und da hier die Reihen
*) Vgl. H. Weyl, ,Singulire Integralgleichungen mit besonderer Beriick-
sichtigung des Fourierschen Integraltheorems“, Inaugural-Dissertation, Gottingen 1908,
S.83. — Einen elementaren Beweis fiir die Beschrinktheit der Form S hat F. Wiener,
Math. Annalen, Bd. 68 (1910), S. 361—366, angegeben. Die Formen A und 'S sind,
wie O. Toeplitz, ,Zur Theorie der quadratischen Formen von unendlichvielen Verinder-
lichen“ (Nachr. d. K. Ges. d. Wiss., Gottingen, math.-phys. Kl., 1910), gezeigt hat, in
einer allgemeinen Klasse von beschrinkten Bilinearformen als spezielle Fille enthalten.

Die zweite Form geniigt aber den Bedingungen
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©, 2 2
. Aew Ea
kleiner sind als 4 2 e SO ist ihre obere Grenze hiichstens gleich g—g—z .
2
Daher ist die obere Grenze von (1.) hochstens glelch -I— gn— =n®. Die

oberen Grenzen von A und S,, und folglich auch von S, smd also hochstens
gleich . '
Allgemeiner setze man, wenn i eine beliebige reelle Zahl ist,
i Z, ot Z,
4; =p,i1p—pqyjrl’ S‘=p£1p+qf—y{+). 3
hierbei sind fiir ein ganzzahliges A diejenigen Glieder, deren Nenner 0
sind, nicht mitzuschreiben. Man erhilt dann leicht fiir ein ganzzahliges A
N(4)+N(S,) = N(45)+ N (Sy)

und fiir ein nicht ganzzahliges 2
+ 1 n2 ®
N(4 )+N(Sl) = “: o (AR 2 = sin?azm p_lmzz"

Daher sind die. Formen A und Sy fiir yedes A beschrinkt; thre oberen
Grenzen sind fiir ein ganzzahliges A hochstens gleich n und fir ein nicht

ganzzahliges A hichstens gleich Wl—

Um eine Anwendung des Satzes V zu geben, will ich zeigen, daB
die Bilinearform
pu—1

% (pg) *
40 = Z, g
%9

die fiir w =1 in die vorhin betrachtete Form 4 iibergeht, auch fir jedes
positive w>>1 beschrinkt ist, und daf3 ihre obere Grenze hichstens gleich %

wird. — Es geniigt hierzu, zu beweisen, daB die quadratische (reelle
" Hermitesche) Form
® =1
2. D
@) = 2L pg) T aa,
in der fiir p=¢ der in der Form —g— erscheinende Koeffizient gleich ; zu

setzen ist, mchtnegatlv definit ist. ‘

Dies ergibt sich folgendermafen. Sind u,, u;,... beliebige kom-
plexe Zahlen mit positiven reellen Bestandteilen, so folgt aus der Formel
—_ / -(u,,+u,)t dt

Up + Uy 0
Journal fiir Mathematik. Bd. 140. Heft 1. 3
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daB die Hermitesche Form
v % %

' p.a=1Up + Uy ’
nichtnegativ definit ist*). Sind daher s,,s,,... beliebige positive Zahlen
und bedeutet o eine beliebige komplexe Zahl, so bilden die Zahlen

a+ea
asy+as, :
und folglich auch, wenn ¢ eine GréBe vom absoluten Betrage 1 ist, die

Zahlen
1—e¢

Sp— &Sy .
das Koeffizientensystem einer definiten Hermiteschen Form. Durchliuft
nun, wenn m eine positive ganze Zahl ist, ¢ die von 1 verschiedenen
m-ten Einheitswurzeln, so wird
_ m—1__ om—1 _ .
1ol=e _ g7 g Ly d-e _m-t
| m G Sp—E8, §m— T m G Sp—&S, mSy
je nachdem s, von s, verschieden oder gleich s, ist. Fiir jede positive
ganze Zahl I<Tm erhdlt man daher nach Satz VII das Koeffizienten-

system (h,,) einer definiten quadratischen Form, indem fiir s,+s,

. ! 1 r—1 7 —1
h _5S7S% _ g 5% %
e m m <
Sp—Sg r=l+1 S s
und fiir s,=s,
ho— I m or—1
Pq m— I
ms, r=i+1 "Sp

1
7

setzt. Schreibt man nun s so erkennt man, daB

Y4
der Ausdruck
(3.)

. ) o m
fir s, und w fiir T

®  8,—3§
PS¢
—_— X

p__ou VP 0

P,9=1 Sp Sq

in dem fiir s,=s, der Koeffizient von w,x, gleich —— zu setzen ist,
sy :

fiir jedes System von positiven Zahlen s,,s,,... und fiir jedes rationale
#>>1 eine nichtnegativ definite quadratische Form représentiert. Durch

*) Auf rein algebraischem Wege folgt dies aus der leicht zu beweisenden
Determinantenrelation '
| 1 IT (up—t4g) (vp— )
<
|ty + v, I (u,+v,)

»q

C (me=12,...7)
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Grenziibergang ergibt sich sofort, daB dies auch fiir ein irrationales u >1
richtig bleibt.
DaB nun die quadratische Form (2.) definit ist, folgt hieraus als

ganz spezieller Fall, indem man in (8.) fiir s,,s;,... die Zahlen 1,2,...
u—1 '

withlt und @, durch r 2 g, ersetat.
§ 6.
Schreibt man den n-ten Abschnitt A4, der alternierenden Form
A= 3 2% iy der Gestalt

r+eP—¢ . g .
A = 3 pYa— TeYp
" a1 P—(
(@>p)

und ersetzt, wenn ¢ eine reelle GroBe bedeutet, x, und y, durch w,sinpt,
bzw. x,cospt, so erhdlt man, da n eine obere Schranke von A4 ist, fiir
reelle Werte z,

n ! .

> sin (p — ¢)¢ "

pa=t P—¢ 7
@ >7»)

n ]/;\'7 (%, sin pt)?- > (e, cos pt)*

r=1 r=1

5 S @2 (sin® pt + cos® pt) =
—

T,

IA

n

3 a.

by 3
g =

IA
e

-

Hieraus folgt, daBl der Ausdruck
F(t) S 2‘ Sin(p_Q)t xZ

ne=1 P—(¢ ?
@F9

eine reelle quadratische Form darstellt, deren obere Grenze hdchstens

Z,

gleich n ist.

Einen einfacheren Beweis fiir die Beschrinktheit der Form F(¢)
und eine genauere Abschitzung der oberen Grenze liefert die folgende
Methode: Es geniigt offenbar 0 << ¢ <T n anzunehmen. Setzt man

o)=t Fa+ 3 ME=Dgg i 3 a4 F, ),

P,q=1 p—
d@(t) n . n 2 n . 2
i pilxpmq-cos(p——q)t = (Elmpcospt> +<£lwps1npt) .

Daher ist fiir jedes System reeller Zahlen z,,z,,...2, die Funktion @ (¢)
von ¢ monoton wachsend, also
B (0) < (1) < B ().
Dies gibt aber
(1) — 13 <F, (1) < (n—1) 3 o

p=1 p=1

3*



20 J. Schur, beschrinkte Bilinearformen umendlich vieler Verdnderlicher.

Folglich st die Form F(t) beschrinkt und ishre oberé Grenze (fiir 0 <<t << h)
hochstens gleich der gréfieren der beiden Zahlen t und n—t.

Die Form F(¢) ist deshalb interessant, weil sie wohl das emfachste
Beispiel fiir eine reelle quadratische Form liefert, die beschrinkt, aber ( fiir
jedes t, das micht ein ganzzahliges Multiplum von = ist) wicht -absolut- be-
schrankt ist*). Dies erkennt man folgendermaBen: Wire F () fiir ein

gegebenes ¢ absolut beschrinkt, so miiite sich eine Zahl M angeben
lassen, so dafB '

n

»,¢=1
(r49)

oder, ausfiihrlicher geschrieben,

———————sm(p q)tl < M(12+12+.. +1%)=Mn

sin vt

< Mn

2'5: (m—w)

wird. Dies gibt aber
n— _— _
‘:‘i §%+%£1}sinvt]<—l‘—2/?’—+l.
Eine solche Zahl M kann aber, wenn ¢ nicht ein ganzzahliges Multiplum
von 7t ist, nicht existieren, da die Reihe
© |sin vt
v

sin vt
v

P

y=1
alsdann bekanntlich divergent ist.
Setzt man noch in (l.) z,=2,=-..=2,=1, so erhdlt man (fiir
0t < n) ‘
sin v

—tn <22(n— ) _(n——t)n,
also
n—1
(2.) -5 + 2 sinmt << X ok < + 2,‘1 sinvt.
N y=1 v=1 = V=

Hieraus folgt spez1ell, daB fiir alle n und alle reellen ¢

(3.) S,(0) =z 8 % T F1=2570..

v=1

ist.

*) Ein allgemeines Verfahren zur Herstellung von quadratischen Formen, die
diese Eigenschaft besitzen, hat O. Toeplitz in der auf S. 16 zitierten Abhandlung
angegeben. — Das einfachste Beispiel einer reellen alternierenden Bilinearform, die

beschrinkt, aber nicht absolut beschrinkt ist, reprisentiert die Form % g%_gq—q ; vgl
E. Hellinger und 0. Toeplitz, a. a. 0., S. 308, o
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. DaB der Ausdruck S,(t) unterhalb einer von » und ¢ unabhangigen
Zahl M liegen muB, hat zuerst 4. Kneser*) bewiesen. Diese Tatsache
spielt insbesondere in den neueren Arbeiten von L. Fejér iiber iiberall
stetige Funktionen, deren Fouriersche Reihen an einzelnen Stellen diver-
gieren, eine nicht unwichtige Rolle**). Die dutch (3.) gelieferte Ab-
schitzung von S,(¢) hat Fejér in seiner Note ,,Sur les sommes partielles
de la série de Fourier**¥) mit Hilfe eines interessanten allgemeinen Satzes
iber Fouriersche Reihen gewonnen.
» Schreibt man in (2.) n—¢ fur ¢, so erhidlt man durch Addition
beider Unglelchungen (fir n=2m) ’ '

_“_;_ 2 sin (2u—1)t << 2#2";1 Smf(ziﬂ il i + yglsm (2u—1)t.
Daher ist fur alle m und alle reellen #
' ™ sin(2u—1)¢
(4.) 21| <1 +
Beachtet man noch, daB firo<<t<<n
sin? ki
5 sin (2u—1)t = pay =0

ist, so erhélt man wegen (4.) und _
9 g, sin(2u—-1)t__2"' sin (2¢¢e — 1) - sin(2u—1)¢ >0'
pm1 2u—1 a=1 u am1 p(2u—1) =

die fiir 0t <7 geltende Formel
0< s sm(2y o(T 4 1
< 2SS <o(T+ .
Hieraus folgt zugleich, dafl fiir alle m und alle reellen ¢

2’” sin (2u — 1)t[< 1

| p=1

*) ,Beitriige zur Theorie der Sturm - Liouvilleschen Darstellung willkiirlicher
Funktionen®, Math. Annalen, Bd. 60 (1905), S. 402—423, § 1.

*) Vgl. vor allem die Arbeit von L. Fejér, ,Lebesquesche Konstanten und di-
vergente Fourierreihen®, dieses Journal, Bd. 138 (1910), S.22—53. — Siehe auch
A. Haar, Zur Theorie der orthogonalen Funktionensysteme“, Inaug.-Dissertation,
Gottmgen 1909, S. 17.

*#*) Comptes Rendus de I Acad des Sclences Paris, Mai 1910, S. 1299. — Es
_w1rd hier noch gezeigt, daB die obere Grenze der Ausdriicke Sy,(f) nicht klemer sein

kann als / ilgfd =1,85.
0
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wird. — Auch diese Ungleichung findet sich in der erwihnten Note von
L. Fejér,

Ich will noch zeigen, daB man die Ungleichung (3.) durch die
prazisere Ungleichung
»=1sin ot

T 1 1
'.El > < —2—+—7;+§——2,389...

ersetzen kann, Wegen (2.) geniigt es hierzu, zu zeigen, dafl
1 1,1
(5.) ry <5zt3
ist*). — Dies beweise ich folgendermaBen. Man betrachte die alter-
nierende Bilinearform

n—1
iy smwvt
=1

D=1’{1 (Y, — 2, Y,)-
¢<o
Die charakteristische Determinante dieser Form ist, wie man leicht zeigt,
-z, 1, 1,... 1
—1,—z, 1,... 1
1

d(@)=|_1,—1,—z, ... AR kGt Vi

=(—1pleid

—-1,—-1,—1,...—2x
Die Wurzeln der Gleichung 4 (z)=0 sind die Grofen
@v+1)n
2n °
Fir »=0 erhilt man die dem absoluten Betrage nach grofite Wurzel,
Da aber

1 cotg

(r=0,1,...8~1)

2
cotg o < m
ist, so wird fiir reelle z,y,

‘Dlg ;Vflwp‘gl Y» é 7{51 (a’:+yp)'
Setzt man speziell z, =sinpt, y,=cospt, so erhdlt man

n . n2
pﬁlsm(zo—q)t\ <
r<lg)

*) Aus der Formel
2 1 " a1 vm
— ;b/ sinz dow ~”1:=TW£051117
geht hervor, daB die genaue obere Grenze des in (5.) links stehenden Ausdrucks nicht

kleiner als % sein kann.
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oder
,nz
=
also
n—1 n—1
— | > st < + zla/smvt < = +”(’;n21) < +——
v=1 y=

§ 7.

Es sei K (s, t) eine reelle Funktion der positiven Argumente s, ¢, die
folgenden Bedingungen geniigt :

1. K (s,t) wird niemals megatvv und ist homogen vom Grade —1.

2. In jedem endlichen Gebiet

0<<a<<s<b, 0<<a<<t<}

ist. K(s,t) (¢m Riemannschen Sinne) integrabel.

3. Das Integral

K(s,1) "K@,t) ,, [ "K(,1)+K(1,s)

k=‘0/ o ds= of e dt_.,lf ns (1,8) gg %
hat einen endlichen Wert. '

Sind dann f(s) und g¢(s) zwei nicht negative Funktionen des posi-
tiven Arguments s, die in jedem Intervall 0 <<a << s << b integrabel sind
und fiir die die Integrale

F=_0/‘m/’(s)ds, G———fmgz(s)ds

endliche Werte haben, so existiert, wie ich behaupte, auch das Doppel-
integral N

1-/ [ K60i0e0b,
und zwar ist stets
(1.) I <<kVFG**).
Es geniigt offenbar, zu zeigen, daB fiir je zwei positive Zahlen a << b

Lo=/"/ K(s,0) {(s) g(t) dsidt < kVFG

*) Das Ubereinstimmen dieser drei Integrale folgt ams der vorausgesetzten
Homogeneititseigenschaft der Funktion K (s, ?).

) Fir K(s,t) = s—)—%ﬁ' hat eine #hnliche Ungleichung bereits H. Weyl (a. a. O.,
S. 85) bewiesen.
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ist. Denn die Formel (1.) wird dann erhalten, indem man a gegen 0
und b gegen co konvergieren liBt. Diese SchluBweise ist gestattet, weil
die zu integrierende Funktion nicht negativ ist.

Man setze nun in I,, :
s =u, t=uv.
Dann wird wegen der Homogeneitit von K (s, t)

I,,,b=/fK(1;v) f(u)g(uv)dudv.

Das Integrationsgebiet ist hierbei durch die Ungleichungen
a<u<h S<v<+
="="" y="==y

bestimmt. Da nun
a a b
b= u’ u
wird, so vergrofern wir das Integrationsgebiet, wenn wir es durch das

Rechteck

IA
s

8|

a<<u<b,

d
=%=% 3

IA-

g

ersetzen. Folglich ist

Ia,bgf"f;K(l, o)) g(uo)dudo = J K, v)do) f(u)g(un)du.

|

a

b

Nun ist auf Grund einer bekannten Ungleichung ‘

[_/f(u g(uv d“] / 2 (u) du- / % (uw) du.

Ferner ist

und

Daher Wird
b .
S Hwyg(uoyau< —VJ—; VFG
und also, wie zu beweisen ist,

v
L,<ViG /) %ﬂldv < kVFG.

3
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Man setze nun, wenn
Oy Ggyere3 by by, .
beliebige positive Zahlen sind,
Sp=01+ 0+t ay, ty=b+by4ee4b,.
Sind ferner =, ¥,,... und ¥y, %,,... zwei Systeme nicht negativer Zahlen
mit konvergenten Quadratsummen

(2.) X=p§1w§, Y=‘§1y§,
= p=
so bestimme man die Funktionen f(s) und ¢(¢) folgendermaBen: fiir
3,,_1<8§3”, tn——1<t§tn (80 =t0=0)
soll
T Yn
== —— Py t == pes—en
)=, g (0=t

gein, Ist ferner lim s,=o oder lim ¢,=7 eine endliche Zahl, so verstehe
n=w n=awo

man fiir >0, bzw. fiir £Z>7 unter f(s) oder g (t) den Wert 0. Durch diese
Festsetzungen sind dann f(s) und ¢ (¢) fiir alle positiven Werte des Argu-
ments eindeutig definiert. Diese Funktionen sind jedenfalls in jedem end-
lichen Intervall integrabel; ferner wird

F=t/‘ ff(s)ds=X, G=/ gA(s)ds=Y
0 0
Die Formel (1.) geht aber dann iiber in die Formel

(3.) = Wﬂff K(s,t)dsdt < kVXY,

pq==1 Va, b, tp— fg

d. h. die links stehende Bilinearform tist beschrinkt und thre obere Grenze st
hichstens gleich der Zahl k.

Ein einfacheres Resultat erhilt man, wenn man K (s,¢) noch folgen-
der Bedingung unterwirft:

4. Bei festem s soll K(s,t) mit wachsendem ¢ und bev festem t mat
wachsendem s nicht zunehmen.

Dann wird offenbar

/‘py« K(s,t)dsdt = K(s,,t,) (8,—8p—1) ({,—t—1)

'p—-l tg—1
= K(s,,t,) a,b,.
Aus der Formel (3.) erglbt sich daher, da auch der Ausdruck
(4.) z K(s,,t,)Va,b,2,9,
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eine beschrinkte Bilinearform darstellt, deren obere Grenze hichstens gleich k ist.

Setzt man z. B., wenn m irgend eine positive Zahl bedeutet,
1

K(s,t)=——oi,
Vem +tm
so wird ,
1
© 11 F”(——m
k=/ ~——/ (1+u) ™ u™ " du =—-——21m
o yigm i "o nr(.)
und speziell k=n fiir m=1. Daher ist fir olle Wertsysteme =,,y,, fir
welche die Rethen (2.) konvergierem, und fir alle Zahlen s,,t,, dw den Be-
dingungen ‘
0<T8<T8p<T0er, 0Tt <Tlp<T:-
gentigen:
r
q—l V(Sp -”"910—1) (A —tq—l) (2m) l/ le 2 ?/p
P Vsp + 8 ’ ml ( ) '

Ein anderes interessantes Beispiel erhillt man, wenn man unter
K(s,t) den reziproken Wert der groBeren der beiden Zahlen s und ¢ ver-
steht. Dann wird, wie man leicht erkennt, k=4. Fir s,=¢,, 0,=9,
ergibt sich daher

0

s‘s S 2+2 2 V(so— Sp—,l)(sq‘“sq—l)w 7,

p=1 Sp »,g=1 Sq
@=>p)

Wihlt man in (4.) speziell ¢,=b,=1, also s,=¢,=n, so erhilt man
die Bilinearform

(5.) A(z,9)= X K@, 9)5Y,.
Ich will nun zeigen, daf3 die obere Grenze o dieser Form fiir jede Funktion
K(s,t), die den Bedingungen 1.—4. geniigt, genau gleich k ust.
Da némlich auf Grund unseres allgemeineren Resultats <k sein

muf}, so wird fiir alle positiven Werte z,,x,,..., fiir welche die Reihe
X = X, konvergiert,
14

(6. Q=220 <3,

=1

Man setze nun speziell, wenn p>—;— ist, a:,,=nle.

Dann wird X =¢(2¢)

und, wie man auf Grund der Gleichung
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; K@1,1
K(p,p)= Kd.1)

leicht erkennt,

. K(p,9) , 2 2K(p,9
A(z,7) = K(l,l)C(2@+l)+1§ f?p P +;,‘?1,,“3, vge

Nun ist aber wegen der Eigenschaften 1.und 4. der Funktion K(s,¢)

* K(p,9 K(p,?) 1 K(l t)
fp (pg)e —Z/ (pt)e dt— / N

und ebenso

Daher wird
- A(z,2) z—K(l,1)§(29+1)+c(29)1/ K(u,l);;K(l,u)du.

Bezeichnet man den Quotienten (6.) in unserem Fall mit ¢,, so ergibt
sich also

N K
(7.) k> Q, > —K“’l)“gfgt)”ﬂf K (u, 1);; (1,u)du’

Nun ist allgemein, wenn ¢ (u) eine nicht negative, in jedem end-
lichen Intervall 1 <<a<<u=<b integrable Funktion ist, fiir die das Integral

/ ‘P('“')d

1 Vu

hm / q)(u)du—fwwdu.

e-“-+0 V’M

LaBt man daher in (7.) ¢ gegen 5 konvergieren, so erhélt man, da

lim£(20+1) =L(@)= T, lim{(2g) =

existiert,

1
=g =9
und
/“" K, )+K@1,9) 4 _ 4

. 1 Vu

18t,

hm Q,= k
e=3+0

d. h. man kann, wenn ¢ eine beliebige positive GroBe ist, ¢ so nahe bei

% wihlen, daB @,>Fk—¢ wird. Dies zeigt deutlich, daB die obere Grenze «

der Form (5.) nicht kleiner als k¥ sein kann. Da nun ¢« <<k war, so muf
a=Fk sein.
4*
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Der Vollsténdigkeit wegen will ich noch erwahnen, dafl die Resultate
dieses Paragraphen sich auch auf Funktionen von mehr als zwei Variabeln
iibertragen lassen. Es gilt nédmlich folgender Satz:

Es sei K(sy,$,,...5,) eme nichinegative Funktion der positiven
Variabeln s, ,s;,...s,, die homogen vom Grade 1 —mn, wn jedem endlichen Gebiet

: 0<<a<s, ___<___.b (v=1,2,...n)
integrabel ist, und fir die das (n—1)-fache Integral

k, f/ f CLTL RL VA A

Vszss—s
etnen endlichen Wert hat. Sind dann f,(s), fo(S), ... [.(s) beliebige nichi-
negative Funktionen des positiven Arguments s, die in jedem endlichen Inter-
vall 0<<a<<s<<b integrabel sind, und fir die die Integrale

F, =/ fr(s)ds r=1,2,...n)
0
endliche Werte haben, so existiert das m-fache Integral

L= S S o) B ) o)) o) doy o iy

und zwar st

I, < k,VF, Fyor T,
Setzt man moch voraus, daf3 K fur jedes v bes festen s, .

und wachsendem s, nicht zunehmen soll, so ist, wenn
a’, ad’,...

oSy 1y Sys1rene Sy

¥=1,2,...n)
beliebige positive Zahlen sind und

N =a+aP + - +af r=1,2...%
gesetzt wird, die m-fach unendliche Reihe

n—1

D) o2 (n) ()} (2) (M B D2, ,, ™
U—p > K(s,,l,sm, -sp) (a5 ag) -+ ap)] " @l a2
»

fiir alle nichtnegativen Wertsysteme oy’ ,a,...a konvergent, fiir welche die
Reihen

X,=3 (@) ¢=1,2...n)

»=1
konvergent sind, und zwar st stets

U<k VX, X, X,.
In dieser Ungleichung kann, wenn speziell alle a$ gleich 1 gesetzt werden,
die Zahl k, durch keine kleinere Zahl ersetzt werden.




