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Uber Funktionen, die auf einer abgeschlossenen
Menge stetig sind.

Von Herrn Heinrich Tietze in Briinn.

Die Beschaftigung mit dem hier behandelten Gegenstand nahm von einer
Carathéodory-Fejérschen Frage iiber ebene Jordansche Kurven und verwandten
topologischen Fragen ihren Ausgang*). Ein dabei verwendeter Satz iiber
gewisse unstetige Funktionen einer Verinderlichen a8t sich aber auf
Funktionen irgendeines Gebietes des n-dimensionalen Raumes, noch allge-
meiner einer Fréchetschen ,,Klasse E“ ausdehnen (Satz 1). Nach einem
einfachen Beweis fiir den speziellen Fall des R, wird der allgemeinere fiir
beliebige Klassen E mitgeteilt.

Durch Herrn H. Hakhn, dem ich den letztgenannten Beweis mitteilte,
wurde ich auf die Verwandtschaft dieses Satzes mit den folgenden beiden
Fragen hingewiesen: erstens die Frage der Ergénzbarkeit einer auf einer
abgeschlossenen Menge in einer Klasse E definierten stetigen Funktion zu
einer in ganz E definierten stetigen Funktion; zweitens die Frage der
Ausdehnung vom R, auf beliebige Klassen E des Satzes von'R. Baire**),
daB jede oberhalb halbstetige Funktion sich als Grenze einer monoton
abnehmenden Folge stetiger Funktionen darstellen 1aBt. Es lieB sich nun
in der Tat die Beweismethode des Satzes 1 leicht zur Erledigung dieser
Fragen beniitzen (Satz 2 und 3).

*) 5. die folgende Note: ,Bemerkungen zu den Sitzen von J. Pdl iiber ebene
und riaumliche Jordansche Kurven®.
, **) ,Sur les-séries A termes continues et tous de méme signe“, Bulletin de
la Soc. math. de France, t. 32 (1904), p. 125.
Journal fir Mathematik. Bd. 145. Heft 1/2. : 2



10 Tietze, auf einer abgeschlossenen Menge stetige Funktionen.

1. Wir betrachten (im allgemeinen unstetige) Funktionen f(X), die
in den Punkten X einer Menge M des R, definiert sind, und beweisen den

Satz 1: Zu jeder in der Menge M definierten, beschrinkien und be-
ziiglich M in allen Punkten der abgeschlossenen Teilmenge T von M stetigen
Funktion f(X) ¢ibt es eine auf M stetige Funktion F(X), die in T mat
f(X) vibereinstimmt und sonst durchwegs > f(X) tst*).

Von Interesse ist derjenige Spezialfall fiir die Voraussetzungen dieses
Satzes, in dem f(X) eine beschrinkte Funktion eines n-dimensionalen Ge-
bietes G ist, die an der Grenze T des Gebietes stetig ist (M= G4 T).

Beweis: Man teile den R, in n-dimensionale Einheitskuben und
jeden derselben in immer kleinere Kuben durch fortgesetzte Halbierung
der Seitenlinge. Wir betrachten dann alle Kuben K, der Seitenlinge 1,
die im Inneren. oder am Rand Punkte von M-— T, jedoch keinen Punkt
die
nicht Teile von Kuben K, K,, ... K,_, sind und im Inneren oder am Rand
Punkte von M — T, jedoch keinen Punkt von 7 enthalten. » heile der
Index von K,, und M[f, K,] bezeichne den gréBten Wert, den die Funk-
tion f(X) im Inneren oder am Rand von K, erreicht, oder dem sie beliebig
nahekommt**). Sei B ein Eckpunkt eines K,; wir betrachten alle
Kuben K,, denen B als Randpunkt angehort, bezeichnen mit »(B) und
w(B) den grofiten Wert des Index, bzw. das grofite M[f, K,] fiir diese
Kuben. Dann sei

y—17?

von T enthalten, dann fiir » > 1 alle Kuben K, der Seitenlinge é_l__

v F(B)=y(B)+ .5,
unter J,, dy, ... d,, ... positive Zahlen mit lim §, = 0 verstanden.

*) Sei bemerkt, daB der folgende Beweis yauch den Fall miterledigt, daB§ f(X)
nur innerhalb jedes endlichen Teiles des R, beschrinkt (bzw. unier einer Schranke
gelegen) ist. Aber auch fiir im Endlichen nicht nach oben beschrinkte f(X) gilt der
Satz, wobei der Beweis nur so abzuindern ist, daB bei der Konstruktion der K, jene
Punkte X zu T hinzuzunehmen sind, fiir die IziﬁX]‘(Y) = 4 oo ist. Fiir diese Punkte

bleibt natiirlich #'(X) undefiniert. — [Die folgenden Konstruktionen haben eine gewisse
Ahnlichkeit mit solchen bei R. Baire, Bull. d. 1. Soc. math. d. Fr., t. 28, p. 173 ff. —
Zusatz bei d. Korrektur.]

**) d. i. also die ,obere Grenze“ (borne supérieure) der Werte von f auf K,
in der Terminologie der Enzyklopidie IA 3, Nr. 16; Il A1, Nr. 6 (Enc., éd. franc.,
I3, Nr. 20; I 1, Nr. 6), beziehungsweise das ,Maximum® von f in K, in der Be-
zéichnungsweise von R. Baire; vgl., auch beziiglich des verwendeten Symbols, Annali
di Mat., ser. III, T. 1II (1899), p. 5; Encyclopédie, éd. frang., I 2, Nr. 22.
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Weiter sind dic zur Grenze jedes Kubus K, gehérenden z-dimen-
sionalen Kuben zu betrachten (1<<7<Tm—1), also fiir 7=1 seine
Kanten, fiir 7=2 die Quadrate seiner Begrenzung usw. FEin 7-dimen-
sionaler Randkubus R eines K, heile ein elementarer, wenn er jedem Kubus
K,, auf dem innere Punkte von R liegen, ganz angehért (sei es als Rand-
kubus, sei es als Teil eines solchen). Jeder 7-dimensionale Randkubus
eines K, zerfillt in eine endliche Anzahl elementarer Randkuben. Wir
nehmen nun an, fir die Punkte der elementaren (7 — 1)-dimensionalen
Randkuben sei F(X) bereits definiert, und wollen F(X) nun fiir die
Punkte eines beliebigen elementaren 7-dimensionalen Randkubus R defi-
nieren. Wir beniitzen, dall F nach Voraussetzung fiir jeden Randpunkt
von R definiert ist; (diese Voraussetzung ist fiir = = 1 erfillt, denn in
diesem Falle, wo R eine elementarc Kante ist, besteht der Rand von R
aus zwei Punkten B). Sei dann ¢ das Maximum, b das Minimum von
F(X) auf dem Rand von R, ¢ irgendein Wert zwischen ¢ und b (nur
fir a=b wire ¢=a zu setzen) und C irgendein Punkt im Inneren
von R, so werde F(()=c¢ gesetzt und F(X) auf jedem Radiusvektor
von C zu einem Randpunkt von R als linearc Funktion der Entfernung
von ( angenommen. Dieses Verfahren liefert #(X) fiir alle elementaren Rand-
kuben der K, und schlieBlich, fiir = = n angewendet, auch fiir alle Punkte X
der K, selbst. Es ist leicht zu sehen, dafl die hiermit fiir alle Punkte P
von M — T definierte Funktion F(P) stetig und in M — T grofler als
f(P) ist, ferner, daB fiir jeden Punkt @ von T, der Héufungspunkt von
M—T ist, auch F(Q)= hm F(P) existiert und gleich f(Q) ist.

Fir v=1, das lbt fiir die elementaren Kanten, lieBe sich die
Definition von F(X) noch dadurch vereinfachen, dafl man F(X) zwischen
den beiden Randpunkten B der Kante einfach linear nimmt. Ist speziell
n=1 und besteht M — T aus einer endlichen oder unendlichen Anzahl von
Intervallen m <C @ <<m,;, so braucht man in jedem Intervall an Stelle
der Punkte B nur iiberhaupt irgendeine Punktmenge des Intervalls zu
wahlen, die = m und z= m, als einzige Haufungsstellen hat*).

2. Wir wollen nun beweisen, dal Satz 1 nicht nur gilt, wenn die
Grundmenge, der die Mengen M, T entnommen sind, der R, ist, sondern

*) Bereits J. Pdl verwendet derartige Konstruktionen in seiner der eingangs
erwahnten topologischen Frage gewidmeten Arbeit, dicses Journal, Bd. 143, S. 294.
2*
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irgendeine Fréchetsche Klasse E, das heiit*) eine Gesamtheit von Ele-
menten (,,Punkten), so daB fiir je zwei von ihnen, 4, B, eine Definition
des Abstandes (écart) (4, B) vorliegt, die den Forderungen

(4,4)=0, (4,B)=(B,4)>0 fir 4+ B, (4, B)<<(4,0)+ (C, B)
geniigt.

Sei vorweg bemerkt, daB der allgemeine Fall des Satzes 1 durch
Addition einer Konstanten zu f auf den speziellen zuriickgefithrt werden
kann, daf die Werte f alle iiber einer positiven Schranke i liegen. Mit
P werden im folgenden die Punkte von M — T, mit @ jene von T be-
zeichnet. Es bezeichne ferner**) o(X, I') den Abstand eines Punktes X
von 7. TFir jeden Punkt P definieren wir ¢(P) als das Maximum

m [(i—liz(;gp));, M] , das ist den groBten Wert, den der Ausdruck
X
W &y (o=0(1= 4o,
in den Punkten X von M erreicht oder beliebig approximiert; dieselbe
Definition nehmen wir fiir g (), das heit, da dann 6 = co wird, ¢(Q)=/(Q).
Man sieht, daB ¢(P)=>f(P) ist, indem man X = P setzt. Dal ferner ¢
in jedem Punkt P stetig ist, folgt aus der Stetigkeit von (X, P) und
o(P) und damit des Ausdruckes (1.) als Funktion von P. Zum Beweis
der Stetigkeit von g in einem Punkt @ werde um @ eine Umgebung***)
U so abgegrenzt, da f in U zwischen f(@)—eé und f(Q)+ ¢ liegt
(0 < &<l 32'«) In U wéhlen wir eine engere Umgebung U, von @, so
daB fiir alle in U, liegenden Punkte P und auBlerhalb U liegenden Punkte X
der Abstand (X, P) iiber einer positiven Schranke, sie heilc &, liegt.
In U, wahlen wir eine engere Umgebung U, so daBl o= o(P) fiir alle

Punkte P von U, der Bedingung geniigt: (14 3)° >%)— [« eine obere

Schranke von f(X)]. Fir alle P in U, und X auBlerhalb U ist dann

HX) “ () A
1+ (X, P))e < A +9)° < 2 <f(Q)—§<f(Q) ~— g,

*) 8. M. Fréchet, ,Sur quelques points du calcul fonctionnel“, Par. Theése
= Rendiconti del Cire. Mat. di Palermo, 22 (1906), pp. 1—74, Nr. 49.
**) Konform mit A. Schoenflies, Bericht II., Jahresber. der Deutsch. Math. Ver.,
Erginzungsband 2, S. 102. Ein Punkt @ mit (X, @) = ¢(X, T) muB nicht existieren.
*¥) Gesamtheit aller Elemente, deren Abstand von  unter einer positiven
Zahl liegt.
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Wenn P in U, ist, kommen also fiir das Maximum von (1.) nur Punkte X,
die in U liegen, in Frage und es ist dann f(Q)— e<<f(P)<<g(P)<<f(Q) + ¢
somit lilg g(P)=H(Q)=g(Q), wie verlangt.

P=

Bedeutet dann y eine iibrigens beliebig kleine positive Zahl, so
leistet die durch F(X)=g¢g(X)+y-0(X,T) definierte Funktion alles
Verlangte *).

Zusatz. Wenn die Funktion f(X) des Satzes 1 fiir alle Punkte P
von M — T den Ungleichungen f(P) <C C hm/ (X) << C geniigt, so kann

auch F(X) der Ungleichung F(P) << C entsprechend bestimmt werden.
In der Tat ist dann ¢,(P)<<C, und man braucht nur zu setzen:
F(P)=g,(P)+ der kleineren der Groflen y.o(P,T) und }(C —g,(P)).
3. Im AnschluBl an den vorstehenden Beweis ergibt sich unmittelbar
ein Beweis fiir den folgenden Satz, der eine Verallgemeinerung eines von
R. Baire (1. c.) fir den R, als Grundmenge bewiesenen Satzes darstellt:
Satz 2: Sei eine auf der Menge M (in einer Fréchetschen Klasse E)
definierte Funktion f(X) beschrinkt und oberhalb halbstetig, so daf3 fiir alle
X von M gilt:
(2) lim f(¥) < £(X);

sev ferner f(X) beziiglich M auf der abgeschlossenen Teilmenge T von M
stetsg. Dann gibt es eine Folge von auf M stetigen Funktionen F,(X),
F,(X),...F,(X),..., die den Bedingungen geniigt**):
F, ,(P)<<F,(P) fiir alle Elemente P von M—T, (v >1)
F,(Q) = f(Q) fir alle Elemente @ von T, (y¥=>1)
lim F,(X)= f(X) fir alle Elemente X von M.

Den Fall, da 7' die Nullmenge ist, d. h. gar kein Element enthilt
(vgl. unten den ,Zusatz®), schlieBen wir zundchst aus. i, 7s,... 7, ...

*) Im vorstehenden kann man statt g(X) auch die Funktion ¢,(X) verwenden,
die man erhilt, wenn man nicht, wie bei der Definition von g(P), in (1.) X alle
Punkte von M durchlaufen 148t, sondern nur jene, die Punkte von M — T' oder Haufungs-
punkte von M — T sind.

**) DaB umgekehrt die Existenz einer konvergenten Folge stetiger F,(X) mit
den angeschriebenen Eigenschaften stets eine oberhalb halbstetige Funktion f(X) zur
Grenze hat, folgt ganz ebenso wie bei R. Baire, Bull. d. 1. Soc. math. d. Fr., L ¢.,
§ 2, im Falle von linearen Mengen, bezw. solchen des R,.
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sei eine Folge abnehmender positiver Zahlen mit lim y,=0. So wie wir

¥ =0

zur Funktion f(X) in Nr. 2 die Funktion ¢(X) definiert haben, werde
nun etwas allgemeiner die Funktion ¢, (X) definiert, indem wir fiir 0= o(P)

nicht (P T sondern }P—T‘) nehmen. Die wesentlichen Eigenschaften

von ¢(X) bleiben dadurch fiir ¢, (X) erhalten: g, (X) ist stetig, und es ist
9,(P) = {(P), 9,(€)={(Q). Ferner ist g,,,(P)<yg,(P) und limg,(P)

gleich der groBeren der Zahlen f(P) und lim f(Y), also wegen (2.) gleich
Y=P

f(P). Die Funktionen F,(X)=g¢,(X)+ 7,-0(X,T) geniigen dann allen
verlangten Bedingungen.

Zusatz. Satz 2 gilt auch noch, wenn man fiir 7' die Nullmenge
nimmt und dementsprechend

F,.,(X)<<F,(X) tir alle Elemente X von M (v >1)

verlangt.

Im Beweis fiir Satz 2 ist dann nur p(X T) allenthalben durch
eine Konstante, z. B. =1, zu ersetzen.

4. In derselben Art hergestellte Funktionen ergeben auch einen
Beweis von

Satz 3. Eine auf einer abgeschlossenen Menge T einer Fréchet schen
Klasse I definierte, beschrinkte und stetige Funktion f(Q) laft sich zu einer
wn allen Elementen X von E definierten und stetigen Fumktion ergdinzen.

In der Tat braucht man fiir ein nicht zu 7' gehoriges X nur f(X)

gleich dem Maximum von 1@ i alle Elemente Q von T zu setzen,

1+ (@ X))y
WO 0 = - (X PXT) und ¢(X,T) gleich dem Abstand des Elementes X von
T ist*).

*) Man erhilt Satz 3 natiirlich auch aus Satz 1, sobald man f(Q) zu einer
den Voraussetzungen von Satz 1 geniigenden Funktion f(X) erginzt. Kine solche
— speziell oberhalb halbstetige — Funktion erhilt man, indem man f(X) definiert
als den groBten Wert, den /(@) erreicht oder beliebig approximiert in Punkten @, fiir
die (X, Q) <<o(X,T) + ¢ ist bei beliebig kleinem & = 0.




